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 الرسماث المشهورة :
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 الاقتران التربيعي :           
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 0، حـ =  0، ب =  1أ = 

ب-

2أ 
  =





0

1 2
  =0 

 0( = 0(    ق) 0،  0زأس القطع  ) 

 

 ( :2مثال )

  2س +4 – 2ق)س( = س

ب-

2أ 
   =

4

2
 =2 

  2 -( =  2ق)

 ( 2 -،  2زأس القطع ) 

 

 ( :3مثال)

 2س -4ق)س( = 

زأس القطع = 
ب-

2أ 
 = 



0

1 2
 =0 

  4( = 0ق)

     ( 4،  0زأس القطع ) 

ـــ ـــــــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ــــــــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ــــ ـــ ـــــــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــــــ ـــــــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ــــــــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــــــــــ ـــ ـــــــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ  ــ

 الاقتران التكعيبي :           

  0( = 0، ق)   3ق)س( = س

 

 

 

 

 0( = 0، ق)     3س -ق)س( = 

 

 

 

 

 

 2(  = 0،  ق)  2+  3ق)س( = س

 

 (2هرفع رسم الاقتران للـ )

 

 

 

 1( = 0،  ق)    3س – 1ق)س( = 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3 

 زأس القطع

 -س

 ص+

 س+

 زأس القطع

 

 -س

 ص+

 س+

ق )س( = س
2

 

 – 4 

س -4ق )س( = 
2

 

4 

 ت هفسسالب

 الموجب بس

 معكوست

- 2 

- 1 

 – -2 
2 



 التكامل وتطبيقاته : رابعتالوحدة ال 7040327870 -سليم الخطيب 
 

-70- 
 

 الاقتران اليصبي :         
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 رسم المثلثياث :
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  )المصاحت المحصىزة بحن الإقتراهحن ق )س( ، هـ )س

 على الفترة ]أ ، ب[ . 

  : "مُلاحظاث أشئلت المصاحت "مفاجيح الحل 

 ( كل ق )س( ، هـ )س( ، ص .. هى اقتران .1

 ( كل )س = عدد( هى عمىد 2

 " إقتران .0"ص =  ( معادلت محىز الصيىاث 3

 " عمىد.0"س =  ( معادلت محىز الصاداث 4

( ( إذا أعطاها فترة ]أ ، ب[ فئنّ )س = أ  ،  س = ب5
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  -هناك عدة أنواع من أسئلة المساحة :

طلب مىا المصاحت : الىوع الأول    -: ٌعطيىا إقتراهحن وٍ

 وصتخدم قاهىن 

م =         
ب

أ
 م*د س   * و لا هحتاج للسش |ٌ )س( –ق)س( |

 *مُلاحظت :

 بىعمل حدول مكىن مً : | إقتراهاث | أعمدة | مصاوة |

 -: الخطولا هحتاج إلى السشم بل هحتاج إلى 

 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

احصب مصاحت المىطقت المغلقت المحصىزة بحن مىحنى  (1

( و محىز الصيىاث على الفترة 2س +2الإقتران )ق )س( = 

 [ ؟3،  1]

 الحل: 

 مصاواث         أعمدة             اقتراهاث       

 ق)س( = ص           1س=       2س+2ق)س( = 

  0=2س+2          3س=              0ص =     

                                           = جسفض   1-س 

                                                                                            

 ًقبل                                          ًسفض             

 اذا كان خازج الفترة                         اذا كان داخل الفترة

م =           
3

1
 د س    |ٌ )س( –ق)س( |

=|
3

1
]س2+2س |= |دس  0 - 2س+2

3

1

 | =| (9+6 )–(1+2)| 

 =| 15 – 3 |  =12  

 

 

 احصب مصاحت المىطقت المحصىزة بحن مىحنى( 2

 [ ؟، 0)ق)س( = حتاس( ، ومحىز الصىاث على الفترة ] 

 الحل:

 مصاواث          أعمدة              اقتراهاث         

 0 = س           0س =      سق)س( =      

) س =             πس =           0ص =           
2

 ) 

 ق)س( = ص

 

 

=  1م
2

0
 د س   |ص –ق)س( |

|=  1م
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]  س |= |د س  س 

2
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|  =| 1 – 0 |  =1  
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 د س   |ص –ق)س( |

 |=  2م
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]  س | =|د س  س  
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|  =| 0 – 1 |  =1# 
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احصب مصاحت المىطقت المحصىزة بحن مىحنى ( 3
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 حـ أ ب أ ب
 1م 2م
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( احصب مصاحت المىطقت المحصىزة بحن مىحنى 4

 ؟ 1ىاث و ،س= يالإقتران )ق)س( =            ( ومحىز الص

 الحل:
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( حد مصاحت المىطقت المحصىزة بحن مىحنى الإقتران 5
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 [ ؟   
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 مصاواث          أعمدة           اقتراهاث       
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: ٌعطيىا ثلاثت إقتراهاث أو أكثر : )هضع الجدول  الىوع الثاوي

 ثم هسشم( 

أوحد مصاحت المىطقت المغلقت لمحصىزة بحن  (1

 مىحىياث الاقتراهاث 

 ؟ 8س     ،   ص =  – 2ص =           3ق)س( = س 

 لحل:ا

 اقتراهاث              مصاواث

 1ق)س( = ص      س  -2ق)س(=

 س-2=  3س       س  -2= 1ص
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 احصب مصاحت المىطقت المحصىزة بحن :  (2

 ( ؟0ص + س = 2،    3،  ص = س  6س =  –)ص 

 الحل:

 اقتراهاث            مصاواث
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1س

2[( =2 +
1

2
  )– (-4 +

4

2
 ) 

 =2 +
1

2
  +4 – 2   =6 - 

3

2
  =

9

2
 

=  2م
2

1
ق)س( دس =  –ل)س(  

2

1
 دس 1+  2س – 3

 =
2

1
 دس 2س – 4 

س +4= 
3

3

 س
2

1[( =8 -
8

3
  )– (4 -

1

3
) 

  =8 - 
8

3
 - 4  +

1

3
        =

5

3
 

=  2+ م 1المصاحت الكليت = م
9

2
  +

5

3
  =

37

6
 

( حد المصاحت المحصىزة بحن ق)س( = 9
ٌ

  س

 و المصتقيم س = ٌ و محىزي الاحداثياث سو ص = ٌ 

 الحل:

 مصاواث       الاقتراهاث                   

ق)س( =  
ٌ

 = ق)س( 1ص        2= ص 1ص    س

 ≠ سٌ             0 ≠ سٌس           = ٌ 1ص     
ٌ

 س

 = ق)س( 2ص                 0=  2ص         

        الاعمدة                
ٌ

 0=  س

 1س=                      0س=       

 س = ٌ           

 

                  

 

 

 

=  1م
1

0
  1 –= ٌ  10]س ٌ=  دس سٌ 

=  2م
ٌ

1
 - 

ٌ
س-=  دس سٌ+ س

ٌ
  1]ٌس ٌ س++س

 بالاحزاء                

 1 –+ ٌ  1=  2+ م 1م = م 

 ٌ – 1 – ٌٌ + ٌ + ٌ-=  2+ م 1م = م     

                     ٌ =ٌ – 1 –  ٌ 
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 شؤال: حد مصاحت المىطقت المظللت في الشكل حيث:

 س -ق)س(= 

 ٌ)س( = س

 س 2-6ل)س(= 

 

 

 

 

 الحل:

= 1م
2

0

 ق)س( .دس -ٌ)س(

 =
2

0

.دس =  سس + 
2

0

سس +  
1
 .دس 2

2س= 

2
س+  

3
2 2
3

 
2
2س=   0

2
3س+   2 2

3
 

2
0 

 ( =2 + 2
3

 8  )–  (0 – 0  = )2  +2
3

 8 

=  2م
4

2

ق)س( .دس =  –ل)س( 
4

2

 .دس سس + 6-2 

س+  2س–س 6=
3
2 2
3

 
4
3س+  2س –س6=  2 2 2

3
4
2 

( =24 – 16  +2
3

  ×8 )–  (12 – 4  +2
3

 8 ) 

 =8  +16
3

 - 8 - 2
3

 8  =16
3

 - 2
3

 8 

2+  2=  2+ م 1= م الكليتم
3

 8  +16
3

 - 2
3

 8  =22
3

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 للت بالشكل المجاوز حد مصاحت المىطقت المظ 

 حيث:

 2ق)س(= س

ٌ)س(= 
2س
1  

 4ل)س(= 

 

 الحل:

 ل)س( = ٌ)س(          ق)س( = ٌ)س(

 4  =
2س
=  2س              1

2س
1 

  1=  4س               1=  2س4

1س =  
2

  1س =                 

=  1م
1
2

0

ق)س( .دس =  –ل)س( 
1
2

0

 .دس 2س – 4 

 -س 4= 
3س

3
 

1
2
0 ( =2- 1

24
  )–  (0 – 0  = )47

24
 

=  2م
1
2

1

ق)س( .دس =  –ٌ)س(  
1
2

1

 
2س
 .دس 2س - 1

 =
1
2

1

 - 1-س-=  .دس 2س – 2-س 
3س

3
 1

2

1 

 =
س
1 - 

3س

3
1
2

1 ( =1
1

 - 1
3

  )–  (-2 - 1
24

) 

 =4
3

 - (49
24

 = )4
3

  +49
24

  =32
24

 +49
24

 =17
24

 

47=  2+ م 1= م الكليتم
24

  +17
24

  =64
24
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  حد مجمىع مصاحتي المىطقتحن المظللتحن في الشكل

 حيث:

 3س2ق)س( = 

 س  – 3ٌ)س( = 

 س 2-ل)س( = 

 

 

 الحل:

 ل)س( = ٌ)س(      ٌ)س( = ق)س(

 شئخر3س2س =  – 3س       – 3س = 2-

 0=  3 –+ س  3س2               3-س = 

 1س=                            

=  1م
0

3

ل)س( .دس=  –ٌ)س( 
0

3

 س .دس2س + – 3

= 
0

3

س + 3+س .دس = 3
2س

2
  0

3
 

( =0 – 0  )–  (-9  +9
2

  = )9
2

 

=  2م
1

0

ق)س( .دس =  
1

0

.دس =  3س2 
4س

4
 1

0 

 =1
2

 - 0  =1
2

 

=  3م
3

1

ٌ)س( .دس =  
3

1

 -س 3س .دس =  – 3 
2س

2
 3

1 

 ( =9 - 9
2

  )–  (3 - 1
2

  = )9
2

 - 5
2

  =4
2

  =2 

9=  3+ م 2+ م 1= م الكليتم
2

  +1
2

  +2  =7 

 

 

 

 

 

 

 

 

  حد مجمىع مصاحتي المىقتحن المظللتحن في الشكل

 المجاوز حيث ان:

 3س-ق)س( = 

 ٌ)س( = س

 س2 – 3ل)س( = 

 

 

 

 

 الحل:

 ٌ)س( = ل)س(

 س2 – 3س= 

 1س=

=  1م
0

1

ق)س( .دس = 
0

1

  -.دس =  3س- 
4س

4
 0

1
 

 =0  +1
4

  =1
4

 

=  2م
1

0

ٌ)س( .دس =  –ل)س(  
1

0

 س .دس –س 2 – 3 

 -س 3= 
2س 3
2

 1
0

  ( =3 - 3
2

  )–  (0 – 0  = )3
2

 

1=  2+ م 1= م الكليتم
4

  +3
2

  =7
4
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 : حد مصاحت المىطقت المظللت في الشكل حيث 

 س4 – 2ق)س( = س

 س5ٌ)س( = 

 5ل)س( = 

 

 

 :الحل

 ل)س( = ٌ)س(   ل)س( = ق)س(

 س4 – 2= س 5س            5=  5

 0=  5-س 4 – 2س              1س= 

 0( = 1()س+5-)س                      

 تهمل  1- س=،    5س=                       

=  1م
1

0

ق)س( .دس =  – ص 
1

0

 .دس س4+ 2س – 0 

 =
1

0

 - 2س2.دس =  2س –س 4
3س

3
 1

0
  

 (=1 - 1
3

  )–  (0 – 0  = )2
3

 

=  2م
5

1

ق)س( .دس =  -ل)س(
5

1

 س .دس4+ 2س – 5 

 –س 5= 
3س

3
5 2س2+  

1
  

 = (25 - 125
3

 +50)- (5-1
3

+2 = )100
3

 - 20
3

 =80
3

 

2=  2+ م 1= م الكليتم
3

  +80
3

  =82
3

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :حد مصاحت المىطقت المظللت في الشكل حيث 

  | 2 -س |ق)س( = 

 سٌ)س(= 

 

 

 الحل:

 ق)س( = ٌ)س(

 س=   | 2 -س |

  0=  4س +5 -  2س = س   2(2-= ) س

 1،  س=  4س=  0( =1-( )س4-) س 

= 1م
1

0

ٌ)س(.دس =  
1

0

.دس =س 
1

0

س 
1
 .دس 2

 =2
3

س 
3
2 1

0
 ( =2

3
  )–  (0 = )2

3
 

=  2م
2

1

ق)س(.دس = 
2

1

.دس =  | 2 -س | 
2

1

 س .دس – 2 

 -س2= 
2س

2
2
1

 ( =4-2 )– (2 - 1
2

 = )2- 3
2

 =1
2

 

=  3م
4

2

ق)س(.دس =  -ٌ)س( 
4

2

 .دس | 2 -س | - س 

 =
4

2

س 
1
2دس =  2س +  - 2

3
س 

3
2 - 

2س

2
4س 2+

2 

( =2
3

  ×8 -8 +8  )– (2
3

8 -2 +4  ) 

 =16
3

 - 2
3

8 - 2  =10
3

 - 2
3

8 

2=  3+ م 2+ م 1= م الكليتم
3

  +1
2

  +10
3

 - 2
3

8 

 =9
2

 - 2
3

8 
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  حد مصاحت المىطقت المظللت في الشكل المحصىزة

 بحن مىحنى الاقتران

 2س –س 3 – 7ق)س( = 

 ( 3،  4( ، )  3-،  2-و المصتقيم الماز بالىقطتحن ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الحل:

 1=  ميل المصتقيم ل = 

 1 –ص = س  (   4 –) س  1=  3 –و معادلته ص 

المصاحت المطلىبت = 
4

2

 ( .دس1 –)س  –(  2س -س2 – 7)

 =
4

2

 (.دس 2س –س 2+ 8)  

 - 2س + س8= 
3س

3
 4

2 

 =32  +16 -  -  (-16  +4  + ) 

 وحدة مسبعت 36=  24 – 60=   - 60= 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  حد مصاحت المىطقت المحصىزة بحن مىحنى العلاقت

 لس و المصتقيم  4=  2ص

 

 

 

 

 

 الحل :

سص =  س 4=  2ص 2 

 : لمعادلت المصتقيم  
ص

س
2
1

 =2 0
1 3

 =2
2

 3 –ص = س   1=  

 9س + 9 – 2= س 2(3-= )س 2هقطتا التقاطع : ص 

 0=  9س + 10- 2س س 4=  9س+6-2س

 9،  1س =   0( = 1-( ) س9-)س

 2+ م 1= م الكليتم

=
1

0

س) س- - 2 (.دس + 2
9

1

س)  ((.دس3-)س - 2

 =
1

0

س .دس + 4
9

1

س)   (.دس3س + - 2

=4 ×2
3

س
3
2  1

0 - 
2س

2
9س3+  

1
 

(=8
3

 )– (0( + )4
39 81 - 81

2
 +27)– (4

3
- 1

2
+3) 

 =8
3

  +108
3

 - 81
2

  +27 - 4
3

  +1
2

 - 3 

 =112
3

 - 80
2

 +24  =112
3

 -40 +24  =112
3

 - 16  

= 48 112
3

  =64
3

 وحدة مسبعت 

 

 

 

 

 

 

 



 التكامل وتطبيقاته : رابعتالوحدة ال 7040327870 -سليم الخطيب 
 

-84- 
 

  حد مصاحت المىطقت المظللت في الشكل المحصىزة

 . 1سبحن مىحنى ص=

 ( 3-،  8( ، )0،  5و المصتقيم الماز بالىقطتحن ) 

 
 

 الحل:

 معادلت المصتقيم الماز بالىقطتحن :

 ( 1س –= م ) س  1ص –ص 

م = 
ص
س

ص
س

1 2

1 2

-

-
  =0 3

5 8
  =-1 

 ( 5 –) س  1-=  0 –ص 

 س  – 5ص = 

 الاقتراهاث :

 س– 5=  2،     ص     1س=  1ص

 0=  3ص                 

 2= ص 1ص

 2س ( – 5= )  1س +   س  – 5=   1س

 2س + س 10 – 25=  1س+

 0=  24س +  11 – 2س

 0( =  3 –( )س  8 –)س 

  3تهمل   ،  س =    8س = 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

=  1م
3

1

= .دس  3ص – 1ص 
3

1

 .دس 0 - 1س 

س+ = 
3
2 1 3

1  =  24 -  0  = 

=  2م
5

3

.دس=  3ص – 2ص 
5

3

 س .دس– 5 

 -س 5= 
2س

2
 5

3
  (=25 -   )–  (15 -  ) 

 = -   =  =2  

 =  2+  =  2+ م 1= م الكليتم

  اوحد قيمت أ بحيث ان المصتقيم س=أ ًقصم

 و المصتقيم  صالمصاحت المحصىزة بحن س =

حن؟ 2س =   و محىز الصيىاث الى قصمحن متصاوٍ

 الحل:

 صس = 

 = ص 2س

م = 
2

0

 8.دس =  2س 

 =
أ

0

 8×  1.دس = 2س 

أ 3س
0  =4 

 4=   3أ

3أ = 
4 
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  زشم المصتقيم ص = حـ فقطع مىحنى الاقتران 

 )أ ، حـ( ، ، في الىقطتحن  3س3 –س 2ق)س( = 

حيث أ ، ب ، حـ  اعداد حقيقيت مىحبت ،  )ب ، حـ(

كما في الشكل ، حد قيمت حـ  2، م 1مكىها المىطقتحن م

تحن. 2، م 1التي ججعل مصاحتي المىطقتحن م  متصاوٍ

 

 

 

 

 

 الحل:
أ

0

ق)س( .دس =  –) ج 
ب

أ

 حـ ( .دس –) ق)س( 

ب

أ

 -حـ ( .دس =  –) ق)س( 
أ

0

 ( .دس حـ –) ق)س( 

ب

أ

حـ ( .دس +  –) ق)س( 
أ

0

 0حـ ( .دس  =  –) ق)س( 

ب

0

حـ ( .دس =  –) ق)س( 
ب

0

 0حـ(.دس=  – 3س3 –س 2) 

 - 2س
4س

ب 
0

 0حـ ب =  - 

 - 2ب
4ب

لكً الىقطت ) ب، حـ ( جقع على  0حـ ب =  -

 مىحنى ق

 3ب3 –ب 2ج =  ق)ب( = حـ 

 - 2ب
4ب

 0( ب =  3ب3 –ب 2) -

 - 2ب
4ب

  0=  4ب 3+  2ب2 -
4ب

 0=  2ب -

) 2ب
2ب

 0 ≠، ب      0( =  1 - 

2ب
 تهمل 2، ب =  2ب =  4=  2ب  1=  

  4=  8 - 4=  3(2) 3 –( 2) 2لكً حـ = 

 

 النوع الزابع
ب

أ

 1ق)س( . دس = م

 

 

 

 

 
ب

أ

   2م -ق)س( . دس = 

 

 

 

 

 

 

 

 :بالاعتماد على السشم  لمىحنى ق)س( اذا كان 

 ، أوحد كل مما ًلي: 2=  3، م 9=  2، م 3=  1م 

 

 

 

 

1) 

2

1-

 3=  1ق)س( . دس = م

2) 

4

2

  9-=  2م -ق)س( . دس = 

3) 

6

1

 4-=  2+ 9- 3=  3+ م 2م - 1ق)س( . دس = م

4) |
6

1

  4=  | 4 - |=  |ق)س( . دس 

5) 

6

1

 14=  2+ 9+ 3=  3+ م 2+ م 1. دس = م |ق)س(|
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  يحشب اذا كانت القيمة المطلقة خارج رمز التكامل ، 

 التكامل ثم يؤخذ له القيمة المطلقة

 نت القيمة المطلقة داخل التكامل ، تؤخذ القيمة اذا كا

 المطلقة لجميع المشاحات ، ثم نجمع

 

 ٌ ،بالاعتماد على السشم ًمثل مىحنى الاقتراهحن ق 

 ، فجد كل مما ًلي : 7=  2، م  4= 1اذا كان م  

 

 

 

 

 

 

 

=  1*م
ب

أ

 4ٌ)س( . دس =  –ق)س( 

=2*م
ب

[

 7ق)س( . دس =  –ٌ)س( 

1) 

ب

أ

 4=  1ٌ)س( . دس = م –ق)س( 

2) 
أ

[

 ٌ)س( . دس  –ق)س( 

( =
ب

أ

 )+ٌ)س( . دس(  –ق)س( 
ب

[

 (ٌ)س( . دس –ق)س( 

 3-=  7 – 4=  2م – 1م= 

3) |
أ

[

 3=  |3-|=  |ٌ)س( . دس  –ق)س( 

 

4) 
أ

[

 7+  4=  2+ م 1= م. دس  |ٌ)س( –ق)س( |

 على الفترة ] أ ، حـ [ المصاحت بحن ق و ٌ  11= 

 

 

 

  بالاعتماد على الشكل لمىحنى الاقتران ق)س( المعسف

[ حد  3،  2-على الفترة ]
3

2

 ( .دسق)س

 

 

 

 

 

 الحل:

 

 4=  4×  2×  = 1م

 3=  6×  1×  =  2م

 8=  4×  2=  3م
3

2

 ق)س( .دس 

 =
0

2

ق)س( .دس + 
1

0

ق)س( .دس + 
3

1

 ق)س( .دس 

 =4  +-3  +8  =9 

 

 

 مصاحت                             مصاحت            

 المصتطيل                            المثلث             

 العسض× = الطىل                الازجفاع× القاعدة ×  =    

 

 

 

 مصاحت                            مصاحت          

 الدائسة                              المسبع           

 2هق π=                                 2= )الضلع(          
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  معتمدا على الشكل ، و الري ًمثل مىحنى 

 5=  3، م 4=  2، م 7= 1الاقتران ق ، اذا كاهت م

 حد ما ًلي:

1) 

4

2

  
 سق

2
 .دس 

 المصاحت المحصىزة بحن مىحنى الاقتران ق (2

 [ 5،  4-و محىز الصيىاث في الفترة ] 

 

 

 

 

 

 

 

 الحل: 
0

4

 7ق)س( .دس = 

2

0

 4-ق)س( .دس = 

2

4

 3=  4 -+  7ق)س( .دس = 

1) 

4

2

  
 سق

2
 .دس =  

 3+ م 2+ م 1م = م (2

 =7  +4  +5  =16 

 

 

 


