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: يد   تم
بجـألوب=جـأ =  

أ حيث حقيقية أعداد ب ، أ أن   صفرحيث
:   ١٦=٤٢٤=١٦لو٢مثال 

(ق(س))ـص=   لو
وأساسهق(س)مجاله قيقية ا عداد ومداه صفر
ـاالعدد ) ي ب   )٢،٧لن
:   مثال

سـق(س)=   لو
  
 =صفر١لوـ )١
=ـ )٢ ـ  ١لو
ننلوسـ )٣  لوسـ=
=×لوسـ )٤  لوصـلوس+ـص
سلوـ )٥

 لوصـ-لوسـ=ص
ــ )٦ ق(س)ق(س)لو = 
  
  

= =ـق(س) اللو)ـلوم(س)   لو(ماداخل
  
  

 قَ(س)=
  
  
  
  
  

:   أسئلة
: ي مما ل قَ(س)   جد

  
 لوسـق(س)= )١

قَ(س)= : ل سا
1  

 
 )١+٣لو(سـق(س)= )٢
 

قَ(س)= : ل  ا

ــ ــ ــ ـــ ــ ــ ــ ــ ـــ ــــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ـــ ــ ــ ـــ ــ ـــــــ ـ ــ ـــ ـــ ــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ـ ــ ــ ـــــ ــ ـ ــ ـــ ــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ـــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــــ ــــــــــ ــ ـ ــ ـــ ـــ ــ ــ ــ ـــــ ـــ ــ ـ ــ ـــــــــ ــ ـــــ ــ ــ ـــ ــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــــــــ ــ ــ ـــ ـــــ ــ ــ ــ ـــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ـ ــ ــــــــــ ــ ــ ـ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ـــــــــ ـــ ـ ــ ـ ــ ـ ــ ــ ـــ ــــ ـ ــ ـــــ ــ ــ ــ ــــــ ــ ـــــ ـــــــ ــــ ــ ـ ــ ــــ ـــ ــ ــــــــ ــ ــ ــ ـــ ـــ ــ ـــ ـ ــ ــــ ـــــ ــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ـ ــ ـــ ــ ــ ــ ــــ ــ   ــ
٣(=   ٢)١لو(س+ـق(س)

ق(س)= : ل   )١لو(س+ـ٢ا
سقَ(س)=

2
1  

  
 س)٢لو(جاـق(س)= )٤

ق(س)= : ل   لو(جاس)ـ٢ا
سقَ(س)=

س
2  

  
ــق(س)= )٥   جاسلو

ق(س)= : ل   سجاا
=   جتاسقَ(س)

ــــ ـــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ـــــ ــ ــــــــ ـــ ــ ــــــــــــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـــــــ ــ ـــــــ ــ ــ ــ ـــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ـــ ــ ــ ــــ ــ ــــــــــــ ـــ ــ ــ ــــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ـ ــ ــــ ـ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ـــ ـ ـــ ــ ــ ــــــــــــــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــ ـ ــ ـ ــ ـــ ــ ـ ــ ــ ــــ ــــ ـــ ــ ــ ـ ــ ـ ــــــــ ــــــ ــ ــــــ ــ ــــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــــ ـــــ ــــــ ــ ــــــــــــ ــ ـ ــ ـــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ـ ــ ـــ ــ ـ ــ ــ ــــ ـــــــــ ـــ ــ ـــــــــــ ــ ــ ــ ــــــ   ــــــــــ
جاس)لوـق(س)= )٦  (س

ق(س)= : ل   جاسلو ـس+لو ـا
سقَ(س)=

س س 1
ــــ ـــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ـــــ ــ ــــــــ ـــ ــ ــــــــــــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـــــــ ــ ـــــــ ــ ــ ــ ـــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ـ ـــ ــــ ـــ ـــــــــــ ــ ـ ــ ــــــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــ ـــ ــــــــــــــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــ ـ ـــ ـــــ ـــ ــــ ـ ـــ ـــ ـ ــ ـ ــ ــ ـ ــ ـ ــ ــــــــــــ ــ ــــــــ ـــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ـــ ــــــــــ ــــــــــــ ــ ـ ــ ـــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ـ ــ ـــ ـــ ــــ ــــ ــ ـــــــ ــ ـ ــ ـــــــــــ ــ ــ ــ ــــــ ــ ـ ـــ ـ ـــ ــــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــ ــــــ ــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ   ـ

(لوـق(س)= )٧

21

7 2
س

 )س
ق(س)= ل:   )٧-س٢(لوـ-)١+٢(سلوـا

قَ(س)= 2
2

1
س

+س
2

7   س2

اللو   (س)مَ   =  م.ماداخل
اللو داخل   م(س)  ما

  ٢س٣

  ١+٣س
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٢ 

س )٨  سلو ـ٢ق(س)=
قَ(س)=س : ل س×٢ا

  س٢×لوسه+1
 لوس)هلو(هق(س)= )٩

قَ(س)= ل: ا
س ه

1
س=

س ه س
1  

 ٣لوس)هق(س)=( )١٠
= قَ(س) : ل س(٢لوس)ه(٣ا

1(  
ــ ــ ـــــ ـــــــــ ــ ــ ــ ــ ـــ ـــ ـ ــ ــ ــ ـ ـــ ـ ـــ ــ ــ ـ ــ ـ ــــ ــــــــــــــــــــ ـــــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــ ـ ــ ـ ــ ــ ــــ ـــ ـ ــ ـ ــ ــ ــ ــــ ــــ ـــ ـ ــ ــــ ـــ ــــ ـــ ـــــــ ــ ـ ــ ـــ ــ ـــــــــــــ ــ ـــــ ـــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـــــ ـ ـــ ــ ــــ ـ ــ ــ ــ ـــــــــ ـــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ـ ــ ــ ـ ـــــــــ ــ ــ ــــ ــ ـ ــ ـــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ـــ ـــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــــ ـ ـــ ــ ـــــ ــــــــــــــــــ ــ ــــــــ ـ ـــ ـ ـــ ــــ ــ ـــ ــ ــــ ـــ ــ ــ ـ ــ ـ ــ ــــــــــ ــ ــ ــــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ   ـ

ق(س)=١١ س  ه)




قَ(س)= ل: ا
س ه

1
2



=س

س ه
1

2


   س

  س|لوه)ق(س)=١٢
قَ(س)= : ل سا

1  
ق(س)=١٣   |س٥جتا|لوه)

:قَ(س)= ل ا 5 =-س٥ظا٥  
ق(س)=١٤ سلو(س+ه) 27 (  

قَ(س)= : ل سا
س س



2
2

2 17 2
7


 

س
  

١٥= ق(س) ه)
س س 

س   
7 2

31
    

ل:   ا
=  سه(٧ق(س) +2 سه -   سه 31 (  

 سه(٧= +2 سه  -   سه 31 (  
  س/ س(٧=ق

س
2+س

س
س -س

س
2
3
3

1(  
 
 

 
اساسةق(س)ص=ه ان اق (ه)و ي ب الن العدد

ح مداه و قيقية(ح) ا عداد جميع   .+ومجاله
:   مثال

  سق(س)=ه
  
  

ــــ ـ ــ ــــــــ ــ ـــــ ــ ـــ ــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــــــــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــــ ـ ــ ــ ــ ــــ ـ ــ ـ ــ ـــ ــ ــ ـــ ــ ـــــــ ـ ــ ـــ ـــ ــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ـ ــ ــ ـــ ــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ـــــــــ ــ ـــــ ـــ ـــــــ ــ ـــــ ــ ـ ـــ ـ ــ ـ ــ ـــــ ــ ـــــ ــ ـ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــــــــــ ــ ـ ــ ـ ــ ـــ ــ ـــ ــــ ــــ ــــ ــ ــ ــ ــــــ ــ ــ ـ ــ ــ ـ ــ ـ ـــ ــ ــــــــــــــــــ ــــ ــ ـــــ ــ ـــــــــــــ ــ ـــ ــ ــ ــ ـــــ ــ ــــ ـــ ـــــ ــــــــ ــ ــ ـــ ــ ـــ ــ ـــ ـ ــ ــــ ـــــــــــــ ــ ـــ ـــــ ــ ــ ــ ـــ ــ ــ   ــ 
 س+ص=هصه×سه )١
 ص×س=هص)س(ه )٢
٣(

س
ص

ه
هه   ص-س=

س)٤ ه
  س-=ه1

سص)٥ =ه
س
  هص

   
  م(س)ق(س)=ه

س×مَ(س)=نفسة×م(س)قَ(س)=ه   م.
  مما ل قَ(س) :جد   ي
ــ)١   سق(س)=

ــ قَ(س)= ل:   ١×سا
ــ٢ ق(س)=   ٢س)

ــ = قَ(س) ل:   س٢×٢سا
ــ٣ ق(س)=   س٤+٢س٣)

ــ قَ(س)= : ل   )٤س+٦× (س٤+ س٣ا
٤= ق(س) س) 1ه 2  

ل: سقَ(س)= ا 1ه 2
س 
2

1 2 2    
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ــ٥ ق(س)=   جاس)

ــا قَ(س)= :   جتاس×جاسل
س)ق(س)=٦ ه 21   
قَ(س)=اا سل:

س
ه

ه



2

2
2
1 2

  

س)ق(س)=٧
س

ه
ه

 2
3

1  
ل:   ا

  قَ(س)=
  
ـــــــ ــ ــــــــ ــ ــ ـــ ـ ــ ــ ــــــــ ــ ــــــ ــ ــ ـــ ــ ـــــــ ـ ــ ــــ ــــــــــــــــــــ ــ ــ ــ ــ ــ ــــ ـــ ـــ ــــــــــــــــــ ــ ــ ـــ ــ ـــــ ــ ـــ ـ ـــ ـ ــ ــــــــ ــ ـــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــــ ــ ــ ــ ــــ ــ ـــــــــــ ـ ــــ ــــــــ ــ ــ ـــ ــ ـــــــــــــــ ــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ـ ــ ـــــ ــ ــ ــ ــــ ــ ــ ــ ــــ ــ ـــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــــ ــ ــ ـــ ـ ــ ــ ــ ـــ ـــ ـــ ـــــــ ـــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــــ ــ ــــــ ــ ــ ــ ـــ ـــ ــ ــ ـــ ـ ــ ــ ــــــــ ــ ــــــ ــ   

ع تمات اللوغار ندخل فإننا ه س ل ساس ان *إذا
. المشتقة طلب إذا المعادلة ن   طرف

  قاعدة:
ص=أ ان :ق(س)إذا   فإن

  لوأه×قَ(س)×ق(س)=أ
:ال    ان

  لوأه=ق(س)ق(س)لوأهلوص=ه
ضمنياً   شتق

 
  لوأ×قَ(س)=
  

أه×قَ(س)×=ص =   لوأه×قَ(س)×ق(س)لوأ
  

  
  س٣)ص=١

: ل   ٣لوه×١س٣=ا
ــــ ـــــ ـــ ـ ــ ـ ـــ ـ ــ ـــ ــ ـ ــ ـ ـــ ـ ــ ــــــــــــــــــ ـــــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ـــ ــ ــ ــــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ـــــــ ـ ــ ـ ـــ ـ ـــ ـ ــ ـ ــ ــ ـ ــ ـ ــ ـ ـــ ـ ــ ــ ــ ـــــــــ ـــ ــ ــ ـــــــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ـ ــ ــ ـ ـــ ــــ ــ ــ ــ ــــ ـــ ــ ــ ــــــــــــ ــ ــ ــــ ــ ـــــ ـــ ـ ـــ ــــ ــ ــ ـ ــ ـ ــ ـــ ــــــــــــــــــــ ــ ــــــــ ـ ـــ ـ ـــ ــــ ــ ـــ ــ ـــ ـ ــ ــ ــ ــــــــ ــ ـ ــ ـــ ــ ــــــــــــــــــ ـ ـــ ــ ـــــــ ـــــــــ ـــ ــ ــــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ـــ ـــ ـــــــ ــــ ــ ــــ ــ ـ ــ ـــ ــ ــ ــ ــ ــ   ـ

ص=٢   حاس٥)
: ل   ٥لوه×جتاس×حاس٥=ا

  
  
  

 ظتاسص= )٣
ل:   لوه×س٢قتا-×ظتاس=ا

 سص=س )٤
: ل   لوسه=سسلوسهلوص=ها

س×=س
  ١×لوسه+1

  
س×=ص(س

  )١×لوسه+1
  جاسص=س )٥

ل:   لوسه×=جاسجاسلوسهلوص=ها

ص
)(جاس) س=

  لوس)(جتاس)ه)+(1
س=ص((جاس)(

  لوس)(جتاس))ه)+(1
لوس)٣+٢)ص=(س٦   ه

: ل =ها لوس)٣+٢لو(سهلوص   )٣+٢لو(سه×لوسه=ه
سلوس)(ه=(

س 2
2

س))(٣+٢لو(سه)+(3
1(  

سلوس)(ه((=ص
س 2
2

س))(٣+٢لو(سه)+(3
1((  

ــــــــ ــــــــ ــ ـــ ـ ــ ــ ــ ـ ـــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ـــ ــ ــ ــ ــ ــ ـــــ ـــ ــ ــ ــ ــ ــ ـــــ ــ ــ ــ ـ ـــــــــ ـــ ــ ــــــ ــ ـ ـــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ـــ ــ ــ ــــ ــ ــــــــــــ ـــ ــ ــــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ـ ــ ـــ ــ ــــــــ ـ ـــ ــــ ــ ــ ـــ ـــــــــــــ ــ ــ ــــــ ــ ـ ـــ ـ ـــ ــــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــــــــــــــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ـــ ــ ــــــ ـــ ــــ ـــ ــ ــ ـ ــ ـ ـــــ ــــــــــــ ــ ـ ـــ ـ ــ ـــــ ــــ ــــ ـــ ــ ــ ــــــــــــــــــ ــ ـــ ـــ ــ ـ ـــ ـ ــ ــ ــ ـ ـــ ـــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـــــــ   ـــ 
ص=ه١   س)٢س+لو(٢)

: ل ها س+٢(س)٢س+لو(٢=
2
2(  

ص=٢ س)   ٣لوسه×2ه

: ل ×=ا س 2ه

س
س×٣لوسه+3   س٢×2ه

ــــ ـــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ـــــ ــ ــــــــ ـــ ــ ــــــــــــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـــــــ ــ ـــــــ ــ ــ ــ ـــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ـ ـــ ـــ ــــ ــــ ــــــــــــــ ــ ـ ــ ــــــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــ ـــ ــ ـــــ ــــــــــ ــــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ـــ ـــــــ ـ ـــ ــــ ــ ـ ــ ــ ـ ــ ـ ـــ ـــــــــــ ــ ــــــــ ـ ــ ــــ ــ ــ ـ ـــ ـ ــــ ـــــ ــ ـــــــــــــ ـــــ ــ ـ ــ ـــ ــ ـ ـــ ـ ـــ ـ ــ ـ ــ ـ ــ ـــ ــ ـــــــــ ـــــــ ــ ــ ـ ــ ــ ـــــــــ ــ ــ ــ ــــــ ــ ـ ــ ـــــــــ ــــ ــــــ ــــــــــ ــ ـ ـــ ـ ــ   ـــــ
٣(

ه
2ص جد٣=س. س   بدلالة

: ل صها 2ه =س   3ه
س=٢ص ص=3ه

س
ه

3
2  

=
س

ه
3
2س×2 3

2  

  )٣×س٣)(ه١+س٢(ه-)٢×س٢)(هس٣(ه
  ٢)س٣(ه

  
  ص

  
  ص

  ص



  كامل و تطبيقات التكامللوحدة الرابعة: التاا 
 

-٤- 
 

ه٤ ان إذا ص=سس) ، =ه
ه

جدس ،.  
: ل سا س×=

1+
ه

  ١×س
ه   ١س==هسعندما

=١×١+
ه

1×١=٠+١=١  
ص٥ ان إذا +٢س٥=٣)

ه
  .،جد٧-س٧+ص

: ل   ا
صس+١٠=٢ص٣

+٧  
ص-٢ص٣(

1=   ٧س+١٠)
س=

صص

 2

7 10
1 3

  

٦( 
ه
ه+(س=  .جدصص)

: ل س+صا
1ه   ص=

ص=(س+ص)ه+١

  ١=–ص(س+ص)ه
= ص ه س+ص

1
1  

ــ ــ ـــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ـــ ـــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــــ ــ ـــــــــــــــــــــــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ـــ ــ ــ ــــ ـــ ـ ــ ــــــــ ــــ ـ ـــ ــ ــ ــــــــــــــــــ ـــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ـــ ــــــ ــــ ــــ ــ ــــ ــــ ـ ـــ ــ ــ ــــــ ــ ــ ــ ـــــــــ ــ ــ ــ ـ ـــ ـ ـــ ـ ــ ـ ــ ــ ــ ـــ ــ ـــــــــــــ ـــــ ــ ـ ــ ـــ ــ ــــــ ــ ــ ــ ـ ــ ـــــ ـــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ـــ ــ ــــــــــــــــــ ــ ـ ــ ـــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ـــ ــــ   ـ
+س٢ص=ه )٧ صً أن ت أث =٨–ص٢َ،  ٠ص

: ل   ا
  ٢×س٢صَ=ه
  ٤×س٢صً=ه
+   ٠=س٢ه٨-٢×س٢ه٢+س٢ه٤ص=٨–ص٢َصً

ص )٨ ان هصإذا أنس= ت ص=أث
ص  س

: ل ا
ه
سهلو ه=صص  

ص
ه
س= +ص×صص

ه
١=×ص  

)١+
ه
= =١ص)

ه
ص 
1
1  

ص==
ص   س

ـ )٩ ان صإذا أنس ت أث ص + س = 
د ص
  )(-=د س

  
ضمنيا شتق : ل   ا

صـ سس د ص(
=د س ( ص د ص+١+

  د س
صـ د صسس

صـص+د س د ص+١=س
  د س

صـس د صس
د ص-د س

صـص–١=د س   س
د ص
صـس(د س =١– س صـص– ١)   س
د ص
  =د س

  
=  

  
=-)(  

ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ـــــ ــ ــــــــ ــــــــــــ ـــــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـــــــ ــ ـــ ــــ ــ ــ ــ ـــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـــــ ــ ــ ــ ـ ـــ ــ ـــــ ـ ــ ـ ــــــ ـــــــــــــ ـــــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــ ـ ـــ ـ ــ ـ ــ ــ ـــ ـ ـــ ــــ ــ ــ ــ ـ ــ ـ ــ ــــــ ــ ــ ــ ـــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــــ ـ ــ ـــــــــــ ــ ــ ــ ــــــــ ـ ــ ــــــــ ـ ـــ ـ ـــ ـ ــ ـ ــ ــ ــــــــــــــــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــ ـ ـــ ـــــ ــ ـ ـــ ــ ــ ـ ــــــــــ ــ ـــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ـــ ــــ ــــ ــــــــــــــ ــ ـ ــ ــــــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـ ـــ ـ   ــ
١٠) حا = ص ان إذا (

ه
أن٢س ت أث ( 

+٢س صَ س + =٤صً   ٠ص
) جتا = صَ : ل ا

ه
٢) ×  ٢س

  س
) جتا = صً

ه
٢) ×  ٢س-

٢+٢س
(-×  س جا

ه
٢) ×  ٢س

  س
= ٢صً

(٢س جتا
ه
٤- )٢س

(٢س جتا
ه
٢س(  

: المعادلة   عوض
٢(٢س

(٢س سـجتا (٤-)٢لو سـجا س))٢لو +)) سـجتا ٢) ×  ٢لو
+س (٤  ×) سـجا   )٢لو

= -٢) سـجتا سـ(٤–) ٢لو +٢لو (٢) سـجتا (٤)+٢لو سـجا   )٢لو
# صفر =  

  
  

ص٢ص   ١-+س
ص٢س   ١-+س

ه-١ صص   س

صـس   ١– س
(س+ص)-١   ص

  ١– (س+ص)س
ص٢ص   ١-+س
  ١–ص+س٢س

س 
1
ص1
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-٥- 
 

ص=هإذا)١١ :سان أن ت فأث  جاس
  ص=صفر٢صَ+٢-صً 

ل:   ا
+جاسسصَ=ه   سه×جتاس

+جاسس+هسه×جاس-جتاسسصً=ه   سه×جتاس

  جتاسسه٢صً=
: بالمعادلة   عوض

  ص٢صَ+٢-صً 
+جاسس(ه٢- جتاسسه٢=   جاسسه٢)+سه×جتاس
#جاسسه٢+سه×جاس٢-جتاسسه٢- جتاسسه٢=   =صفر

ـ)١٢ ص= ان (سأإذا قيمة :أجد أن بحيث ( 
صفر٤-صً  =   ص

= صَ ل:   سأهأا
=   سأـ٢أصً

: المعادلة   عوض
صفرسأـ٤-سأـ٢أ =صفر٤- ٢أ(سأـ = (  

ـ أن   ٠=٤-٢أصفر≠  سأبما
٢= ±  أ  

ــــ ـــــ ـــ ــ ــ ــــ ــ ــ ــ ــــــــ ـــ ــ ـــــ ـــــ ـــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــــ ــ ـ ــ ـــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ـــــ ــــ ــــ ـ ــ ـ ــ ــــــــــ ـــــــــــــ ــ ــ ــ ـ ـــ ـ ــــ ــ ـــــ ـــــ ــــــ ــ ــ ــ ــــــــ ــ ـ ــ ـــ ــ ــــــ ــ ـــــ ــ ـــــ ـ ــ ـ ــ ـــــ ـ ـــ ــــ ـ ــ ـ ــ ـــــــــ ـــــــــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــــ ـ ـــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ـــ ـــ ــــــــــ ـــــــ ــ ـ ــ ـــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ـــ ـــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــــ ـ ـــ ــ ــــ ــــ ــ ـــــــــــــ ــ ــــــ ــ ـــــــ ــــــــ ــــ ــ ــــــ ــ ـ ــ ــ ــ   ـ
١٣= ص ان اذا تجعلأسه) ال أ قيم   جد

/ / / =٦+ص/٧- ص   ٠ص
ل:   ا

ه =   أسص

هص/   أ×  أس=
/ / أص   أسه٢=
/ / / أص   أسه٣=
/ / =٦+ص/٧- ص/   ٠ص

ه٧- أسه٣أ   ٠=أسه٦+أسأ
أأسه )٧–٣+ =٦أ (٠٠≠أسه  
أ )٧–٣+ =٦أ (٠  
أ٢أ)(١- (أ +-٦(=٠أ)-١(+ أ أ٣( ) (–٠=)٢  

=او١أ=اما =٣-أ أ   ٢او

ـ١٤ أ = ص (س٢) جا +
ه
س( 

ان د صو
ـ١س=|د س الثابت(أ).١+٣= قيمة   جد

: ل   ا
د ص
(س٢ـأ٢=د س جتا +

ه
١)  ×  س

  س

د ص  
(٢ـأ٢=١س=|د س جتا +

ه
١)  × ١  

ـ١+٢ـأ٢= =١+٣=ـأ
٢  

١٥(= سق(س) ه
1

أ+
ه
س) قَ ان ه١و = ( 

" الثابت قيمة .أجد "  
: ل   ا

= (س) سقَ ه
1

×١
س٢

أ+
  ٢س

  ) ـ١قَ = أ+١-×  ١)
ـ٢ =ـ٤=أ  

ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ـ ـــ ــ ــ ـــــ ــ ـ ــ ـ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــــ ـ ــ ــــــــــــــــــــ ـــــ ـــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـــــ ــ ــ ـــ ــــ ــ ــ ــ ـــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ـــ ــ ـ ــ ـــ ــ ـ ـــ ـ ـــ ــ ــ ـ ــ ـ ــــــ ــــــــــــــــــ ـ ــ ــــــ ــ ـ ـــ ـ ـــ ـ ــ ـ ــ ــ ــــ ـــ ــــ ــ ــ ــ ـ ــ ـ ــ ــــــــ ــ ــــــــــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ـ ــ ـــ ــ ـ ــ ــ ـــــــ ــــ ــ ــ ـ ــ ـــــــــــ ــ ــ ــ ــــــــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ـــــ ــــــــــ ــــــــ ــ ـ ــــــــــ ــ ـــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ـــ ــــ ــــ ــــــــــــــ ــ ـ   ــ
ـ)١٦ = سأص +جتا

ه
س  حا

ان د صو
"٢-=٢س=|د س الثابت قيمة   "أجد

: ل   ا
د ص
سأـد س +أ-× جتا س جتا سجا

   حا س
د ص  

ـ٢س=|د س   ٢=أ٢- =٠+أ-×  ٠=
ـ١٧ = ص أ+طاس)

ه
س  جتا

ان و
4س
=٢+ قيمة١ـ   )(أجد

: ل د صا
ـد س +٢قا×  طاس= حا س×  أس

  جتا س

4س
=٢=١-×  أ+٢×  ١ـ+   # ١-=أ١ـ
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ص١٨ ان إذا (٢=
ه
ص س-س د صفجد2ه

  د س
: ل   ا

=٢ص
ه
+س

ه
س- ص   2ه

د صص٢
١=د س

سس٢-ص+س   2ه
د صص٢

١=ص-د س
سس٢-س   2ه

)١- ص٢
=ص (١

سس٢-س   2ه
  

=  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 
أنه* م(س) لـ المشتقةيقال وس ق(س)مع  لـ

: مجاله- الشروط ع متصل ق(س)   أ)
ق(س) = مَ(س)   ب)

و-أسئلة: (س) م أن ن المشتقةب ق(س):معكوس   -لـ
سم(س) )١ =٢+٣= ق(س)  س٢و

ل: مجاله-ا ع متصل   ق(س)
ق(س)٢مَ(س)= =   س

يمثل المشتقةم(س) وس   مع
س)٢ ق(س)=٩س+٦+٢م(س)=   ٦س+٢،

ل: مجاله-ا ع متصل   (س)
= ق(س)٦س+٢مَ(س) =  

يمثل المشتم(س) وس   قةمع
المشتقةجد)٣ وس سمع جتا = ق(س)   لـ

ل: مجاله-ا ع متصل   ق(س)
(جتاس) مشتقته الذي ان ق   نخمن

(جاس) أن   =جتاس/نجد
حاس = مشتقةم(س) وس ق(س)مع   لـ

جد٤ المشتقة) وس =مع ق(س)   س٢+قا٢س٣لـ
ل: مجاله-ا ع متصل   ق(س)

) مشتقته الذي ان ق   س)٢+قا٢س٣تخمن
(س أن   س٢+قا٢س٣=/+طاس)٣نجد

س = مشتقة+طاس٣م(س) وس ق(س)مع   لـ
مشتقة*ملاح وسا مع أي ن ب :الفرق ثابتظة عدد   و 

س١ = م(س) ان مشتقة١س+٥- ٣)إذا وسا مع و
ق( فجد ق(س) ان   ).٢للإق

:ا   ل
ق(س)=   ٥-٢س٣مَ(س)=

=٢ق( (٧=٥-١٢  
  
  
  

١
سس٢-س   2ه
١-ص٢

 ص
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مشتقة٢ وس مع و م(س) ان ان)   للاق
+ حاس مً(٥–س٣ق(س)=   ).،فجد

: ل   ا
  ٥-س٣مَ(س)=ق(س)=حاس+

+   ٣مً(س)=جتاس
+=جتا()مً( (٢=٣  
مشتقة٣ وس مع م(س) ان إذا حيثـل)   ق(س)

=س ق(٧+٢+أس٣م(س) ان قيمة١٣)=١و أ.فجد   الثابت
: ل   ا

  أس٢+٢س٣مَ(س)=ق(س)=
  ٥أ=١٣أ=٢+٣)=١ق(

ا٤ مشتقة)إذا وسا مع ما ،ل(س) م(س) انن   للاق
س = ل(س) ان و ، م(٧س+٣-٢ق(س) ،فجد١٦)=٥،

  م(س)
ل:   ا

الثابت و ل(س) و م(س) ن ب   الفرق
س = جـ٣-٢م(س) =٥م(س+ (١٥- ٢٥=   ١٦+جـ

= س٦جـ =   ٦+س٣-٢م(س)
ان٥ إذا مشتقة) وس مع م(س) ان و ق(س)=أس+ب

مَ( حيث ق(س) ان قيمة٥)=١،مً(٤)=١للإق فجد   }أ،ب{،
المشتقة وس مع شروط من ل:   .ا

=/م   ق(س)(س)
ق(١(/م = (١= ب + أ = (٤ ------  
ق//م =   (س)/(س)
ق١(//م = (/)١= أ = (٥  

المعادلة أ قيمة ض ب١٥بتعو +=٤=   ١-ب
= ق(س) :   ١–س٥القاعدة

  
  
  
  
  
  
  

  
مشتقة وس مع م ان عإذا ق ان ب[للاق ، فإن]أ

المشتقةالصور  وس مع لقاعدة العامة :ة ق ان للإق
لأن وذلك ثابت جـ حيث جـ +   م(س)

د
=مَ(س)=ق(س)دس   (م(س)+جـ)

المشتقة وس مع س المحدودو غ امل   بالت
:ل التا النحو ع له رمز و س إ سبة بال   ق(س)
.(س)جـدق + (س) م =   س

ــــ ـــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ـــــ ــ ــــــــ ـــ ــ ــــــــــــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـــــــ ــ ـــــــ ــ ــ ــ ـــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ـ ـــ ــ ــ ـــ ــ ــ ــــ ــ ـــــــــ ــ ـ ــ ـ ــ ــــــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــ ـــ ــــ ـــ ــ ــ ـــــــــ ـــــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ـــ ـــــــ ـ ـــ ــــ ــ ـــ ــ ـ ــ ـ ـــ ـــــــــــ ــ ــــــ ــ ـ ـــ ـــ ــ ــ ـ ــــ ــــ ـــ ــ ــ ــــــــــــــــــ ــ ـــ ـــ ــ ـ ـــ ـ ــ ــ ــ ـ ـــ ـــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـــــــ ـــ ــ ـــ ــــــــ ــ ــ ــ ــــــ ــ ـ ـــ ــــ ــــ ـــ ــ ـــــــــــ ــ ـ ـــ ـ ــ للمشتقة  ـ العكسية   العملية
أ ننالك تخم يصعب المشتقةسئلة وس لمع ا ان و

امل الت بقواعد سمية قواعد إيجاد  و
) بالرمز امل للت رف).برمز رف)ق(ا  ا

المتغ ع رف نا رف)الذي (ا و له   امل
  

  قً(س)قَ(س)ق(س)م(س)
   

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

١ 
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١(د.أ= جـأس  س+
٢( سنس =  +جـ١ن+.دس

  ١ن+
٣()ب)أ + =د.نس ن+س س+

( (ن+
(أ

أ
ب)


1

جـ1 +  
٤(هأس+به= جـأس+ب.دس +  

  أ
٥(١

ب ١.دس=أس
هأ

|جـ|أس+ب+  
 

١()أجا. ( ب =دس+ ( س+ب)س
أ
أ جـ +  

٢()أجتا. ب) + =دس ( س+ب)س
أ

أ جـ +  
٣(٢قا)أ. ب) + =دس ( س+ب)س

أ
أ جـ +  

٤(٢قتا)أ. ب) + ( س+ب)س=دس
أ
أ جـ+  

٥(اق)ب)طا(أ + .أس ب) + ( س+ب)س=دس
أ

أ جـ +  
٦()ب)أقتا + .أتا(ظس ب) + ( س+ب)س=س

أ
أ جـ +  

    
١(  . س=(س) .  س(س)
٢(  (س). (س)س=ـ(س) ـ(س. (س 

، +) ع امل الت ع- *يوزع يوزع ولا ( ×)،÷(  
  

١( ٦.= جـ٦س +  س
٢( = جـ١س +  س

٣٣  
٣( -٢.=-٢جـ + 

٤( ٢س.س = جـ٣س + 
٣  

ــــ ـــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ـــــ ــ ــــــــ ـــ ــ ــــــــــــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـــــــ ــ ـــــــ ــ ــ ــ ـــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ـ ـــ ــــــــــــــ ــ ـ ــ ــــــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــ ـــــــــ ــــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ـــ ــ ـــــ ـ ـــ ــــ ــ ـ ــ ــ ـ ــ ـ ــــ ــــــــــ ــ ــــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــ ـ ـــ ـ ــ ـ ــ ــ ــــ ــــــــــــــ ــ ـ ــ ـــ ــ ـ ـــ ـ ــ ــ ــ ـ ـــ ـــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـــــــ ـــ ــ ــــ ـــــــ ــ ــ ــ ــــــ ــ ـ ــ ـــــ ــــ ـــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــــ ــ ـــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــــ   ـــ
٥( س

1
2.= سس

3
2 2
جـ3 + 

٦( ٣-س.س = جـ٢-س + 
-٢  

ــــ ـ ــ ــ ــ ـ ـــ ـ ـــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ـــ ــ ــ ــ ــ ــ ـــــ ـــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ـ ـــــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــ ـ ــ ــ ـــ ــ ــ ــــ ــ ـــــــــ ــ ــــ ــ ــ ــــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ـ ــ ـــ ــ ـ ـــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــــــــــــــــــــ ـــ ــ ـــــ ـــ ــــ ـــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــــــــــــــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــ ـ ــ ـ ــ ـــ ــ ـ ــ ــ ــــ ــــ ـــــ ــ ـ ــ ـ ـــــــــ ـــــ ــ ــــــ ـــــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــــ ـــــ ــــــــــــــــــــ ــ ـ ــ ـــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــــ ـــــ ـــ ــ ــ ــ ــ ــ ـــــــ ـــ ــ ــــــــ ـــ ــ   ــ
٧( )١س+٢(٤.) جـ٥)١س+٢س= + 

٢×٥  
ـــــ ـــ ــ ــ ــ ــ ــ ـــــ ــ ــ ــ ـ ــــــ ـــ ــ ــــــ ــ ــــ ــ ــ ـ ـــ ـــــ ـــ ــــ ـــ ـ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ـــــــــــ ــ ــــــــــــ ـ ــ ــ ــ ـ ـــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ـــــــــــ ـــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ـــ ـــ ــــ ـ ـــ ــــ ــ ـــ ــ ـ ــ ـ ــ ــــــــــــ ــ ــــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــ ـ ــ ــ ـــ ــ ــ ــــ ــ ـــــــــــــــــــــ ـــ ــ ـ ــ ـــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ـ ــ ـــ ــ ـ ــ ــ ــــ ـــــــــ ـــ ــ ـــــــــــ ــ ــ ــ ــــــ ــ ـ ـــ ـ ـــ ــــ ــ ــ ــ ــ ــ ـــــ ــــــــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــــ ـــــ   ـــــــــ

٨( )٣-١(٣س.)  +جـ٤س)٣-١س=
٣-×٤  

ــــ ـــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ـــــ ــ ــــــــ ـــ ــ ــــــــــــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـــــــ ــ ـــــــ ــ ــ ــ ـــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ـ ـــ ــــ ـ ــ ـ ــ ــ ــ ـــ ــ ـ ــ ـ ــ ــــــــــــ ــ ــــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ـــ ــ ــ ــــ ــ ــــــــــــ ـــ ــ ــ ــــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ـ ـــ ــــ ـــ ـ ــ ـــــــ ــ ـ ــ ـــــــــــ ــ ــ ــ ــــــ ــ ـ ـــ ـ ـــ ــــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــــــــــــــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ـــ ــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــــ ـــــ ــــــــــــــــــــ ــ ـ ــ ـــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــــ ـــــ   ـ
٩( ( 1س(

2 4 3.=س( س(


3
2 4 3

33 2
  +جـ

ــــ ـــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ـــــ ــ ــــــــ ـــ ــ ــــــــــــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـــــــ ــ ـــــــ ــ ــ ــ ـــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ـ ـــــــــ ــ ــــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــ ـ ــ ــ ـــ ــ ــ ــــ ــ ــــــــــــ ـــ ــ ــ ــــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ـ ـــــــــ ــ ــــــ ــ ـ ـــ ـ ـــ ــــ ـــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــــــــــــــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــ ـ ــ ـ ــ ـــ ــ ـ ــ ــ ــــ ــــ ـــ ــ ــ ـ ــ ـ ـــــــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــــ ـــــ ــــــــــــــــــــ ــ ـ ــ ـــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــــ ـــــ ـــ ــ ــ ــ ــ ــ ـــــــ ـــ ــ  ـــــــ
١٠( .هس+جـ   س=ه
١١(سه.جـسس=ه +  

ــــ ـــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ـــــ ــ ــــــــ ـــ ــ ــــــــــــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـــــــ ــ ـــــــ ــ ــ ــ ـــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ـ ــــ ـ ـــ ـــ ـ ــ ـ ــ ــ ـ ــ ـ ــ ــــــــــــ ــ ــــــــ ـــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــ ـ ــ ــ ـــ ــ ــ ــــ ــ ـــــــــ ــ ــــ ــ ــ ــــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ـ ــــ ــــ ــ ـــــــ ــ ـ ــ ـــــــــــــــ ــ ــــــ ــ ـ ـــ ـ ـــ ــــ ـــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــــــــــــــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــ ـ ــ ـ ــ ـــ ــ ـ ــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــــ ـــــ ــــــــــــــــــــ ــ ـ ــ ـــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــــ ـــــ ـــ   ـ
١٢(س٢ه.جـس٢س=ه +  

٢  
١٣(س٥-٧ه.=   +جـس٥-٧ه-س

٥  
١)١٤

س=.س
ه
سجـ+  

ــــ ـــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ـــــ ــ ــــــــ ـــ ــ ــــــــــــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـــــــ ــ ـــــــ ــ ــ ــ ـــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ـ ــــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــ ــــ ــ ــ ــ ـ ـــ ـ ـــ ـــــ ـــ ــــ ـ ـــ ــــ ــ ـ ــ ــ ـ ــ ـ ــ ــــــــــــ ــ ــــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ـــ ــ ــ ــــ ــ ــــــــــــ ـــ ــ ــ ـــ ـ ـــ ـ ــ ــ ــ ـ ـــ ـــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـــــــ ـــ ــ ــــ ـــــــ ــ ــ ــ ــــــ ــ ـ ــ ـــــ ــــ ـــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــــــــــــــ ــ ــ ـــ ــ ــ ــ ــ ــــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــــ ـــــ ــــــــــــــــــــ   ــ
١٥(١

٧ ١س=.٢س
ه٢

٧س+٢جـ+  
ــــ ـــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ـــــ ــ ــــــــ ـــ ــ ــــــــــــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـــــــ ــ ـــــــ ــ ــ ــ ـــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ـ ـــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ـ ـــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ـــ ــ ــــــ ـــ ــــ ـــ ــ ــ ـ ــ ـ ــــــ ــــــــ ــ ــــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــ ـ ـــ ـ ــ ـ ــ ــ ــــ ــــ ــــــــــ ــ ـ ــ ـــــــــ ـ ـــ ـ ــ ـ ــ ـ ــ ـــ ــ ـــــــــ ـــــــ ــ ــ ـ ــ ـــــــــــ ــ ــ ــ ــــــ ــ ـ ــ ـــــــــ ــــ ـــ ـ ــ ـ ــ ــ ــــــــــــــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ـــــ ــ ــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــــ ـــــ ــــــــــــــــــــ ــ ـ   ــ

١٦(   ١
٥س ٦ .=١س

ه٥
س٥- ٦جـ+  

١٧(.حاس= جـ-س +   جتاس

 محرمات
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-٩- 
 

١٨()١–س٢جتا. ()جا   )+جـ١–س٢س=
٢  

١٩(٢قا)٢س+٣(.ظ=س)جـ٢س+٣ا + ( 
٣  

٢٠(٢قتا)٥–س٤(.س=-)جـ٥–س٤ظتا+ ( 
٤

ـــ ــــ ـ ــ ـ ــ ــ ــ ـــ ــ ـ ــ ـ ــ ــ ــ ــــــــــــــــــ ـــــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــ ـ ـــ ــ ــ ــــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ـــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــــ ــ ـ ــــ ــــ ــ ـــــــــ ــ ـ ــ ــ ــ ـــــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ـ ــ ــ ـ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــــــ ـــــ ــــــــــــــ ــ ــ ــ ــ ــــــ ـ ـــ ـ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــــــــــــــــــــــــــ ــ ــ ــ ـ ـــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ـــ ــ ــ ــــ ــ ــ ــ ــــــــ ــ ـ ــ ـــــــــــــــــ ـ ــ ــــــــ ــ ــ ــ ــ ــــــــــ ــ ــــــ ـــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ـــ ــ ـ ــ ـــــ ــــ ـــــ ـ ــ ـ ــ ـــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ   ـ
٢١()٢–٤طا()س٢-٤قا.(سس)قا جـ٢-٤= +  س)

 -٢  
٢٢() .٢-٤ظتا(س)٢-٤قتا قتا(سس)  +جـس)٢-٤=

٢  
٢٣(٤س+٢–٢س٣.س =   س+جـ٤+٢س–٣س
٢٤(س٢–)٤)١-س٢س)+(٣حا.س 

س +(٣حتا(+٢=   +جـ٥)١-س٢س)
٢×٣٥  

٢٥(٢)س).٢+١(٢قتا–٢س)٤-١س 
طتا(٣س)٤-١(٢= جـس)٢+١+ +  

٤٢-×٣  
٢٦(٧+س٢ه٧

قا٥طا–س .٥س   سس
=٧

١-سلوه٧+س٢ه٢
+جـ٥قا٥   س

٢٧(٢قا)٣+ ١س)
ه   س.١س+٣ه-س

3س=
3
+

ه
ه ١ - س+

جـ١س+٣ه٣ +  

ال ان لاإذا السؤال المعطى ل ش
امل. الت داخل ما ب ترت ا نحتاج فإننا   عرفه

ة )١ كسر قوة ا يحول جذر  ل
قواس٢ من التخلص ( 
مع٣ السالبة بالقوة ا رفع ق طر عن المقام من التخلص (

:  -مراعات
(  ) أ القوة ون ت لا  )١-أن

ال ا بقوا س ول ا بقيم المثلثيات ترفع  سالبةب)
نوزع٤ فإننا وطرح جمع ع يحتوي سط ال ان إذا (

المقام. ع سط  ال
 تجمع سس فإن ساسات ساوت إذا أن تذكر

الضرب  م+نس=نس×مسحالة
 "ا "نفس وحده ون ت أن يجب  الزوايا
 .المتطابقات استخدام  لان

=×حاس )١ ١حاص
(س٢  جتا(س+ص)).–ص)-(جتا

١جتاص=×جتاس )٢
  ص)+جتا(س+ص))-(جتا(س٢

=×اسج )٣ ١جتاص
حا(س+ص))-(حا(س٢  ص)+

جتاب )٤ جاأ جاب+جا(أ+ب)=  جتاأ
جتاب-جا(أ )٥ جاأ جاب-ب)=  جتاأ
جتاب )٦ جتاأ جاب-جتا(أ+ب)=  جاأ
جتاب-جتا(أ )٧ جتاأ جاب+ب)=  جاأ

+جتا٢جا )١ =٢س المت١س م.....  طابقة
قا٢طا )٢ =  ١–س٢س
قتا٢طتا )٣ =  ١–س٢س
=٢جا )٤ جتاس٢س  حاس
جتا٢جتا )٥ =  س٢جا–س٢س
=٢جتا )٦  ١–س٢جتا٢س
=٢جتا )٧  س٢جا٢–١س
١=٢حا )٨

 س)٢جتا–١(٢
=٢جتا )٩ ١س

جتا١(٢  س)٢+
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١( ) وجدنا (٢جتا-١إذا ،  س)٢جا- ١س)
نرجع م.فإننا المتطابقة   ا

(جا )٢ لدينا وجد (جتا٢إذا ،  س)٢س)
ستخدم ا) (لوحد الزوجية القوى من ا مضاعفا أو

) رقم (٨متطابقة ، (٩(  
(طا )٣ لدينا وجد (طتا٢إذا ،  س)٢س)

) المتطابقة ستخدم فإننا ا   )٣)،(٢لوحد
٤( ) لدينا ان (١إذا ، س) حاس)١جتا

بالم نضرب فإننا  رافق.المقام

جاس )١ = =٣طاس قاس (١ 
  جتاس              جتا

جتاس )٢ قتاس=٤طتاس= (١ 
  حاسجاس

المتطابقات ع يه ش ال ن لا **  
 

١( س - 31 س2 .س 
=1

)–س2 )1
3 1   س.س2

=3
2 2
)–س3 )4

3 1 2 3
8
  +جـس

٢( ) 7-سس
س 

. (س  
=٧–س.س  

س جـ٧- ٢= +   س
٢  

٣( ١–س.س 
٣س  

= 1
.١-(س س3 (س  

= 2
1-  س3

  س.س3

53س= 3
23س-5 2

  +جـ3
٤( ٣–٢س٢.  سس

س  
=س

1
.٣–٢س٢(2 (   سس

=س
3
2 س- 2

1
2 3.س  

س=
5
2 4
س-5

3
2 جـ2 +  

٥(س)٢)١-٢س.س  
=١+٢س٢-٤س(س(.س  

=س٣س٢-٥س+.س  
6س=

4س-6
2س+2

جـ2 +  
٦(- س

س
س 


2412
6.س=( )( (س

س
س 


2 6
6.س  

=+٢س.= 2سس
  س+جـ٢+2

٧( س س 5 29 6 .س 
=)٢)٣-(س(٥.س=س) -١٠)٣.س  
=( 11(س 3

جـ11 +  

٨(  
س

س
س  4 33 2  .س  

= سس
س

 32 .س  
= ( 1(س

3 2.س  

=( 4(س
3 2 3
جـ4 +  

٩( س ه 32 .س  

= س ه
2
3.= س

س ه
2
3 3
جـ2 +  

١٠(هس٢ه)س٨+هس٥.(س  
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=)س١٠+هس٧ه.(س  
س= 7ه

س+7 10ه

  +جـ10
١١(س

س
ه

ه
 1 2
5

7.س  
=٧+١س+٢(هس٥-ه.(س  
=)س٥-ه٧+س٣-١ه.(س  
س= ه


3 1

س+3 ه


5 7
جـ5 +  

١٢(س ه 515 10
2


.س  

=س 3ه 2
2.س=٣-س٢-ه٢.جـ٣-س٢-ه-=س +  
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١٣(هس( س 32ه 5.س  

=)٢+٣س٥س. (س=)٢+٤س٥.   سس)
س٥=س جـ٢+ +  

١٤(ه( س ه 221 3.س  
=ه×٢ه( س 21ه 3.=   س).١+٢س٣(×٢هس

جـ٣(س×٢=ه + س) +  
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١٥(جتا٢جا+ .٢س   سس
=١.جـس +   =س

١٦(.ظتاس   سجاس
=جتاس×جاس

=.جاس .س جـجتاس + =جاس   س
١٧(طاس.جت   ساس

=جاس×جتاس
=.جتاس .س +جـ-س=جاس   جتاس

١٨( ٥
  .دس  قتاس

=جـ٥-جاس.دس=٥ +   جتاس
  

١٩( 2س
3  .دس  

=جـ٣س.دس=٢قا٣+   ظاس
٢٠( س 2

1
5  .دس  

=٢٥قتا= .دس ١س
+جـ٥ظتا٥   س

٢١( س
2س
  .دس  

=جـ + =قاس .دس قاس   ظاس
٢٢( س

2س
  .دس  

== .دس قتاس جـ-ظتاس +   قتاس
٢٣( س

2
5  .دس  

=ظا٥قا٢ .دس٥س   س
=٢

جـ٥قا٥ +   س
٢٤(قاس(قاس+ظاس).دس  

=جـ٢قا+ +قاس =ظاس قاس.دس ظاس +   س
٢٥(جتاس   .دسجاس

=١
=٢جا٢ ١س.دس

+جـ٢جتا٤   س
٢٦((جتاس +   .دس٢(جاس

=٢جا+ +جتا٢س جتاس =٢جاس .دس٢+جا١س.دس   س
س = -١

+جـ٢جتا٢   س
٢٧(دس٢ظا.   س

=ظاس١- س٢قا= +جـ–.دس   س
٢٨((ظتاس+   .دس٢(قتاس

=٢قتا+ +ظتا٢س قتاس   س.دس٢ظتاس
=٢قتا+ +قتا٢س قتاس   .دس١–س٢ظتاس
جـ–قتاس٢–ظتاس٢-= +   س

٢٩(دس٢جا.   س
=١

=٢جتا-١(٢ .دس ( ١س
١- (س٢

جـ٢جا ٢ +   س)
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٣٠(س.دس٢جتا  
= ١

=٢+جتا١(٢ .دس ( ١س
٢+ ١(س

جـ٢ +   جاس)
٣١(س.دس٤جا  

=)١
)٢جتا- ١(٢ (   .دس٢س

=١
.دس٢٢س+جتا٢جتا٢-١( ٤ (   س

=١
١س+٢جتا٢-١(٤

.دس٤+جتا١(٢ ( (   س
=١

١س+٢جا-(س٤
١(س+٢

)٤اج٤ ( جـس +  
٣٢(س.دس٤جتا  

=)١
)٢+جتا١(٢ (   .دس٢س

=١
.دس٢٢س+جتا٢جتا٢+١(٤ (   س

=١
١س+٢جتا٢+١(٤

.دس٤+جتا١(٢ ( (   س
=١

جا٤ + ١س+٢(س
١(س+٢

)٤جا٤ ( جس   ـ+
٣٣(جتا٣جتا .دس٨س   س

=١
+جتا(٨- س٣(جتا(٢   س)).دس٨س+٣س)

=١
+جتا(٥-(جتا(٢   س)).دس١١س)

=١
١(٢  

+٥- جا(٥  ١ س)
+جـ١١جا(١١   س))

٣٤(جا٣جا .دس٨س   س
=١

  س)).دس٨س+٣جتا(- س)٨-س٣(جتا(٢
=١

  س)).دس١١جتا(-س)٥-(جتا(٢
=١

١(٢  
 ١ -س)٥- جا(٥

+جـ١١جا(١١   س))
٣٥(جتا٣جا .دس٨س   س

=١
+جا(٨-س٣(جا(٢   س)).دس٨س+٣س)

=١
+جا(٥-(جا(٢   س)).دس١١س)

=١
١(٢  

+٥-جتا(٥ ١ س)  
+جـ١١جتا(١١   س))

٣٦(١
جا س دس١ .  

=١
جا س جا س× ١ ١

جا س ١= س.دس
س


2
1دس . 

=س
س


2
1= دس .2س

1-جا س
  .دسجتا س×جتا س

=س-س٢قا طا = س د . س طا س جـ–قا + س   قا

٣٧(١
جتا س دس١ . 

=١
جتا س جتا س× ١ ١

جتا س ١= س.دس
س


2

1دس . 
=س

س


2
1= دس .2س

1 -جتا س
  .دسجا س×جا س

=طتق-س٢اتق س ستا د . س   ا
ستط-= جـتق+ا + س   ا

٣٨(جاس
جا س دس١ . 

=جاس
جا س جا س×  ١ ١

جا س ١= س.دس
س

2س
2
 دس . 

=س
س

2س
2
 = دس .س

س
2
-س

س
2
2
دس.  

=ظاس .دس٢ظا–قاس   س
=ظاس قا–قاس .دس١–س٢( (  

+جـ–(ظاس–=قاس (   س
٣٩(١

جتا ٢س دس١ .  
=2س

1دس .=12دسس٢قا جـ12=. +   ظاس
اخر:   حل

س 
1
2 1   ×س

س



2 1
2 1
دس .  

س
س


2

2 1
2
 = دس س. 2

1
2 -س

س 2
2
2
دس .  

س= 22 -2س2سدس .  
س= 2

2
+2س

2
جـ +  

اخر:   حل
=س

س
س

س
2 2
2 2
  دس .=س س

س
2 2

2
 دس .  

=12س
س

س
س

2 2
2 2
  دس .=12٢ظا+   .دس١س

=12دسس٢قا جـ12=. +   ظاس
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٤٠(س
س
 3
2

1 دس .  
=س

س
 3

2
1 دس .=س

3س
2
-2س

1دس.  
=٢قتا–جاس= .دس +جـ-س ظتاس +   جتاس

٤١(س
س

2س 2
2 دس.  

=(س
س

2س
2 =دس.س

س
   
2

2

2
.دس  

=ظتا٢قتا٤ =٢س +جـ٢قتا٢-س.دس   س
٤٢(   س س

2س

2 2
2 2


 .دس  

=    س س
2س

2

2 2
 
=دس.س

س
   

2
2

2


دس.  

= ٢ظتا٤=   .دس١–س٢قتا٤س.دس
+جـ–ظتاس-(٤= (   س
  

٤٣(س
س

2دس . 

=س
س

2 ×جتا س ١
جتا س   .دس١

=(س س(
س
 2
2
1 دس . 

=(س س(
س
 2
2
1 دس .=دس–١.   جتاس

جـ–=س +   جاس
٤٤(جا٢س

دسجتاس .  
=٢ جاس جتاس

دسجتاس .=دسجاس٢   جتاس+جـ٢- =.
٤٥(س

س
دس .  

: ل   ا
س

س
= دس . س س

س
2 دس .  

=س س س
س

س   دس .  

س= س س
س

2س 2    دس .  

= س 2سس  
دسس .  

=دس٢جا٢- س٢جتا .   س
=دس٢جتا-١(–س٢جتا.   س)
=جا١-س٢جتا٢ = جـ–س٢.دس +   س

٤٦(س
س
دس .  

: ل   ا
س

س
= دس . س س

س
2 دس .  

=س   س س س
س

2   دس .  
=س س س

س
2س 2    دس .  

= س 2سس  
دسس .  

=جتا٢جتا + دس٢س .   س
=٢جتا) + .دس٢+جتا١س   س)
=٢جتا٢+ جا١س = جـ٢.دس + س +   س

٤٧(س
س




3
2
2 2
1

دس .  
: ل   ا

=س
س

3
2
2 2دس .  

=2س
2+دس٢ .   جتاس

=٢قا٢+ دس٢س . +٢=جتاس جـ٢ظاس +   جاس
(٤٨جتاس ١

جتا س دس١ .  

=جتاس ١
جتا س جتا س× ١ ١

جتا س ١= .دس س
س

2

2
1

دس . 
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=س
س

س 2
2

1 دس .  
=2س

1-جتا س٢
س+جا س×جا س

س
2
2
دس.  

=ظتا٢-س٢قتا+ ظتاس .دس٢قتاس   س
=ظتاس+٢-س٢قتا   .دس١-س٢قتاقتاس
=ظتاس٢-س٢قتا٢   .دس١-قتاس

+جـ–قتاس٢ظتاس+٢-=   س
٤٩(س٢جا ١

جتاس   .دس جاس
=س س

س-
س

س
س  2 22    .دس=س

سس-
س) 2   دس.  

=جاس–= .دس جـ–جتاس-جتاس +   حاس
٥٠(-4سس 2

1 .دس  
=- 2س)س( 2

1
1 .دس=س

س
س
س

2 2
2 2
  .دس  

=س
سس
2

2 2
 +س

س
س

2
2 2

 .دس  
=قتا٢قا+ ظاس٢س = .دس +جـ–س   ظتاس

اخر:   حل
-4سس 2

1 .جتاس٢س=٢جادس   جاس

= - 2سس  2
1
1 .سدس   

2 2
2
جا جتا٢=   س٢س

= ×2سس 2
1 .دس=  2س

1
1
22.دس  

=٤س 2
1
2 .٤=دسدس٢٢قتا.   س

س ٤-= 
2
2 جـ +  

اخر:   حل


4سس-  2
1   

          دس.

= 
  - 2سس  2

1
1  

 = دس.
2سس×   2

1  
   دس.

 = 
 

 س
س×

س
س
2 2
2 2
   

  دس.

=
 

2س  
2س     2س×

2س  
× 2سس 2  

    
    دس.

=  قتا٢قا + ظاس٢س = .دس جـ–س +         ظتاس
٥١(حاس٢

ه

س ه دس.  
=٢= .دس جتاس =٢جاحاس .دس   س+جـ٢جتا12-س

٥٢(جا٢قا   س.دس٢س
=س

س
2
2
= =٢ظا.دس .دس   .دس١-س٢قاس
+جـ–=ظاس   س

٥٣((جاس+   .دس٢(قتاس
=٢قتا+ +جا٢س جاس .دس٢قتاس   س
=٢قتا+ ١+٢س

.دس٢تاج-١(٢ (   س
=-+ +٢ظتاس ١س

١-(س٢
جـ٢ +   جاس)

٥٤(س
س

س 2 2
25

 دس.  
: ل   ا

س = 2
1
5       = .دس٢٥قتا.دس   س

+جـ٥ظتا15-=   س
٥٥(١

قتا س دس١ .  
ل:   ا

=١
١

جاس دس١ .=جاس
جا س دس١ . 

=جاس
جا س جا س× ١ ١

جا س ١= س.دس
س

2س
2
 .دس 

=س
س

2س
2
 = دس .س

س
2
-س

س
2
2
دس.  

=ظاس .دس٢ظا–قاس   س
=ظاس قا–قاس .دس١–س٢( (  

+جـ–اس(ظ–=قاس (   س
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٥٦(جتا٢ دسس٤جتا–س٣جتاس .  
ل:   ا

=٢×12جتا(س+٣-(جتا(س+ دسس٤جتا–س))٣س) .  
=)٢- جتا= .دس +جـ٢-جا(12-س)   س)

٥٧(س.دس٤جا-س٤جتا  
: ل   ا

=س).دس٢س+جا٢س)(جتا٢جا-س٢(جتا  
=٢جتا= دس . 1س

جـ٢جا2 +   س
٥٨: أن ت أث (  
جتا جاس٣جتاس = جـس٣جتاس.دس +  

ل:   ا
=١

  س)).دس٣س)+جتا(س+٣-(جتا(س٢
=١

+جتا٢-جتا(( ٢ .دس٤س)   س)
=١

٢)٢جتا) جتا + .دس٤س)   س)
=١

٢
2س
2 +4س

4 جـ +  
=١

س(٢ س 2 
س+2 2س 2 2 

جـ24 +  

=١
٢+ جتاس جاس ) - س سس 2س 2 2  

جـ2 + (  
=١

٢) جتاس جتا١جاس جـ٢جتا–س٢+ + (   س
=١

(جتا٢ جتاس جتا٢جاس + جـ٢س + (   س
=١

جتاس×   ٢ جـ٢جتا٢× جاس +   س
جتا= +٣جاس   جـس

٥٩( س
س
3 دس2 .  

=سسس
س

3 2 12   .دس86

=س
  .دس٢س–س٦+١٢- 8

+١٢–لوسه٨= 3س-٢س٣س
  +جـ3

  

٦٠(س
س س

2 دس.  
ل:   ا

=س
س

س
س

2 2  دس  

=   سسس س   
س س دس  

=جاس = دس جاس + +جـ–جتاس   جتاس
ــــــــ ـ ــ ـــ ـــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـــــ ــ ــ ـــ ــــ ــ ــ ــ ـــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ـ ـــــــــ ـ ــ ـــ ـــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــ ـ ـــ ـ ــ ـ ــ ــ ـــ ـ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ـ ــ ــــــ ــ ــ ــ ـــــ ــ ـ ــ ـ ــ ــ ـ ـــ ـ ـــ ـ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ـــــــــــــ ــ ــ ــــــــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ـــــ ـــــــــ ـــــــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ـــ ـــ ـــ ــ ــ ـ ـــ ـ ــ ـ ــ ــ ـ ــ ـ ــ ـــــــــــــــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ـــ ــــ ــــ ــــــــــــــ ــ ـ ــ ــــــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــ ـــــ ـــ ــــ ــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ـــ   ــ

م(س)=٦١ ان إذا مشتقة٢س٢-٣س٤) وس مع و
فجد ق ان   .دس٢-ق(س)للإق

: ل   ا
(س)م(س)٢–ق = جـ٢–.دس +   س

+جـ٢-٢س٢-٣س٤=   س
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



  كامل و تطبيقات التكامللوحدة الرابعة: التاا 
 

-١٦- 
 

 
ة الف ( س ) ق ان للاق المحدود امل بأ[الت ،[: و

ب

أ
(س ) ق = س د . ( س ) أ]قَ

  ب
( ب ) ق =–)   )أق

بصورة امل الت بإيجاد نقوم المحدود امل الت لإيجاد
دود ا عوض ثم   :عادية

ضع( دو ض(– )العلوي ا دعو   )سفا

١(3

1
٢+ س١س د .  
س س٢= +[١٣) =١– ١(–)  ٣+٩= (١٠  

٢(2

1
١

س٢
س د .  

=2

1
٢-س= س د ١=١٢]١-س-.

س  [١=١٢
١=١+٢

٢  

٣(8

1
س 3دس.  

=8

1
س

1
3= س.دس

4
3 3
4س=١٨]4 3 3

4[٣=١٨
٣- ١٦×  ٤

٤  
=٤٥

٤  
٤(4

1
س

1


  .دس

=4

1
س

1
س.دس=2

1
2   ٢=٢- ٤=١٤]س٢=١٤]2

٥(2

0


س د . س   جا

س-= جتا٠٢]جتا جتا٢= +١=١+٠=٠  

٦(3

6



س د . س طتا   قتاس

س-= ]قتا
٦
قتا٣قتا- =٣ +٦=-2

3+٢  

٧(4

0


دس٢قا .   س

سظ=   ١=٠-١=٠اظ-٤اظ=٠٤]ا

٨(2

6



س
2س
س د .  

=2

6



س =ظقتا دس . س س- تا ]قتا
٦
٢  

قتا٢قتا-= +١=٢+١-=٦  

٩(2

0


س س–جتا د . س   جا

س جتا + س جا =[٠٢  
جا ) جتا٢= جا–)  ٢+ جتا٠( +٠(  

) =١+٠(–)  ٠+١= (٠  
ه)١٠

1
١

=س سلوه.دس [١
ـه=ه   ١=٠-١=١لوه-لو

ه)١١

0
١

ه =س س+هلوه.دس   ه٠]
=ه-ـ٢لوه= ـ   ٢لوه=١-١+٢لوهلو

١٢(1

0
دس١س+٢ه٢.  

ه٠١]١س+٢=ه   ه–٣=
١٣(2

0
س

س
ه

ه
2

1
  .دس1

=2

0
دسس٢ه-١(س-١ه. (  

=2

0
دس١س+ه-س- ١ه.  

(٠٢]١س+ه-س-١ه-=   )١ه–١ه-(–)٣ه–١-ه-=
  ه٢+٣ه–١-ه-=
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١٤(
ه

0

دسسه٤-٩(سه.(  
: ل   ا

=
ه

0

دسس٢ه٤–سه٩ .  

٠]س٢ه٢–سه٩=
  هلو٢

)   )٠ه٢–٠ه٩(-)٢لو٢ه٢–٢لوه٩=
)٣)=٢-٩(-)٨- ١٨  

ب

أ
بـج ) جـ = س د حيث–. : ثابتأ) =   جـ

١(5

1
٨= س د .١– ٥(٨= (٣٢ 

٢(5

1
-٥= دس .-١– ٣(٥= (-١٠  

قيمة)١ إيجاد السؤال منا طلب ثمإذا امل ن الثابت
دود ا  عوض

٢(: و الدرجة من دود ا كث  قاعدة
= ( س ) بأق +  س

: الثانية الدرجة من دود ا كث   قاعدة
( س ) أق جـ٢س= + س ب +  

  
2أ )١

1
٠٣= س  ٩د

: ل   ا
2أ

1
س=٠٣ =١– أ٢(٣د (٩٣=١– أ٢  
٢=أ  

  
  
  

أ)٢

0
أ= س د .٤  

: ل   ا
أ

0
أ= س د =٠– أ(أ. (٤٤=٢أ٢= ±  أ  

٣(
أ

2أ٢= س د .-٣٠  
: ل   ا

أ

2أ٢= س د =أ-٢(أ٢. ( -٣٠  
  ٠=٣٠-آ٤-٢آ٣٠٢-=٢أ٢-أ٤
  ٠)=٣أ+)(٥-أ(٠=١٥-أ٢-٢أ

٣- =،أ٥=أ  
أ)٤

أ



4 3

2 2
٥٦.دس=٨  
: ل   ا

أ

أ



4 3

2 2
٥٦))=أ٢+٢(-أ٤+٣(٨.دس=٨  
٥٦)=أ٢+١(٨٧=أ٢+١٣=أ  

أ)٥

1
)صفرس).دس٦+٢س٣=  

: ل   ا
أ

1
١]٢س٣+٣س.دس=س٦+٢س٣

  أ
أ   ٠)=٣+١(-٢أ٣+٣=
٠=٤-٢أ٣+٣أ)٠)=٢+أ)(٢+أ)(١-أ  
٢- ،١=أ  

ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ـــــ ــ ــــــــ ــــــــــــ ـــــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـــــــ ــ ـــ ــــ ــ ــ ــ ـــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـــــ ــ ــ ــ ـ ـــــــــ ــ ــ ـــــ ـــــ ــ ـ ـــ ــ ــ ـ ـــ ـ ـــ ــ ــ ـ ــ ـ ــــــــ ــــــــــــــــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــ ـ ـــ ـ ــ ـ ــ ــ ــــ ـــ ــــ ــ ــ ــ ـ ــ ـ ــ ــــــ ــ ــ ــــ ــ ـ ــ ـ ــ ـــ ــ ـ ــ ــ ــــ ـــ ــــ ــ ــ ـــ ـــــــــــ ــ ــ ــ ــــــــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ـــــ ــــــــ ــــــــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــــ ــ ــــــــــ ــ ـــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ـــ ــــ ــــ ــــــــــــــ ــ ـ ــ   ــــــ
٦(

أ

5١٨.دس=أ٣  
ل:   ا

أ

5١٨)=أ-٥(أ٣.دس=أ٣  
٠=١٨-٢أ٣-أ١٥٠=٦+أ٥-٢أ  
)٠)=٣- أ)(٢-أ٢،٣=أ 
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ج)٧

2
٥= 1.دس

0
٦س+٢. جـ الثابت قيمة فجد   .دس،

: ل   ا
=س٢-(جـ٥ (٠١]س٦+٢) =٠+٠(-)٦+١= (٧  
=٧=١٠- جـ٥ 17جـ

5  
ق( )٩ ان =٣اذا ق(٧) ،١= ان٢)   و
3

1
ق +/أ =٢س أ.٣س.دس الثابت قيمة جد ،  

ل:   ا
3

1
ق +/أ س٢س + ق(س) أ =   ٢31س.دس

(أق( =٣+ ق(–)٩) أ )١+ (١(  
) =٧+ 5أ ٢٣=٨–أ٥=١–أ٢–)٩أ

5 = 15
5  

=   ٣أ
ان )١٠ 3اذا

1
٢= .دس أ + أ.٨س قيمة جد ،  

ل   :ا
3

1
س٢ = .دس أ + أس٢س +31  

) =٣+٩( =١(–أ أ) +٢+٨=   ١٨أ
٢= =  ١٠أ    ٥أ

ج)١١

1
٤–س٢– ٢س٣= دس .، جـصفر قيمة  جد
: ل   ا

ج

1
س٤–س٢– ٢س٣ = دس ١]س٤–٢س– ٣.

  جـ
جـ +٤- ٢جـ– ٣=   ٠=٤جـ
جـ جـ١- ( ) (٤–٢= (٠=   }٢-، ٢،  ١{جـ
ان)١٢ قيمأإذا مجموع فما موجب يح الأعدد

تجعل

1

1
أس= دس .1

0
يحة.أس٢ س  .د

:ا ل
١ سأ

١ أ [١ ١=
١ ٢سأ

١ أ [٠١  
١ ١أ
١ ١-أ ١)أ )

١ =أ
١ ٢(١)أ

١ ١-أ ٢(٠)أ
١   أ

١
١ ١-أ ١)أ )

١ ٢=أ
١ +أ أ ) ب   )١نضرب

  ١-=١أ+)١- (٢=١أ+)١-(– ١
+ فردي١أ عدد =زو عدد =   أ
مشتقة )١٣ وسا مع ما م ، ل ان انللإق إذا و ق   ان


2

1
(س)ل)–= .دس ( قيمة١٢م(س)   فجد
8

1
(س)؟–(م .دس (   ل(س)

: ل   ا
أ–ل(س) =   م(س)


2

1
)أ = .دس =١+٢أ   ٤أ=١٢أ=٣)
8

1
(س)دس=–(م. ( 8ل(س)

1
-٤=   ٣٢-)=١-٨(٤-.دس

دود: ا كث   قواعد
 

+ب أس =   ق(س)
ثابت/ق = أ =   (س)

 
س أ = جـ٢ق(س) + س ب +  

=/ق +ب٢(س)   أس
=//ق ثابت٢(س) =   أ
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من١ حدود كث قاعده جد حيث) و   الدرجة


1

1
=٤،3ق(س).دس

1
=٢ق(س).دس  

ل:   ا
  س+بأق(س)=


1

1
أس٢=س+ب.دسأ

س٢ ١]+ب ١  
أ=(

ب)٢ أ(–+
٢-(   ب

  ٢ب=٤ب=٢=
3

1
أس٢=.دس٢س+أ

  ١٣]س٢+٢
٩أ=(

أ(–)٦+٢
٢+٢(  

=٤+   ٢=٤أ
٤= =٢-أ ١-أ

٢  
= ١ق(س)

٢+   ٢س
إذا)٢ و الدرجة من دود ا كث ان ق قاعدة جد

أن 2علمت

1
= .د (س) (،٨ق =٠ق (٣.  

: ل =ا ( س ) بأق +   س
) =٠ق =٠×  أ) ب +٣=   ٣ب
2

1
أ+ =٣س س د أ.

  ١٢]س٣+٢س٢
) أ(–)  ٦+أ٢=

٣+٢= (٨٣ أ 
٨=٣-٢  

٣ أ 
٥=٢١٠=أ 

٣  
( س )  ١٠=ق

  ٣+س٣
أن٣ علمت إذا دود ا كث ان ق قاعدة   )جد

) =٠ق (٥( س ) قً ،=٤،1

0
= س .د  .٣قَ(س)

: ل   ا
= (س) جـ٢سأق + س ب +  

=٠ق(   ب٠×  أ) + ×٠= جـ +٥  
=   ٥جـ

= ( س ) +بأ٢قَ   س
= ( س )   ٤=أ٢قً

٢=أ  
1

0
٤= دس . ب + س٢س٢س   ٠١]+ب

) =٢( ب +–)٠+٠= (٣  
=   ١ب
= +٢س٢ق(س)   ٥+س
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أ)١

أ
صفر = س د . ( س )  ق

٢( : طية ا واص  ا
بأ)

أ
( س ) ق جـ–جـ = س بد

أ
دس . ( س )   ق

بب)

أ
( س ) سق د . ( س )   ـ

ب=

أ
دس. ( س ) بق

أ
س د . ( س )  ـ

٣( : دود ا عكس القلب  خاصية
ب

أ
= دس . ( س ) أ- ق

ب
دس. (   ق(س

ضافة )٤  :خاصية
  

ب

أ
= س د . ( س جق(

أ
س د . ( س ب+ق(

ج
س د . ( س   ق(

المقارنة )٥  :خاصية
)أ) س ) س≤ ق حيث بأ [صفر ،[ 

 ب

أ
دس . ( س )   صفر≤ ق
)  ) ب س ) س≥ ق حيث بأ [ صفر ،[  

 ب

أ
دس . ( س )  صفر≥ ق

( )جـ س ) س≥ ق حيث ( س ) بأ [ ـ ،[ 
 ب

أ
دس . ( س ) ب≥  ق

أ
س د . ( س )   ـ

١(3

3
٤+٢س٢+ صفر٥س = س .د

٢(3

3
س

س
س 2 2

25
 س صفر١س+٢ه٥–٢+ =   .دس

٣(2
0
)3

1
2س+–.دس٢س٣

2
ه(س).دس).دس  

: ل   ا
2

0
)٠س+–٢٦= 2س-س٢٦).دس

2[٠٢) =٥٠)=٠-٠(- )٢-٥٢  

٤(2
1
٢= دس .( س ) جد٤ق ،2

1
دس٥ . ( س )  ق

: ل المعطياتا   نرتب
2

1
٢= س د . ( س ) ٢2ق

1
= دس . ( س )   ٤ق

2

1
= س د . ( س )   ٢ق

:   المطلوب
2

1
٥= س د . ( س ) ٥2ق

1
دس . ( س )   ق

=١٠=٢×  ٥  
ان٥ إذا (2

1
٢= س د . ( س )   فجد١٠ق

2

1
)+ ( س ) دس)٦ق . 

: ل المعطياتا   نرتب
2

1
دس=٢ ٢2ق(س).

1
١٠=ق(س).دس2

1
ق=   ٥(س).دس

  المطلوب
2

1
)+ ( س ) دس)٦ق .  
=2

1
+ دس . ( س ) 2ق

1
دس٦ .  

=١+٢(٦+٥= (١١=٦+٥  
٦(2

0
( س ) =٢-ق دس .   فجد٢س

2

0
دس٣ . س) )  ق

: ل المعطياتا   نرتب
2

0
( س ) دس٢-ق .   س
=2

0
+ دس . س) ) 2ق

0
 -دس٢ .  س

=2
0
دس . ( س ) ٢2=٤–ق

0
= دس . ( س )   ٦ق

  المطلوب
2

0
٣= دس . ( س ) ٣2ق

0
= دس . ( س )   ١٨=٦×  ٣ق

  
  

ج أ ب
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ان٧ إذا (4

2
٢+ ( س ) =٢ق س د   فجد٨.

4

2
دس٣–س٢ . ( س )  ق

: ل المعطياتا   نرتب
4

2
٢+ ( س ) س٢ق د .  
=٢4

2
( س ) 4+.دسق

2
دس٢ .  

=٢4
2
) +ق س د . (   ٨=٤س

 4
2
  = س د . ( س ) :  ٢ق   المطلوب

4

2
دس٣–س٢ . ( س )   =ق
4

2
٣4– .دسس٢

2
دس . ( س )   ق

  ٦=٦– ١٢=٢×  ٣-٢٤]٢س=
ان٨ إذا (4

1
= دس . ( س )  ،٥ق

1فجد

4
دس . ( س )   ق

: ل  ا
1

4
= دس . ( س ) 4- ق

1
= دس . ( س )   ٥-ق

ان٩ إذا (2

0
٢( س ) =٤-ق دس جد٢-. ، 

0

2
دس٣ . ( س )  ق

: ل المعطياتا   نرتب
2

0
٢( س ) =٤-ق دس .٢2

0
( س ) 2-.دسق

0
دس٤ . 

=٢2
0
دس . ( س ) =٠-٢(٤-ق (-٢  
= دس . ( س )   ٣ق

  طلوبالم
0

2
٣= دس . ( س ) ٣2-ق

0
= دس ( س )   ٩-ق

  

١٠(2

0
٢+ =٣س س د . ( س )   فجد١٦ق

0

2
س٢+٢ د . ( س )  ق

: ل المعطياتا   نرتب
2

0
٢+ س٣س د . ( س )   ق
=2

0
٢+ دس . ٣2س

0
دس . س) )  ق

=٣+٤2

0
= س د . ( س )   ١٦ق

2

0
= دس . ( س )   ٤ق

  المطلوب  
0

2
٢+٢. ( س )   دسق
=0

2
س٢ د .–٢2

0
دس . ( س )   ق

=-١٢-=٤×  ٢-٤  
ان)١١ إذا


3

1
)2

1
= دس).دس .   ٢٤ق(س)

1فجد

2
. دس .   ق(س)

  ل:ا
2

1
أ = دس .   ق(س)


3

1
)أ =   ٦أ=٢٤أ=٤)=١+٣أ.دس
1

2
= دس .   ٦- ق(س)
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لدينا ان إذا ضافة خاصية ع السؤال أنه   بتعرف

٣( س ) ق ا داخل املات   ت

ا)١ لوحد ( س ) ق امل الت داخل نجعل المعطيات نرتب
مرتبة امل الت   وحدود

المفقود)٢ ونجد عوض و القانون  نكتب
السؤال)٣ من المطلوب ت   لا

ان )١ 3إذا

1
= س د . ( س )  ،  ٢ق

7

3
=س د . ( س ) 7جد،٤ق

1
دس . ( س )   ق

: ل 7ا

1
دس . ( س )   ق

=3

1
+ دس . ( س ) 7ق

3
= دس . ( س )  ٦=٤+٢ق

٢(2

1
= دس . ( س ) ٥،3ق

1
= دس . ( س )  ٤ق

3فجد

2
دس . ( س )  ق
: ل   ا

3

1
= دس . ( س ) 2ق

1
+ دس . ( س ) 3ق

2
دس . ( س )   ق

٥=٤+3

2
دس . ( س )   ق

3

2
ق= دس . ( س ) -١  
٣(


5

1
= دس . ( س ) 5،  ٤ق

3
)+ ( س ) =)٢ق دس .٩ 

: فجد

3

1
)٤+ ( س ) .)٧ق دس . 

المعطيات نرتب : ل   ا
5

3
+ ( س ) =٢ق دس .5

3
+ دس . ( س ) 5ق

3
دس٢ .  

5

3
+ دس . ( س )   ٩=)٣- ٥(٢ق

5

3
دس . ( س )   ٥=ق



5

1
= دس .( س ) ق


3

1
+ دس .( (س 5ق

3
س)ق   دس.(

٤=

3

1
+ دس .( س )   ٥ق



3

1
= دس .( س )   ١-ق

  المطلوب

3

1
٤+ ( س ) دس٧ق .  
=٤


3

1
+ دس .( س ) ق


3

1
دس٧ .  

=١+٣(٧+١-×  ٤= (٢٤  
ان٤ إذا (2

4
= دس .( س ) 7، ٤ق

2
ق س

٣= دس .٢،
4جد

7
دس٢ .( س )  ق

المعطيات نرتب : ل   ا
4

2
= دس .( س ) 7،  ٤- ق

2
.( س ) =ق   ٦دس

7

2
= دس .( س ) 4ق

2
+دس .( س ) 7ق

4
دس .( س )   ق

٤-=٦+7
4
دس .( س )   ق

7

4
= دس .( س )   ١٠ق

 المطلوب
4

7
٢= دس .( س ) ٢7-ق

4
دس .( س )   ق

=-٢٠-=١٠×  ٢  
٥(


2

1
)٣( س ) =)٤-ق دس .٣  ،  

2

4
= دس .( س )  ٦ق

جد

4

1
)+ ( س ) دس)س٢ق . 

المعطيات ب ترت : ل   ا

2

1
٣( س ) دس٤–ق .  
=٣


2

1
دس .( س ) -ق


2

1
٤=   ٣دس



  كامل و تطبيقات التكامللوحدة الرابعة: التاا 
 

-٢٣- 
 

=٣

2

1
دس .( س )   ٣=١٢-ق



2

1
= دس .( س )   ٥ق

2

4
= دس .( س ) ٦ق 4

2
= دس .( س )   ٦-ق


4

1
= دس .( س ) ق


2

1
+ دس .( س ) 4ق

2
دس .( س )   ق

=١- =٦-+٥  
  المطلوب


4

1
+( س ) دس٢ق .   س
=


4

1
) +ق دس .( س


4

1
٢= دس س١-س. +١]٢ ١-=٤+

١٤=١٥  
عداد)٦ ا ل ت ت امل للت قابلا ان :أإذا فإن جـ ، ب ،
ج

أ
دس .( س ) ب-ق

أ
= دس .( س )   ق

بأ)

ج
س ) دسق جب)).

ب
دس .( س )  ق

( جبجـ

0
دس .( س ) جد)ق

أ

أ

ب




دس .( س )  ق

: ل   ا
ج

أ
دس .( س ) ب-ق

أ
دس .( س )   ق

ج=

أ
+ دس .( س ) أق

ب
دس .( س )   ق

ج=

ب
دس .( س ) وابق   )ب(ا

ان)٧ بإذا

أ
دس .( س ) 4- ق

2
دس .( س )   ق

=

2

1
دس .( س ) قيمة،ق بأ{جد ،{ 

: ل   ا
ب

أ
= دس .( س ) ق


2

1
+ دس .( س ) 4ق

2
دس .( س ) ق

ب=

أ
= دس .( س ) ق


4

1
دس .( س )   ق

بأ{قيمة ،{=}-٤،  ١{  

بان)إذا٨

أ
= دس .( س )   ،جد٣ق

ب

أ
دس .( س ) أ-ق

ب
دس .( س )  ق

: ل   ا
ب

أ
دس .( س ) أ-ق

ب
دس .( س )   ق

ب=

أ
+ دس .( س ) بق

أ
= دس .( س )  ٦=٣+٣ق
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سئلة من أنواع عة أر   ناك 

ان ق إشارة تحدد امل الت إشارة تحديد منا يطلب
امل الت إشارة نحدد ا   وم

١(2

1
دس٢س .  

س : ل ض٢،  ١[سحي٠> ٢ا بالتعو [ 
2

1
٢س< دس .٠2

1
دس٢س   موجب=.

٢( 4
0


سجتادس . 

: ل   ا
ض٤،  ٠[سحي٠≥  سجتا بالتعو [ 
4

0


سجتادس . ≤٠4

0


سجتادس   موجب=.

٣(
2


دس . س  طا

: ل   ا
س ضπ،  ٢[سحيث٠≤ طا بالتعو [ 


2


دس . س ٠≤ طا

2


دس . س   سالب=طا

٤(

0

1
س

س   .دس21
: ل   ا

س
س 21س٠    ]٠،[-١  حيث



0

1
س

س   ٠.دس21



0

1
س

س   سالب=.دس21
  

 
انات ق أي نحدد أك ا أ تحديد طلب و ن امل ت عطينا

ض بالتعو  أك
] ة م٠.١الف أك ذور ا ون ي ن]

. أك امله ت ك ذور ا ان كما يحة ال   القوى

١( 1
0
، دس . 1س

0
دس٢س . 

: ل   ا
 ]١،  ٠[س٢س≥ س
1

0
دس . 1≥ س

0
دس٢س .  

٢(2

0
دس٢+٢س . 2،س

0
دس١-٢س .  

: ل   ا
ض٢،  ٠[سحيث١– ٢س≥  س٢+٢س بالتعو [ 
2

0
دس٢+٢س . 2≥ س

0
دس١– ٢س .  

٣(
2


دس . س ،جتا

2


دس . س   جا

: ل   ا
س س≤ جتا س ضπ،  ٢[جا بالتعو [ 


2


س.دس ≤ جتا

2


دس . س   جا

٤(1

0
س، 1.دس

0
س 3، 1.دس

0
دس٥س.  

: ل   ا
س 3سس٥س    ]٠،١  [ حيث

1

0
س 3دس.1

0
سدس.1

0
دس٥س.  
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امل الت فإن محصور ان ق عطينا
المتباينة ع   يوزع 

ان )١ )إذا س ) س٣≥ ق جد،]١،٣[حيث
لـ قيمة 3أقل

1
(س ) دسق . 

: ل   ا
3

1
دس . س) ) 3≥  ق

1
دس٣ .  

3

1
دس . س) )   ٦≥ ق

س)≤  ٢ )٢ ) س٥≤ ق أك]١،٢-[حيث جد
قيمة وأقل


2

1
دس . س) )  ق

: ل   ا

2

1
دس٢ .≥


2

1
دس . س) ) ٥≤ ق


2

1
دس .  

٦ ≥

2

1
دس . س) )   ١٥≤ ق

قيمة قيمةو ١٥أك   ٦أقل
ان٣ إذا س)٢≤  ٣) ) س٥≤  ٣–ق ،]٢،٢- [حيث

ل قيمة وأقل أك ـجد

2

2
دس . س) )  ق

: ل المعطياتا   نرتب
(س)٢≤  ٦ (س)≤  ٨٣≤ ق   ٤≤ ق

2

2
دس٣ . ≥


2

2
دس . س) ) ≤ق


2

2
دس٤ .  

١٢  ≥

2

2
دس . س) )   ١٦≤ ق
) قيمة (أصغرقي،)١٦أك   )١٢مة

ان٤ إذا (-١  ≥( س ) أقل ]٢،٥[حيث٢≤ ق فجد
لـ قيمة 5وأك

2
دس٢– ٤ . س) )   ق

: ل   ا
(س)≤  ١- (س)٢-≥  ٢٢≤ ق   ٤- ≥ ق

س)٢– ٤≥  ٦ )   ٠≥ ق
5

2
دس٦ . ≤5

2
دس٢– ٤ . س) ) 5≥ ق

2
دس٠ .  

١٨ ≤5
2
دس٢– ٤ . س) )   ٠≥ ق
) قيمة (و )١٨أك قيمة   )٠أقل

 
قيمة أع من طلب و محصور غ ان ق ون ي عندما

" ل ا خطوات " قيمة   وأقل
بالصفر )١ المشتقة ساوي و  شق
رجة )٢ ا القيم  نجد
رجةنجد )٣ ا القيم  صور
اننحص )٤ املق الت  وندخل

:   أسئلة
س )١ = ( س ) +٢-٢ق قيمة٤س وأقل قيمة اك جد
2لـ

0
دس . س) )  ق

: ل   ا
= (س) =٠=٢–س٢قَ   ١س

=طراف   ٠،٢س
=١ق( ق(٣) ،٠= ق(٤) ،٢= (٤  

٣ ≥( س )   ٤≤ ق
2

0
2≤ .دس٣

0
دس . (س) 2≤ ق

0
دس٤ .  

٦   ≥2

0
دس .   ٨≤ ق(س)
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٢= ق(س) 2س) 1أن ت   فأث
٠≥2

0
٢≤سق(س).د  

: ل   ا
= سقَ(س)

س


2
2
1 2

صفر =  
سط ال =أصفار   ٠س

المقام =أصفار   ١- ،١س
=طراف   ١-،١س

=٠ق( ق(١) ،١= ق(٠) ،-١= (٠  
س١≤ق(س)≤٠   ]١،١-[حيث
2

0
2≤.دس٠

0
دسق(س. (≥2

0
دس١.  

٠≥2
0
المطلوب٢≤ق(س).دس و   و

ا)٣ ينحصر ال ة الف فجد س جتا ( س )   ق

0

دس٣– ٢ . ( س )  ق
: ل   ا

( س ) =-=قَ س   ٠جا
المشتقة =أصفار   π،  ٠س

=طراف   π،  ٠س
=٠ق( ق(١) ،π= (-١  
-س)≤   ١ ) س١≤ ق   ]π،٠[حيث
٣-≥  ٣( س )   ٣–ق
٣– ٢≥  ٥( س )   ١-≥ ق
0

س٥ د . ≤
0

دس٣– ٢ . (س) ≥  ق
0

-دس١ .  
٥π ≤

0

دس٣– ٢ . (س)   π-≥ ق
س)٤ جا = ( س )  ]π،  ٠[سحيثق

ا يتخصر ال ة الف جد
0

دس . س   جا
= س جتا = ( س ) قَ : ل   ٠ا

المشتقة   ٢س=أصفار
=طراف   π،  ٠س

=٢ق( ق(١) ،٠= ق(٠) ،π= (٠  
س)≤  ٠ ) س١≤ ق   ]π،٠[حيث


0

دس٠ . ≥
0

دس . ( س ) ≤ ق
0

دس١ .  
دس≤   ٠ . ( س )   π≤ ق

ع )٥ المعرف ق لمنح المجاور الرسم ع بالإعتماد
ة   الف

قيمة ]١،٤[ أع   جد
لـ قيمة وأقل

1

ق(س).دس  
: ل   ا

  ٥٤٣٢١≤ق(س)≤١
4

1
4≤.دس١

1
دس. 4≤ق(س)

1
دس٥.٣≥4

1
(س)ق

  ١٥≤.دس
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

٣ ١ 
٥ 

 ق(س)
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 ضافة خاصية نا  ستخدم
 ا ف عر عيد يح عدد وأك  المطلق

:   مثال
  ٢≤ س≤٢،٠س٣

= ( س )   ٤≤ س≤ ٢،١–س٢ق
  ٦≤ س≤ ٤،٤

:   فجد
2أ)

0
دس . ( س ) 4ب)ق

2
دس . ( س )  ق

4جـ)

0
دس . ( س ) 6د)ق

0
دس . ( س )  ق

( 3ه

0
دس . ( س ) )ق 5و

1
دس . ( س )   ق

4ز)

0
س٢ ) دس٧–)ق .  

( 1ح

5
٣( س ) دسس٤+ق . 
: ل   ا

( 2أ

0
دس . ( س ) 2=ق

0
دس٢س٣ س. =٠٢]٣  

)=٨=٠–)٨  
4ب)

2
دسق . ( س )=4

2
دس٢- س٢ س.   ٢٤]س٢–٢=

) =٤- ٤(–)٨-١٦= (٨  
4جـ)

0
دس . ( س 2=ق(

0
دس .( س ) 4+ق

2
دس . ( س )   ق

=2
0
دس٢س٣ .+4

2
دس٢-س٢ س.   ٢٤]س٢–٢س+٠٢]٣=

) =(٠–)٨ +٤-٤(–)٨-١٦= (١٦=٨+٨  
6د)

0
دس . ( س )   =ق

=2
0
دس .( س ) 4+ق

2
دس . ( س ) 6+ق

4
.( س )   سدق

=2
0
دس٢س٣ .+4

2
دس٢- س٢ .+6

4
دس٤ .  

  ٤٦]س٤+٢٤]س٢–٢س+٠٢]٣=س

)=(٠– )٨ +٤-٤(– )٨-١٦) + (٢٤)+ (١٦= (٢٤  
3ه)

0
دس . ( س   ق(

=2
0
دس .( س ) 3+ق

2
دس . ( س )   ق

=2

0
دس٢س٣ .+3

2
دس٢-س٢ .  

س   ٢٣]س٢–٢س+٠٢]٣=
) =(٠–)٨ +٤- ٤(–)٦-٩= (١١=٣+٨  
5و)

1
دس . ( س )   =ق

=2
1
دس .( س ) 4+ق

2
دس . ( س ) 5+ق

4
.( س )   دسق

=2
1
دس٢س٣ .+4

2
دس٢- س٢ .+5

4
دس٤ .  

  ٤٥]س٤+٢٤]س٢–٢س+١٢]٣=س
)=١(–)٨) + (٤- ٤(–)٨-١٦) + (٢٠)+ (١٦= (١٩  
4ز)

0
س٢ ) دس٧–)ق .  

=٢4
0
دس .( س ) 4-ق

0
دس٧ .  

=٠-٤(٧–١٦×٢= (٤  
( 1ح

5
٣( س ) دسس٤+ق .  

=-٣5
1
دس . ( س ) 1+ق

5
دسس٤ .  

  ١٠٥-=٥٠-٢+٥٧-=٥١]٢س٢+١٩×٣-=

بالصفر )١ المطلق داخل ما  ساوي
إشارة )٢ ونفحص عداد خط ع صفار ن ماع

المطلقة القيمة  داخل
،الموجبالمنطقة )٣ نفسه المطلق دخل ما تأخذ ة

(المنطقة بـ المطلق داخل ما نضرب  )١-السالبة
عي )٤ ضيوف لدينا ان ندخلدإذا ثم ف التعر

ان ق ع  الضيوف
المطلق )٥ طفل ت  لا
نن س))(ق( =l( س ) زوlق عدد :   ن
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١( " ل " الفقرة طول ١=نجد
معامل س 

٢( ] داخل ما ساوي البداية نقطة بالصفرنجد [ 
عداد )٣ خط الدرجةنضع طول ونطرح ونضيف

)(ل)، امل الت أطراف ) ة بالف م  ونل
بحي )٤ المساواة  :ثنضع

موجب  - أ  بدايةمعامل
سالب  - ب  ايةمعامل
 ل ان ]إذا ] ثمودينا يح ال ف عر عيد فإننا

المطلق ف عر  .عيد
 أ + [س] =  [س+أ]

دائما الصفر من عداد خط ابلش  مشان

١( 8
0
س دس٦–| . | 
س : ل =٠=٦–ا   ٦س
( س )   ٦≤ س≤   ٠، س– ٦=ق

  ٨≤ س≤   ٦، ٦–س
8

0
= دس . ( س ) 6ق

0
٦ –+ دس . 8س

6
دس٦–س.  

س٢–س٦=
س٢+٠٦]٢

  ٦٨]س٦- ٢
) =٠– ١٨) + (-١٨+١٦= (٢٠  

٢(4

0
 |س٢س٣– ١٢ د . | 

: ل =٠=٢س٣– ١٢ا   ٢± س
  

= س) )   ٢≤ س≤   ٠، ٢س٣– ١٢ق
  ٤≤ س≤  ٢، ١٢- ٢س٣

  

  
4

0
س ) دسق . (  
=2

0
٢س٣– ١٢+ دس .4

2
دس١٢-٢س٣ .  

س٠٢]٣س–س١٢=   ٢٤]س١٢– ٣+
) =٠- ١٦) + (١٦+١٦= (٤٨  

٣(

2

4
سس  244 دس . 

: ل   ا
=


2

4
( 2(س 2 = دس .


2

4
+ س دس٢| . |  

+ =٠=٢س   ٢-س
  

  ٢-≤ س≤  ٤-،   ٢-س-
= ( س +ق(   ٢≤  س≤  ٢-،    ٢س

  

2

4
س ) =ق دس . (


2

4
-دس+٢-س .


2

2
+ دس٢س .  

س٢=
٢س+٤٢]س٢-٢

    ٢  ٢]س٢+٢
) =٠– ٢) + (٢+٦= (١٠  

٤(
0

س 2 1دس. 
: ل   ا

0

2س = دس .
0

دس . | س جتا |  
= س =٠جتا   ٢س

  
= ( س سق(   ٢≤ س≤  ٠،  جتا

س-    π≤  س≤  ٢،   جتا

0

ق= دس . ( س )2

0


+دس . س جتا

2


-دس . س   جتا

س جا س-٢ ٠]= ]جا
٢

  
) =٠– ١-(–)  ٠– ١= (٢  
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٥(
0

. سدس 2 1  ٢جتا=   ١-س٢جتا٢س


0

.سد 1 س 2 1   


0

. سدس 2 ف التعر   عيد

2)س .دس 2

0


( س .دس 

2


  

2) س20
 ( س  2

      1 0 0 12  
2 2  ٦(3

0
دس٦–س٣| س . | 

: ل =٠=٦–س٣ا س ==٢  
= ( س   ٢≤  س≤ ٠،  ٢س٣–س٦ق(

  ٣≤ س≤ ٢،  س٦-٢س٣
3

0
دس . ( س )   ق
=2

0
٢س٣–س٦+ 2.دس

0
دس٦-٢س٣ .   س

س٠٢]٣س– ٢س٣=   ٢٣]٢س٣– ٣+

) =٠-٤) + (٤+٠= (٨  
٧(4

1
+ س دس١[ . [ 

= ل : ل =٠=١س+١ا   ١-س
  ٢<س≤  ١،  ٢

= س)   ٣<س≤ ٢، ٣ق(
  ٤<س≤ ٣، ٤

4

1
= دس . ( س 2ق(

1
٢+ س د .3

2
دس+٣ .4

3
دس٤ .  

=٩=٤+٣+٢  
  
  
  

٨(3

0
]١

٢+ دس٤س . [ 
= ل : ل ١ا

١
٢

=٢١
٢+ =٠=٤س   ٨-س

  ٢<س≤  ٠، ٤
= س)   ٣<س≤ ٢، ٥ق(

3

0
= دس . ( س 2ق(

0
٤+ س د .3

2
دس٥ .  

=١٣=٥+٨  
دس)٩ . 

= ل : ل ١ا
|٢ |=١

٢٢-٢= =٠س   ١س
١≤ س<١،٠

٢  
= س) ١، ٠ق(

  ١≤ س<٢
٣≤ س<١، ١-

٢  
-٢،٣

  ٢≤س<٢
2

0
دس . ( س   ق(

=
1
2

0
١+ س د .1

1
2
٠+ دس .

3
2

1
دس١ .+2

3
2
-دس٢ .  

=١
١-+٠+٢

١-=١-+٢  
ــــ ـــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ـــــ ــ ــــــــ ـــ ــ ــــــــــــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـــــــ ــ ـــــــ ــ ــ ــ ـــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ـ ـــ ـ ـــ ـ ــ ــ ـــ ــ ــ ــــ ــ ــــــــــــ ـــ ــ ــــــــــ ــ ــ ــ ـ ـــ ــــ ــــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــــــــــــــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــ ـ ـــ ـــــ ـــ ــــ ـ ــ ـ ــ ــ ــ ـــ ــ ـ ــ ـ ــ ــــــــــــ ــ ــــــ ــ ـ ـــ ـ ــ ـــــ ــــ ــ ــ ــ ـــ ــ ــــ ــــــــــــــ ــ ـ ــ ـــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــ ـــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ـــــــــ ـــ ــ ـــــــــــ ــ ــ ــ ــــــ ــ ـ ـــ ـ ـــ ـــ ــ ــــــــــ ــ ـ   ــ

١٠( . س 3

1
08 دس .  

= ل ل: +١ا س ،٠=٠.٨=   ٠.٨- س
  
  

١،٠.٢≥>   ١.٢س
= <≤٢،١.٢ق(س)   ٢.٢س

  ٣.٢< س≤٣،٢.٢
3

1
= .دس 12.ق(س)

1
١+ دس ..

.

22

12
٢+ دس .

.

3

22
دس٣ .  

=٤.٦=٢.٤+٢+٠.٢  
  



 س  2

0
2 2 
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١١(

2

1
]دس– ١ . | س | [  س

] ف عر عيد : ل ]– ١ا   س
= ١ل

|١ |=١=   ١س
  

| س   ٠≤ س<١- ، ١× |
(س) ||=ق   ١≤ س<٠،  ٠× س

| س   ٢≤ س<١، ١-× |
|عي س | ف عر =د   ٠س

  ٠≤ س<١-، س-
(س)   ١≤ س<٠، صفر=ق

  ٢≤ س<١، س-

2

1
س   ق(س).د
=


0

1
-+ س د 1س.

0
٠+ س د .2

1
-س د .   س

س٢-=
س٢- +٠١]٠+ ٠ ١]٢

٢   [١٢  
) =١+٠

٢) + ( -١+٢
٢= ( -١  

المتصل)١٢ ق(س) ان للاق ي بدا ان اق م(س) ان إذا
با يمر م(س) ان و مجاله، نع (١،٣- (لنقطت فجد)،٠،١)


0

1
) س ق

دس-2 . ( | س |  
: ل   ا


0

1
) س ق

دس2 . ( س += س م
2س+2

2[٠ ١  
=) 0م

2+٠(–) م1
2+1

2= (1
2-)32+12(  

=12-42=3
2  

  
  
  
  
  
  
  

 ف التعر عيد مطلقة قيمة لدينا ان  ٠إذا
 لدينا ان ثابت] [إذا إيجاد السؤال منا وطلب

معلومة غ ة الف انت إذا ب بالتجر ل ا  ٠فإن
 لمعرفة ة الف معرفة يجب شعب الم ثوابت

. امل للت عة التا انات  ق

ان )١ جإذا

0
  |٢–س٢= س د . جـ٥| ،<١ 

جـ الثابت قيمة   جد
ل =٠=٢–س٢:ا   ١س

ج

0
 |س٢–س٢ .د |  
=1

0
٢- ٢+ س د جس.

1
س.٢–س٢   د

س٠١]٢س-س٢= ١]س٢-٢+
  جـ

جـ١= +٢-٢+   ٠=٣- جـ٢– ٢جـ٥=١جـ
جـ ) -٣+ جـ ) (١= (٠= =،٣جـ   مل١-جـ

٢( 
ج

1
]١

٣+ =١س س د . الثابت١٢] قيمة  جد
جـ :  ١جـ

ف التعر عيد : ل   ا
= ٣١ل

٣ + =٠=١س   ٣-س
  ٣<س≤ ٠، ١

(س)   ٦<س≤ ٣، ٢=ق
  ٩<س≤  ٦، ٣

: ب   التجر
3

1
= س د . 3ق(س)

1
١.= س   ٢د

6

1
= س د . 3ق(س)

1
١+ س د .6

3
٢= س د .٨=٦+٢  

9

1
= س د . 3ق(س)

1
١+ س د .6

3
٢+ س د .9

6
س٣ د .  

=١٧=٩+٦+٢  
  )٩،  ٦(جـ
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ج

1
= س د . 3ق(س)

1
س+١ د .6

3
س+٢ د ج.

6
س٣ د .  

=١٢=١٨-جـ٣+٦+٢= ٢٢جـ
٣  

ج)٣

2
]س

١- ٢= س د . جـ٤] الثابت قيمة  جد
= ل : ل =٢ا   ٢س

  ٤<س≤  ٢، ٠
(س)   ٦<س≤  ٤،  ١=ق

  ٨<س≤  ٦، ٢
4

2
= س د . 4ق(س)

2
س٠ د صفر. =  

6

2
= س د . 4ق(س)

2
س+٠ د .6

4
١= س د .٢=٢+٠  

8

2
= س د . 4ق(س)

2
س+٠ د .6

4
س+١ د .8

6
٢= س د .٦  

جـ)٨،  ٦(  
ج

2
= س د . 4ق(س)

2
٠+ س د .6

4
س+١ د ج.

6
س٢ د .  

  ٤=١٠-جـ٢=١٢-جـ٢+٢+٠=
=   ٧جـ

٤(41+ =ن[س س د . [١٢  
ن حيث ن الثابت قيمة يحةجد ال   .عداد

: ل   ا
4

1
+ سن[س د . [=41[س]ن س+ د .  

ف التعر   عيد
= =١ل   ٠س

ن١   ٢<س≤ ١، +
(س) ن٢=ق   ٣<س≤٢، +

ن٣   ٤<س≤  ٣، +
4

1
+ سن[س د . [  
=2

1
س+ن١ د .+

3

2
س+ن٢ د .+

4

3
س+ن٣ د .  

=١+ +٢+ن =٣+ن ن =١٢=٦ن+٣+   ٢ن
  
  

: امل الت اشتقاق   قواعد
١= ص ان إذا ب)

أ
س   ق(س).د

صفر = صَ   فإن
٢= ص ان إذا (س   ق(س).د

ق(س) = صَ   فإن

جد١ د)
  ).دس١س+٤+٢س(د س

: ل   ا
د

  ١س+٤+٢س=).دس١س+٤+٢س(د س

جد٢ د)
5(د س

1
دس١+٢س٤س+٢جتا.(  

: ل   ا
د

5(د س
1
صفر).دس١+٢س٤س+٢جتا =  

ان)٣ =٢ساذا ق(س).دس (س)١س+٣+ ق   جد
: ل   ا

د
=٢س د س (س).دس د+ق

  )١س+٣(د س
ق(س)=٢س +٣=   ٢س-٣ق(س)

ان)٤ ظاإذا س٢قا–س٢( = ق(س).دس (   ٢س
. (س) ق   جد

ل:   ا
د

=٢قا–س٢طا(د س ق(س).دس دس)
  )٢(سد س

طا =٢قا–س٢( (س) ق ( المطابقة)٢س (من   س
 -=   ٦-)=٣ق(س٢-ق(س)=س٢ق(س)
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ان٥ إذا (جا= فجد٢٢ق(س).دس جـ + ظاس + س
 قَ(

٤(  
: ل   ا
) د

=د س دق(س).دس)
جـ)٢٢(جاد س + ظاس +   س

= جتا٢جا٢ق(س) قا٢×س٢س   س٢+
قا٤جا٢ق(س)= +   س٢س
+٤جتا٨قَ(س)= ظاس٢قا٢س   س

 ق(
 ٢قا٢+جتا٨)=٤

 ظا٤
٤  

= -٤- =٤+٨  
ص=٦ ان إذا سس)  2 335  دس.  

فجد
س

د
د

ص
1س

.  
: ل   ا

د
د

ص
سس=س  2 335   

س

د
د

ص
1س

=33  
ان)٧ =جاسإذا +-ق(س).دس أن٢جتاس ت   اث

=٢قَ(- )٢ق( (٢  
ن الطرف شتق : ل   ا

+جاس جتاس   ١)=٢ق(ق(س)=
+جتاس-قَ(س)= =٢قَ(جاس (-١  

)٢قَ(-)٢ق= (٢=١-- ١  
ان٨ إذا ((س)َق)–دس.   س)
قَ(س)=س٢- قتاس+ظتاسلوه= أن ت   قتاس-فأث

ن الطرف شتق : ل   ا
=-قَ(س) سس

س
س

س
س 2   =س

س
س

س
س)      

س =   قتاس–قَ(س)

ان)٩ =إذا سق(س).دس ،ه+2ه جـ + جاس   لو
. قَ(س)   فجد

ن الطرف شتق : ل   ا
= سق(س) +٢×2ه سس

  س

) = +٢×2هسس)(٢)+(٢)(2هسقَ(س) س) سس
2س 2

2  

  س٢قتا-2هس٢س٤+2هس٢قَ(س)=
ان)١٠ دس=إذا . س٨ق(س) فجد،٢+


2

1
دس .   قَ(س)

: ل   ا
)(دس . (/ق(س) س٨= +٢(/  
=   س٢ق(س)

2

1
)ق = دس . =١-ق(–)٢قَ(س) (٦=٢+٤  

إذا١١ قيمة) فما س، لو س = ق(س) هان

0
دس . (س)   ق

: ل   ا
س/ق(س) = ×

س
س1 لو + ×١  

س١= لو +  
:   المطلوب

ه

0
ق//ق = دس . ق1]ه(س)/(س)   )١(/ق–(ه)/=

) ه)١= لو لو١(–+ +١=١–٢=)١  
ص=١٢ ان إذا ( سأ +ه+ه جاس دلو

س
س
 02

  

= صَ ان =٢- و س .٢عندما أ الثابت قيمة فجد ،  
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س   

=-دص٦ص٨ .  
=8

=٧ص7 جـ +8
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4ص دص٢ص٣.5 .  

=ص
ص
3
4

3
دص5 .  

= ص٥ع +٤ع
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=س
س

س+
س+

س 2   -دس .   جتاس
| ظاس + قاس | لو جـ-= +   جاس
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2  

= =٢س 2أ
1
2=14  

=٢-=س ب
1

2 2=1
4  

  
=

ص
1
4

2+
ص


1
4

دص2 .  

ص14= | +14- |  ٢–لو |ص جـ٢لو + |  
س14= لو | +14-|  ٢–لو س لو | جـ٢لو + |  

  
  
  
  
  
  
 

 ـ

 ـ

 ـ

س٢س س٢س٢ ٢-+ + 
٢ 

 ٤س+٢-٢س٢-
-+ ٤س

 ـ
 ـ ـ ـ

 ـ

 ـ
 ـ

 ـ ـ

 ـ ـ ـ ـ

 ـ

 ـ
 ـ

 ـ
 ـ

 ـ

 ـ ـ ـ
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إذاالمعادلة ا عل ونتعرف مشتقات ع تحتوي ال
ص د ، س د ،أعطانا  د ص،صَ

، د س قَ  د ع،
  ..... د ن

المشتقات* من التخلص ع المعادلة حل   لمه
:تخطوا ل   ا

عض)١ زي (إ معا شابه الم روف ا .معتجعل   عض)
المعا٢ ن طرف ع المحدود غ امل الت ندخل ونحل) دلة

. امل   الت
.ـنضع"ج)٣ سر طرف واحده "  
"ج)٤ من نتخلص معطيات أعطانا .ـإذا خاوا "  

 د ص)١
١= د س ٢ س

  ٣ ص٢
: ل   ا

(٢ص٣ = ص س١س+٢.د   ).د
ص=٢ص٣   .دس١س+٢.د

س٣ص جـ٢= + س +  
د ص)٢

٤ س= د س ٢س ٣
٧   ٢ ص

) ل: ص=(٧ص+٢ا   س).دس٤+٢س٣).د
دص=٧ص+٢.س.دس٤+٢س٣  

س٧+٢ص = جـ٢س٢+٣ص +  
د ص)٣

س= د س
ص 

 

: ل د صا
= د س


س
ص ص= ص د .دسس .  

ص
1
2= دص .س

1
دس2 .  

 ص
3
2 2
س=3

3
2 2
  +جـ3

  
  

 د ص)٤
١ ( س  =٣+ س١س د . (  

: ل   ا
(س = ص   ).دس١س+٣)(١-د

.=ص   ).دس١س+٣)(١- (سد
.ص=ددس١- س٢-٢س٣.  

س = جـ-٢س-٣ص   س+
صفر٢ص-.دص٣س)٥ =   .دس

: ل   ا
  .دس٢.دص=ص٣س

د ص
د س=ص٢

  س٢
  ٢-ص.=   .دس٣-سدص
  -ج٢-س-=١-ص ١ـ+

١=ص  
جـس٢ +  

 د ص)٦
س= د س

ص
2
21 3  

: ل   ا
قتا١-٢ص٣( = ص س٢).د .د   س
١-٣ص٣= ص س٢قتا.د .د   س

  جـظ-ص=-٣ص + س   تا
د ص)٧

١= د س ٢ س
  جتا ص

: ل   ا
) = ص .د ص   ).دس١س+٢جتا

=ص .د ص   .دس١س+٢جتا
س ص= جـ٢جا + س +  

ص.دس٢جا)٨ صس.د٢ص+ د =  
: ل   ا

ص٢جا ص-س.د س٢ص=   .د
  

ص=١- س٢(جا د . س٢ص- )   .د
 د ص

د=ص٢
س
س
 21    د ص 

د=ص٢
س
س
 21   
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-ص=٢- ص د.د
س

س
2  

ص=٢-ص   س.دس٢قا-.د
 -جـ١-ص + س طا =١

جـص + س طا =  
.٣دس+)٩ س جتا ص= س.د   د

: ل   ا
س٣ د . س جتا = ص د س–.   د
س٣ جتا ص=( س١-.د د . (  
ص=٣ س.د س١-جتا د . 

س٣ جا = جـ–ص +   س
س )(٢اق )١٠

ص٤ د س(٢جا٤-.
صفر)٤ = س د .  

: ل   ا
س٢قا

س٢جا٤.دص=٤
  .دس٤

= ص سد
س

      

2

2

44
4




دس .  

.= ص س٢جا٤د
س٢جتا٤

س٤ د .  
= س)جا٢(ص

٤ س)جتا(
٤   .دس٢)(

س)٢جاص=
٢ س( د .  

= ١ص
س-١(٢ د . س)   جتا

= ١ص
جـ-(س٢ + س)   جا

+٢ص-.دس٢س )١١ ص د ص. جا ص= د س٨. د .  
ل:   ا

ص .د ص =٢ص+جا ص د +٢س-. س د س٨.   .د
ص جا (٢ص+( = ص س٨+٢س-).د د . (  

ص ص=٢ص+جا س٨+٢س-.د   .د
 -ص ص٣+جتا

س٣-=٣
جـ٨+٣ +   س

  
  

.- س٢طا)١٢ ص دصجتا
  ٠=دس

: ل   ا
.٢طا ص د صس=حتا

  د س
ص.س٢طا د . ص جتا =   دس
س=٢طا صس.د د . ص   جتا
١- س٢قا= س د .ص د ص.   جتا

س جـ-طا + ص جا =   س
د ص-جاسص-)ه١٣

  ٠س=٢جتاد س
: ل   ا

د صجاس=ص-ه
  س٢جتاد س

جتاص-ه =   س.دص٢جاس.دس
س

2س
= ص.دس

دص
  ه

= .دس طاس   .دصص-هقاس
=   +جـص-ه-قاس

دص١٤ س.دس–) = .دس ص   س
: ل   ا

س.دس + .دس ص =س   دص
س(ص+ = د ص).دس١دص

١   س.دس=ص

2س=١ص+لوه
جـ2 +  

د ص)١٥
+س- ١=د س س–٢ص   ٢ص

: ل   ا
د ص
+س-١=د س (- ١(٢ص = (   )٢+س١ص)(-١ص
د

ص
ص
1=دس١+٢(س.(  

3س=١ص+لوه
جـ3 +   +س
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د س)١٦
س-٢ص+س-١=د ص ص٢-س٢+٢ص   س

: ل   ا
د س
س-١=د ص + )+- ١(٢ص   ص)-١س(٢ص
د س
(د ص +٢+٢ص)(س-١=   )١س
د س

١ ٢ س ص- ١(= س٢  .د (   ص
دس

١ )٢ ص)ص-١(=(س د .  
+س ص)ص-١(.دس=٢-)١(   .د

-+س 2ص-=ص١-)١(
  +جـ2

 
١( = قَ(س) = د صالميل

  د س
ق(أ)=ب )٢ أ) ع حرجة نقطة (أ،ب)  النقطة

قَ(أ)=صفر   ب)
ق(أ)=ه(أ)٣ ع أ س= عندما ه مع يتقاطع   )ق
ع٤ (أ،ب) النقطة عند ه يمس ق ان إذا (  

ساوى  ت المعادلات بأ) =   ق(أ)=ه(أ)
ساوي ت المشتقات   قَ(أ)=هَ(أ)ب)

  
  أسئلة:

النقطة )١ عند ق ان ق لمنح المماس ميل ان إذا
) و ان٢–٢س٣(س،ص) ق قاعدة فجد ، ق(س)س)

(ع بالنقطة يمر المنح بأن  )٠،٣لما
: ل   ا

  س٢– ٢س٣قَ(س)=
.(س)َسدق=)س٢– ٢س٣ د . (   س

جـ٢س– ٣سق(س)= +  
تحقق٣،  ٠( (جـ٠٢- ٠٣=٣ +=   ٣جـ

س = ( س   ٣+٢س– ٣ق(
من)٢ حدود الكث ان ق قاعدة امسةجد ا الدرجة

= (س) قَ (٢+٤س٥الذي بالنقط يمر والذي   .)٤،  ١س
: ل   ا

قَ(س).دس=دس٢+٤س٥ .   س
سق(س) س٥= جـ٢+ +  

تحقق٤،  ١( (جـ١٢+١٥=٤ +=   ٢جـ
  س = ( س   ٢+٢س+٥ق(

النقطة٣ عند ق ان ق لمنح المماس ميل ان إذا (
) و –س٢(س،ص)

2س 3
1


ان ق قاعدة فجد ، (
) بالنقطة يمر المنح بأن علما   ).١،٢-ق(س)

: ل   ا
-س٢قَ(س)=

2س 3
1


  

=قَ(س).دسس-س٢
2
  .دس3

= س-٢سق(س)
1
3 جـ3 +  

) تحقق١،٢-النقطة (جـ٣+١=٢ +=جـ2 
س = س-٢ق(س)

1
3 32  

ــــ ـــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ـــــ ــ ــــــــ ـــ ــ ــــــــــــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـــــــ ــ ـــــــ ــ ــ ــ ـــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ـ ـــــ ـــ ــ ــ ـ ــ ـ ــ ــ ــ ــــــ ــ ـ ـــــــ ـــــــ ــ ــــــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــ ـ ـــ ـ ــ ـ ــ ــ ــــ ـــــ ـــــــــ ــ ـ ــ ــــــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــ ـــ ــ ـ ـــ ــ ــــــ ـــ ــــ ــ ــ ــ ـــــــ ــ ـ ــ ـــــــــــ ــ ــ ــ ــــــ ــ ـ ـــ ـ ـــ ــــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــــــــــــــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــ ــ ـــــــــ ــــ ـــــ ــــــ ـــــ ـــــــــ ــ ـ ــ ـــ ــ ـ ـــ ـ ــ ــ   ـ
(س))٤ قَ ان =+إذا س بأن٢جتا علما (س) ق جد س

بالنقطة يمر  ).٤،  ٠(المنح
: ل   ا

= (س) س–س٢قَ   جتا
= س د . (س) س–س٢قَ .د س   جتا

س = (س) جـ– ٢ق + س   جا
) تحقق٠،٤النقطة ()٠ق= جـ– ٠٢) + .   جا
=   ٤جـ

س = ( س ) +–٢ق س   ٤جا
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٥(= (س) قَ ان   ١+٢س٣– ٣س٤إذا
ق(  )١ق(–) ٣فجد

: ل   ا
3

1
س د . (س) =قَ

3

1
دس١+٢س٣– ٣س٤.  

س١ق(–) ٣ق( = س٣س– ٤) +[١٣  
  ) =١+١– ١(–)  ٣– ٢٧– ٨١= (٥٦  

النقط)٦ عند علاقة لمنح المماس ميل ان ةإذا
ساوي  ( ص . س س(

ص
س 2

2 3
 العلاقة قاعدة فجد

) النقطة بأن ا٤،  ٤علما منحنا ع تقع (  
: ل   ا

د ص
س= د س

ص
س 2

2 3
   

٢ص٣= دص .س س٢قا–حا د .   س
٢ص٣= دص .س س٢اق–حا د .   س

س-=٣ص جـ–جتا + س   طا
جـ النقطةنجد   )٤،  ٤(و

=+جـ٤طا-٤جتا-=٣)٤( 1+٥٦جـ
2  

س-=٣ص +–جتا س 1+٥٦طا
2  

ــ ــ ـــــ ـــــــــ ــ ــ ــ ـــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ـــ ـ ــ ـــ ــ ـ ــ ـ ــــ ـــــــــــــــ ـــــ ــــــــ ـ ــ ــ ــ ـ ـــ ـ ــ ـ ــ ــ ـــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ــ ــــ ــ ـــــ ـــ ــ ــــــــ ــ ـــــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ـــ ــ ـ ــ ـ ــــ ــــ ــ ـــــــــ ـــــ ـــــــــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ـ ــ ــ ـ ــ ـ ـــ ـ ــ ــ ــ ـ ــ ـ ـــ ـــ ــــــ ـــ ــ ــــــــــــــ ــ ــ ــ ــ ـــ ـــ ـ ـــ ـ ـــ ـــ ـ ــ ـــ ــ ـ ــ ـ ــ ــ ــ ــــــــــــــــــ ـــــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ــ ـــ ــ ــ ــــ ــ ــ ــ ــــ ــ ــ ـــــــــــ ــ ـــ ــ ـــــــ ــ ــ ــ ــ ــ ـ ــ ـ ــ ــ ـ ـــ ــــ ــ ــ ـ
  

النقط)٧ عند علاقة لمنح المماس ميل ان ةإذا
ساوي  ( ص . س ه( بأن)ص(س علما العلاقة قاعدة فجد

بالنقطة( يمر .٢،٠المنح (  
: ل   ا

د ص
ه د س س صص=

د
ه

.دس=ص   س
ص-ه= دص .دس.   س
2س=ص-ه- 

جـ2 +  
جـ   نجد

جـ٢=٠ه-٠)=٢ق( +  
=+جـ٢=١-   ٣-جـ
-2س=ص-ه

2 -٣  
٨() و ق لمنح المماس ميل ان جد٢–س٢إذا (

) بأن٢ق علما (ةالنقطصورة) رجة  )٢ا
: ل   ا
  ٢–س٢=قَ(س)

قَ(س).دس=دس٢–س٢.  
سق(س) جـ٢– ٢= +         س
جـ   نجد

رجة ا س قيمة   نجد
= .٢-س٢قَ(س) ==   ١س

ق( رجة ا النقطة =+جـ٢-١=٢)=١صورة     ٣جـ
(س)سق =٢– ٢+   ٣س

  )٢ق= (٣=٣+٤–٤  
٩(= (س) قً ان (٦إذا حيث حرجة٣،  ١س نقطة (

(س). ق  جد
: ل =ا س د . (س) س٦قً د .   س

  = (س) جـ٢س٣قَ +  
جـ   (نجد =١قَ جـ٣=٠) +=   ٣-جـ
  = س د . (س) س٣-٢س٣قَ د .  
س   = (س) جـ٣– ٣ق +   س
=١ق(   جـ٣– ١=٣) +=   ٥جـ
  س = ( س +٣– ٣ق(   ٥س
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+ه١٠ قً(س)=جاس ان إذا ق(س٢) ان و ،٠=(1
4  

1)=٠قَ(
2. ق(س) ان ق قاعدة فجد ،  

ل:   ا
=قً(س).دسه+   .دسس٢جاس

= +-قَ(س) سجتاس 2ه
جـ2 +  

جـ =٠قَ(نجد (-١+12= 1+جـ
2=   ١جـ

= +-قَ(س).دس سجتاس 2ه
  .دس١+2

= +-ق(س) سحاس 2ه
جـ4 + س +  

جـ =٠ق(نجد (٠+14+٠= 1+جـ
صفر4 =   جـ

= +- ق(س) سحاس 2ه
س2 +  

س)١١ = ( س =٥+٢ق( (س) َـ جد٢-،  س
) ق(س)٢ـ بأن علما (س)يمس)   ـ

: ل   ا
= س د . (س) س٢-َـ د .   س

= (س) جـ٢س-ـ +      
جـ (س)نجد ـ يمس   ق(س)

هَ(س) = =٢قَ(س)   ٠س=س٢-س
(٠ق( ـ = (٠(جـ٠٢=٥+٠٢ +=   ٥جـ
س ) =ـ (٥+٢س-) =٢ـ (-٥+٤) )٢ـ

=١  
ن)ا١٢ ان ق ي بيا يمثل أدناه ل ـ  لش ، إذا .  ق

أن = علمت +٣ق(س) =٤س فما  ،  ٣–س٢،ه(س)
) ـ ؟٥قيمة ( 

ل:   ا
=هَ(س).دس٣-س٢

  .دس
س = +جـ٣–٢ه(س)   س

جـ =نجد س عندما ه مع يتقاطع   ٠ق

ه(٠ق( = (٠(جـ٠- ٠=٤+٠+=   ٤جـ
س = +٣–٢ه(س)   ٤س

=٥ه( (١٤=٤+١٥-٢٥  
١٣(= (س) ق ان =٥–س٢إذا   ٢–س٩ه(س)

ق( أن ه(٢بحيث = ق(٢) أوجد ، (١(  
: ل   ا

= دس . (س) دس٥–س٢ق .  
س = جـ٥–٢ق(س) +   س

: جـ   نجد
ه(٢ق( = (٢(  

١٠–٤= جـ +٢–١٨  
=   ٢٢جـ
س = +٥–٢ق(س)   ٢٢س

=١ق( (١٨=٢٢+٥–١  
ان١٤ إذا (س٣س٢.دس=٢قَ(س)+س جـ ان٢+٢+ و
ق(٤)=١قَ( ،٢= ق(٦) قَ(١-فجد ، (٢. ( 

: ل   ا
) د

د.دس)=٢قَ(س)+سدس
س٣س٢(دس جـ +٢+٢(  

س٢+٢س٦=٢قَ(س)+س   جـ
)َ١ق+   جـ٢+٦=١+٤جـ٢+٦=١)
=   12-جـ

=٢(/قس–٢س٥(س)=/ق (١٨=٢–٢٠  
دس=قَ(س.(دسس-٢س٥ .  

  
= سق(س) 2س 3 5

2 جـ  +جـ3 =٢ق(نجد (٦٦=40
=+جـ٢-3 16جـ

3  
= سق(س) س 2 316 5

3 2 3  
=١-ق( ( 116 5

3 2 3=15  
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:   ملاحظات
املت املعن   فن

ان   :تذكر
د ع=ت )١

=د ن ع د ف،
 د ن

ع( )٢ ون الس من سم ا =٠تحرك (٠ 
٣( = ن عند السرعة ع بتدائية  ٠السرعة
٤( = (ن) ع ع أرتفاع  ٠أق
صفر )٥ نفرضة زمن لنا يذكر لم  إذا
امل* للت ثابت " جـ " بقاء شرعا   يحرم
ع* التغ معدل رفلمه د ا

  د ن
:   أسئلة

جسم)١ ان الإذا وفق سارع تعي +٦=لاقة فجد٤ن
مرور عد المقطوع بان٣المسافة علما ركة بدأا من ي ثوا

(ةبتدائيالسرعة سم /٢ل مسافةقوأنه)ثم طع
ن٢١( ت ثان أول (   .م

: ل   ا
= د عت

+٦=د ن =٤ن +٦دع د٤ن   ن.
.= +٦دع د٤ن         ن.

= جـ٤+٢ن٣ع + جـن =٠ن=  نجد ع ،٢  
٠×  ٤+٠٢× ٣= =٢+جـ   ٢جـ
= +٤+٢ن٣ع  د ف٢ن

+٤+٢ن٣= د ن     ٢ن
= ف +٤+٢ن٣د دن١٢ن .  
.= ف +٤+٢ن٣د دن١٢ن .  
ن(ن)ف جـ٢+٢ن٢+٣= +   ن

جـ =نجد =٢ن ف ،٢١  
)٢١+جـ=٤+٢)٢(٢+٣)٢=   ١جـ
ن(ن)ف +٢+٢ن٢+٣=   ١ن
  ٥٣=١+٦+١٩+٢٧=)٣(ف

عطى٢ ي الثوا من ن عد ت جسم سارع ان إذا (
= ت الجتا٢بالقاعدة المسافة فجد ، ن

علماً ركة ا بدء من واحدة ثانية عد سم ا ا يقطع
بتدائية سرعته مسافة(٨بأن قطع وأنه ١٩م/ث

٦(
) ١أول

٣. ركة ا بدء من ثانية (  
: ل   ا

د ع
=نجتا٢=د ن دننجتا٢دع .  

.= دننجتا٢دع .  
=   +جـنجاع

جـ ع=٠ن=نجد ،٨جـ٠=٨+=   ٨جـ
د ف
=٨+نجا=د ن   .دن٨+نجا.دف

= +جتا-ف +جـ٨ن   ن
جـ ١ن=نجد

ف=٣ ، ١٩
٦  

١٩
١-=٦

٨+٢
جـ٣ +=   ١جـ

= +جتا-ف(ن) +٨ن   ١ن
)١ف=   م١٠=١+٨+جتا- )

مقدارة)٣ سارع ب جسم ث١٢-تحرك /  ٢م
مسافة يقطع بأن علما ، ركة ا معادلة م٨جد

  م/ث.٦سرعة
: ل   ا

=  د ع١٢-ت
=١٢- =د ن ع ن١٢-د د .  

.= ع ن١٢-د د .= جـ١٢-ع +     ن
جـ ع=٠ن=نجد ،٦ -٠×١٢=  ٦جـ=٦+جـ
= +١٢-ع  د ف     ٦ن

+١٢-= د ن     ٦ن
.= ف +١٢-د =ند.٦ن +جـ٦+٢ن٦-ف   ن

جـ ف=٠ن=نجد ،٨ 
 -٠×٦+٠٢×٦= =٨+جـ   ٨جـ

=   ٨+ن٦+٢ن٦-ف
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سرعة)٤ أع إ رأسيا جسم ااقذف مقدار ٤٠بتدائية
مقداره ثابت سارع و ث / ث١٠–م / ارتفاعه٢م ان إذا

ساوي حركة من ثانية مرور عد السطح جد٨٠عند م
.ارتفاعأق سم ا له  يصل

: ل   ا
=  د ع١٠ت

=.١٠-= د ن ع ن١٠-د د .  
= جـن١٠-ع +  

جـ =نجد =٠ن ع ،٤٠  
جـ٠×  ١٠- =٤٠ +=   ٤٠جـ
=  د ف  ٤٠+ن١٠-ع

  ٤٠+ن١٠-= د ن
.= ف دن٤٠+١٠-د .= جـ٤٠+٢ن٥-ف + ن

جـ =نجد =١ن ف ،٨٠  
جـ١×  ٤٠+١٢×  ٥=٨٠+=   ٤٥جـ
= +٤٠+٢ن٥- ف   ٤٥ن

ارتفاع =أق +١٠-=٠ع =٤٠ن  ٤ن
  ١٢٥=٤٥+٤×  ٤٠+٢)٤(٥-=)٤(ف
٥) ارتفاعه برج قمة من كرة قدف سطح٤٥) عن اَ م (

) ا مقدار ابتدائية سرعة مقداره٤٠رض سارع و م/ث (
ا٢)م/ث١٠-( لتعود الكرة استغرقته الذي الزمن جد .

. رض   سطح
: ل   ا

=  د ع١٠ت
=.١٠-= د ن ع ن١٠-د د .  

= جـن١٠-ع +  
جـ =نجد =٠ن ع ،٤٠  
جـ٠×  ١٠- =٤٠ +=   ٤٠جـ
=  د ف  ٤٠+ن١٠-ع

  ٤٠+ن١٠-= د ن
.= ف دن٤٠+ن١٠-د . 

= جـ٤٠+٢ن٥-ف +   ن
جـ =نجد =٠ن ف ،٤٥  
جـ٠×  ٤٠+٢)٠(×  ٥=٨٠+=   ٤٥جـ

= +٤٠+٢ن٥-ف   ٤٥ن
ف=صفر عندما رض سطح ا الكرة تصل * 

 -٤٠+٢ن٥+   ٠=٤٥ن
٠=٩-ن٨-٢ن١)(ن+٩-(ن= (٠  
ن=٩ن=   مل١- ،

ت=)٦ العلاقة حسب مستقيم خط ع جسم ١س
،٢ع

مسافة٠>ع قطع ون الس من سم ا تحرك ١٩إذا
عد٣

ثانية٤مرور مرور عد المقطوعة المسافة فجد ي ثوا
 واحدة
ل:   ا

 د ع
١=د ن

=٢ ٢ع      دن.١ع.دع
جـ٢ع   + ن =  

جـ ع=٠ن=نجد ،٠جـ٠=٠٢ +=   ٠جـ
ن٢ع   == نع       

 د ف
ن= د ن .= ف ند ن د .    

= نف
1
ن2 د .= نف

3
2 جـ23 +  

جـ =نجد =٤ن ف ،١٩
٤  ١٩

٣=( )
3
2 24   +جـ3

١٩
١٦=٣

=+جـ٣   ١جـ
= نف

3
2 23+١  

)١ف= (( )
3
2 21 3+٢=١

٥=١+٣
٣  

ت=٧ العلاقة وفق مستقيم خط ع جسم يتحرك ع) 
فإذا سم ا سرعة ع: ، سم ا سارع ت: ، صفر ع> ،

سم ل بتدائية السرعة ان وقطع٩علمت ، م/ث
ا٨٠ًمسافة ا٤م قطع ال المسافة فجد ، ي عدثوا

حركته. بدأ من ن ت   ثان
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ل  :ا
 د ع
ع=د ن = عدع دن.د

ع
ع


=دن .  

ع
1
+جـ2 ن = ع٢.دع

1
جـ2 + ن =  

جــ ع=٠ن=نجد ،٩جـ٠=٣×٢+=   ٦جـ
ع٢

1
2+ ن =٦ن=ع   

2 3 2  

د ف 
ن=د ن   

2 3 2  

= .دف ن   
2 3 =.دن2 نف   

3 23 2   +جـ3
جـ ف=٤ن=نجد ،٨٠٢٥٠=٨٠

=+جـ٣ ١٠-جـ
٣  

= نف   
3 23 2 3-١٠

٣  

)١٢٨)=٢ف
١٠-٣

١١٨=٣
٣  

إذا٨ معدل) اباستخراجان حفرةال   ومن
مرورساعة/٣م٢ن+٤( عد المستخرج اب ال م )جد

. ساعات  ثلاث
: ل   ا

د ح
+٤= د ن =.٢ن ح +٤د ن٢ن د .    
= جـن٢+٢ن٢ح +    

جـ =فجد =٠ن ح ،٠  
جـ٠×  ٢+٠٢÷  ٢=٠ +=   ٠جـ
=   ن٢+٢ن٢ح

=ح|   ٣م٢٤=٣×  ٢+٣٢×  ٢=٣ن

المعادلة)٩ حسب يا بكت اثر د تتت
  ن٢٠+٤ن٥= د ن

، ي بالثوا الزمن ن: ، يا البكث عدد ت: انحيث إذا
) ساوي واحدة ثانية عد ا  )٣٠عدد
ي ثوا ثلاث مرور عد ا عدد   .فجد

  
  

: ل   ا
= ت ن٢٠+٤ن٥د د .       ن

.= ت ن٢٠+٤ن٥د د . نن =   +جـ٢ن١٠+٥ت
جـ   =نجد =١ن ت ،٣٠  
=+جـ١٢×  ١٠+١٥=٣٠     ١٩جـ
ن   =       ١٩+٢ن١٠+٥ت
  ٣٥٢=١٩+٢)٣(١٠+٣٥=٣ن=ت|  

سعتهاخز )١٠ فارغ ماء 21ن
الماء٣م2 فيه يصب ،

+ ن ) زاند/٣م)٢بمعدل ا لامتلاء اللازم الزمن أوجد ،  
: ل   ا

د ح
+د ن ن =٢.= ح +د   .دن٢ن
= ن٢ح

جـ٢+٢ +   ن
جـ =نجد =٠ن ح ،٠  
٣٠=٠

جـ٠× ٢+٢ +=   ٠جـ
= ن٢ح

٢+٢= ٢١ن
٢صفر٢١–ن٤+٢ن =  

صفر٣-)(ن٧(ن+ =(=ن=٣ن   مل٧-،
ادة١٠٠وضع)١١ الز معدل ان حيث ماء بركة سمكة

بالعلاقة عطي السمك   عدد
 د س

ن=ند
1

1 2يومسمكة /  
، باليوم الزمن : ن ، السمك عدد س: عددحيث فما

بمرور   .يوم٢٤السمك
: ل   ا
= ددس

ن
ن

1 2.= ددس
ن
ن

1 2    

= س ن 1
2 1   .دن2

= س ن1
2 1 جـ2 +    

جـ =نجد =٠ن س ،١٠٠  
جـ١=١٠٠+= س=٩٩جـ ن1

2 1 2+٩٩  
=٢٤ن=س|  1

2 1 24 2+١٠٦=٩٩+٧=٩٩  
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الشراءآله)١٢ عند ا قيم انت٢٥٠٠صناعية و دينار
العلاقة وفق الزمن بمرور تناقص ا   قيم

د ق
ن+٥٠٠-=د ن   حيث٢- )٢(

ا شرا من سنه ن مرور عد ا قيم       ق:
(إ مرور عد لة قيمة ا٣حسب شرا من سنوات (.  

: ل   ا
= ن+٥٠٠-دق   .دن٢- )٢(
= ن+٥٠٠-.دق   .دن٢-)٢(

= ن+٥٠٠ق جـ١-)٢( +  
جـ ق=٠ن=نجد ،٢٥٠٠  
جـ٢٥٠=٢٥٠٠ +=   ٢٢٥٠جـ

= ن+٥٠٠ق )٢٢٥٠+١-)٢  
=٣ق( (٢٣٥٠=٢٢٥٠+١٠٠  
العلاقة١٣ حسب مدينة ان س عدد يزداد د ع)

ع٠.٠٢٥=د ن
اذا ، بالسنوات الزمن : ن ، ان الس عدد : ع حيث ،

) عام ان الس عدد ان (٢٠١٧علمت ساوي (٢٠٠٠٠٠(
) عد ان الس عدد فجد ، عام؟٤٠سمة (  

ل:   ا
ع

1=   .دن٠.٠٢٥.دع

ه
ع =جـ٠.٠٢٥ +   ن

جـ =٠ع(نجد (٢٠٠٠٠٠
ه

200000جـ =  

ه
+٠.٠٢٥=ع ن 

ه
200000   

= ن عندما ، ع :   ٤٠المطلوب
ه

+٤٠×  ٠.٠٢٥=ع 
ه

200000   

= هع ه



ن

ع
40

  ه٢٠٠٠٠٠=
  
  
  

١٤: بالعلاقة عطى ص للمنح المماس ميل ان   )إذا
(ص (٢ص–س بالنقطة يمر المنح ان و (١،٢(  

أنّ ن ّ |٢ب صلــو
ص 1س =   ١-٢لــو٢+٢|

واجب .......  
 
  
  
  
  
  
  

 ـ ـ



 



 

 

 )عند فشل الترتيب(التكامل بالتعويض 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

  

 

قىض مسفىع 

لقىة ما داخله 

 غير خطي

ص= ما داخل 

 القىض

مثلثي شاويحه 

 غير خطية 

 ص= الصاوية

أس ي قىثه غير 

 خطية 

 ص= القىة

 ق ، 

داخلها مش 

 )ض(

ص= ما داخل 

 ق ، 

 حالات القسمة

  ، 

 ، جاض ،  

 جحاض ، ظاض

 بمكان غير ملائم )قسمة(

 ص= وحدة منهم

 واحد مع شىية ثفكير )بشسط ان ثكىن لهما هفس الصاوية(  مثلثي× مثلثي 

 جحا× جا 

 القىةص= ضاحبة القىة الاعلى دون   فردي× فردي 

 ضاحبة القىة الصوجية دون القىة  زوجي× فردي 

 لا يىجد جعىيض  زوجي× زوجي 

 جاض جحاض2ض = 2هاوس ي                                 جا   

 قىة غير مخساوية                               قىي مخساوية

 / فسدية : ص=قا  / شوجية : ص=ظا ( قا)ننظر الى قوة  قا× ظا 

 / فسدية : ص=قحا  / شوجية : ص=ظحا ا (قت)ننظر الى قوة ظتا ×  قتا

 البسط مشحقة للمقام

هفسض ص= المقام           

 و الجىاب )خاوا( لىغازيحم

*في كثيرات الحدود يمكن 

ثمييز هره الحالة اذا كاهد 

دزجة البسط اقل من 

 دزجة المقام بدزجة واحدة

 

 

 ن-1ض ± 1ص= 

 

 

 = ص



 

 

 التكامل بالأجزاء )عند فشل الترتيب(

 

 

 

 

 

 

 

 

 تكامل اللوغاريتمات

 

 

                     

 مركب )خطي(× كثير حدود 

 /ق× كثير حدود  أس ي)زاوية خطية(× كثير حدود  (مثلثي)زاوية خطية× كثير حدود  ن)خطي(× كثير حدود 

 لوغاريتمات

 أجزاء

 ما داخل اللوغاريتم كثير حدود

 و اللوغاريتم في البسط 

 ق= اللوغاريتم

 دهـ = الباقي

 تعويض

 ص= اللوغاريتم كامل

 أو 

 ص= ما داخل اللوغاريتم

 ))حسب اللي برا مشتقة مين((
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 الرسماث المشهورة :

 الاقتران الثابت :            

 أ (  ص = أ 

 

 

 

 مثال:

 2،    ٌ =       2ق)س( =

 

 

 

ـــ ـــــــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــــــــــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــــــ ـــــــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــــــــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــــ ـــــــ ــ ـــ ـــ ـــــــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ  ـــ

 ب( العامىد ) المصتقيم (   س = أ  ) ليض اقتران (

 

 

 

 

 مثال : 

 4س = 

 

 

 

 

 

 الاقتران الخطي :           

 ص = أ س + ب

 ) معامل س+(

 

 

 المقطع الصادي

 (-)معامل س

 

 

 ( :  1مثال )

 1( =  0، ق)     1س+ 2ق)س( = 

 

 )معامل س+(

 

 

 ( :2مثال)

 3( =  0س     ،  ق )  2 – 3ق)س( = 

 

 ( -) معامل س 

 

 

 

 

1 

 -س

 -ص

 س+

 أ   

 ص+

 -س

 -ص

2 

 ص+

 س+

 -س

 -ص

 س+
 أ

 ص+

 -س

 -ص

 أ س+

 ص+

2 

 -ص

 -س

 ص+

 س+

 -ص

 -س

 ص+

 س+

-     1 

 -س

 ص+

 س+

 -ص

 -ص

 -س

 ص+

 س+

   3 
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 الاقتران التربيعي :           

 ( مىحب :2معامل ) س 

 

 

 

 

 ( شالب : 2معامل ) س 

 

 

 

 

زأس القطع :  ) 
ب-

2أ 
   ،

 -ب

أ 

ق

2
أ : معامل    -حيث أن :(   

 2س

                                                                                               

 ب : معامل س

 

 ( :1مثال )

 2ق)س( = س

 0، حـ =  0، ب =  1أ = 

ب-

2أ 
  =





0

1 2
  =0 

 0( = 0(    ق) 0،  0زأس القطع  ) 

 

 ( :2مثال )

  2س +4 – 2ق)س( = س

ب-

2أ 
   =

4

2
 =2 

  2 -( =  2ق)

 ( 2 -،  2زأس القطع ) 

 

 ( :3مثال)

 2س -4ق)س( = 

زأس القطع = 
ب-

2أ 
 = 



0

1 2
 =0 

  4( = 0ق)

     ( 4،  0زأس القطع ) 

ـــ ـــــــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ــــــــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ــــ ـــ ـــــــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــــــ ـــــــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ــــــــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــــــــــ ـــ ـــــــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ  ــ

 الاقتران التكعيبي :           

  0( = 0، ق)   3ق)س( = س

 

 

 

 

 0( = 0، ق)     3س -ق)س( = 

 

 

 

 

 

 2(  = 0،  ق)  2+  3ق)س( = س

 

 (2هرفع رسم الاقتران للـ )

 

 

 

 1( = 0،  ق)    3س – 1ق)س( = 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3 

 زأس القطع

 -س

 ص+

 س+

 زأس القطع

 

 -س

 ص+

 س+

ق )س( = س
2

 

 – 4 

س -4ق )س( = 
2

 

4 

 ت هفسسالب

 الموجب بس

 معكوست

- 2 

- 1 

 – -2 
2 
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 الاقتران اليصبي :         

 

 دائما مىحبت                     ق)س(= 

 
                           

 (  -أ  )                                   

 

 

 

 

 

   = صفس المقام :  س
ب-

أ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ق)س( = 
س

1

  
 (  0)س = 

 

 

 

 

 

ق)س( = 
س  -

1

2 
 ( 2) س = 

 

 

 

 

 

ق)س( = 
2س  

1

  
 

 

 

 

 

 

 سق)س( = 

 

 

 

 

 

 س-ق)س( = 
هفصها بض للسبع الثاوي                                                    

                                                             شمال                                       

)شالب حىا بيعكض الإشازة(           

 

 

 

بق)س( =   سأ 

س =  
ب-

 أ
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5 

 د

 أس + ب

(-س )  

 

 -س

 ص+

 س+

 =  س -ص
ب -  

 أ

 س )+(

 أ   )+(

 -س

 ص+

 س+

 -ص
 س = 

ب -  

 أ

0س =   

 -س

 ص+

 س+

 -ص

 -س

 ص+

 س+

 -ص

2 

 

حفظ *  * 

 -س

 ص+

 س+

 -ص

 -س

 ص+

 س+

 -ص

 -س

 ص+

 س+

 -ص

 -س

 ص+

 س+

 -ص

 (-أ = ) أ = )+(

ب -  
 أ
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 2س =   0=2-س  2  سق)س( = 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 رسم المثلثياث :
 ق )س( = حا س              

                      

 

 

 

 

 

 ق )س( = حتا س

 

 

 

 

 

 

 

      سق )س( = هـ

     

 

 

 

 

 

 

 

ق)س( = 
ٌ

           س

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 -س

 ص+

 س+

 -ص
2 

 بتجزل السشمت لتحت

 -س

 -ص

 ص+

 س+

 س  ق )س( =

 س    -ق )س( =

 

2 

3 

2 

 

 2 

 

2 

3 

2 

 2 

 السيىاثلا ًقطع محىز * 

 -س

 ص+

 س+

 -ص

 -1 

  1    
 -س

 ص+

 س+

 الصاداثلا ًقطع محىز *  -ص
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     |          ق )س( = | أ س + ب

             

 

 

 

 

 

 

 0س =  س |  -ق )س( = | 

 

 

 

    

 

 

 

 4س =  س |   - 4ق )س( = | 

 

 

 

 

 

 

 

 2س =  س |  - 2ق )س( = |

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :المساحت

م = 
ب

أ
 ٌ )س( . د س –ق)س( 

 

 

 

 

 

 

  )المصاحت المحصىزة بحن الإقتراهحن ق )س( ، هـ )س

 على الفترة ]أ ، ب[ . 

  : "مُلاحظاث أشئلت المصاحت "مفاجيح الحل 

 ( كل ق )س( ، هـ )س( ، ص .. هى اقتران .1

 ( كل )س = عدد( هى عمىد 2

 " إقتران .0"ص =  ( معادلت محىز الصيىاث 3

 " عمىد.0"س =  ( معادلت محىز الصاداث 4

( ( إذا أعطاها فترة ]أ ، ب[ فئنّ )س = أ  ،  س = ب5

 "أعمدة معطاة" .

 ( نهتم بالأعمدة المعطاة.6

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 خطوات الحل :

 لمعطاة .( هحدد الاقتراهاث والأعمدة ا1

 ( وصاوي الإقتراهاث ببعضها.2

 ( هضع القاهىن :3

المصاحت =               
ب

أ
 ٌ )س( . د س –ق)س( 

 : 
ُ

 حيث

 ق )س( : الإقتران العلىي ، هـ )س( : الاقتران الصفلي.

                            )ب( : العمىد على ًمحن المصاحت / )أ( : العمىد على                         

 ٌصاز المصاحت

 . موجبت** ًجب أن جكىن المصاحت دائما 

 -س

 ص+

 س+

 -ص

ب -  

 أ

 V     * زشمتها

 -س

 ص+

 س+

 -ص

 4       

   

 -س

 ص+

 س+

 -ص

2 
+ + + + - - - - - 

 س - 2 2 -س 

  2 

   

 -س

 ص+

 س+

 -ص

 -س

 ص+

 س+

 -ص

   أ 

 ب

 هـ )س(

 ق )س(

 حدود التكامل
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  -هناك عدة أنواع من أسئلة المساحة :

طلب مىا المصاحت : الىوع الأول    -: ٌعطيىا إقتراهحن وٍ

 وصتخدم قاهىن 

م =         
ب

أ
 م*د س   * و لا هحتاج للسش |ٌ )س( –ق)س( |

 *مُلاحظت :

 بىعمل حدول مكىن مً : | إقتراهاث | أعمدة | مصاوة |

 -: الخطولا هحتاج إلى السشم بل هحتاج إلى 

 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

احصب مصاحت المىطقت المغلقت المحصىزة بحن مىحنى  (1

( و محىز الصيىاث على الفترة 2س +2الإقتران )ق )س( = 

 [ ؟3،  1]

 الحل: 

 مصاواث         أعمدة             اقتراهاث       

 ق)س( = ص           1س=       2س+2ق)س( = 

  0=2س+2          3س=              0ص =     

                                           = جسفض   1-س 

                                                                                            

 ًقبل                                          ًسفض             

 اذا كان خازج الفترة                         اذا كان داخل الفترة

م =           
3

1
 د س    |ٌ )س( –ق)س( |

=|
3

1
]س2+2س |= |دس  0 - 2س+2

3

1

 | =| (9+6 )–(1+2)| 

 =| 15 – 3 |  =12  

 

 

 احصب مصاحت المىطقت المحصىزة بحن مىحنى( 2

 [ ؟، 0)ق)س( = حتاس( ، ومحىز الصىاث على الفترة ] 

 الحل:

 مصاواث          أعمدة              اقتراهاث         

 0 = س           0س =      سق)س( =      

) س =             πس =           0ص =           
2

 ) 

 ق)س( = ص

 

 

=  1م
2

0
 د س   |ص –ق)س( |

|=  1م
2

0
]  س |= |د س  س 

2

0
|  =| 1 – 0 |  =1  

  

=  2م

2

 د س   |ص –ق)س( |

 |=  2م
2

]  س | =|د س  س  

2

|  =| 0 – 1 |  =1# 

  2=  1+  1=   2+ م 1=  م الكليتم 

ــــــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــــــــ ـــــ ـــــــ ـــــــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــــ ـــــــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــــــ ـــ ـــــــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ  ــــ

احصب مصاحت المىطقت المحصىزة بحن مىحنى ( 3

 ؟9صتقيم ص = ( والم2)ق)س( = س

 الحل: 

 مصاواث           أعمدة            اقتراهاث       

 ق)س( = ص                             2ق)س( = س

 9=  2س                                  9ص=    

 3 ±س =                                               

 

 حـ أ ب أ ب
 1م 2م
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= م
3

 د س   |ص –)س( ق|

 |=  م
3

3س |   |د س  9-2س  

3
]س9 -  

3
|  

 =| (9-27 )– (-9+27 )|  =| -18– 18 |   =| -36 | =36  

ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــــــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ــــــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــــــ ـــــــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــــ ــــــ ـــ ـــــــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ــــــ ـــ ـــــــ ـــــ ـــ  ـ

( احصب مصاحت المىطقت المحصىزة بحن مىحنى 4

 ؟ 1ىاث و ،س= يالإقتران )ق)س( =            ( ومحىز الص

 الحل:

 مصاواث          أعمدة            اقتراهاث       

 ق)س( = ص         1س=     5سق)س( = 

 5  =0س                                0ص = 

 ( 5) س =                                             

 

= م
1

 د س   |ص –ق)س( |

 |=  م
1

|=   |د س   (5-  0س) 
1

( س
1

2      |د س (5

 =| 2

3  س
3

2 5 [
1

|  

  =|   
 

 
 

3 2
5 5

3
-  

 
 

 

3

2
2

1 5
3 | 

 =| 0  +
16

3
 |  =

16

3 

ـــ ـــــــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ــــــــ ـــــــ ــــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــــــ ـــــــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ــــ ـــــــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــــــــــــ ـــ ـــــــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ ـــ ـــ ـــــ  ـ

( حد مصاحت المىطقت المحصىزة بحن مىحنى الإقتران 5

 ىاث على الفترةيس( ومحىز الص2حا – 1)ق)س( = 

 [0   ،
2

 [ ؟   

 

 

 

 

 الحل:

 مصاواث         أعمدة            اقتراهاث       

 ق)س( = ص         0س=    2س  -1ق)س( = 

س=                   0ص = 
2

 0= 2س  -1        

  1= 2س                                            

                                                = س
4

 

 

=  1م
4

0
|=  1مد س |ص –ق)س( |

4

0
   |د س . 2س 

سس+ | = 
2

2  [
4

0
|  =|   

     
   

1
0 0

2 4
  |  

 =|
1

2 4
  |  =

1

2 4
 

= 2م 
2

4

|=  2م د س  |ص –ق)س(|
2

4

   |د س . 2س

س+ | = 
س
2

2
  [

2

4

|  =|   
     

   

1
0
4 2 2

  |  

 =|
1

2 4
  |  =

1

2 4
 

=  2+ م 1المصاحت الكليت = م  
1 1

2 4 2 4
 

 =1
2

 

صب مصاحت المىطقت المحصىزة بحن ( اح6

 [0،2)ق)س(=حاس( ، )هـ)س( = حتاس( على الفترة]

 مصاواث          أعمدة           اقتراهاث       

 ق)س( =  ٌ)س(         0س=        سق)س( =  

          2πس=    ٌ)س(  = حتاس   
س

س
 =

س

س
 

س                                              =1  

 س - 5

 

2 
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=  1م
4

0
 د س  |ٌ)س( –ق)س( |

|=  1م
4

0
   |د س . سس- 

]  سس | = 
4

0
|  =|    0 1

2 2
  |  

 =|

2

1
2

  |  =
2

1
2

  =2 - 1  

=  2م 
4

4

 د س  |ٌ)س( –ق)س( |

|=  2م
4

4

   |د س . سس- 

] سس |= 
4

4

|=|
2 2 2 2

 
   

 
 |  

 =
4

2
  =2 2 

= 3م

4

2

|د س =  |ٌ)س( –ق)س( |
4

2

   |د س . سس-

]  سس | = 

4

2

|  

)   –(  0 – 1-)  |=  3م 
 

 2 2
 )  =1  +2 

   3م + 2+ م 1المصاحت الكليت  = م

 =2 - 1  +2 2  +1  +2  =4 2 

 

: ٌعطيىا ثلاثت إقتراهاث أو أكثر : )هضع الجدول  الىوع الثاوي

 ثم هسشم( 

أوحد مصاحت المىطقت المغلقت لمحصىزة بحن  (1

 مىحىياث الاقتراهاث 

 ؟ 8س     ،   ص =  – 2ص =           3ق)س( = س 

 لحل:ا

 اقتراهاث              مصاواث

 1ق)س( = ص      س  -2ق)س(=

 س-2=  3س       س  -2= 1ص

 0=  2-+ س  3س             8= 2ص

 (لا جحلل0=2+س+2()س1)س=                       

 2= ص 1ص        2ق)س( = ص                      

 8س = -2               8= 3س                       

 ( 6-(            )س =  2)س=                        

 

 

 

 

 

 

=  1م


1

6

 دس   1ص – 2ص 

  =


1

6

 + س دس  2 – 8 

  =


1

6

س + 6+ س دس =  6 
2س

2
 [

1

6 

( =6  + 
1

2
 )–  (-36  +18) 

 =
13

2
  +





2 18

2 1
  = 

13

2
  +

36

2
 =  

49

2
   

 = 2م
2

1

 ق)س( دس   – 2ص 
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2

1

 -س  8. دس  3س  - 8  
4س

4
 [21   

( =16 – 4 )– (




8 4

1 4
 -  

1

4
  )  

31 48

4
 =  

17

4
                     

 =  2م + 1م احت الكليت  = المص
49

2
  +

17

4
  =

115

4
 # 

 احصب مصاحت المىطقت المحصىزة بحن :  (2

 ( ؟0ص + س = 2،    3،  ص = س  6س =  –)ص 

 الحل:

 اقتراهاث            مصاواث

               2= ص 1ص       6=س+1ص

             3= س 6س +           3=س2ص

=3ص
س

2
 0=  6 –س  – 3س      

 لا جحلل  0( =3س+ 2+ 2()س2)س=                    

 3= ص 1ص             3= ص 2ص                    

=  3س                    
س

2
 = 6س +             

س

2
 

+  3س                    
س

2
  =0         

3س

2
  =-6 

+  2س)س                    
1

2
 (4-)س =        0(=

 (0)س=                    

 

 

 

 

 

 

 

 

=  1م


0

4

 دس 3ص – 1ص 

     =


0

4

+  6س +  
س

2
دس =  



0

4
 

3س

2
 دس 6+  

 =
3

4
 س6+  2س



0

4
 = (0  +0 )– (12 – 24) 

 =0  +12  =12 

=  2م
2

0

. دس  =  2ص – 1ص 
2

0

 دس  3س – 6س +  

 =
2س

2
 -س 6+ 

4س

4

2

0
( =2  +12 – 4 )– (0 = )10   

 # 22=  10+  12=  2+ م 1المصاحت الكليت = م 

حت المىطقت المحصىزة بحن الاقتراهاث ) ( احصب مصا3

 ( 4س ،  ل)س( =  – 2، ٌ)س( =   2)ق)س( = س

 الحل:

 مصاواث               اقتراهاث 

 ق)س( = ٌ)س(           2ق)س(=س

 س-2= 2س     س – 2ٌ)س(= 

 0=2-+س2س            4ل)س(= 

 0(=2()س+1-)س                        

 (2-()س=1)س=                        

 ق)س( = ل)س(    ٌ)س(= ل)س(                          

 4=  2س             4س=-2                         

 (2-()س=2)س=      (      2-)س=                         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

=  1م


1

2

 دسٌ)س(  -ل)س(  

     =


1

2

 + س . دس  2 – 4

      =


1

2

2سس + 2+ س . دس     =  2

2
[
1

2 

    ( =2  +
1

2
 )– (-4  +

4

2
 = )
5

2
  +2    =

9

2
 

=  2م
2

1

 ق)س( . دس = –ل)س(  
2

1

 . دس  2س – 4 



 التكامل وتطبيقاته : رابعتالوحدة ال 7040327870 -سليم الخطيب 
 

-77- 
 

 -س 4= 
3س

3
 

2

1
 

( =8 - 
8

3
 )– (4 - 

1

3
 = )

16

3
 - 

11

3
  =

5

3
 

9= 2+ م1المصاحت الكليت =م
2

+5
3

  27

6
 +10

6
  =37

6
 # 

قعت في السبع الأول ا( حد مصاحت المىطقت الى 4

 محىز الصاداث ومىحىياث الإقتران بحن والمحصىزة

 (؟س - 1س ،ل)س( =  – 5،هـ)س( =  1 – 2)ق)س( =س

 الحل:

 اقتراهاث                          مصاواث   

 ق)س( = ٌ)س(   ٌ)س( = ل)س(   1-2ق)س( = س

 س-1س = -5س     -5=  1-2س      س-5ٌ)س(=

  1=5      0=6-+س2س      س-1ل)س(=

 ق)س( = ل)س(  0(=3()س+2-اعمدة          )س    

 س-1=  1-2(   س3-()س=2)س=               0س=

 0=2-+س2س                                            

 0(=2( )س+1-)س                                            

 (2-()س=1)س=                                            

 

 

 

 

 

 

=  1م
2

1

 ق)س( دس     –هـ)س(  

 =
2

1

 دس 1+  2س -  س - 5

 =
2

1

-س 6دس =  2س -س  - 6 
2س

2
 - 

3س

3
  [21 

 ( =12 - 
4

2
 - 

8

3
  )–  (6 - 

1

2
 - 

1

3
 ) 

 =12 - 
4

2
 - 

8

3
- 6  +

1

2
 +

1

3
 =

13

6
 

=  2م
1

0
ل )س(  =  –هـ )س( 

1

0
 +س دس 1 –س – 5 

 =
1

0
 4س [ = 4دس =  1 – 5 

=  2+ م 1صاحت الكليت = مالم
13

6
 +4 =

37

6
 # 

 بحن حت المىطقت المحصىزة ( حد مصا5

 ، ل)س( = س( ؟ 8، د)س( =  3س -)ق)س( =

 الحل:

 اقتراهاث                   مصاواث   

     ق)س( = ل)س( ق)س( = د)س(       3س-ق)س(= 

     = س 3س-           8=  3س-         8د)س(=

  0+س =  3س(           2 -ل)س(=س       )س=

 0( = 1+2سس)     ل)س(= د)س(                    

 (0)س=              (8)س=                   

 

 

 

 

 

 

 

 

=  1م  


0

2
ق)س( دس =  –د)س(  



0

2
  دس 3+ س 8 

4سس + 8= 

4
[
0

2( =0+0 )– (-16+4 = )16 – 4  =12               

=  2م   
8

0
ل)س( دس =  –د)س( 

8

0
 س( دس  – 8) 

2س– 8= 

2
 [80 ( =64 - 32 )– (0 - 0 = )32 
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 # 44=  32+  12=  2+ م 1المصاحت الكليت = م

حىياث ( احصب مصاحت المىطقت المحصىزة بحن مى6

، هـ )س( =      س  ،   3س-الإقتراهاث الثلاثت )ق)س( = 

 س(. – 6ل )س( = 

 الحل:

 اقتراهاث                 مصاواث

 ق)س( = ٌ)س(      3س-ق)س(= 

1ٌ)س(= 
2

1=  3س-س      
2

 س      

1+  3س      س-6ل)س(= 
2

 0س = 

1+  2س)س                      
2

 0س=لا جحلل  0(=  

 ٌ)س( = ل)س(                      

                       1
2

1س  -6س = 
2

 6س + س = 

12س =                       
3

      = 4س 

 س – 6=  3س- ق)س( = ل)س(                        

  0= 6س +  – 2س                      

    لا جحلل ( 3 س +2 – 2( ) س2-)س=                       

 

                 

 

 

 

 

 

= 1م


0

2
ق)س( دس =  –ل)س(  



0

2
 دس 3س + س - 6 

 -س 6= 
2

2

4س+ س

4
[
0

2( =0)– (-12 – 2  +4+ = )10   

 

=  2م
4

0
 هـ)س( دس   –ل)س(  

 =
4

0
1 -س  – 6

2
س دس =  

4

0
 6 -3

2
 س دس 

3–س  6= 
4

24س 

0[  =24 – 12  =12 

 # 22=  10+  12=  2+ م 1ت الكليت = مالمصاح

،  3( حد مصاحت المىطقت المحصىزة بحن : )ق)س( = س7

 س(؟4-، ل)س( =  4+  2هـ)س( = س

 الحل:

 اقتراهاث                          مصاواث    

 ق)س( = ٌ)س(      ٌ)س( = ل)س(      3ق)س(= س

 س4-=  4+ 2س        4+ 2= س 3س  4+2ٌ)س(= س

 0=4س+4+ 2س       0=  4-2س-3س    س4-ل)س(= 

 (2-(  )س=2+س+2()س2)س=                     

 لا جحلل                                  

 ق)س( = ل)س(                       

 س4-=  3س                       

 0س = 4+3س                       

 (   لا جحلل 4+  2( )س0)س=                       

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

=  1م
0

2
ل)س( دس = –هـ)س(  

0

2
 س دس4+  4+2س 

 =
3

3

س
] 2س2س+4+

0

2 ( =0 )–  (8
3
 -8  +8  = )8

3
 

=  2م
2

0
ق)س( دس =  –هـ)س(  

2

0
 دس  3س– 4+  2س 
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 =
3

3

س
 -س4+

4

4

2س

0[  ( =8
3

  +4  )– (0 = )20
3

  

8= 2+ م 1المصاحت الكليت = م
3

   +20
3

  =28
3

   # 

  1 –2( حد مصاحت المىطقت المحصىزة بحن: )ق)س( =س8

 (؟3س ، ل)س( =  – 1هـ)س( = 

 الحل:

 مصاواث                      اقتراهاث       

 ٌ)س(=ل)س(  = ٌ)س(   ق)س(     1- 2ق)س(= س

 3س = -1    س  -1= 1-2س      س -1ٌ)س( = 

 (2-)س=      0=2-+س2س             3ل)س(= 

 (1()س=2-)س=                        

 ق)س( = ل)س(                         

 4=  2س   3=  1 – 2س                         

 (2-()س=2)س=                               

 

 

 

 

 

 

 

 

=  1م
1

2
 هـ)س( دس –ل)س(  

 =
1

2
+ س دس =  1 – 3 

1

2
 + س دس 2 

س +2= 
2

2

1س

2[( =2 +
1

2
  )– (-4 +

4

2
 ) 

 =2 +
1

2
  +4 – 2   =6 - 

3

2
  =

9

2
 

=  2م
2

1
ق)س( دس =  –ل)س(  

2

1
 دس 1+  2س – 3

 =
2

1
 دس 2س – 4 

س +4= 
3

3

 س
2

1[( =8 -
8

3
  )– (4 -

1

3
) 

  =8 - 
8

3
 - 4  +

1

3
        =

5

3
 

=  2+ م 1المصاحت الكليت = م
9

2
  +

5

3
  =

37

6
 

( حد المصاحت المحصىزة بحن ق)س( = 9
ٌ

  س

 و المصتقيم س = ٌ و محىزي الاحداثياث سو ص = ٌ 

 الحل:

 مصاواث       الاقتراهاث                   

ق)س( =  
ٌ

 = ق)س( 1ص        2= ص 1ص    س

 ≠ سٌ             0 ≠ سٌس           = ٌ 1ص     
ٌ

 س

 = ق)س( 2ص                 0=  2ص         

        الاعمدة                
ٌ

 0=  س

 1س=                      0س=       

 س = ٌ           

 

                  

 

 

 

=  1م
1

0
  1 –= ٌ  10]س ٌ=  دس سٌ 

=  2م
ٌ

1
 - 

ٌ
س-=  دس سٌ+ س

ٌ
  1]ٌس ٌ س++س

 بالاحزاء                

 1 –+ ٌ  1=  2+ م 1م = م 

 ٌ – 1 – ٌٌ + ٌ + ٌ-=  2+ م 1م = م     

                     ٌ =ٌ – 1 –  ٌ 
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 شؤال: حد مصاحت المىطقت المظللت في الشكل حيث:

 س -ق)س(= 

 ٌ)س( = س

 س 2-6ل)س(= 

 

 

 

 

 الحل:

= 1م
2

0

 ق)س( .دس -ٌ)س(

 =
2

0

.دس =  سس + 
2

0

سس +  
1
 .دس 2

2س= 

2
س+  

3
2 2
3

 
2
2س=   0

2
3س+   2 2

3
 

2
0 

 ( =2 + 2
3

 8  )–  (0 – 0  = )2  +2
3

 8 

=  2م
4

2

ق)س( .دس =  –ل)س( 
4

2

 .دس سس + 6-2 

س+  2س–س 6=
3
2 2
3

 
4
3س+  2س –س6=  2 2 2

3
4
2 

( =24 – 16  +2
3

  ×8 )–  (12 – 4  +2
3

 8 ) 

 =8  +16
3

 - 8 - 2
3

 8  =16
3

 - 2
3

 8 

2+  2=  2+ م 1= م الكليتم
3

 8  +16
3

 - 2
3

 8  =22
3

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 للت بالشكل المجاوز حد مصاحت المىطقت المظ 

 حيث:

 2ق)س(= س

ٌ)س(= 
2س
1  

 4ل)س(= 

 

 الحل:

 ل)س( = ٌ)س(          ق)س( = ٌ)س(

 4  =
2س
=  2س              1

2س
1 

  1=  4س               1=  2س4

1س =  
2

  1س =                 

=  1م
1
2

0

ق)س( .دس =  –ل)س( 
1
2

0

 .دس 2س – 4 

 -س 4= 
3س

3
 

1
2
0 ( =2- 1

24
  )–  (0 – 0  = )47

24
 

=  2م
1
2

1

ق)س( .دس =  –ٌ)س(  
1
2

1

 
2س
 .دس 2س - 1

 =
1
2

1

 - 1-س-=  .دس 2س – 2-س 
3س

3
 1

2

1 

 =
س
1 - 

3س

3
1
2

1 ( =1
1

 - 1
3

  )–  (-2 - 1
24

) 

 =4
3

 - (49
24

 = )4
3

  +49
24

  =32
24

 +49
24

 =17
24

 

47=  2+ م 1= م الكليتم
24

  +17
24

  =64
24
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  حد مجمىع مصاحتي المىطقتحن المظللتحن في الشكل

 حيث:

 3س2ق)س( = 

 س  – 3ٌ)س( = 

 س 2-ل)س( = 

 

 

 الحل:

 ل)س( = ٌ)س(      ٌ)س( = ق)س(

 شئخر3س2س =  – 3س       – 3س = 2-

 0=  3 –+ س  3س2               3-س = 

 1س=                            

=  1م
0

3

ل)س( .دس=  –ٌ)س( 
0

3

 س .دس2س + – 3

= 
0

3

س + 3+س .دس = 3
2س

2
  0

3
 

( =0 – 0  )–  (-9  +9
2

  = )9
2

 

=  2م
1

0

ق)س( .دس =  
1

0

.دس =  3س2 
4س

4
 1

0 

 =1
2

 - 0  =1
2

 

=  3م
3

1

ٌ)س( .دس =  
3

1

 -س 3س .دس =  – 3 
2س

2
 3

1 

 ( =9 - 9
2

  )–  (3 - 1
2

  = )9
2

 - 5
2

  =4
2

  =2 

9=  3+ م 2+ م 1= م الكليتم
2

  +1
2

  +2  =7 

 

 

 

 

 

 

 

 

  حد مجمىع مصاحتي المىقتحن المظللتحن في الشكل

 المجاوز حيث ان:

 3س-ق)س( = 

 ٌ)س( = س

 س2 – 3ل)س( = 

 

 

 

 

 الحل:

 ٌ)س( = ل)س(

 س2 – 3س= 

 1س=

=  1م
0

1

ق)س( .دس = 
0

1

  -.دس =  3س- 
4س

4
 0

1
 

 =0  +1
4

  =1
4

 

=  2م
1

0

ٌ)س( .دس =  –ل)س(  
1

0

 س .دس –س 2 – 3 

 -س 3= 
2س 3
2

 1
0

  ( =3 - 3
2

  )–  (0 – 0  = )3
2

 

1=  2+ م 1= م الكليتم
4

  +3
2

  =7
4
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 : حد مصاحت المىطقت المظللت في الشكل حيث 

 س4 – 2ق)س( = س

 س5ٌ)س( = 

 5ل)س( = 

 

 

 :الحل

 ل)س( = ٌ)س(   ل)س( = ق)س(

 س4 – 2= س 5س            5=  5

 0=  5-س 4 – 2س              1س= 

 0( = 1()س+5-)س                      

 تهمل  1- س=،    5س=                       

=  1م
1

0

ق)س( .دس =  – ص 
1

0

 .دس س4+ 2س – 0 

 =
1

0

 - 2س2.دس =  2س –س 4
3س

3
 1

0
  

 (=1 - 1
3

  )–  (0 – 0  = )2
3

 

=  2م
5

1

ق)س( .دس =  -ل)س(
5

1

 س .دس4+ 2س – 5 

 –س 5= 
3س

3
5 2س2+  

1
  

 = (25 - 125
3

 +50)- (5-1
3

+2 = )100
3

 - 20
3

 =80
3

 

2=  2+ م 1= م الكليتم
3

  +80
3

  =82
3

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 :حد مصاحت المىطقت المظللت في الشكل حيث 

  | 2 -س |ق)س( = 

 سٌ)س(= 

 

 

 الحل:

 ق)س( = ٌ)س(

 س=   | 2 -س |

  0=  4س +5 -  2س = س   2(2-= ) س

 1،  س=  4س=  0( =1-( )س4-) س 

= 1م
1

0

ٌ)س(.دس =  
1

0

.دس =س 
1

0

س 
1
 .دس 2

 =2
3

س 
3
2 1

0
 ( =2

3
  )–  (0 = )2

3
 

=  2م
2

1

ق)س(.دس = 
2

1

.دس =  | 2 -س | 
2

1

 س .دس – 2 

 -س2= 
2س

2
2
1

 ( =4-2 )– (2 - 1
2

 = )2- 3
2

 =1
2

 

=  3م
4

2

ق)س(.دس =  -ٌ)س( 
4

2

 .دس | 2 -س | - س 

 =
4

2

س 
1
2دس =  2س +  - 2

3
س 

3
2 - 

2س

2
4س 2+

2 

( =2
3

  ×8 -8 +8  )– (2
3

8 -2 +4  ) 

 =16
3

 - 2
3

8 - 2  =10
3

 - 2
3

8 

2=  3+ م 2+ م 1= م الكليتم
3

  +1
2

  +10
3

 - 2
3

8 

 =9
2

 - 2
3

8 
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  حد مصاحت المىطقت المظللت في الشكل المحصىزة

 بحن مىحنى الاقتران

 2س –س 3 – 7ق)س( = 

 ( 3،  4( ، )  3-،  2-و المصتقيم الماز بالىقطتحن ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الحل:

 1=  ميل المصتقيم ل = 

 1 –ص = س  (   4 –) س  1=  3 –و معادلته ص 

المصاحت المطلىبت = 
4

2

 ( .دس1 –)س  –(  2س -س2 – 7)

 =
4

2

 (.دس 2س –س 2+ 8)  

 - 2س + س8= 
3س

3
 4

2 

 =32  +16 -  -  (-16  +4  + ) 

 وحدة مسبعت 36=  24 – 60=   - 60= 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  حد مصاحت المىطقت المحصىزة بحن مىحنى العلاقت

 لس و المصتقيم  4=  2ص

 

 

 

 

 

 الحل :

سص =  س 4=  2ص 2 

 : لمعادلت المصتقيم  
ص

س
2
1

 =2 0
1 3

 =2
2

 3 –ص = س   1=  

 9س + 9 – 2= س 2(3-= )س 2هقطتا التقاطع : ص 

 0=  9س + 10- 2س س 4=  9س+6-2س

 9،  1س =   0( = 1-( ) س9-)س

 2+ م 1= م الكليتم

=
1

0

س) س- - 2 (.دس + 2
9

1

س)  ((.دس3-)س - 2

 =
1

0

س .دس + 4
9

1

س)   (.دس3س + - 2

=4 ×2
3

س
3
2  1

0 - 
2س

2
9س3+  

1
 

(=8
3

 )– (0( + )4
39 81 - 81

2
 +27)– (4

3
- 1

2
+3) 

 =8
3

  +108
3

 - 81
2

  +27 - 4
3

  +1
2

 - 3 

 =112
3

 - 80
2

 +24  =112
3

 -40 +24  =112
3

 - 16  

= 48 112
3

  =64
3

 وحدة مسبعت 
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  حد مصاحت المىطقت المظللت في الشكل المحصىزة

 . 1سبحن مىحنى ص=

 ( 3-،  8( ، )0،  5و المصتقيم الماز بالىقطتحن ) 

 
 

 الحل:

 معادلت المصتقيم الماز بالىقطتحن :

 ( 1س –= م ) س  1ص –ص 

م = 
ص
س

ص
س

1 2

1 2

-

-
  =0 3

5 8
  =-1 

 ( 5 –) س  1-=  0 –ص 

 س  – 5ص = 

 الاقتراهاث :

 س– 5=  2،     ص     1س=  1ص

 0=  3ص                 

 2= ص 1ص

 2س ( – 5= )  1س +   س  – 5=   1س

 2س + س 10 – 25=  1س+

 0=  24س +  11 – 2س

 0( =  3 –( )س  8 –)س 

  3تهمل   ،  س =    8س = 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

=  1م
3

1

= .دس  3ص – 1ص 
3

1

 .دس 0 - 1س 

س+ = 
3
2 1 3

1  =  24 -  0  = 

=  2م
5

3

.دس=  3ص – 2ص 
5

3

 س .دس– 5 

 -س 5= 
2س

2
 5

3
  (=25 -   )–  (15 -  ) 

 = -   =  =2  

 =  2+  =  2+ م 1= م الكليتم

  اوحد قيمت أ بحيث ان المصتقيم س=أ ًقصم

 و المصتقيم  صالمصاحت المحصىزة بحن س =

حن؟ 2س =   و محىز الصيىاث الى قصمحن متصاوٍ

 الحل:

 صس = 

 = ص 2س

م = 
2

0

 8.دس =  2س 

 =
أ

0

 8×  1.دس = 2س 

أ 3س
0  =4 

 4=   3أ

3أ = 
4 
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  زشم المصتقيم ص = حـ فقطع مىحنى الاقتران 

 )أ ، حـ( ، ، في الىقطتحن  3س3 –س 2ق)س( = 

حيث أ ، ب ، حـ  اعداد حقيقيت مىحبت ،  )ب ، حـ(

كما في الشكل ، حد قيمت حـ  2، م 1مكىها المىطقتحن م

تحن. 2، م 1التي ججعل مصاحتي المىطقتحن م  متصاوٍ

 

 

 

 

 

 الحل:
أ

0

ق)س( .دس =  –) ج 
ب

أ

 حـ ( .دس –) ق)س( 

ب

أ

 -حـ ( .دس =  –) ق)س( 
أ

0

 ( .دس حـ –) ق)س( 

ب

أ

حـ ( .دس +  –) ق)س( 
أ

0

 0حـ ( .دس  =  –) ق)س( 

ب

0

حـ ( .دس =  –) ق)س( 
ب

0

 0حـ(.دس=  – 3س3 –س 2) 

 - 2س
4س

ب 
0

 0حـ ب =  - 

 - 2ب
4ب

لكً الىقطت ) ب، حـ ( جقع على  0حـ ب =  -

 مىحنى ق

 3ب3 –ب 2ج =  ق)ب( = حـ 

 - 2ب
4ب

 0( ب =  3ب3 –ب 2) -

 - 2ب
4ب

  0=  4ب 3+  2ب2 -
4ب

 0=  2ب -

) 2ب
2ب

 0 ≠، ب      0( =  1 - 

2ب
 تهمل 2، ب =  2ب =  4=  2ب  1=  

  4=  8 - 4=  3(2) 3 –( 2) 2لكً حـ = 

 

 النوع الزابع
ب

أ

 1ق)س( . دس = م

 

 

 

 

 
ب

أ

   2م -ق)س( . دس = 

 

 

 

 

 

 

 

 :بالاعتماد على السشم  لمىحنى ق)س( اذا كان 

 ، أوحد كل مما ًلي: 2=  3، م 9=  2، م 3=  1م 

 

 

 

 

1) 

2

1-

 3=  1ق)س( . دس = م

2) 

4

2

  9-=  2م -ق)س( . دس = 

3) 

6

1

 4-=  2+ 9- 3=  3+ م 2م - 1ق)س( . دس = م

4) |
6

1

  4=  | 4 - |=  |ق)س( . دس 

5) 

6

1

 14=  2+ 9+ 3=  3+ م 2+ م 1. دس = م |ق)س(|
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  يحشب اذا كانت القيمة المطلقة خارج رمز التكامل ، 

 التكامل ثم يؤخذ له القيمة المطلقة

 نت القيمة المطلقة داخل التكامل ، تؤخذ القيمة اذا كا

 المطلقة لجميع المشاحات ، ثم نجمع

 

 ٌ ،بالاعتماد على السشم ًمثل مىحنى الاقتراهحن ق 

 ، فجد كل مما ًلي : 7=  2، م  4= 1اذا كان م  

 

 

 

 

 

 

 

=  1*م
ب

أ

 4ٌ)س( . دس =  –ق)س( 

=2*م
ب

[

 7ق)س( . دس =  –ٌ)س( 

1) 

ب

أ

 4=  1ٌ)س( . دس = م –ق)س( 

2) 
أ

[

 ٌ)س( . دس  –ق)س( 

( =
ب

أ

 )+ٌ)س( . دس(  –ق)س( 
ب

[

 (ٌ)س( . دس –ق)س( 

 3-=  7 – 4=  2م – 1م= 

3) |
أ

[

 3=  |3-|=  |ٌ)س( . دس  –ق)س( 

 

4) 
أ

[

 7+  4=  2+ م 1= م. دس  |ٌ)س( –ق)س( |

 على الفترة ] أ ، حـ [ المصاحت بحن ق و ٌ  11= 

 

 

 

  بالاعتماد على الشكل لمىحنى الاقتران ق)س( المعسف

[ حد  3،  2-على الفترة ]
3

2

 ( .دسق)س

 

 

 

 

 

 الحل:

 

 4=  4×  2×  = 1م

 3=  6×  1×  =  2م

 8=  4×  2=  3م
3

2

 ق)س( .دس 

 =
0

2

ق)س( .دس + 
1

0

ق)س( .دس + 
3

1

 ق)س( .دس 

 =4  +-3  +8  =9 

 

 

 مصاحت                             مصاحت            

 المصتطيل                            المثلث             

 العسض× = الطىل                الازجفاع× القاعدة ×  =    

 

 

 

 مصاحت                            مصاحت          

 الدائسة                              المسبع           

 2هق π=                                 2= )الضلع(          
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  معتمدا على الشكل ، و الري ًمثل مىحنى 

 5=  3، م 4=  2، م 7= 1الاقتران ق ، اذا كاهت م

 حد ما ًلي:

1) 

4

2

  
 سق

2
 .دس 

 المصاحت المحصىزة بحن مىحنى الاقتران ق (2

 [ 5،  4-و محىز الصيىاث في الفترة ] 

 

 

 

 

 

 

 

 الحل: 
0

4

 7ق)س( .دس = 

2

0

 4-ق)س( .دس = 

2

4

 3=  4 -+  7ق)س( .دس = 

1) 

4

2

  
 سق

2
 .دس =  

 3+ م 2+ م 1م = م (2

 =7  +4  +5  =16 
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 الفصل الأول :التكامل 

 أولًا: معكوس المشتقة

 

 ( 332( ص)1تدريب) 

بين أن الإقتران م)س( =  
41

3 s s   , هو معكوس

لمشتقة الاقتران ق)س( = 
3

s s4. 

 الحل:

 ق متصل على ح لانو حاصل طرح متصلين 

 جتاس = ق)س(  – 3س4م/)س( = 

 )م)س( معكوس لمشتقة الاقتران ق)س 

_____________________________ 

 ( 338( ص)3تدريب) 

اذا كان الاقترانان م)س( , ل)س( معكوسين لمشتقة الاقتران 

ه)س(, فجد 5 –م)س( 3المتصل ق)س( , وكان ل)س( = 

 )س( بدلالة ق)س(./ل

 الحل:

 )س(/ق 5 - )س(/م 3)س( = /ل

 ق)س(2 -ق)س( = 5 –ق)س( 3=           

________________________________ 

 ( 330( ص)2تدريب) 

اذا كان ق اقترانا متصلا على مجاله, وكان 
3
s 1 s] (s)r .)فجد ق)س , 

 الحل:
3

s 1 s]1 (s)r   

 2س3-ق)س( =  ----- 2س3ق)س( = -

_______________________________ 

 ( 330( ص)8تدريب) 

اذا كان 
2

s sh s](s) r1   , 

r =  فجد قيمة الثابت أ.صفرا , 

 الحل:
2

s sh s](s) r1   

 جاس جتاس + أجاس2)س( = /ق

r =2جا جتا أجا +  

               =1  +H
2

2أ =  ------- = صفر  

__________________________________________________ 

 (330ص) تمارين ومسائل

s( بين أن الاقتران م)س( = 1
s  هو معكوس لمشتقة

الاقتران ق)س( = 
2

1 s ( s)


 . 

 الحل:

 نسبي{ لأنه اقتران 1-} –ق متصل على ح 

2)س( = /م

1 s 1 (1 s)
( s)

  
  =2

1
( s)

 = ق)س(  

  )م)س( هو معكوس مشتقة الاقتران ق)س 

________________________________ 

( بين ان الاقتران م)س( = 2
2
s  هو معكوس لمشتقة

 . s2الاقتران ق)س( = 

 الحل:

 مثلثيق متصل لأنو اقتران 

 س = ق)س(2جاس جتاس = جا2)س( = /م

)م هو معكوس مشتقة الاقتران ق)س 

_______________________________ 

 3 – 2س5+  3( اذا كان م)س( = س3
ً
س + جـ , معكوسا

 (.2-لمشتقة الاقتران ق, فجد ق)

 الحل:

 3-س 11+  2س3)س( = ق)س( = /م

 11-=  3- 21 – 12( = 2-ق)

_________________________________ 

( اذا كان م)س( = 4
2 4

3 s s2   لمشتقة 
ً
معكوسا

 (.1الاقتران ق, فجد ق)

 الحل:

)س( = ق)س( = /م
3

2

s2

3 s

s8
2

 

( = 1ق)
1 2

4
8

2
8

2
   =5,5 

________________________________ 
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 لمشتقة الاقتران 2س3( اذا كان ق)س( = 5
ً
, فجد م معكوسا

 بأن م)ق
ً
 .5( = 2, علما

 الحل:

 + جـ  3م)س( = س

 3-جـ =  ------  5+ جـ =  5( = 2م)

 3 - 3م)س( = س

_________________________ 

)س(  معكوسين لمشتقة 2)س(, م1( اذا كان الاقترانان م6

 4(  = 2)2, م5س + 2 – 2س3)س( = 1الاقتران ق وكان م

 )س(  .2مفجد قاعدة 

 الحل:

  س + جـ2 – 2س3)س(  = 2م

 4-جـ =  -------- 4+ جـ  =  4 – 12(   = 2)2م

  4 -س  2 – 2س3)س(  = 2م

____________________________ 

52s]12( اذا كان ص = 7 s4 s3   فجد 

. 

 

 :الحل

w]
s]  =52

12 s4 s3       

=  5
12 8 12   =2 

                                             

____________________________ 

, فجد 1س +2+  2س – 3سs](s)r( اذا كان 5

 (.3-)/ق

 :الحل

 2س + 2 – 2س3ق)س( = 

 21-( = 3-)/ق ------  2 –س 6)س( = /ق

__________________________ 

3( اذا كان 9 s s s](s)r    فأثبت أن

2 ( ) r ( )r  . 

 :الحل

1 ---- ق)س( = جتاس + جاس  1 0 ( )r   

1 ----جاس + جتاس -)س( = /ق 0 1 ( ) r     

2 1 1 ( ) r ( )r     

___________________________ 

 لمشتقة كل من الاقترانات الآتية:11
ً
 ( جد معكوسا

2أ( ق)س( = 
1
s
 

 + جـ   1-س1= :  م)س( الحل

2=  2-س 1-)س( = /لأن م
1
s
  )ق)س = 

__________________________ 

 ب( ق)س( = قاس جتاس

1:  لأن ق)س( = قاس جتاس = الحل
s

s  =1 

ق)س(  1)س( = /م)س( = س + جـ لأن م = 

__________________________ 

جـ( ق)س( = 
2

1
s

 

)س( = /لأن م س:  م)س( = الحل
2

1
s

 = ق)س( 

___________________________ 

 س2ظا5+  5د( ق)س( = 

 س2قا5س( = 2+ظا1)5س = 2ظا5+  5:  لأن ق)س( = الحل

 = )س = ق)س(2قا5=  )س(/ظاس لأن م5م)س 

___________________________ 

 لمشتقة الاقتران ق حيث 11
ً
( اذا كان م)س( = معكوسا

, فجد  1ق)س( = ظتاس +  4 l. 

 :  الحل

 1)س( = ظتاس + /ق)س( = م

 ---س 2قتا-)س( =//م            4 l  =
2

4
   =-2 

__________________________________________________ 

__________________________________________________ 

 ثانياً: التكامل غير المحدود

 

 ( 334( ص)1تدريب) 

 جد كلا ممايأتي:

1)s]  
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 = س + جـ [s:  الحل

__________________________ 

2 )1
4g]     1:  الحل

4g]    =1
4g
جـ + 

___________________________________ 

 ( 933( ص)3تدريب) 

 جد كلا مما يأتي:

1 )s]10 

 س + جـ1= ض s]10: الحل

______________________________ 

2 )
72

1
s]

s
 

: الحل
72

1
s]

s
  =s] s  =sجـ + 

_________________________________ 

 ( 213( ص)2تدريب) 

 جد كلا مما يأتي:

1 )
2

s9 s

s3
s]




 

 :  الحل

 =
(9 s)s

s3
s]




  =

( )( )ss s

s

3 3

3
s]

 


 

s]s3 s 2 5s sجـ + 

___________________________ 

2 )
3
(s 2)

ss
s]


 

 :  الحل

 =
3 2
s s6 s12 8

s

s]
 

 

 =s] s s6 s12 s8   

 =5s s s24 s16   جـ + 

____________________________________ 

 ( 323( ص)8تدريب) 

 جد كلا مما ياتي:

1 )4

3

(5 s7)
s]


 

:  الحل
4

s] (5 s7)3


 
3
(5 s7)3

7 3




 
 + جـ

___________________________ 

2 )
4 43

s
s] ( s 

:   =الحل
4 4 3

s
s] (3 s s] ( s)( 

 =
5
(3 s5)

5 5




 + جـ

___________________________________ 

 ( 328( ص)5تدريب) 

 جد كلا من التكاملات الآتية:

1 )
2

( )s3s] s4 s4 

= :   الحل
4س
4

- 
3س
3

 + جـ 

_________________________ 

2 )2(s6
( )s4 s4s]  

=:  الحل
2

( )
)

s4
s4

s4s6s]   

           =
2

)s4s6s]  

           =
4س
4

 +
6س
6

 + جـ

_________________________________ 

 ( 325( ص)0تدريب) 

 جد كلا من التكاملات الآتية:

1 )
2
( )ss] s 

=  :الحل
2 2
s s ss] s  

           =
2 2
s s ss]1 s  

 قاس + جـ2ظاس + 2=           
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_________________________ 

2 )
3

s 1
s]


 

= :  الحل
2

3

s 2
s] =

2
s]s  =sجـ+ 

__________________________ 

3 )
2 2

s
s]
s s

 

:  = الحل
2

2

s

s2
( )
2

s

(s s )
s] s] 

        =s]s s  =
s

2
 + جـ  

 س + جـ2قتا2-=             

___________________________ 

4 )
2
( )ss] s 

=:  الحل
2 2
s s ss] s  

           =s2s] 1  =
s2

s
2

جـ + 

__________________________________________________ 

 (320-320ص) تمارين ومسائل

 جد كلا من التكاملات الآتية:( 1

أ( 
62 5

5

3

s
s]( s)s   

:  = الحل
5 6

s] s3 ss


  

           =
4

7 7
5 5 3

7 4 7
ss s


 جـ + 

______________________________ 

ب( 
4
( )w] w3 5 

=  :  الحل
5
w3 5

3 5

( )


 + جـ

______________________________ 

جـ( 
3
s

2 s

8
s]




 

:  = الحل
2

s2 s s)

2 s

(4 )(2
s]



  
 

          =
2

s]4 s2 s   =
2 3 s

3s4 s[   

_____________________________ 

د( 
5 2
(25 )s] s20 s4  

:  = الحل
10
(5 )s] s2  =

11(5 s2)
2 11[

 

_________________________ 

ه( 
2

s)

s

9 (3
s]


 

:  = الحل
s) s)

s

(3 3 (3 3
s]

   
  

           =(6 )s] s  =
2s
2s6[  

___________________________ 

و( 
5
(1 )( )s] s s 1  

:  = الحل
6
(1 )s] s   =

7 (1 s)
1 7[
 
 

___________________________ 

ز( 
32 3

51s] s
ss

 

3 =: الحل
3
1

s
s] s(s 5)  =

1
3s]

s
s(s 5) 

       =
1
3s] (s 5)  =

4
3

4
3

(s 5)
1

[



 

___________________________ 

ح( 
s s

s
s]
1




 

: = الحل
s s s

s
s]

1






 

    =
1 s s

s

( )
s]

1


  =s]s  =

1
2s] s 

     =
2
3 2

3[ s 

___________________________ 

3ط( 

3

3
( )s
5

s
s

s]  

: = الحل
2
35s] s  =

5
3 3

5s5[ s  
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____________________________ 

ي( 
s5

3 s2 3 s7
s]

 
 

=  :الحل

3 s2 3 s7 s5
3 s2 3 s7 3 s2 3 s7

s]   
     

 

=3 s2 3 s7 s5
1 (3 s2) 3 s7s]

  
   

 =3 s2 3 s7 s5
s51s]

  
 

 =
1 1
2 2s] (3 s2) (3 s7)   

 =
3 3
2 2

3 3
2 2

(3 s2) (3 s7)

2 7
[

 

 
  

____________________________________ 

( اذا كان ق كثير حدود من الدرجة الثالثة, بحيث إن 2

( تقع على 1,  1, وكانت النقطة )2 – 2س3)س( = /ق

 منحناه. فجد قاعدة الإقتران.

:  الحل
2

s] s]2 s3 (s) r  

 س + جـ2 – 3ق)س( = س

 1جـ =  ---- 1+ جـ =  1 – 1( = 1ق)

  1س + 2 – 3ق)س( = س 

___________________________________ 

)س( = //اذا كان ق( 3
6

s
, ومنحنى الاقتران ق يمر  

( 1(, وميل المماس عند هذه النقطة يساوي )1,  4بالنقطة )

 , فجد قاعدة الإقتران.

:  الحل
1
2 6

s
s] s] s](s) rs6



  
11
22
1
2

s6s12 (s) r[ [     

(4) r =1 ----  (1) r =12  = 11جـ =  --- 1+ جـ 
1
2s]11 s](s) rs12  

33 22
3
2

s12
s8 (s)r[ s11 [ s11      

53( = 4ق) --- 1( = 4ق)

 1+ جـ =  4×11+(4)

 115-جـ =  ----  1+ جـ =  44+  64                           


3
2 s8 (s)r108 s11    

___________________________________ 

s](s2(s)( اذا كان 4 r) 1+ 2+ ب س 3= س  ,

 (.2-فجد ق) , 7( = 2, ق)5( = 1)/وكان ق

:  الحل   2 3
s]s2 (s) r1 sf s   

 ب س2+  2س3س = 2ق/)س( +         

 ب2+  3=  2( + 1ق/)        

 2ب =  -----ب 2+  3=  2+  5    

      + )س 4+  2س3س = 2ق/)س 

 س2+  2س3ق/)س( =         

    
2

s]s2 s3 s](s) r   

 + جـ 2+ س 3ق)س( = س    

 5جـ =  -----  7+ جـ =  4+  5 ------ 7( = 2ق)    

     5+  2+ س 3ق)س( = س 

 1=  5+  4+  5-( = 2-ق)         

___________________________________ 

س, وكان للإقتران ق)س( قيمة 2جتا4-)س( = //( اذا كان ق5

2( عند س = 2-صغرى محلية قيمتها )
  فجد قاعدة ,

 الإقتران ق.

s]s2:  الحل s](s) r4  

 س + جـ2جا 2-ق/)س( =             

2عندما س = 
  قيمة صغرى محلية 

2ق/) 
)(2=صفر   , ق

( =-2 

2ق/)
 =)-2جا  1جـ =  ----= جـ = صفر 

s]s2 s](s) r2  

 س + جـ2ق)س( = جتا

2ق)
جتا = =) = 1-جـ =  --- 2-+ جـ =  1-+ جـ 

1 -س 2ق)س( = جتا 

_________________________________ 

 ( جد كلا من التكاملات الآتية:6

2أ(  2s s
s]( ) 

 :  الحل
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2 2

[ s s3 s 5 s 3s]    

_____________________________ 

ب( 
2 2

s s

s2 1
s]




 

 :  الحل

2

2

1

s 2
[ s s]s s]     

______________________________ 

 جـ(
2
( )ss] s 

 :  الحل

 =
2 2
s sss] 2 s  

 =
2 2
s sss] 2 1 s   

 =
2

sss] 2 1 s  

 =s s[ 2 s   

______________________________ 

د( 
2

2

s s

s 1
s]




 

 :  الحل

 =
2 2

2 2 2

s s s s

s s s
s] s]


 

 =s s s s[ s]1   

_________________________________ 

ه( 
2

2 2s s

s 1
s]




 

 : الحل

 =
2 2

2 21 s s

s 1 s 1

s ) )
s] s]

( (

 


 

 =
2 2

2 21 s s

s 1 s 1

s ) )
s] s]

( (

 


 

 =
2

s]s[ (s s )4 1    

________________________________ 

و( 
s2

s s
s]


 

 :  الحل

 =
s2

s s
s]


 

2
(s s

s s
s]




 

 =[ s s s]s s    

________________________________ 

ز( 
s3

s
s] 

 :  الحل

 =
(s3 s)

s
s]


 

s2 s s2 s

s s
s]  

s s s

s
s] s2


 

2
s2s]s  

s2s](s2 )   

s2 2 s2[ s s]1    

_______________________________ 

ح( 
4 2

s]

s s
 

 :  الحل

=
2 2

2 2 2 2

s s 1
s] s]

s s (s 1)s





 

=
2 2

2 2

1 1
s]s s s]

s s
   

 =[ s s  

_______________________________ 

)ط(  ) sss] s 

 :  الحل

 =s sss] s 

 =s s[ s s] s1    

_______________________________ 
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s]s4ي(  s6 

 :  الحل

 =s](s10 s2 ) 

 =s10 s2[ ( ) 

_______________________________ 

ك( 
2
ss] 

 :  الحل

 =s2 s2s) )[ ( s](  

_______________________________ 

ل( 
3

2

5 s
s]

s 1




 

 :  الحل
3 3

2 2 2

5 5s s
s] s]
s s s


  

2
s s s s5 s] 5[     

_______________________________ 

s]s7م(  s3 

 :  الحل

 =s]((s10) (s4 ) )  

 =s10 s4 )[ (  

____________________________ 

ن( 
4 4

)s](s s 

 :  الحل

 =
2 2 2 2

) )s](s s (s s  

 =s2 s] s21[   

____________________________ 

س( 
1

s]
1 s

 

 :  الحل

 =
s

ss

1 1
s] s]

1



 

 =
2

2

s s s s
s] s]

s 1 s 1s 1


 


 

 =
2

2

2 2

s s
s]s s s s]

s s
   

 =
2

[ s s s s]1 s s s     

___________________________ 

ع( 
s

s 1
s]


 

 : الحل

  =
2

2

s s s s

s 1 s 1s 1
s] s]


  

 =
2 2

2 2 2

s s s s

s s s
s] s] 

 =
2 2

s s s ss]1 s s]s   

 =
2

s ss]1 s  

__________________________________________________ 

__________________________________________________ 

 : التكامل المحدودثالثاً

 

 ( 932( ص)1تدريب) 

, ق)
ً
, 12( = 2,  ق)4( = 1اذا كان ق اقترانا متصلا

2

1
16 s](s) rH .فجد قيمة الثابت أ 

:  الحل


2

1

2

1
(s)r s](s) r(1)rH (2)r H HH  

16 8 4 12H H H  ------ H =2 

_________________________________ 

 ( 329( ص)3تدريب) 

 احسب قيمة كل من التكاملين الآتيين:

1 )
7

2

s]s4 
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:  الحل
7

7 2

2
2

s2 s]s4  =(2×49 )– (2×4 = )91 

____________________________ 

2 )
4

6

2
s]s





 

  fsa:  الحل

6 4
4

6

4

6

21

3
1 s( ) ( s]s 









    

__________________________________ 

 ( 387( ص)2تدريب) 

اذا كان  
f3 2

f 1

40 s]5




 .فجد قيمة الثابت ب 

 ب(– 1 –ب 3+  2)5:   = الحل

 41=  5ب + 11(  = 1ب + 2)5=            

 3,5ب =  ---- 35ب = 11           

___________________________________ 

 ( 381( ص)8تدريب) 

اذا كان 
2

8

0

2 s]
s

1 s



, فجد   

2

0

8

s]
s

1 s
. 

:   الحل
2

0

8

s]
s

1 s
 =-2 

___________________________________ 

 ( 383( ص)5تدريب) 

اذا كان  
3

1

19 s]((s)i7 (s)r4)   ,

3

1

9 s](s)r3 فاحسب قيمة ,
1

3

s](s)i5 . 

:   الحل
3 3

1 1

33 s](s)r 9 s](s)r 

3 3 3

1 1 1

7 419 s](s)i s](s)r s]((s)i7 (s)r4)   

3

1

7 319 s](s)i 4  


3 3

1 1

71 s](s)i 7 s](s)i  

 المطلوب:
1

3

s](s)i5= 
3

5

1

s](s)i   =-5×1  =-5 

________________________________ 

 ( 382( ص)0تدريب) 

اذا كان ع = 

3
4

4

2
s]s





, ل =  
4

3
4

2
s]s





فما  

 قيمة )ع + ل( ؟

: ع + ل = الحل

3
4 4

3
44

2 2
s]s s]s

 



 

                  =

3 3
4 4

4 4

2 2
s] s]s s1

 

 

  

                 =3
2 4 4( )1      

__________________________________ 

 ( 385( ص)0تدريب) 

اذا كان 
2

9

17 s](3 (s)r2)   ,

5

2

s)r
2 s]  فجد ,

9

5

s](1 (s)r4). 

: الحل
2 2 2

9 9 9

2s]3 s](s)r s](3 (s)r2)   

     =
2

9

217 (9 2)3 s](s)r    

2

9

26 s](s)r  
2

9

3 s](s)r  
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5 5

2 2

s)r s)r1
32 s] s]  

5

2

6 s] s)r   

9 5 9

5 2 2

s] s)r s] s)r s] s)r 

    -3    =-6  +
9

5

s] s)r  
9

5

3 s] s)r  

  المطلوب: 
9 9 9

5 5 5

4s]1 s](s)r s](1 (s)r4)   

                        =4×3 – 1(9 – 5 = )12  - 4  =5 

______________________________ 

 ( 385( ص)4تدريب)    

جد 
2

0

s 1

2
s]


                 

2= :   الحل

2 2

0 0

s] s s]s

 

 

 

2

0

2
0 s] s]s s s s

 



 
    

               ( =1  )–  (-1 ( + )1  )–  (-1  = )4 

____________________________________ 

 ( 380( ص)9تدريب) 

 على الشكل )
ً
( الذي يمثل منحنى الاقتران ق 4-4اعتمادا

 [ أجب عن كل مما يأتي:6,  1]المتصل على الفترة 

 

 

 

 

 

 

 

ما إشارة 
3

1

s](s)r لماذا؟ , 

:   الحل 
3

1

0 3 1 s 0 (s)rs](s)r  

ما إشارة 
6

3

s](s)r لماذا؟ , 

:  الحل 
6

3

0 6 3 s 0 (s)rs](s)r  

_________________________________ 

 (248فكر وناقش ص) 

i(s)من الشكل  (s)r [ 5,  2-على الفترة] 
5 5

2 2

s](s) i s](s)r
 

  

______________________________ 

 ( 384( ص)17تدريب) 

 على الشكل )
ً
( الذي يمثل منحنيي الإقترانين ق, 6-4اعتمادا

 اجابتك:
ً
 ه قارن بين قيمتي التكامل في كل مما يأتي, مبررا

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 )
1

0

s](s)r   ,
1

0

s](s)i 

r(s):  من الرسم الحل (s) i [ 1,  1-على الفترة] 
0 0

1 1

s](s)r s](s) i
 

  

2 )
0

1

s](s)r


    ,
0

1

s](s)i


 

i(s):   من الرسم الحل (s)r  [1,  1الفترة ]على 
1 1

0 0

s](s)i s](s)r  
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________________________________ 

 ( 389( ص)11تدريب) 

 اذا علمت أن م 
2

1

0

s]
s

s 1
  ك, فجد أكبر قيمة

ممكنة للثابت م , وأصغر قيمة ممكنة للثابت ك تحقق 

دون حساب قيمة المتباينة 
2

1

0

s]
s

s 1
 . 

 :  الحل
2

2 2 2
(s)r

(s2)(s) (1)( s 1)

( s 1)

s

s 1
(s) r

 


 
 

2

2 2
s 1
( s 1)




   

 تهمل 1-س = ,   1س =  ---  1=  2س – 1

  1 2+ س 1

1( = 1ق)
 1( = 1, ق)   2

  1
10 2s (s)r 0   

1 1 1 1
1 1
2 2

0 0 0 0

s](s)r s] s](s)r s]0 0    

      = 1, ن =    1م
2 

__________________________ 

 (924فكر وناقش ص) 

 ( بطريقة اخرى.15حل مثال )

 س2+ جتا 3 :  ق)س( =الحل

  1جاس جتاس = 2)س( = /ق         

   ,2,  1س =  1جاس =               

2س =  1جتاس =              
  = 3, س

2
 

2ق),4= (2ق),4= (ق),4( = 1ق)
 =)3(3,ق

2
 =)3 

1

0

s]4 (s)r 3 ,20 s   

2 2 2

0 0 0

s] s](s)r s]34
  

  

2

0

s](s)r 68


    

__________________________________________________ 

 (351-357ص) تمارين ومسائل

 مة كل من التكاملات الآتية:( احسب قي1

أ( 
2

8

2

s]
1

s
 

:  = الحل 
8 1

2

2
8

2

8

2

1
s s]s s

    

       =1 1
2 8

1 13
28 8 ( ) ( )     

___________________________ 

ب( 
3

2

0

s](1 s s)  

:  = الحل
3 3

2

0 0

s](1 s s] s  

        =
3

0

3
3 1

1 0

s) )s](1 s](s s 1( )    

        = 
1

3
1

0

2 2s s
() )s s 0 9(     

        =1 9 1
2 2 2( ( ( () 3 ) ) ))1 0 0 1 9(        

        =1 15 3
2 2 2 29 ( 9)      =13

2 

___________________________ 

جـ( 
2

4

s]s2





 

2= :  الحل
4

s2( ) ( )
2 2





 
   

           =120   =1
2 

___________________________ 

د( 

2

0

s](s s)


 

: =الحل 
2

20

2
0 s( ) ( )

( )
0 0

2
s




     

         =
2

81  

___________________________ 

ه( 
2

0

s2 1

s s
s]






 

= :  الحل
22 2

0

s s 2 s s
s s

s]
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   =
22 2s s

0 0

(s s

s s s s
s] s]

 

 
 

   =
2 2

2 2
0 0

s s
s ss] s](0 )1 1

 

 


   

____________________________ 

و( 
2

5

2

s] (7 s9) 

 :  الحل
2

5

2

s] (7 s9) صفر = 

____________________________ 

ز( 
3

2

1

s](1 s s)(1 s)


   

31= :  الحل
4

3
3

1

s
4 s](1 s)s



 

      =81
4

69 164 5
4 4 4 416 3 )1 ) ((      

____________________________ 

ح( 
1

2

0

s] (2 )s s 

= :  الحل

1 3
2 2

1 1

0 0

4s] 4 s](4 )s s4s s s s   

 =
3

2

5
2

1
8
3

0

2 2
5s2s s  =

2
5

76 8
15 3( 0 ) ( 2 )0 0     

____________________________ 

2ط( 

4

2

1

(1 s)
s]


 

 =: الحل
4

2

2
4

2

(1 s)
(1 s)

1 1
s]


 

 



 

       =1
3

2
3 ( )1 ( )   

____________________________ 

2ي( 

2 3 3

1

5 s4 s2

s
s]

 
 

=: الحل
2

3

1

s] s5 4 s2


  =
3

1

1 2
s s4 s


  

          =1
3( )1 4 1 12 9( )    

           =10
3

2
3 4  

_____________________________ 

ك( 
3

2

2

s]4 s12 s9  

: = الحل
3 3

2

2 2

s] s]2 s3 (2 s3  

          = 2
3

3
3
22

2

s]2 s3s2 s   

          =27
2

11 154
2 2 2 64 6) ( )(    

_____________________________ 

ل( 
2

0

s](s s )



 

20 = : الحل s s(1 0) (0 1)


    صفر = 

_________________________________ 

( اذا كان ق)س( = 2
2

2

0

)s]( s3 s]4



  فجد ,

 ( .1-)/ق

:   = الحل
2

s]( s3 8 ) 

 11-=  3-5-( = 1-= ق/)  2س3 – 5-ق/)س( =      

_________________________________ 

3) 
2

f

s]f2  =-31  فجد قيمة الثابت  ح, حيث ب ,

 ب.

:   الحل
2

f

s]f2  =2(2ب –  = )31-=  2ب2 –ب 4ب  

            1=  15 –ب 2 – 2ب 

 3-ب =      5ب =   1( = 3()ب + 5 –)ب                 

__________________________________ 
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( اذا كان 4
[

0

0 s](s 1) s    ح, فجد , حيث جـ

 قيمة جـ. .

: = الحل
3 2

[
2

0

[
s s

23
0

s] s s 
  

          =
2 3 21[ [ [

2 23 30 ( ) 0 0) ( )([    

13     1جـ =         [
2 23[ 0   

___________________________________ 

( اذا كان 5
[ 3

2

0 1

20 s](l]l3 2 s3


   فجد ,

 قيمة الثابت جـ .

 :الحل

 =
3

2

1

[
0 2 s3l3

2( ( )


  =
3

2 2

1

3 s3s] [


 

 =2 2 33 2

1 [3( [3 1 ) ( [9 27) s s      

 4=  2جـ  45=  2جـ  12 21-=  2جـ 12 – 25

                 = جـ2 

___________________________________ 

0ق)س( =  ( اذا كان6 3

4 0

  

 

      س

س         

س
س

, فجد   

4

3

s](s)r


 . 

: الحل
4

3

s](s)r


 =
4 0

0 3

s]s s]s


  

 
2 24 0

0 3
s s



  
9
2

25
2 ( ) ( ) ( ) ( )80 0    

___________________________________ 

اذا كان ( 7
f

2

20 s](3 s2) .فجد قيمة الثابت ب , 

 :الحل 2

f
f

2
2

s3 s](3 s2)s   

  21( = 6 – 4) –ب( 3 – 2)ب=       

 1=  15 –ب 3 – 2ب       

 1( = 3( )ي + 6 –)ب         

 3-ب = ,       6ب =         

____________________________________ 

( اذا كان 5
2

3

1

1
12 s](6 (s) r2)

s
    فجد ,

3
2

1

(s) r

2
s]( s )  . 

= : الحل
2

3 3 3

2

1 1 1

s]6 s] s](s) rs


  

 =
3

1

1

3

1 s](s) r 212 (1 3)6 s


    

 =

3

1

1
3 s](s) r 212 12 (1 )    

 =

3 3

1 1

35 70
3 3s](s) r s](s) r 2   

 المطلوب:
3 3 3

1 1 1

(s)r2 21
2 2s] s s] s] s(s) r  

=
33

1
1 135 s 35

23 6 3 39( )     

               17 26 35
6 3 6   

___________________________________ 

9 )
2

9

17 s]( (s) r2)3   ,
5

2

(s) r

3
2 s]  

فجد 
9

5

s]( (s) r4)1. 

: الحل
2 2 2

9 9 9

2s]3 s](s)r s](3 (s)r2)   

     =
2

9

217 (9 2)3 s](s)r    

2

9

26 s](s)r  
2

9

3 s](s)r  



 7040327870 - الخطيب سليم
  :الرابعة الوحدة

 التكامل وتطبيقاته
 

  -13-  
 

5 5

2 2

s)r s)r1
32 s] s]  

5

2

6 s] s)r   

9 5 9

5 2 2

s] s)r s] s)r s] s)r 

    -3    =-6  +
9

5

s] s)r  
9

5

3 s] s)r  

  المطلوب: 
9 9 9

5 5 5

4s]1 s](s)r s](1 (s)r4)   

                        =4×3 – 1(9 – 5 = )12  - 4  =5 

_____________________________________ 

( دون حساب تكامل المقدار  11
2

0

1

2 s
s]




بين أن  

2

0

1

2 s
s]


 


  . 

:  ق)س( = الحل
2

1

2 s
 

)س( = /ق       
22

s s 6

(2 s




 

    -6  = 1جاس جتاس  = 1جاس  = 1س  , 

                                  = 1جتا س  =2س
            

   3 2+س2جتا 1 

1( = 1ق)
1(=,     ق) 5

2,    ق) 5
=)1

2 
1 1
2 5(s) r     ,  s0  

1 1
2 5
0 0 0

(s) rs] s] s]

  

  

0

(s) rs]


   

____________________________________ 

( اذا علمت أن 11
2

3

3

s] s 9; l


    فجد ,

أكبر قيمة ممكنة للثابت م, وأصغر قيمة ممكنة للثابت ك 

تحقق المتباينة دون حساب قيمة 
2

3

3

s] s 9


. 

: الحل
2

(s) rs 9  

        
2

(s) r
s2

s 9 2





   

 = 1س 

9 – 1=  2س =3-, س =  3س 

 1( = 3-, ق)  1( = 3, ق) 3( = 1ق)

(s) r3 0   ,  s3 3  
3 3 3

3 3 3

3 (s) rs] s] s]0
  

  

3

3

(s) rs]18 0


  = 15, ك=  1م 

___________________________________ 

حدود من الدرجة الثانية, وكان ( اذا كان ق اقتران كثير 12

,  4)س( = //, ق5( = 1ق)
1

0

3 s](s) r فجد قاعدة ,

 الاقتران ق.

 + ب س + جـ 2ق)س( = أس:  الحل

 5جـ =  ---  5+ جـ =  1+  1( = 1ق)         

 أس+ ب 2)س( = /ق  

 2أ =  ---  4أ = 2)س( =  //ق  

 + ب + ب
1 1

0 0

3 2

1 s s](s)s]s2 s4 r  

 1ب =  --- 3( =  1+  1)  –+ ب(  2= )

 = )5+ س +  2س2ق)س 

____________________________________ 

( جد كثير حدود ق)س(من الدرجة الأولى بحيث 13
1

1

4 s](s)r


  ,
3

1

2 s](s)r . 

 :  ق)س( = أس + بالحل

 + +ب ب
1 1

1 2

1
1 1

H
2s s] s s](s)s rH


 

  

H H
2 2(f ) (f )   --- 2 = 2ب = ,    4ب 

 ++
3 3

3 2

1
1 1

H
2s2 s]2 s s](s)s rH

 

  

 =H96 H
4 2 2H 2 4 H4 (2 ) (6 )        
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 = )3ق)س
 2س + 2

__________________________________________________

__________________________________________________ 

 اقتران اللوغاريتم الطبيعي: رابعاً

 

 ( 358( ص)1تدريب) 

 )س( لكل مما يأتي:/جد ق

1 )i (s) r(s 2)  

(s): الحل rs
s 2

 

___________________ 

2 )i (s) r5 s2 

(s): الحل r2
5 s2 

___________________________________ 

  (835ص)فكر وناقش 

 ( بطريقة أخرى 2حل مثال )

 :  الحل  

2

i i i
2

(s) r
s

s ( )s3 4

s3 4

 



 

     =
2 1

2i i( s3 4) s  

     2
1
2 (s) r

s s

ss

 
  

___________________________________ 

 ( 355( ص)3تدريب) 

 جد كلا من التكاملات الآتية : 

1 )
4

2

1

s2 9
s]


 

 = :الحل
4 1

2i2
s2 9   

       =
i

1 1 1
2 2 2i i5 5   

________________________________ 

2 )
2 4

4

s

s
s]



 

 

4  =  :الحل
4

is 2


 
  

           =
i i i3 31  

__________________________________________________ 

 (350-350ص) تمارين ومسائل

 

 ( جد المشتقة الأولى لكل من الإقترانات الآتية:1

iأ(  (s) rs2 

(s):  الحل r2
s2 

_____________________________ 

ب( 
3

i (s) rs5 

(:  الحل 3

i i (s) r(s5 s5 

(s) r5 s5 3
s5

  

_______________________ 

جـ( 
2

i (s) r5 s4 s  

25:  الحل s4
(s) r4 s2

s 
 

_______________________ 

د( 
2

i (s) r(3 s5 s)  

23:  الحل s5
(s) r5 s2

s 
 

________________________ 

ه( 
3

i (s) rs s 

:  الحل
2 3

i (s) r
1
ss3 s s   

_________________________ 

iو(  (s) rs( 2) 

:  الحل
1
2s (s) r
0

2s



 

_________________________ 

ز( 
3

i (s) rs s 

:  الحل
3 3

i i i (s) rs s s s 

 =i is s 3 
2s (s) rs3
s s 
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__________________________ 

ح( 
2 i (s) r
s

( )
1 s

 

:  الحل

2

2

i i i (s) r
s

( )
1 s

(1 s) s


  

2
s2
1 (s) r

1
s s
 

__________________________ 

ط( 
3

i ) (s) r(s 

:  الحل
2

i
1
s (s) rs 3)( 

__________________________ 

ي( 
6 2

5 i

(5 s4)
(s) r

(s2 7)




 

 :الحل
6 2

5 i

(5 s4)

(s2 7)
(s) r




 

        =
2

ii (5 s4) 6(s2 7) 5    

2
2 s8
s2 7 5 s4

(s) r
 

 

_________________________ 

3ك(  3

i (s) rs4 s5 

3: الحل 3

i (s) rs4 s5  

             =( )3

i
1
3s4 s5 

2

3
4 s15 1

3s4 s5
(s) r




 

_________________________ 

iل(  ) (s) r(s 

:  الحل
2

i
1
s (s) rs )( 

___________________________________ 

2( اذا كان 2

i
(s) r1 s s( )   أثبت ان ,

2

(s) r
1

1 s

 . 

:  الحل
2

2

s2
1

1 s (s) r

1 s

2

s





 

2

2 2 2

1 1 1 s

1 s 1 s 1 s

s

s



  


 




 

__________________________________ 

( اذا كان 3
2

i
( )ss s s s] (s) r    

 س + قاس .3)س( = /فأثبت أن ق 

:  الحل
2

s
s s s

s2 (s) r
s s


   

           s
(s s s

s2 (s) r
s s


   

 s (s) rs2 s   (s) rs3 s   

__________________________________ 

( بين ان الإقتران 4
i

(s)ls  هو معكوس لمشتقة

 الاقتران ق)س( = ظتاس.

swق متصل على الفترة ح ماعدا :  الحل k k 

         s
s

s(s)r (s) l  

____________________________________ 

 من التكاملات الآتية:( 5
ً
 جد كلا

أ( 
2

s]
s2

3 s
 

=  :  الحل
2

i
3 s[  

________________________ 

[sب( 
s 1

s s




 

i:  الحل
s s[  

_________________________ 

جـ( 
2

s]
s 5

s


 

:  الحل

i i i
s 5 s s 5 s 5[    

_________________________ 
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د( 
3

2

s]
s3

5 s
 

:  الحل
3

i
5 s[  

_________________________ 

[sه( 
5 s

s


 

= : الحل
i

s
5

s
s

s][  

 __________________________ 

و( 
2

5

3

s]
2 s

s4




 

= :  الحل
5 5

3 3

1 2 s

s)
s s]
(2 s (2 s)(2




  
 

 =i i i

5

3
s2 s5 7  

__________________________ 

ز( 
2

2

1

s]
s

s2

1 
 

= :  الحل
2 2

2 0

0 1

s2 s2
s] s]

s s1 1 




 
 

 = i i

2 02 2

0 1
1 s 1 s


  

i i i i
1 5 2 1     

i i i
10 5 2   

__________________________ 

[sح( 
s3

s3 1
 

1= :  الحل
3

s3

s3 1
s] 


  =1

3is3 1[ 
 

______________________________ 

[sط( 
1 s2

(1 s)s




 

[2s=  :الحل
1 s2

1 s




  =

2

is s[  

______________________________ 

 s]sي( 

s= :  الحل
s

s]  =is[  

_________________________________ 

 لمشتقة كل من الاقترانات الآتية:6
ً
 ( جد معكوسا

أ( 
2

(s) r
s2

( )
4 s

 

:  الحل
2

s2
(s) r

4 s
s] s]


 

2

i4 s (s)l[  

_________________________ 

(s)ب(  r
s3 3
( )
s3 5

 

:  الحل
s3 3

s3 5
(s) rs] s]


 

             is3 (s)l[   

__________________________________________________

__________________________________________________ 

 مشتقة وتكامل الاقتران الأسي الطبيعي: خامساً

 

 ( 359( ص)1تدريب) 

 لكل مما يأتي:)س( /جد ق

 جاس( ق)س( = ه 1

(s): الحل rs i  

________________________ 

 س2ه4( ق)س( = س2

:  الحل
43 s2 s2

(s) rs4 i 2 i s     

_______________________________________ 

 ( 359( ص)3تدريب) 

 )س( لكل مما يأتي:/جد ق

1 )
2s

i s (s) ri 

:  الحل
2s

i s (s) ri3= س 2س×= س 

 2س3=  )س(/ق       

__________________________ 

2 )i(s 1)
i (s) r
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i(s:  الحل 1)
i (s) r


=

3
i(s 1)
i


 

 3+ جاس( 1= )        

 )جتاس(×  2+ جاس ( 1)3=  )س(/ق   

_________________________________ 

 ( 301( ص)2تدريب) 

 من التكاملات الآتية:
ً
 جد كلا

1 )
s

1
2

0

s] ( i 1) 

= :  الحل
s

1
s2

0

s] i i2 1  

 =
ss21

i
2

0
i2 s 

200i i
2 2i2 i20 1( ) ( )    
2 2i i
2 2

3 5
2 2i2 i2 1      

_____________________________ 

2 )
s2 s3

s]( )i 1 i 

:  الحل
s2 s3

s]( )i 1 i=
s5 s3

s] i i 

 =
s5 s3i i
5 3[  

_________________________________________________ 

 (302-303ص) تمارين ومسائل

[w( جد 1
s]  :لكل من الاقترانات الآتية 

 س9أ( ص = س + ه 

:  الحل
s9 w]

s]9 i 1   

__________________________ 

 4س5 – 6+ ه  3ب( ص = س

:  الحل
3 s5 6 2

4
w]
s]( s20 ) s3i


    

__________________________ 

 س2جـ( ص = جا ه 

:  الحل
s2 s2 w]

s]2 i ( i)   

__________________________ 

د( ص = 
s2
i 1  

:  الحل
s2

s2

2 i w]
s]

2i 1




 

__________________________ 

ه( ص = 
1
s

i
s i 

:  الحل
1

2 s
2

1
s 1

s
w]
s]s

i   

_________________________ 

و( ص = 
5

is i 

s:  الحل s
s

w]
s]s 0 

_________________________ 

ز( ص = 
3

i2 s
i


 

:  الحل
3

i4 3
4 (2 s) w]

s](2 s) i


   

_________________________ 

ح( ص = 
s2

s5

i 1

i


 

:  الحل
s5 s2 s2 s5

2 s5

(5 i)( i 1) (2 i) ( i)

( i)
w]
s]

    
 

_________________________ 

ط( ص = 
2s 3

s ii 

:  الحل
2 s s 3
( s3)( i) (s i)( s) 0 w]

s]    

_________________________ 

ي( ص = 
5 s46
i)( 

 

:  الحل
5 s4 5 s45

4 i) i)6 w]
s]( (

 
  

______________________________ 

ص = ( اذا كان 2
2

3
s

i
0

H i
s]

s 1
s



 


 

وكان  
4

w]
s]

 س

 , فجدقيمة الثابت أ.1ه + 2=  

:  لحلا
2 s

s i
s w]

s]s
H0   


 

4

w]
s]

 س

 =
2 4

4 42 i iH H


 
    

                 1 i2  1 H  
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_________________________________ 

( اذا كان 3
s2
i s (s) r ,1

4 (0)r , 
1
2 (0) r.فجد قاعدة الاقتران ق , 

:  لحلا
s2
i s (s) rs]  
s2i
2 (s) rs[   

01 i
2 2 (0) r1[        [1 
s2
i
2s] (s) rs1   
s2
i
4[ s s (s)r   

0i
4

1
4 [ 0 (0)r0     [0 
s2i
4s s (s)r   

________________________________ 

ص , فأثبت ان  –= س  ص س( اذا كان ه 4
2

2

w]
s]

1 sw w

1 ws s

 


 
 . 

:  لحلا
sww]

s]
w]
s] 1 s w) i(    

sw sww]
s]

w]
s] is iw1   
ws wsw] w]

s] s]iw is1   
ws ws w]

s]iw is)1 1  
2

2

ws

ws
(w s)w 11 ws w iw 1 w]

s]1 (w s)s1 ws s 1 is
   

   
  

________________________________ 

, فجد قيمة )قيم( الثابت أ التي  أس( اذا كان ص = ه 5

.6+  /ص5 - //تحقق المعادلة الآتية: ص
ً
 ص = صفرا

:  الحل
2sH sH

wi w iH H 

w6التعويض  :  w5 w0= + 
2sH sH sH

i6 i 5 iH H0   
2 sH

6 5H iH)0 (   
sH
i0  ,

2
0 (2 )(3 ) 6 5HH H 0 H      

3 H         ,2 H 

________________________________ 

 

, حيث ل)س( قابل للإشتقاق,  ل)س( 3اذا كان ق)س( = ( 6

فأثبت ان : 
(s) g

i
s g3 3 . 

:  الحل
i i i

(s)g
(s)g3 3 (s)r   

i

(s) r
(s)r(s) g3   

i (s) g (s)r(3) (s) r   
(s)g

i (s) g 3(3) (s) r   

_________________________________ 

( اذا كان 7
2
s 1

i4 i s](s) r


   ,

f2 (f) r  فجد قيمة )قيم( الثابت ب. ≠, ب 
ً
 صفرا

:  الحل   
2
s 1

i4 i s](s)r


  

2s 1
i (s) r0 s2

 
  

2f 1
i (f) rf2 0 f2

  
   

22 f 1
0 f 1 i1


    

2
1 f       ,1 f  

__________________________________ 

 ( جد كلا من التكاملات الآتية:5

أ( 
s7

s] i 

:  =لحلا
s7 i
7[ 

____________________________ 

ب( 
1

s3

0

s] i3 

= :  لحلا
13 0 3 s3

0
i i i i1    

____________________________ 

جـ( 
3

4

1

s] i 

:  لحلا
4 4
i2 (1 3) i  

_____________________________ 

د( 
s4

s4
s]
3 i4

s3 i




 

:  لحلا
s3

i
s3[ i 
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______________________________ 

ه( 
s3

s
s]
27 i

3 i




 

  =:لحلا
s

s

s s2
(9 i 3 i)(3 i)

s]
(3 i)

  


 

  =
s s2

s]9 i3 i  

 =
s s2 i

29 i3[ s   

_______________________________ 

isو(  5
s] i

 

i5= :  لحلا 5s
s] s]s i i i   

       =
5

[ s i 

_______________________________ 

ز( 

2 i

1

s]
1

1 i
 

= :  لحلا
2(1 i)(1 i)

(1 i)
1 i

1

1 i
1 i

 






  

_______________________________ 

ح( 
2

is 2
s] is3


 

= : لحلا
2

is 2
s] i i s3   

 =
2 23 2

s] s]s i3 s i s3  

 =
4 2
s i3

4
[ 

________________________________ 

ط( 
s s2 s5

s]4 i4 i i  

= :  لحلا
s2 s5

s] (2 i) i 

          =
s5 s6 s s5

s] s]i2 (2 i)i i  

          =
s5 s6
i2 i

5 6
[  

______________________________ 

2(ي(  5 s2
s] ( i

 

= :  لحلا
s2 s4

s]25 i10 i  

          =
s4

s2 i

4
[ s25 i5   

__________________________________________________

__________________________________________________ 

 التكاملطرائق : الثانيالفصل 

 التكامل بالتعويضأولًا: 

 

 ( 003( ص)1تدريب) 

 جد كلا من التكاملات الآتية:

1 )
3 2

s] (5 s6) s 

  5+3س6ص= :  لحلا
3 2

2
w]
s18

(w) s 

w]
s] =152س             =

34

18
w

72
w w][  

s]  =2
w]
s18

           =
34

72
(5 s6)

[


 

_________________________ 

2 )2 5
s] (3 s)4 s6 s   

2= :  لحلا
1
5s] (3 s)( )4 s6 s   

=   4 –س 6+ 2ص = س 
1
5w]

6 s2 (3 s)( )w  

w]
s]  =2 + 6س           =

16
5 5w5 w
12 2[ w]  

 w]
6 s2 s]             =

6
5 2 5

12(4 s6 s)[   

_________________________ 

3 )
32 2

s]
5 s10

(1 s s)



 

 

: = لحلا
2
3 2

s] (1 s s)(5 s10)


   

=   1س + – 2ص = س
2
3w]

1 s2 ( )(5 s10)w


  

w]
s] =2 1 –س        =

2
3

1
3 5 5w1 w] w[



 

w]
1 s2 s]           =32

51[ 1 s s   

_________________________________ 

 ( 030( ص)3تدريب) 

 من التكاملات الآتية:
ً
 جد كلا
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1 )
4 7
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3 3

2 4

1 w 2 w



 
 

 = 
4 4

3 31 w 2 w   

=i i i i) )(2 3 (1 2   

_____________________________ 

14 )
1 2 s

s]
2 8 s4

 

 
 

  :لحلا

 =
1 2 s

s]
2 2 s 2

 

 
 

w2 s      
1
22 s

s] w]


 

w]w2 w] 2 s]2 s   

 =
2 (1 w)w2 w2

w]w2
2 w 2 w2 2




 
 

 =
2

(w w)2

(1 w)2



  بالقسمة الطويلة   

 =2
1 w w  =

2w
21 w 2 w2   

 =
2 ( )2 s
22 s1 2 22 s


    

_____________________________ 
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15 )
s

s] i 1 

  :لحلا

s wi 1  
s s2 2

w w1 i i 1  
ss] w]w2i  

s
w]w2
i

w

  =2

2w2
( w 1)

w]
 

 

 =2

2w2
1 w

w]


 بالقسمة الطويلة 

 =2
2

1 w
w] w]2


 

2
f2 H 2
1 w 1 w 1 w  

   =
(1 w)f (1 w)H
(1 w)(1 w)
  
 

 

1 12 2 wH H    

1 12 2 wf f       
1 1
1 w 1 ww] w] w]2
  

1 w 1 w w2   

s s s
i 11 1 2i 1 i 1     

______________________________ 

16 )
2

2

s
s]
s 5

 

  :لحلا
2 2

2 2

s s
s] s]
s 4 (s 1) 5




 

s w     
2

s]s w] 

 =
2

2 2

w] s

s 4w
  =2

1

4
w]

w
 

 =
(w 2)f (w 2)H

(w 2)(w 2) 2 2w w

f H  

 
  

24 1 wH H    

24 1 wf f     

 =
2 2w w
 

 =w 2 w 2  

=  s 2 s 2[    

______________________________ 

17 )
2

0

s

s 8
s]




 

  :لحلا

 =
2 2

0 0

s s

s 9 s 8
s] s]

 


 

s w     s]s w] 
w 0 s

1 s 
   

  
 

2 2

1 1

0 0

w]
s

1 s
w]

w 9 w 9
 

 =
(w 3) (w 3)

(w 3)(w 3) w 3 w 3

f H f H 




  

36 1 wH H    

36 1 wf f     

 =
1 1

0 0w 3 w 3
 

 
1 1

0 0
w 3 w 3   

i i i i) )(3 4 (3 2  

______________________________ 

15 )
I

2
s

s]

s4 ( )s
 

  :لحلا

 =
I

2
s

s]

(4 ( ))s
 

iss] w] s w  

2 2

1 s w]
w]
4 w (4 w)s



 
 

 =
(2 w)f (2 w)H f H

(2 w)(2 w) 2 w 2 w

  


   
 

24 wH H1    
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24 wf f1      

2 w 2 w
  =2 w 2 w  

i i
2 s 2 s[    

__________________________________________________

__________________________________________________ 

 التكاملتطبيقات : الثالثالفصل 
 

 المساحةأولًا: 

 ( 392( ص)1تدريب) 

بين منحنى جد مساحة المنطقة المحصورة 

(s)rs 2   ,وكل من محوري السينات والصادات 

  :لحلا

2 0 2s s    

        4 s 
4

0
s] 2s  

 =
2
3

4

0

2
3s s2


 

 =168
3 3 8  

____________________________ 

 ( 398( ص)3تدريب) 

المحصورة بين منحنى الاقتران  ( المنطقة15-4يمثل الشكل )

ق , ومحورالسينات في الفترة ]أ , ب[ فإذا علمت ان مساحة 

( وحدات مربعة , ومساحة المنطقة 5( تساوي )1المنطقة )م

( وحدات مربعة فجد 5(  تساوي )2)م
f

h
s](s)r. 

 

 

 

 

 

 

 

  :لحلا
f 0 f

0 h h
s](s)r s](s)r s](s)r  

                   
5 8
3
 
 

 

____________________________________ 

 ( 398( ص)2تدريب) 

جد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران 

(s)r(s )  [ 2,  1ومحور السينات في الفترة.] 

  :لحلا

0 s    1
2 2s s     

                    33
2 2s s     

 

 

 

 

م = 

13
2 2

13
22

2

0
s s s     

 =
13

2 2

13
2 2

2

0

s s s  
        

 =1 14 2
      

___________________________________ 

 ( 390( ص)8تدريب) 

جد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقترانين  

 . س5س , ه)س( = 3 – 2س4ق)س(= 

 :لحلا

(s) i (s)r 
2 2

0 s8 s4 s5 s3 s4     
0 s 0 (2 s)s4     

                                  2 s 
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م = 
2

2

0
s](s3 s4) s5  

 =
2 3 2 2

0

2

0
s s4 s]( s4 s8)  

=16    

___________________________________ 

 ( 390( ص)5تدريب) 

 جد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقترانين 

+ جتاس في الفترة  1+ جاس , ه)س( = 1ق)س(= 

   32 2
  , 

 :لحلا

s s s s  

   32 2
5 s    

م = 

3 5
2 4

5
24

s]s s s](s s )

 


  

 = 
3 5
2 4
5
4 2
s s s s

 

    

 =
2 2 2 2
( ) (0 1 ) (1 ) ( )      

 =2
2 2 2

2 1 1    

_________________________________ 

 ( 399( ص)0تدريب) 

جد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيات الاقترانات 

 الآتية: 

 . 3ل)س( = س  ,  –1, ه)س( =  1 – 2ق)س(= س  

 :لحلا

1- (s) i (s)r 
2 2

0 2 s s s 1 1 s       
2 s 1 s 0 (1 s)(2 s)       

2- (s) g (s)r 

2 2
2 s 4 s 3 1 s       

3- (s) g (s)i 

2 s 3 s 1     
 

 

 

 

 

 

 

م = 
2

2 1

1 2
s](1 s ) s](s 3)



    

 =
2

2 1

1 2
s]( s ) s](s 2)



  

 =
3 22 1

21

s ss4 s2


     =37 

___________________________________ 

 ( 277( ص)0تدريب) 

 حل المسالة الواردة في مقدمة الدرس.

المساحة  –مساحة المنطقة المظللة = مساحة المستطيل 

 تحت المنحنى

 336=  25×  12مساحة المستطيل = 

نجد المساحة تحت 
2 1

20 s (s)r8  
2

16 s4 s    

م = 
4 3 21 1

264

4

4
s s s8 s] 8




   

 =

6 6 6 664 ( 32 ) ( 32)     

3المساحة المظللة =  3 336 

 340تكلفة الدهان = 

__________________________________________________ 

 (271ص) تمارين ومسائل

( اكتب التكامل المحدود الذي يعبر عن مساحة المنطقة 1

 المظللة في كل من الأشكال الآتية:
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 م =   :لحلا
2 4

4
0

s]s s]s

 


 

___________________________ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

م =    :لحلا

1
2

1
2

1

0

1
ss](s ) s](s 2)  

____________________________ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

=م  :لحلا
2 0

0 2
s] s](ss 2 s 2 )


  

______________________________ 

 

 

 

 

 

 

 

 

م =  :لحلا
s s

1 0

0 1
s] s]i i





 

_____________________________ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  :لحلا

م = 
2 2

2 1 1

1 1 2
s]( s 4) s]3 s]( s 4)



 

    

_____________________________ 
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   :لحلا

م =  
4 1

1 0
s s ss](2 s ) s]( )   

_____________________________________ 

جد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران ( 2

 س, ومحور السينات.4 – 3س4ق)س( = 

   :لحلا
2 3

(1 s)s4 0 s4 s4    

1 s 0 s   

م = 
3 3

1 0

1 1
s](s4 s4) s](s4 s4)

 

  

 2م =               

___________________________________ 

( جد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيي الاقترانين 3

 س.5س , ه)س( = 3 – 3س4ق)س( = 

  :لحلا
3 3

0 s8 s4 s5 s3 s4     
2

s 0 s 0 (2 s)s42      

 

 

 

 

 

= م 
02

3 3

0 2

(s3 s4 s5) (s5 s3 s4)


    

 5م =       

_________________________________ 

, جد مساحة المنطقة 3 –2س3( اذا كان ق)س( = 4

المحصورة بين منحنى ق)س(  ومحور السينات والمستقيمين 

 .2, س = 3-س = 

   :لحلا
2 2

3 s3 0 3 s3    

2
1 s 1 s    

 

 

 

 

 

م =
2 1 1

2 2 2

1 1 3

(3 s3) (3 s3 ) (3 s3)



 

     

 25م =       

__________________________________ 

( جد مساحة المنطقة الواقعة في الربع الاول والمحصورة 5

 2س – 9س, ومنحنى الاقتران ص = 5بين المستقيم ص = 

 ومحور السينات.

   :لحلا
2 2

0 9 s8 s s8 s 9      

1 s 9 s 0 (1 s)(9 s)       

م=
2

3 1

1 0
s 9 s8  

 =


33 1 2

01

s
3 s9 s4  

      40
3 l 

________________________________ 

جد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيي الاقترانيين ( 6

 س الواقعة في الربع الاول.2ق)س( = جاس, ه)س( = جا

   :لحلا

s2 s 

0 s s s  
0 (s )s 

0 s 0 s   

ss  

م=
0 0

s s2 s s2( )

 

  

 1م =     
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__________________________________ 

( جد مساحة المنطقة الواقعة في الربع الأول المحصورة بين 7

منحنى الاقتران ق)س( = 
2

s
, ومحور السينات والمستقيم  

س = صفرا)ه: العدد  –, والمستقيم ه 1ص =  –س 2

 النيبيري( .

   :لحلا

s s2 w 
2

ss2 s22   
2

1 s s1        = تهمل  1-س 

 

 

 

 

 

 

م = 
i 1

1 0
s s]s2s]  

 وحدات 3=  2+  1= 

_________________________________ 

, 2س-1( جد مساحة المنطقة بين منحنى الاقتران ق)س( = 5

والمستقيم  5ومحور الصادات والمستقيم س + ص = 

 .1 –ص=س 

   :لحلا

(s)rs 5 w  
2 2

0 4 s s s 5 s 1       لا تحلل

 لايوجد نقاط تقاطع

(s)r1 s w  
2 2

0 2 s s 1 s s 1      
2 s 0 (1 s)(2 s)      ,1 s  

 

 

 

 

 

 

 

م = 
3 1

2

1 0

(1 s) (s 5) ( s 1) (s 5)      

    =
3 1

2

1 0

s](s2 6) s]( s s 4)   

 م =       

_________________________________ 

( جد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيي الاقترانين 9

-والمستقيمين س+ص 5+  2, ل)س( = س3+ س 1ق)س( = 

 .1س =  – 3,  1=1

   :لحلا

1- 
2 3

5 s s 1 (s)g (s)r    
2 3

0 4 s s       بالتجريبs2  

2-s 1 w (s)r  
3

0 s s 0 1 s s 1        
2

0 s 0 (1 s)s     

3- s 1 w (s)g  
2 2

0 4 s s s 1 5 s        لايوجد نقاط

  تقاطع

 

 

 

م = 

3 2
32

2 0

(s 1) 5 s (s 1) s 1      

 =
3 2

32

2 0

s](4 s s) s](s s)   

 م =    

__________________________________ 
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( جد مساحة المنطقة الواقعة في الربع الأول المحصورة 11

, والمستقيم 4 – 2بين منحنى الاقتران ق)س( = س

 , والمحورين الإحداثيين. 4س+2ص=

   :لحلا

1- (s)r4 s2 w 
2 2

0 8 s2 s 4 s2 4 s      
2 s 4 s (2 s)(4 s)0       

2- 2 s 0 4 s2     

3- 
2

2 s 0 4 s     

 

 

 

 

 

م = 
4 2

2

2 0

s](4 s) (4 s2) s](4 s2)    

 =
4 2

2

2 0

s]8 s2 s s](4 s2)    

 م =             

__________________________________ 

( جد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى العلاقة 11

 .3ص =  –والمستقيم س  س4= 2ص

   :لحلا

3 s w    
2

2s w s4 w    

1-3 s     2معs 

2s3 s  بالتربيع 
2 2

0 9 s10 s 9 s6 s s4       
(1 s)(9 s)1 s 9 s 0      

2- 3 s     2معs   1 s 9 s    

 

 

 

 

 

 

 

م = 
9 1

1 0

3 s 2 2 ) 2s s s(   

 م =        

_________________________________ 

( حيث 31 – 4( جد مساحة المنطقة المظللة في الشكل )12

2ق)س( =  s  = )ه)س ,s . 

 

 

 

 

 

 

 

 

م =:لحلا
4 2 1

2 1 0
s(2 s ) s 2 s    

    =8 27
6

2  وحدة مربعة 

___________________________________ 

 الشكل )13
ً
( الذي يمثل منحنى الاقتران 31 - 4( معتمدا

[ اذا كانت مساحة المنطقة )م( 3,  1ق)س( في الفترة ]

وحدات مربعة فجد  6تساوي 
3

0
s]((s)r 2). 

   :لحلا
3 3

0 0

s](s)r 2 

2(3-1 )– (-6=)6+6=12 

_______________________________ 

( , اذا كانت مساحة المنطقة 32 - 4( معتمدا الشكل )14

المحصورة بين منحنى الاقتران ق)س( ومحمور السينات 
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( وحدة مربعة وكان 14تساوي )
f

0
6 s](s)r  فما

قيمة 
0

H
s](s)r . 

 

 

 

 

 

 

   :لحلا

H 0

0 H

8 s](s)r 8 6 14 s](s)r      

__________________________________________________

__________________________________________________ 

 المعادلات التفاضلية: ثانياً

 ( 275( ص)1تدريب) 

 حل المعادلة التفاضلية: 
2 w 2

s](12 s s) i w](s3 s)


     

   :لحلا
2

w2s]
(12 s s) w]

is3 s 
 


 

2

2
w

s]
(12 s s)

s3 s
w] i

 


 

         s]
(3 s)(4 s)
(3 s)s
 


 

         s] s]4 4 s
s s   

w
[ s 4 s i   

______________________________ 

 ( 270( ص)3تدريب) 

اذا كان ميل العمودي على المماس لمنحنى العلاقة ص عند 

النقطة )س , ص( يساوي 
i

s 3 sقاعدة  , فجد

 بأن منحناها يمر بالنقطة )ه , 
ً
( , حيث 4العلاقة ص علما

 ان ه: العدد النيبيري.

   :لحلا

  1-ميل العمودي = ×ميل المماس 

is s
w]
s]1   

i

1 w]
s]ss 3

  

i

1
ss 3

s] w]  بالتعويض 

i
ws 3    1

ss] w] 

  =1
s

w]s
w
  =

1
2w] w


 

  =
1
2[ w2


  
1
2

i
[ 3 ws )2(  

_________________________________ 

 ( 270( ص)2تدريب) 

,  uيسير جسيم على خط مستقيم وفق العلاقة ت = 

, ت:تسارع الجسيم, ع: سرعة الجسيم. فإذا  1>  ع حيث 

م/ث, وقطع مسافة 9كانت سرعة الجسيم عند بدء حركته 

 في )51)
ً
( ثوان, فجد المسافة التي قطعها الجسيم 4( مترا

 بعد ثانيتين من بدء حركته.

   :لحلا

ju  
u] u]

k]u
k] u   

1 1
2 2[ k k]u2 u] u


   

6 [ [ 0 2 9 (0)u9      
1
2 2
2

6 k
2 u   تربيع الطرفين

2 k
2(3 ) u   

2 2k k t]
k]2 2k] (3 ) t] (3 )    

3 1
2
1
2

(3 k )

3
) t[




  

80عندما  t 4 k   
3 1

2
2
3(3 4 ) 80[    

32 2
3 3125 ( ) 80[ [ 5   
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10 250
3 3 [80    
310 1 2

23 3(3 ) (k)tk  
310 1 2

23 3(3 ) (2)t2  
3118 10 128 10 2

3 3 3 3 34     

_________________________________ 

 ( 270( ص)8تدريب) 

 عن سطح الأرض 45قذفت كرة من قمة برج ارتفاعه )
ً
( مترا

(م/ث وبتسارع مقداره 41ابتدائية مقدارها )الى أعلى بسرعة 

. جد الزمن الذي استغرقته الكرة لتعود الى 2( م/ث11-)

 سطح الأرض.

   :لحلا

10 (k)j  

[ k10 (k)u   

40 [ 40 (0)u   

40 k10 (k)u   
2

[ k40 k5 k](40 k10 ) (k)t       

45 [ 45 (0)t   
2

45 k40 k5 (k)t    

 t0(k)يعود لسطح الأرض 
2

0 45 k40 k5    
2

0 (1 k)(9 k) 0 9 k8 k       

9 k    1 k  )مرفوضة( 

__________________________________________________ 

 (279 - 274ص) تمارين ومسائل

 ( حل كل من المعادلات التفاضلية الآتية:1

أ( 
3

0 s]w w] s  

   :لحلا
3

s]w w] s3
s] w]

ws
  

32 s
2 s] s w[



   
1
2s2[ i w


  

__________________________ 

s]sب(  w]3 s]  

   :لحلا

s]s s] w]3  
s](s 1) w]3  

s](s 1) w]3   

[ (s s) w3   

__________________________ 

ج( 
2 ww]

s]0 s s i


  

   :لحلا
2 ww]

s]s s i


 

2 w
s
s

w]
i

s]  

w
s]s s w] i 

w
s]s s w] i 

w
[ s i  

_____________________________ 

د( 
2 2s s0 s] w]  

   :لحلا
2 2s s0 s] w]  

2s

2ss] w]  
2 2s ss] w]  

2 21 1s (s )s] s]  
1 1s2 ) )s](( w] 

1 1s2 s) s2 )[ ( s]( w  

_____________________________ 

ه( 
2 2 w]

s]sw s w 1    

   :لحلا
2 w]) s]w 1 s (w 1)(     

        
2
( s 1)(w 1)   

2 2w] w]
w 1 w 1s]( s 1) s]( s 1)      

3

3
s w 1s[   

____________________________ 
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و( 
22 w2 w]

s](9 (s3 s)s)(1 s) i


   

   :لحلا
2

2 w2
(9 s)(1 s) w]
(s3 s) i

s] 
 


 

w2(3 s)(3 s)(1 s)
(3 s)ss] w] i

  


 

2 w23 s2 s
ss] w] i   

w23
ss]( s) w] i 

2 w2s i
2 2[ s 3 s2   

_______________________________ 

(دينار, اذا كانت 2511( آلة صناعية قيمتها عند الشراء )2

قيمتها تتناقص بمرور الزمن وفق العلاقة 

2 k)
r]
k]   , حيث ق: قيمة الآلة بعد ن من شرائها

 شرائها.( سنوات من 3فاحسب قيمة هذه الآلة بعد )

   :لحلا

2500 r     0 k  زمن الشراء 

 3المطلوب  ق  عند ن =
2

r]k] (1 k)500


   
2

r]k] (1 k)500


   
1 (1 k)500500 r[ [k

  
    

500 (0)r[ 0  

25005002000 [ [    
500 (k)r2000 k  
500 (3)r2000 3  

         5002125 2000 4   دينار 

__________________________________ 

( اذا كان ميل المماس لمنحنى العلاقة ص عند النقطة 3

)س,ص( يساوي 
w s
s1
i
i




 حيث ه: العدد النيبيري. 

 بأن  منحناها يمر بالنقطةفجد قاعدة 
ً
 العلاقة ص علما

 (1  ,1.) 

   :لحلا

si
s w swi

s ss w 1 i
1

1(1
i i w]

s]ii) i


 
   

ws
s1

s] w]i
i

i


 

بالتعويض 
s s

s] u] ui i   

       
s

s1 1
1 u] i
u ui

u]
 

 

i

w
[ 1 u i   

        i

s
[ 1 i    
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__________________________________ 

( العلاقة بين السرعة والزمن 33 – 4( يمثل الشكل )4

لجسم يتحرك على خط مستقيم فجد المسافة المقطوعة في 

 [.7,  1الفترة الزمنية ]

   :لحلا

 نجد العلاقة ع)ن( من الرسم 

2 0
6 2
7 6 210 k30

k k15
k 30
k

(k)u




  

 
 
 


             
            
      

 

 (31,  6(,)1,  7معادلة الخط المستقيم المار بالنقطتين )
7 6 2

6 2 0
(k)t30 ) 30(210 k k] k15    

 =
7 2

6 0

22 k15k30 (2 6)30k210
 
 
 

    

49 30 ) 120 30(7 210      
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 =) ) 150(1260 540 (1470 735      

=150735165 15 150 720    

 يمكن حلها عن طريق المساحة ملاحظة

165(1مساحة شبه المنحرف =  30 (4 7   
7

0
(k)t165 k](k)u  

__________________________________ 

( ابتدأ جسيم الحركة من نقطة الأصل على محور 5

السينات وفقا للعلاقة 
3
2 u4 j  1  >, حيث ع ,

ت:تسارع الجسيم, ع:سرعة الجسيم , فإذا كانت سرعته 

k2سم/ث. أثبت أن 4عند بدء الحركة  tu . 

   :لحلا
3
2

3
2

u] u]
k]

u
4 u4k    

3
24k] u] u


  

1
24[ k u


  
2
4

1 [ [ u    

2 2 2
1 k4 1 k4 u

4u 1 k 
        

بالتربيع  
2

2(1 k4)4 4
(1 k4)

u



  

2 2
(1 k4)4 (1 k4)4 t]

k]k] t
 

    

1 (1 k4)41
1 k4 1 4[

 
    

1
11 [ [ (0)t0     

12 k4
1 k4 1 k4 1 k4( )k2 1 t
      

u k2 t 
________________________________ 

 لأعلى 6
ً
بسرعة ابتدائية مقدارها ( قذف جسم رأسيا

, اذا كان ارتفاعه عن 2(م/ث11-(م/ث وبتسارع مقداره )41)

سطح الأرض بعد ثانية واحدة من بدء حركته يساوي 

 , فجد أقص ى ارتفاع وصل اليه الجسم.51)
ً
 (مترا

   :لحلا

(k)j10  

(k)u[ k10 k]10     

(0)u40 [ [ 40   

(k)u40 k10   

(k)t40 k10 k](k)u    

2
[ k40 k5    

2
80 (1)t[ 1 40 (1)5      

803545 [ [    
2

(k)t45 k40 k5    

 u0(k) وعندما يصل الجسم الى اقص ى ارتفاع 

(k)u4 k 0 40 k10      

(4)t125  

_______________________________ 

[u( يزداد عدد سكان مدينة حسب العلاقة 7
k]  =1,125 

ع حيث ع: عدد السكان, ن: الزمن بالسنوات, اذا علمت ان 

(, فجد 2115( نسمة عام )211111عدد سكان المدينة بلغ )

.( 41عدد سكانها بعد )
ً
 عاما

   :لحلا

u]
k]0,025u  

u]
uk]0,025  

i0,025[ k u 

200000 (0)u 

i200000[ 

i i200000 0,025k u 

i200000k0,025 k0,025
i200000 i u

 
1 400,025
i200000 i200000 (40)u

 

__________________________________________________

__________________________________________________ 

 ( 215 - 217أسئلة الوحدة ص )

 من التكاملات الآتية:1
ً
 ( جد كلا

أ( 
3

2
s]1 s4 
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2

I2
s2

s2 s
r] (s2 s) r


    

s i i]s]   

=
2

I2
s2

s2 s
(s2 s) s


 بالقسمة الطويلة 

=2
s2
s2 s

s]2


 كسور جزئية 

sf (2 s)H f
s2 s(2 s)s
H 


 )اكمال الحل( 

__________________________________ 

[w( حل المعادلة التفاضلية 2
s]0 s w  

   :لحلا
w]
s]s w 

s] w] s w
s] w]s s 3

  

1w
3w

s]s w]  

1
3s]s w]w 

1
3[ s s  

_________________________________ 

( اذا كان 3
2

I

2s
i ws w فجد ,w]

s] . 

   :لحلا
2s
is2 w w s

ws ww2   
2s
is2 1 w
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2s
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s w ww2   
2s
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2s 1
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1
w

is2
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__________________________________ 

 ( اذا كان4
2 3

1 sf s (s)l    لمشتقة 
ً
معكوسا

 , فجد قيمة الثابت ب.24( = 2الاقتران ق)س(, ق)

   :لحلا
2

(s)r sf2 s3 (s) l   

(2)r3 f 12 f4 24 f4 12       

_________________________________ 

اذا كان م)س( , ه)س( معكوسين لمشتقة الاقتران ( 5

ق)س(,  وكان 
3

1

12 s]((s)i (s)l)


   فجد ,

0 4

4 0

s] s](s)is2 (s)ls2. 

   :لحلا

[ (s)i (s)l    ثابت 
3

1
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0
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0
48 16 3 s3   

__________________________________ 
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2 1

0 3

14 s] l]( l2 (s)r2)   فجد ,

3

1
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   :لحلا
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3
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( اذا كان 7
2 2

1

0

s (s)rs](w] 2 s3)w    فجد

(s) r. 

   :لحلا

2
1

0
s2s3 (s)w] 2 rw   

2 21 2

0
s s2s3 s31 w    

_________________________________ 

اذا كان ( 5
1

1

18 s](3 (s)r4)


   ,

4

1
20 s](s)r2  فجد ,

1

4

s]((s)r s2)
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   :لحلا
1 1 1
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18 18 s]4 4(s)r 3 (s)r6
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12
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4 4

1 1
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4
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) )(3 10 (16 1     
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_____________________________ 

يسير جسيم على خط مستقيم حسب العلاقة ( 9
3 H ju  الجسيم, ع: , حيث ت:تسارع 1  >, ع

سرعة الجسيم. اذا تحرك الجسيم من السكون فجد قيمة 

( ثوان نت بدء 3سم/ث بعد )5الثابت أ التي تجعل سرعته 

 حركته.

   :لحلا
1
3 u]

k]uH 

1
3

1
3 u]

u
k] k]u] uH H



  

2
3 3

2[ k uH   0(0)لكن [ 0 u   
2
3 3

2k uH 
2
3 3

2 (3)3 (8) u8H    
3
22 3 3 46H H H     

_________________________________ 

( اذا كام ميل المماس لمنحنى العلاقة ص عند  النقطة 11

)س , ص( يساوي 
w

2

i

s 1
فجد قاعدة العلاقة ص   

 بأن منحناها يمر بالنقطة 
ً
علما 0  . 

   :لحلا
1w
2

1w
2

2 2
s] w] i w]

s]s si
   

1
22 w

s]s w] i


 
1
2w[ s i


  
0

1 [ [ 1 i     
1 1
2 2w w

s 1 si i
 

    

s( ) w  

s w  

_____________________________________ 

( جد مساحة المنطقة المحصورة في الربع الأول  11

, ومحور 2س – 4والمحدودة بمنحنى الاقتران ق)س( = 

 س. – 6,  ص = 2-الصادات والمستقيمين ص = س 

   :لحلا
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 نجد نقاط التقاطع

1- r  معs 
2 2
s s s 46 s0      

s3  , )مرفوض(s2 

2-  r  معs 6 
2 2
s s 40 2 s s 6       

 لا تحلل لايوجد نقاط تقاطع

3-  2 s w   معs 6 w  

4 s 8 s s 6 2 s2      

م = 
4 2

2

2 0
2 s s 6 ( s 4 s 6)       

م = 
4 2

2

2 0
s2 8 ( s s 2)    

 l......................... الجواب  

___________________________________ 

( جد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيات الاقترانات 12

 الآتية: 

 . 3, ل)س( =  2 –, ه)س( = س  sق)س( = 

   :لحلا

 

 

 

 

 

 

 

i r 
2

s3 s2 s 2 s     
2

0 (1 s)(3 s) 0 3 s2 s       

3 s    ,1 s  

r gs1 s 3   

i g2 s5 s 3    

م = 
5 3

3 1
s2 s 3 s]( 3)    


3 3

11

2s s5 s 3 s3  
 

i......................... الجواب   8 l  

___________________________________ 

( يمثل الواجهة الامامية لأخد المباني, 34 – 4( الشكل )13

مدخل هذا المبنى على شكل منحنى الاقتران 
2

2 (s)rs 2  الكلية لدهان المنطقة , ما التكلفة

المظللة؟ اذا علمت أن سعر دهان الوحدة المربعة نصف 

 دينار. 

 

 

 

 

 

 

 :لحلا

تحت المساحة  -مساحة المنطقة المظللة = مساحة المثلث 

 المنحنى

  =24 6   المساحة تحت المنحنى 

 =
2 2

2 2s s 22 0    
2
s22 s 4    

م = 
22

2

2

3

2

s
2 23 s2 s]( s 2)

 

   

  6 6 6 64 4 ( 4 ) ( 4)        

3 3 3 68 8    

3المساحة المظللة =  3 12   

23التكلفة =  3  ينار= 

___________________________________ 

( جد مجموع مساحتي المنطقتين المظللتين المبينتين في 14

س,  – 3,  ه)س( =  3س2( حيث ق)س( = 35 – 4الشكل )

 س . 2-ل)س( = 
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 :لحلا
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3 3
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___________________________________ 

( الذي يمثل منحنى 36 – 4( اعتمادا على الشكل )15

( وحدات 11= ) 1[ حيث م1,  3-الاقتران ق في الفترة ]

( وحدات مربعة,  فجد 4= ) 2مربعة, م
2

s]( s 1) rs . 

 

 

 

 

 :لحلا
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1 w s0  

3 w s2   
3 3

1 1

1 w]
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1 1
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_________________________________ 

( الذي يمثل منحنى 37 – 4( اعتمد على الشكل )16

 الاقتران ق)س( في ايجاد كل مما يأتي: 

 

 

 

 

أ( 
7

0
s](s)r 

1مساحة المثلث =  :لحلا 1
2 21 1    

1مساحة المثلث = 
24 24   
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14 3
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_______________________________ 

 ( جد كلا من التكاملات الآتية:17

أ( 
3

s ss] 

 :لحلا
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2

s w   ,s] w]w2 
3

w]w2 w w 
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2
s s s w]   

              =s (s s )sw   

 =
9 10w]

w s
w] sw w


 

 =
10 10

10 10
(s s )

[ [ w
   

_______________________________ 

( فقرة من نوع الاختيار من 11( يتكون هذا السؤال من )15

( بدائل, واحد فقط صحيح, ضع دائرة 4متعدد, لكل فقرة )

 حول رمز البديل الصحيح:

 على مجاله اذا كان ق( 1)
ً
 متصلا

ً
, وكان  اقترانا

i

s2
1 s i s](s)r  (1,فإن ق: = ) 

 2د(   ه2جـ(   ب( ه   1أ( 

________________ 

اذا كان  (2)
5

3 s s s](s)r   فغن ,

 ق)س(  تساوي :

1ب(   + جتاس 4س5أ( 
 س +جـ3جتاس +  – 6س6

1د(  جتاس  - 4س5جـ( 
 جتاس – 6س 6

_________________ 

 على الفترة ]3)
ً
 معرفا

ً
[ و كان 2,  1-(اذا كان ق اقترانا

4 (s)r 1     فما أكبر قيمة للمقدار
2

1

s](s)r2


 ؟

 12د(   3جـ(   24ب(    6أ( 

__________________ 

( اذا كان 4)
3

2

10 s](s)r2


 ,
1

2

4 s](s)r


 ,

فإن 
3

1

s](3 (s)r2) :تساوي 

 24د(   5جـ(   14ب(    5أ( 

__________________ 

(5 )
f

H

s](s) i ((s) i) r :يساوي 

 

 ق) ه )أ( ( –جـ( ق) ه )ب( (   ق)أ( –أ( ق)ب( 

 ) ه )أ( (/ق –) ه )ب( ( /قد(  )أ( /ق –)ب( /ب( ق

_________________ 

( اذا كان م)س( , ه)س( معكوسين لمشتقة الاقتران 6)

المتصل ق و كان 
2

1

12 s]((s) i (s)l)


   فما قيمة

2

1

s]((s) i (s)l) s


؟ 

 15د(   12جـ(   4,5ب(    3أ( 

___________________ 

( اذا كان 7)
i

1

4 s](s)rs فما قيمة ,

s

2

0

s
s]( )r ii ؟ 

 4د(   2جـ(   5ب(    1أ( 

_____________________ 

( اذا كان 5)
2

i
(s)rs i س( تساوي:/فإن ق( 

  ظتاس-ب(     أ( ظتاس

 + ظتاس 2د( ه  ه + ظتاس2جـ( 

_______________________ 

(, اذا علمت ان مساحة 35 – 4معتمدا الشكل )( 9)

( 6المنطقة المحصورة بين منحنيي الاقترانيين ق , ه تساوي )

وحدات مربعة وكان 
f

H

10 s](s)r فإن ,
f

H

s](s)i 

: = 

  4-د(   61جـ(   6ب(    11أ( 

 

 

 

 

 

__________________ 

 الشكل )11)
ً
( الذي يبين المساحة بين 39 – 4( معتمدا

 4.5=  1ومحور السينات, اذا علمت أن مق)س(  منحنى
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وحدة  2=  3وحدة مربعة, م 1,5=  2وحدات مربعة, م

مربعة, فإن 
4

2

s](s)r


 تساوي: 

 7.6د(   6.5جـ(   6ب(    5,6أ( 

 

 

 

 

 

 

 

_____________________ 

 الشكل )( 11)
ً
 ( ما مساحة المنطقة المظللة؟41 – 4معتمدا

 

 

 

 

 

 

 

 

أ( 
1

0

s](s s3) 

ب( 
2 1

1 0

s](s2 4) s]s2  

جـ( 
2 1

1 0

s](s 4) s]s2  

د( 
2

1

s](s s3) 

 

__________________________________________________

__________________________________________________

__________________________________________________ 

 




