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 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  
  
  

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  
  
  

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  (12:       ھي غیر قابل للاشتقاق fالتي عندھا ) x( ، فإن قیم f(x)معتمدا الشكل المجاور والذي یمثل منحنى        
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 إضافیة تمارین

  

11))  
  
  
22))  

  
  
  
33))  

  
  
  
44))  

  
  
55))  

  
  
  

66))  
  
  
  
  
  
77))  

  
  
  
  
88))  

  
  
  
  
  
99))  

  
  
  
  
1100))  

  
  
  

  

  
  

  

1 1 1 ( ) '(3) ) 9         ) 9        )         ) 
9 9

f x f a b c d
x


   

( ) 9 '(2) ) 9         ) 18        ) 0        ) 81f x x f a b c d  

3( ) 24 '( 8) ) 1         ) 2        ) 2        ) 48f x x f a b c d     

6( ) ln  '(2) ) 3     ) 2      ) 6        ) 0   f x x f a b c d  

2 3

3 2

 ( ) ln( )  '(x)   
2 2 2        a) 3          )         ) 2x + 3         ) 3

x

x x

f x x e f

e b e c d
x x x

  

  

( ) sin sin  '( ) ) cos                 ) cos  
                                                   ) cos cos      ) cos 1
f x x f x a x b x

c x d x



    

 

2( ) 4 ln 2 sin cos (3 2)  '(0)
                       ) 13        ) 11                  ) 12              ) 4
f x x x f

a b c d
      

( ) sin cos  '( ) ) cos sin               )cos sin
                                                     ) cos sinx             ) cos sinx
f x x x f x a x x b x x

c x d x
     

   

1 3 ( ) 2 '(0) ) 2          )         ) 2         ) 1xf x e f a e b e c e d  

2

4

2 2

( ) ln 3  '( 1)  

                       )          ) + 3           )  1           )  9

xef x x f
x

a e b e c d

    

 b

6 7 8 9 101 2 3 4 5

c d a a a d a c c



1   )078 531 88 77 ( عبدالقادر الحسنات الأستاذ         2025 / 2024                                    1 ف– علمي /ریاضیات
   تطبیقات ھندسیة تطبیقات ھندسیة                                                    ))22((ورقة عمل ورقة عمل                     ملخص الجزء الثاني من الدرس الأول ثم اختبارملخص الجزء الثاني من الدرس الأول ثم اختبار

  
   

  
  معادلة أي مستقیم تكون على الصورة :  ملاحظة

               ) y – y1) = m( x – x1 (،   
  
  

  یساوي) m( الجدید في معادلة المماس أن المیل
   عند نقطة التماسلأولى ا المشتقة     

  
  

  میل الثاني= میل الأول فإن :  مستقیمان وازىإذا ت
  
  
  

  ) 1–(فإن حاصل ضرب میلیھما یساوي : إذا تعامد مستقیمان 
  سالب مقلوب میل الثاني= میل الأول أو             

  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  :ھناك عدة محاور للأسئلة ، منھا 

  

  ھا مماس أفقي ، في ھذه الحالة نشتق ونساوي بالصفر لإیجاد ھذه القیم دالتي عن) x(طلب إیجاد قیم ) 1
   من كتاب التمارین )6 (لب والسؤالمن كتاب الطا)  11 (       كما في السؤال

  
  
  

  : في ھذه الحالة، قیمة معینة ) أو لا یساوي (التي عندھا میل المماس یساوي) x(طلب إیجاد قیم ) 2
  من كتاب الطالب   ) 26( ، كما في السؤال ونحل المعادلة الناتجة لإیجاد ھذه القیم نساوي المشتقة بتلك القیمة     

  من كتاب التمارین) 11(سؤال ) : x(لمیل عند إحدى قیم    أو طلب إیجاد ا
  
  
  

  ، عندھا نستخدم القاعدة لھا على الأقل ) x(نقطة التماس معلومة أو الإحداثي ) 3
        

  من كتاب التمارین )  12 ، 11  ،9 ، 5 (والأسئلة ، من كتاب الطالب )   12 ، 10 ، 9  (الأسئلة كما في      
  
  للمماس أو العمودي ) y(أو الصادي ) x(مقطع السیني  طلب إیجاد ال)4

    من كتاب الطالب   ) 27 ، 15 ، 14(       كما في الأسئلة 
  
  

  

  : عدم إعطاء نقطة التماس وتقدیم معلومة عن المماس ) 5
  من كتاب التمارین )10(كما في السؤال  .... یوازي المستقیم المماس) أ    
  .....تقیم یعامد المسالمماس )  ب  
  من كتاب الطالب  )28 ، 25(الأسئلة كما في  ..... یقطع المستقیم أو المنحنى المماس ) ج  

  

  أحد أضلاعھ مماس أو عمودي على المماس) أو مثلث ( طلب إیجاد مساحة مضلع ) 6
  

 2 5 y'=2
 متوازیѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧان

4 8 2 0 2 8 y'=2
y x
x y y x
  


      

1 2 1 1
3 3 3 3

 3 1 ' 3 3
3 2  متعامѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧدان  0

y'=

y x y m
y x

y x m

     
   

        

1 11( )   ,  '( )y y x x mm f x    1 1( , x معادلة المستقیم المار بالنقطѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧة ( y

1 1 1'( )( )y y f x x x  

 صفر) x(ًنضع بدلا من ) y(  ولإیجاد المقطع  صفر) y(ًنضع بدلا من ) x(لإیجاد المقطع    ملاحظة
  

 میل المماس یساوي المشѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧتقة الأولѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧى

 '( ) 0 x ورѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧوازي المحѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧاس یѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧالمم f x  
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  اختبر نفسك

  :  ھيx = 0 عند  f (x)إذا كان                          فإن معادلة المماس لمنحنى الاقتران ) 1
 
 

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  :  ھي = πx عند  f (x)دلة المماس لمنحنى الاقتران إذا كان                                 فإن معا) 2
  
 

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  :ھي ) e , 1( عند النقطة f (x)   ، فإن معادلة العمودي على المماس لمنحنى الاقتران f(x) = Lnxإذا كان   ) 3
  
 

  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
   ، f '(2) = 8 وكانت  f(x)تقع على منحنى الاقتران ) 4 , 2 (إذا كانت النقطة ) 4

  :عند ھذه النقطة ھي f       فإن معادلة المماس لمنحنى الاقتران 
  
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  ھي  ) 3 ، 2(عند النقطة  f(x) إذا كانت معادلة العمودي على المماس لمنحنى) 5

   تساوي f '(3)       فإن 
  
  
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

  :ھي )  1 , 1 (عند النقطة  fإذا كان                                     ،  فإن معادلة المماس لمنحنى )  6
  
  
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  :تساوي  )  π , 0(  عند النقطة  f(x)  فإن معادلة المماس لمنحنى f(x) = sinxإذا كان  ) 7
 

  a) y = π – x                 b) y = x – π           c) y = π                       d) y = x + π  
  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  

  : ھي)y(عند نقطة تقاطعھ مع المحور fإذا كان                                  ، فإن معادلة المماس لمنحنى ) 8
  

           
                   

   ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

99((  
  
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  : ھيfالتي یكون عندھا مماس أفقي لمنحنى الاقتران ) x(إذا كان                                 ، فإن قیم ) 10

  

a) 5              b) ln6                c) 6              d) 0 , 6                           

  
  
  
  
  

 ( ) cosxf x e x 

2

4

2 2

)  فѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧإن میѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧل الممѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧاس لمنحѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧنى f  عنѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧد x = 2 ھو : ) ln 3  إذا كѧѧѧѧѧѧѧان 

)          ) + 3           )  3           )  7

xef x x
x

a e b e c d

 

4
52 ( 3)y x  

( ) xf x e x 

) 2 1              ) 2 1            ) 1 2                d) 2a y x b y x c y x y x       

5 54 4
5 54 4a)                b)             c)                d) 

( ) sin 2f x x x 

)               )             ) 3                d) 2 2a y x b y x c y x y x          

) 8 30              ) 8 12            ) 12 8                d) 8a y x b y x c y x y x      

1( ) xf x e Lnx 

) 2                      ) 2 1             ) 2 2                ) 2 1a y x b y x c y x d y x      

6( )    xf x e x 

 ) 2            ) 2         ) 2            ) 1a y x b y x c y x d y x      

 

6 7 8 9 101 2 3 4 5

b b b b d cb a c c

2)  2          )  +1         )            d) x x
ea y ex b y ex e c y e y        
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  والمحورین)  2 , 1 (                         عند النقطة المماس لمنحنى الاقتران جد مساحة المثلث المكون من ) 11
   4 :الجواب            

  

   لمنحنى الاقتران                                    یھالعمودي علمعادلتي المماس وجد ) 12
    y = x – 1 تقاطعھ مع المستقیم اط          عند نق

  
   :الجواب

  
  
  
  

  إذا كان                           ، فجد معادلة المماس والعمودي على المماس عند النقطة  ) 13
  
  
  

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

  )  x= 2(إذا كان                              ، فجد معادلة المماس والعمودي على المماس عند  )14
  
  

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

  )  x = 0(إذا كان                                          ، فجد معادلة المماس عند ) 15
  
  

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
    y = x3 + x –2جد النقاط الواقعة على منحنى) 16

  y = 13x + 7      للمستقیمموازیا            والتي یكون المماس عندھا 
  

  

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  التي یكون للاقتران عندھا مماس أفقي ) x(،  فجد قیم )                                          17

  x = 3:                                                                                                                الجواب 
 

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
   علىًعمودیا والتي یكون المماس عندھا f(x) = x3– 9x –2أوجد النقاط الواقعة على منحنى  ) 18
                                       3y + x= 6              المستقیم الذي معادلتھ  

   :الجواب                                                                                               
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

   f(x) = x2 + 2x –3   الاقترانمنحنىمعادلة العمودي على المماس ل جد )19
   y = x – 1   نقطة تقاطعھ مع المستقیم    عند              

  
  

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   ـــــــــــــــــــــــــــــ
 y = 4x  تقاطعھ مع المستقیم ) نقاط( عند نقطة f(x) = x3– 5xأوجد معادلة المماس  لمنحنى  )  20
  
  
  

2( ) 3 xf x  

2( ) 2 3f x x x  

31 1 1
4 4 2 2 4 4  ,    ,  2 9  ,  y x y x y x y x         

1( ) ( )f x Ln
x

( , 1)e 
11 ( ) , 1 ( )y x e y e x e
e

      

1 , 1
1

y x
x

 


( ) 2 sinxf x e x 

1 1( 2)    1 ( 2)y x y x       

2 3( 0)   3 2y x y x     

23 1 13 2 (2,8),( 2, 12)x x       

3( ) xf  إذا كѧѧѧѧѧѧѧѧѧان  x e x 

(2, 12),( 2,8) 

1 13 (x 2) 0 (x 1)
2 4

y y 
       

(0,0) : 5 ) (3,12) : 12 22( 3) ( 3, 12) : 12 22( 3)y x y x y x         
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  فیزیائیةفیزیائیة تطبیقات  تطبیقات                                                     ))33((ورقة عمل ورقة عمل  ثم اختبار         ثم اختبار         الأول  الأول  من الدرس من الدرسلثلثملخص الجزء الثاملخص الجزء الثا

  

  acceleration    والتسارع     velocity السرعة   ، s(t) المسافة أو موقع الجسم  : ھناك ثلاثة مصطلحات 
  
  
  
                                                                 ومشتقة السرعة تساوي التسارع..... ة أو الموقع تساوي السرعة مشتقة المساف                                 

      )    s(t) = s(0)(ًإذا عاد الجسم إلى موقعة الأصلي ، فإن المسافة المقطوعة تكون صفرا ) 1  :قواعد مھمة 
  
  
  
  
  

َّ ، فإن الجسم یتحرك في الاتجاه الموجبv(t) > 0ذا كانت قیمة إ) 2                     )یمین (َّ
  

َّ ، فإن الجسم یتحرك في الاتجاه السالبv(t) < 0قیمة  وإذا كانت                        )یسار (َّ
  
  

  .َّفإن الجسم یكون في حالة سكون  v(t) = 0       وعندما تكون 
  

 s(0)أي نجد ).... t = 0 ( بتدائي للجسم یعني أن الزمن صفر الموقع الا )3                  
  الموقع كمیة متجھة) ... لیست متجھة(المسافة كمیة قیاسیة ) 4                  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

ِّیمثل الاقتران) 1مثال  ْجسیم وقع                                            م        : ُ َ   ، َّیتحرك في مسار مستقیمُ
  :  بالثوانيالزمن t الموقع بالأمتار، و s حیث          

  
ْجد سرعة الجسیم وتسارعھ بعد ) 1 َ ُtَجد قیم  )5               ثانیة ِt ْالجسیم  التي یكون عندھا َ           سكون لحظيفي حالة ُ
  
ْالجسیم تسارع جد ) 2 َ ْالجسیم متى یعود ) 4               تنعدم سرعتھعندما ُ َ   بتدائي؟إلى موقعھ الاُ

    
ْلجسیم لجد الموقع الابتدائي  )3 َ َّفي أي اتجاه یتحرك  )6                           ُ ْالجسیم ِّ َ   t = 4 عندُ
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

ِّیمثل الاقتران) 2مثال  ْجسیم وقع                                      م       : ُ َ    :َّیتحرك في مسار مستقیمُ
  

ْمتى یعود الجسیم إلى موقعھ الابتدائي؟) 1       َ     نعدم تسارعھ عندما یسرعة الجسم جد ) 2               ُ
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  اختبر نفسك

   ، ،  َّموقع جســم یتحرك في مســار مســتقیمَّموقع جســم یتحرك في مســار مســتقیم  ِّمثلِّمثلُ یُ ی  ::  tt  ≥≥  00  ,,  ss((tt))  ==  tt22  ––  55tt  ++  66  ,,  الاقتران الاقتران إذا كان إذا كان ) ) 11
  

   (d      لا شيء مما ذكر(cن      سكو(b     سالب (a  موجب  :  :  ھو ھو  tt  ==  11 عندما  عندما  الجسم الجسم اتجاه حركة اتجاه حركة     فإن     فإن
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
                                                            : :  بالاقتران  بالاقتران ُیتحرك جسم في مسار مستقیم حیث یعطى موقعھُیتحرك جسم في مسار مستقیم حیث یعطى موقعھ) ) 22

  

  (a)  5               b) – 4             c)  1         d                    00        ::         فإن الموقع الابتدائي للجسم ھو        فإن الموقع الابتدائي للجسم ھو 
  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

   ، ،  َّموقع جســم یتحرك في مســار مســتقیمَّموقع جســم یتحرك في مســار مســتقیم  ِّمثلِّمثلُ یُ ی  ::                                                                                                  ,,  الاقتران الاقتران إذا كان إذا كان ) ) 33
  

   a) 3          b) e3           c) ln3       d) 4         : :  یساوي  یساوي سرعتھسرعتھنعدم نعدم         فإن تسارع الجسم عندما ت        فإن تسارع الجسم عندما ت
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

   ، ،  َّموقع جســم یتحرك في مســار مســتقیمَّموقع جســم یتحرك في مســار مســتقیم  ِّمثلِّمثلُ یُ ی  ::                                                                                                      ,,  الاقتران الاقتران إذا كان إذا كان ) ) 44
  

   0           c) 6       d) 4 (2        b (a         : :  یساوي  یساوي ))44((یكون تسارعھ یكون تسارعھ  الجسم عندما  الجسم عندما سرعةسرعة        فإن         فإن 
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

   ،   ،  ss((tt))  ==  66  ––  ssiinntt: : ُیتحرك جسم في مسار مستقیم حیث یعطى موقعھ بالاقتران ُیتحرك جسم في مسار مستقیم حیث یعطى موقعھ بالاقتران ) ) 55
  

    a) 6        b) 4          c) 0       d) π        ::عدم تسارعھ یساوي عدم تسارعھ یساوي عندما ینعندما ینالجسم الجسم موقع موقع فإن فإن 
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
   ،   ،    ss((tt))  ==  tt33  ––  44  tt22  ++  44: : ُرك جسم في مسار مستقیم حیث یعطى موقعھ بالاقتران ُرك جسم في مسار مستقیم حیث یعطى موقعھ بالاقتران یتحیتح) ) 66

  

   a) 2 s          b) 1 s            c) 4 s      d) 8 s   : : فإن الجسم یعود إلى موقعھ الابتدائي بعد فإن الجسم یعود إلى موقعھ الابتدائي بعد 
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
   ، ،  َّموقع جســم یتحرك في مســار مســتقیمَّموقع جســم یتحرك في مســار مســتقیم  ِّمثلِّمثلیُیُ   ،  ،   tt  ≥≥  00  ,,  ss((tt))  ==  tt33  ––  66  tt22  ++  99  tt  ,,  الاقتران الاقتران إذا كان إذا كان ) ) 77

  

     a) 2 s          b) 9 s           c) 1 s       d) 3 s  ::     فإن الجسم یعود إلى موقعھ الابتدائي بعد      فإن الجسم یعود إلى موقعھ الابتدائي بعد 
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

   ، ،  َّموقع جســم یتحرك في مســار مســتقیمَّموقع جســم یتحرك في مســار مســتقیم  ِّمثلِّمثلیُیُ                                                                                                        ,,  تران تران الاقالاقإذا كان إذا كان ) ) 88
  

  ::تي یكون عندھا الجسم في حالة سكون لحظي ھي تي یكون عندھا الجسم في حالة سكون لحظي ھي الالtt   قیم  قیم      فإن     فإن
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
   ، ،  َّموقع جســم یتحرك في مســار مســتقیمَّموقع جســم یتحرك في مســار مســتقیم  ِّمثلِّمثلیُیُ   ،  ، tt  ≥≥  00  ,,  ss((tt))  ==  tt33  ––  33  tt22  ++  55  ,,  الاقتران الاقتران إذا كان إذا كان ) ) 99

  

     ::جاه السالب ھي جاه السالب ھي فترة الزمنیة التي یتحرك فیھا الجسم في الاتفترة الزمنیة التي یتحرك فیھا الجسم في الات     فإن ال     فإن ال
  

  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

    ، S(t)= 4 sintعطى موقعھ بالاقتران یتحرك جسم معلق في زنبرك إلى الأعلى والأسفل ،وی)  10
       a) 4sint           b) 4cost :       فإن الاقتران الذي یمثل تسارع الجسم عند أي لحظة ھو 

                   c) – 4cost       d) – 4sint     
  
  
  
  
  
  
  
  

 ( ) 3 2  ,  0ts t t te   

 (t)  5   , t 0e ts t  

3 2( )    ,   0s t t t t t   

) (0 ,  2)        ) (2 ,  )       ) (0 ,  1)       ) (1 , )a b c d 

3 21
3( ) 3   ,   0s t t t t t   

2
3) 3 ,  1        ) 1       ) 3        ) 2 ,a b c d
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ِّیمثل الاقتران) 11 ُ :s(t) = 4et – 8t + 2   , t ≥ 0 , ْموقع جسیم َ   َّیتحرك في مسار مستقیم، ُ
ُْ حدد الموقع الابتدائي للجسیم) 1     َ ُ ِّ        )6(       
  
  
  
  
  
  
ًجد تسارع الجسیم عندما تكون سرعتھ صفرا) 2    ْ َ ُ.    )8(  
  
  
  
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

   ، فجد  یتحرك في مسار مستقیمموقع جسم  s(t) = 3t2– t3 إذا مثل الاقتران)12
  
  )3(                                  t = 1سرعة الجسم المتجھة عندما ) أ  
  
  
  
  
  
  
  ) 6 – (                                          t = 2الجسم عندما تسارع ) ب
  
  
  
  
  
  
  )2(              في حالة سكون لحظيالجسم ھا دالتي یكون عن) t(قیم ) ج
  
  
  
  
  
  
  
  )3(                                   ؟ متى یعود الجسم إلى موقعھ الأصلي) د 
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   مشتقتا الضرب والقسمة مشتقتا الضرب والقسمة                  ���    ))44((ورقة عمل ورقة عمل     ���ثم اختبار       ثم اختبار       الثاني الثاني ملخص الدرس ملخص الدرس 
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  

  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
  

  :، منھا احتمالات عدة  ، ھناك من خلال الرسم  لنقطةبالنسبة للمشتقة الأولى*** 
  
  

  میل ذلك المستقیممیل ذلك المستقیم= = عندھا المشتقة عندھا المشتقة : :  تقع النقطة على خط مستقیم  تقع النقطة على خط مستقیم أنأن) ) 11
  
  
  
  
  

    ,,  ff  ''((77))  ,,  ff  ''((55))    ff  ''((44))   : :غیر موجودة مثلغیر موجودة مثل= = عندھا المشتقة عندھا المشتقة    : : أو نقطة انفصال أو نقطة انفصالأن تقع النقطة على رأس مدببأن تقع النقطة على رأس مدبب) ) 22
  

  ) :) :صغرى أو عظمىصغرى أو عظمى((أن تقع النقطة على مستقیم أفقي أو تكون قیمة قصوى أن تقع النقطة على مستقیم أفقي أو تكون قیمة قصوى ) ) 33
  

  ff  ''((33))  ==  00  ,,  ff  ''((66))  ==  00:  :  صفر  صفر  = =             عندھا المشتقة             عندھا المشتقة       
  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  

  اختبر نفسكاختبر نفسك
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xf f x x e
a b c e d e
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55((  
  
  
  
  

  التي یكون عندھا ) t( فإن قیمة                       : ُیتحرك جسم في مسار مستقیم حیث یعطى موقعھ بالاقتران ) 6
   

  a)  2         b)  1        c)  0.5        d) 1.5         : سم في حالة سكون لحظي بعد حركتھ ھي       الج
  
  
  

  ):):99 ،  ، 88  ،،  77((معتمدا المعلومات الآتیة ، أجب عن الأسئلة معتمدا المعلومات الآتیة ، أجب عن الأسئلة ******
  

77((  
  
  

88((  
  
  

  
99((  
  
  

  ))1111،،  1010( ( یي الاقترانین ، أجب عن الأسئلة یي الاقترانین ، أجب عن الأسئلة ًمعتمدا الشكل المجاور والذي یمثل منحنًمعتمدا الشكل المجاور والذي یمثل منحن
  

10(  
  
  
  
  

11(      
  
  
  
  

1212((  
  
  

  
1313((  

  
  
  
  

  
1414((  

  
  
  

  
1515((  

  
  
  
  
  
  

2 2

2 3

)'    تسѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧاوي:                          )  فѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧإن  ( ) (x 1)(x  إذا كان (1
) 4x       ) 4          ) 4x          ) 4x

f x f x
a b x c d

  



(1) 5 , '(1) 2 , g(1) = 2 , g'(1) = 4f f  

3            =  '( )'g  فѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧإن   (1 1) = 2 ,  g( 1) = 2 , (x) = x  g(x)
            ) 4          )  8            ) 6           ) 8

f f
a b c d

   
  

 إذا كان

)    تسѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧاوي   :  2 (       0 (       2 (        4 (  g)'(3) a b c d f

1 1 )  تسѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧاوي :   (      0 (       (       (1 )'(3)
4 2 2

ga b c d
f




)   فѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧإن  (2)' =          إذا كان  g)'(2) (2) , وكانѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧت 5 = 4 ,  g(2) = 1 , g'(2) = 2
            ) 2           ) 13            ) 3           ) 2

f f f
a b c d


 

 إذا كان
f                      = g(3)  إنѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧف   (  )'(3) f(3)  وكانѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧت 1 = g'(3) = 4 , '(3) = 8
g

                       ) 4          ) 8            ) 4,4           ) 4

f

a b c d



 

 ) 16        ) 2          ) 24          ) )  تسѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧاوي:  8  g)'(1)a b c d f  

) 6        ) 4      ) 4       ) ) تسѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧاوي:  6 )'(1)   fa b c d
g

 

) 2       ) 8       ) 10       ) 3)  تسѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧاوي:  6 - )'(1)  a b c d f g   

, فѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧإن   (x)''  یسѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧاوي:1  ( ) x f إذا كѧѧѧѧѧѧѧѧان  f x
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 3 3

2 2 2 ) 0       )         )       ) a b c d
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
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1616((  
  
  
  

  الزمن بالسنوات ، جد ) t(ُ إذا كان عدد السكان في بلدة ما یعطى بالعلاقة                           حیث )17
          

                                                      سنوات         سنوات         ) ) 1010((     معدل التغیر في عدد السكان بعد      معدل التغیر في عدد السكان بعد 
  
  
  

1818((  
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2'( ) csc )  فأثبѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧت أن   ) cot f إذا كѧѧѧѧѧѧѧѧان   x x f x x  

2  n ةѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧد قیمѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧفج , ''(x) 12  ,  ( ) n   إذا كѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧان  nf x f x x 

2
( )'(1) 5  ,  (1) 8 ,  (1) '(2) 2  ,   ( )  إذا كان 
( )

g xf g f g f x
x h x

     '(1) ةѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧد قیمѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧفج h

2

( )  جѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧد معادلѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧة الممѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧاس لمنحѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧنى الاقѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧتران  
ln

xf  عنѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧد      x
x

x e 

2100 ( )
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t


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   السلسلة ونتائجھا  السلسلة ونتائجھا قاعدةقاعدة                                        ))55((ورقة عمل ورقة عمل                  ثم اختبار ثم اختبار الثالث الثالث من الدرس من الدرسالجزء الأولالجزء الأولملخص ملخص 
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َّمشتقة الاقتران المركب  ُ ))f(g(xالخارجي   حاصل ضرب مشتقة الاقتران : ھيf عند الاقتران الداخلي  )g(x   
  g(x(ن الداخلي في مشتقة الاقترا                                               

 

  السلسلةقاعدة ملخص نتائج 
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ أخطاء شائعة ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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     
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( ) sin( ) '( ) cos(2 )
( ) sin( ) '(

..
) cos( )( ) ... 

.  خطـأ
2x  صѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧح

..f x x f x x
f x x f x x

  

  

2

22

ѧـѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧأ )خط ) sin '( ) 2cosx        
( ) sin x '( ) 2(sin )(cosx) ... حѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧص  (sinx)

...  ..f x x f x
f x f x x

  

   

2
2

2
2

)2 خѧطѧـأ ) ( 9) '( )  
9

2( ) ( 9) '( )   صѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧح  
9

xf x Ln x f x
x
xf x Ln x f x

x

Ln   


   

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11))  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
22))  

  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  

33))  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

44))  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

55))  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

66))  
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

77))  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

        99))  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

1100))  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

1111))  
  

  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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  ::ة الأولى لكل مما یأتي ة الأولى لكل مما یأتي  جد المشتق جد المشتق : :السؤال الثانيالسؤال الثاني
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  :جد مشتقة كل اقتران مما یأتي 
  
  

  
  
  
 
 
 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

( ) (tan ) '( ) 2csc2f x Ln x f x x  

23( ) xf x x e 2( ) cot(3 )f x x  sin 2 4( ) sinx xf x e e 

3( ) (sin x)f x Ln 3( ) ( (sinx))f x Ln 3( ) (sin(x ))f x Ln
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  Ln)الأساس(نضرب في ) : eأساسھ یختلف عن (اقتران أسي غیر طبیعي عند اشتقاق 
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  Ln)الأساس( قسم علىن):eأساسھ یختلف عن (عند اشتقاق اقتران لوغاریتمي غیر طبیعي 
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  الوسیطیة المعادلات مشتقة 
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3( ) 9 '(1)     ) 2      ) 3       ) 3     ) 9f x Ln Log x f a b c Ln d Ln   

2
1 1 1 2 ( ) '( )    )       )        )      ) 

2 2 x
Lnf x Log x f x a b c d

xLn x Lnx
  

         ) 2+x        ) 2       ) 2        ) a y b y x c y x d y x     
4

t 


         ) 2 10        ) 2 8      ) 2 5       ) 2a y x b y x c y x d y x      
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1

x
f x Log

x





2
2( ) (sinx)f x x Log 2( ) 3Log xf x 
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       ) csc       ) sec        )      ) 1
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  : یة الآتیة عند القیم المبینة إزاء كل منھا جد المشتقة الأولى لكل من المعادلات الوسیط : السؤال الثالث 
  

1) 
  
  

2) 
 

  
3) 

  
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 
  
  

 
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 
 
 
 
 
  
  

cos    ,    2 sin    ,    
3

x t t y t t 
    

2 31
2 1   ,    2    ,    1x t y t t t    
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2
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            الاشتقاق الضمنيالاشتقاق الضمني                                                                  ))77((ورقة عمل ورقة عمل                                        ثم اختبار ثم اختبارالدرس الرابعالدرس الرابعملخص ملخص 
  

   ،  y = f(x) كتابتھا على الصورة) أو یصعب(العلاقة الضمنیة ھي التي لا یمكن 
  x2 + y2 – 3 xy = 0  ، x = sin2y:              مثل 

 

  'yأو (        ) نضرب بـ  ) y( اشتقاق كل حد على حدة ، وعند اشتقاق ) 1: خطوات الحل 
  

  على الطرف الأیسر ) 'y(تجمیع الحدود المحتویة على )  2                  
  

  موضوعا للقانون عامل مشترك ثم القسمة على معاملھا الناتج لتصبح) 'y(إخراج ) 3                  
  
  
 
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

  یض قیمتھا من المشتقة الأولىأیضا ، ویمكن تعو(        ) نضربھا بـ  ) y(عندما نشتق :  في الاشتقاق للمرة الثانیة 
  
  
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  یةالوسیط للمعادلات الثانیة  المشتقة

  

   (       ) نقسم علىأو (        ) نضرب ھذه المشتقة بالمقدار ) t (بالنسبة للمتغیر (       ) عندما نشتق المقدار 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
    اختیاريو   إجباري: وھو نوعان  : اللوغاریتمي الاشتقاق

  
  :إذا كانت القوة متغیرة ، فیجب استعمال الاشتقاق اللوغاریتمي 

  
  ًأما إذا كان اشتقاق الاقتران صعبا بسبب الجذور أو القوى ، 

  ) اختیاري(سیطھ بالاشتقاق اللوغاریتمي فیمكن تب    
  
  
  

  : وتتلخص الطریقة بما یأتي 
  

  ) y= f(x) ( نأخذ اللوغاریتم الطبیعي لطرفي المعادلة 
  

  ً)ویشترط أن یكون الاقتران موجبا         ( )  x( ثم نشتق ضمنیا بالنسبة لـ
  

sin( ) cos( )  خطأ...1
sin( ) cos( )(1 1..

'
(' صѧѧѧѧѧѧѧѧѧح.

x y x x y
x y x

y
yx y

     
     

1  ' )   (خطأ)   )x xy x y x x   

2 2

2 2

y 3 4x 2 ' 3 8 ...ѧѧأѧѧطѧѧخ 

y 3 4x 2  ' 3 ' 8  صѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧح...

y y x

y y y y x

    

    

sin ' cos  ' y'' ( siny  y')( y')+(y'')(cosy)y y y y y     

2

( ')( ') ''  ... ѧѧأѧѧطѧѧخ 
( ')( ') ( ')  صѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧح...
y y y
y y y





2

22 2..... dy  خطأ   d yt
dx dx

  
2

2 3

2

2

12  ( ) 3  ,   ( ) 4   2 ( )
6 

2 1( ( ))    صѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧح... 
6 3 

dy tx t t y t t t Q t
dx t

dQ
d y d dtQ t dxdx t tdx

dt

     

   

2 2 1 , ( ) (sin )  , (3 1)x x xy x f x x y x    

2
3 5

2
3 sin 2( 2) ( ) sin 4  ,  ( )
( 1) 5
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  
 
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          تقاق الضمنيتقاق الضمنيالاشالاش                        ......        نفسك اختبر                          

    

1) 
 
 

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
2) 

 
  
  

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

3) 
 
  
  

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

4) 
 
  
  

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
5)  

 
  

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
6)  

 
  
  

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
7)  

 
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
8)  
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     : اللوغاریتمي الاشتقاق )5
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  أسئلة الوزارة على وحدة التفاضل أسئلة الوزارة على وحدة التفاضل 
  

  وحدة التفاضل/  علميال  /  2023أسئلة الوزارة  من 
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  وحدة التفاضل/       العلمي   /  تكمیلي  2023أسئلة الوزارة من 
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  وحدة التفاضل   /   علميال   /   4202    أسئلة الوزارةمن 
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  وحدة التفاضل /     العلمي   /  تكمیلي   2024أسئلة الوزارة من 
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  أسئلة الوزارة على وحدة التفاضل أسئلة الوزارة على وحدة التفاضل 

  
    الصناعي   /  2023أسئلة الوزارة من 
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  وحدة التفاضل /     الصناعي   /  تكمیلي  2023أسئلة الوزارة من 
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  وحدة التفاضل   /   الصناعي   /   4202    أسئلة الوزارةمن 
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  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  2025 - 2200224     الرياضياتالرياضيات
  

علميعلميالال    
  

2200007  
  

   التفاضل تطبیقاتوحدة كثفمُ 
     

  7777    8888    553311    007788   الحسنات عبدالقادر  :الأستاذ
  







  القدس لنا
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                 

       
  
  

  

  :ًثلا  ، م في كل مسألةالقیم الثابتة والمتغیرة بالنسبة للزمن وأفي البدایة یجب التمییز بین الكمیات أو المقادیر 
  

  : فإن قائم في عملیة صب الماء في وعاء أسطواني ) 1
  ) R(طوانة ، نصف قطر الأس) y(ارتفاع الأسطوانة : الكمیات والقیم الثابتة     

                             وكذلك نصف قطر الماء ومحیطھ ومساحة سطحھ
  )d(حجم الماء ، ارتفاع الماء: الكمیات والقیم المتغیرة    
  
  : فإن مخروطي قائم في عملیة صب الماء في وعاء ) 2

  ) k(، نصف قطر المخروط ) m(ارتفاع المخروط :     الكمیات والقیم الثابتة 
                             

   )h(حجم الماء ، ارتفاع الماء:    الكمیات والقیم المتغیرة 
                                 وكذلك نصف قطر الماء ومحیطھ ومساحة سطحھ

 
  : فإن أنبوب أفقي أسطواني في عملیة صب الماء في ) 3

   ، طول الأسطوانة) r(نصف قطر الأسطوانة :     الكمیات والقیم الثابتة 
                             

   )h(حجم الماء ، ارتفاع الماء:    الكمیات والقیم المتغیرة 
  )على شكل مستطیل(                         وكذلك مساحة سطح الماء       

  
  : إن عود شخص على سلم مثبت على جدار ففي عملیة ص) 4

  طول السلم وارتفاع رأسھ عن الأرض وبعد قاعدتھ عن الجدار:     الكمیات والقیم الثابتة 
                                مساحة المثلث المكون من السلم والأرض والجدار

               
  )m(ارتفاع الشخص عن الأرض ، بعد الشخص عن النقطة :    الكمیات والقیم المتغیرة 

  ة بین الشخص وقاعدة السلم وكذلك قمتھ                                المساف
  )m(                               مساحة المثلث المكون من الشخص وقمة السلم والنقطة 

  : إن انزلاق سلم مثبت على جدار ففي عملیة ) 5
  )قائمة(طول السلم ، الزاویة التي یصنعھا الجدار مع الأرض:     الكمیات والقیم الثابتة 

                                                                  
   سرعة ابتعاد قاعدة السلم عن الجدار:    الكمیات والقیم المتغیرة 

                                  وكذلك اقتراب رأسھ من الأرض
  الزاویة التي یصنعھا السلم مع الأرض                                

                          مساحة المثلث المكون من السلم والأرض والجدار        
   بعد زمن معین) متغیرةمن القیم ال(أي قیمة معدل تغیر طلب إیجاد ُفي كل مسألة قد ی*** 

  

ِّمعادلة تربط بین المتغیر الذي نكتب نكتب  :  :  طریقة الحل طریقة الحل ملخص ملخص ِّمعادلة تربط بین المتغیر الذي ُ ُرید إیجاد معدل تغیره والمتغیرات التي عنُنُُ ِّ ُ ُّ ُرید إیجاد معدل تغیره والمتغیرات التي عَُّ ِّ ُ ُّ     تتمَمَللَُّ
ُّمعدلات تغیرھا                                                         ُّمعدلات تغیرھاَُّ    ثم نشتق بالنسبة للزمن ونجعل المعدل المطلوب موضوعا للقانون ثم نشتق بالنسبة للزمن ونجعل المعدل المطلوب موضوعا للقانونَُّ

  :باختصار 
ِّالمتغیر لتحدید  لتحدید ً جیداً جیدااءتھا اءتھا قرقر و وفھم المسألةفھم المسألة)  )  11   ِّالمتغیرُ ُّإیجاد معدل تغیره، ومعدلات التغیر المعطاةمطلوب مطلوب الال  ُ ُ ُّ َُّ ُّإیجاد معدل تغیره، ومعدلات التغیر المعطاةَّ ُ ُّ َُّ َّ..  
ًرسم مخطط)  )  22   َّ ًرسم مخططُ َّ ِّیمث  ُ ِّیمثُ     ل المسألةل المسألةُ
ِّتربط بین المتغیر ال   معادلة معادلةةةببااكتكت)  )  33       ِّتربط بین المتغیر الُ ُّإیجاد معدل تغیرهمطلوب مطلوب ُ ُّإیجاد معدل تغیرهَُّ ُوالمتغیرات التي ع  َُّ ِّ ُوالمتغیرات التي عُ ِّ ُّمعدلات تغیرھا  لملمُ ُّمعدلات تغیرھاَُّ َُّ..  
    بالنسبة إلى الزمنبالنسبة إلى الزمنالاشتقاق الاشتقاق )  )  44  
ِّفي المعادلة الناتجة جمیع القیم المعلومة للمتغیرات التعویض التعویض )  )  55   ُ َ ِّفي المعادلة الناتجة جمیع القیم المعلومة للمتغیرات ِ ُ َ ُّمعدل التغیر المطللإیجاد لإیجاد ِ ُّمعدل التغیر المطلَُّ   وبوبَُّ
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 مѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧربع
x

x

A rea x

 

 مسѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧتطیل
x

y

A r e a x y
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  ::ا الموضوع ، منھا ا الموضوع ، منھا ھناك عدة محاور أساسیة لھذھناك عدة محاور أساسیة لھذ

    ، وعندما یتم إعطاء القاعدة، وعندما یتم إعطاء القاعدة المحیط  والأطوال بالنسبة إلى الزمن  المحیط  والأطوال بالنسبة إلى الزمن  الحجم ، الحجم ،معدل تغیر المساحة ،معدل تغیر المساحة ،) ) أ أ 
َّشكل كرة، یزداد حجمھ بمعدل  على بالون ) 1  ُ80 cm3/s.   

ْنصف قطر  عندما یكونجد معدل التغیر في مساحة سطحھ         )26.6الجواب ( .  cm 6 هُ
  

  )384الجواب (     cm 8 ھ طولصبحجد معدل زیادة الحجم عندما ی، cm/s 2 د طول ضلع مكعب بمعدلیزدا) 2 
  
  

    cm/min 0.005  ل زیادة نصف قطرھا یساويدكان مع تتمدد بالحرارة إذا صفیحة معدنیة دائریة الشكل،) 3 
   .cm 15رھا قط  مساحة سطح الصفیحة، عندما یكون طول نصف فيزیادةال أوجد معدل         
  ))ولا یجوز التعویض قبل الاشتقاق ولا یجوز التعویض قبل الاشتقاق ( ( ثم نعوض ثم نعوض   نكتب قانون مساحة الدائرة ثم نشتق ضمنیا بالنسبة للزمننكتب قانون مساحة الدائرة ثم نشتق ضمنیا بالنسبة للزمن: : الحل الحل 

  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
َّیزداد طول أحد أضلاع مستطیل بمعدل ) 4  ُ4 cm/sطول ضلعھ الآخر بمعدل تناقص ، وی َّ ُ3 cm/s ،   

َّمعدل جد ،  على شكلھ بحیث یحافظ المستطیل              ، وطول قطرهمحیط المستطیلفي ُّتغیر الُ
  30 ، وطول الضلع الثاني cm 40َّول طول الضلع الأعندما یصبح           

 
 
  
  
  
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  ) ) xx(( وفي لحظة ما كان معدل تغیر الإحداثي  وفي لحظة ما كان معدل تغیر الإحداثي ))((yy  ==  xx22  ++  22 الاقتران الاقترانتتحرك نقطة على منحنىتتحرك نقطة على منحنى  ) 5 

  ، ،  )  ) ccmm//ss  0.30.3  ( ( یساوي یساوي ) ) yy((ومعدل تغیر الإحداثي ومعدل تغیر الإحداثي  )  ) ccmm//ss  0.250.25   (  (   یساويیساوي          
  ..اللحظةاللحظةفي تلك في تلك المنحنى المنحنى   النقطة علىالنقطة علىقع قع موموإحداثیي إحداثیي جد جد           

  
  
  

  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 6(  

  
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
77((  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

 الجѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧواب:0.082

2

2 2 (15)(0.005) 0.15

A r
dA drr
dt dt



  



  

2 2

2 2 2(4) 2( 3) 2

C x y
dC dx dy
dt dt dt

المحیѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧط 

  





 

 

2 2 2

2 2

2 2 2 2

r x y

r x y
dx dy2 x 2 ydr 2( 40 )( 4 ) 2( 30 )( 3 )dt dt

القطѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧر

1.4
dt 2 x y 2 ( 40 )

 

( 30 )

 

 



  
  

 
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8(  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
99((  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
1010((  
  
  
  
  
  

  
  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

1111((  
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    معدل تغیر المسافة بالنسبة إلى الزمنمعدل تغیر المسافة بالنسبة إلى الزمن) ) بب
  

12 (  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
    ،)120(ھین مختلفین قیاس الزاویة بینھما  الحركة من نفس المیناء بشكل مستقیم في اتجاتان سفینبدأت) 13
  )  km / h 8(وسرعة الثانیة  ) km / h 6(إذا كانت سرعة السفینة الأولى       
  بعد ساعة واحدة من الانطلاقفجد معدل التغیر في المسافة بینھما       

  
  
  
  
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
   ،)m 5.4(نحو مصباح مثبت على ارتفاع  ) m 1.8(رجل طولھ  یتقدم ) ) 14

    ،)m/sec 1.2(فإذا كانت سرعة الرجل                  
  الرجل طول ظل معدل تغیر                   جد

  
  
  

  
  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  ، )m /s3 ( الأول الارتفاع بسرعة بدأأمتار ، ) 6(مصعدان كھربائیان المسافة بینھما ) 15
  ،) m /s1 (وفي نفس الوقت بدأ الثاني بالنزول وبسرعة       
  من بدء الحركة) ثانیتین ( جد معدل التغیر في المسافة بینھما بعد       

  
  
  
  
  
  
  
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

1616((  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 
        

 

 
  

 

2 2 2 2

2

2

2(x y)(x' y ')d (x y) (6) d (x y) 36 d'
2 (x y) 36

(6 2)(3 1) 32 16
5100(6 2) 36                                

x y x y y x y y x
y y

dy dx dy dy
dt dt dt dt

 
       


       

 مѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧن تشѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧابھ المثلثѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧات
5.4 3 3 2
1.8

1.22 2 1.2 0.6
2

       

     
   

   

2 2 2 2 2 1
2

2 2 2 2

d x y 2xycos120 d x y 2xy( )
2xx' 2yy' (x'y y'x) 2(6)(6) 2(8)(8) (6)(8) (8)(6)d' 2 37

2 x y xy 2 (8) (6) (8)(6)
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      معدل تغیر الزاویة بالنسبة إلى الزمنمعدل تغیر الزاویة بالنسبة إلى الزمن) ) جج
  

    ،على أرض أفقیةعمودي وبطرفھ السفلي  على حائط  العلويأمتار یرتكز بطرفھ) m 5(سلم طولھ ) 17   
  الأرض والسلم بین معدل تغیر الزاویة  جد  ) .m/s 2(ًمبتعدا عن الحائط بمعدل  السفلي بالانزلاق الطرف      بدأ 

  من الحائط ) m 3(یكون الطرف السفلي على بعد عندما       
  
  
  
  
  
  

    1818((  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
1919((  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

2 2 2

1 1 5 1cos sin (2)( )
5 5 5 4 2
3 9 4cos : sin cos 1 sin 1 sin
5 25 5

x d dx d
dt dt dt
 

 

    

  
      

       
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َّمعدل) ) دد َّمعدلُ   الدائریة الدائریة   والحركةوالحركة  الزمنالزمن  إلىإلى  بالنسبةبالنسبة  ُّالتغیرُّالتغیر  ُ
  

    ً ھي مقدار التغیر في قیاس الزاویة بالرادیان مقسوما على الزمن  ً ھي مقدار التغیر في قیاس الزاویة بالرادیان مقسوما على الزمن  ::السرعة الزاویة السرعة الزاویة 
  

2020((  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
َّیدور مصباح مثبت بالأرض حول نفسھ ) ) 2121 َّیدور مصباح مثبت بالأرض حول نفسھ ُ   ..یمیم عن جدار مستق عن جدار مستقmm  44في الدقیقة، ویبعد مسافة في الدقیقة، ویبعد مسافة    دورات دورات33ُ

ْالمصباح على الجدار عندما تكون على بعد   ُّ أجد سرعة تحرك بقعة ضوءُّ أجد سرعة تحرك بقعة ضوء             ْالمصباح على الجدار عندما تكون على بعد ُ ُ88  mmأقرب نقطة إلى المصباح أقرب نقطة إلى المصباح    من من      
ِعلى الجدار أثناء حركتھا مبتعدة عن ھذه النقطة               ِعلى الجدار أثناء حركتھا مبتعدة عن ھذه النقطةُ ُ..  

  
  
  
  
  
  
  
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
2222((  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



1  )078 531 88 77 ( عبدالقادر الحسنات الأستاذ         5202 / 4202                                   1 ف– علمي /ریاضیات 
                 

 Extreme Values and Concavity      ُّوالتقعر القصوى َالقیِم                
  
  
  
  
  
  
َطلق على القیم الصغرى المطلقة والقیم العظمى المطلقة للاقتران اسم القیم القصوىیُ ُ َ ُ َِ ِ َِ َ َالمطلقة  َ ُ  

  ) قصوى لا تعني عظمى فقط           (
  

  ون على الأطراف المحلیة لا تك
  

  المطلقة قد تكون داخلیة أو على الأطراف 
  

  )لا شيء(إما أن تكون مطلقة أو  : النقطة على الأطراف
  

  f(d)... قد تكون النقطة محلیة فقط : ضمن المجال 
 b(f... (   أو مطلقة فقط                               
  c(f... (  أو محلیة ومطلقة                            

 
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  موجودة، موجودة،  المشتقة صفرا أو غیر  المشتقة صفرا أو غیر تكون عندھاتكون عندھا  ھي النقاط الداخلیة التيھي النقاط الداخلیة التي) ) ccrriittiiccaall  ppooiinnttss:(:(النقاط الحرجة النقاط الحرجة 
ّویسمى الإحداثي                                            ّویسمى الإحداثي ُ ُxxحرجة حرجة   ٍّ لكل من ھذه النقاط قیمةٍّ لكل من ھذه النقاط قیمة  

  

  إذا كان للاقتران قیم قصوى محلیة  فھي عند النقاط الحرجة إذا كان للاقتران قیم قصوى محلیة  فھي عند النقاط الحرجة 
  

  فلیس كل حرجة عندھا قصوى محلیة فلیس كل حرجة عندھا قصوى محلیة :  :  ولكن العكس غیر صحیح ولكن العكس غیر صحیح 
  
  
  
  

   لا تكون على الأطراف بل داخلیة فقط لا تكون على الأطراف بل داخلیة فقطالمحلیةالمحلیةالنقاط الحرجة و القیم القصوى النقاط الحرجة و القیم القصوى : : أي أن أي أن 
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  )ً)لأن میل جمیع المماسات یكون موجباًلأن میل جمیع المماسات یكون موجبا (  ( یكون منحنى الاقتران متزایدایكون منحنى الاقتران متزایدا... ... عندما تكون المشتقة الأولى موجبة عندما تكون المشتقة الأولى موجبة       
  )ً)لأن میل جمیع المماسات یكون سالباًلأن میل جمیع المماسات یكون سالبا( ( یكون منحنى الاقتران متناقصا یكون منحنى الاقتران متناقصا ... ... دما تكون المشتقة الأولى سالبة دما تكون المشتقة الأولى سالبة و عنو عن

  

  نجد المشتقة الأولى نجد المشتقة الأولى القیم القصوى المحلیة القیم القصوى المحلیة  و والتزاید والتناقصالتزاید والتناقص ،  ، القیم الحرجةالقیم الحرجةلإیجاد لإیجاد : : باختصار باختصار 
  غیر موجودة  غیر موجودة     أو  أو     ًالتي تجعلھا صفراًالتي تجعلھا صفرا) ) xx((            ونجد قیم             ونجد قیم 

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
                 



3  )078 531 88 77 ( عبدالقادر الحسنات الأستاذ         5202 / 4202                                   1 ف– علمي /ریاضیات 
    :صالتزاید والتناق  و  الحرجةنقطال ، القصوى َالقیِم/ ورقة عمل 

  

   بل صغرى أو عظمى ،قصوى لا تعني عظمى فقط)  1
  )داخلیة فقط(المحلیة والحرجة لا تكون على الأطراف ) 2   

    ))معرفةمعرفة((وتكون ضمن المجالوتكون ضمن المجالموجودة،موجودة، المشتقة صفرا أو غیر  المشتقة صفرا أو غیر تكون عندھاتكون عندھا  ة التية التيالنقاط الداخلیالنقاط الداخلی::النقاط الحرجةالنقاط الحرجة  ))33
  إذا كان للاقتران قیم قصوى محلیة فھي عند النقاط الحرجة ولكن العكس غیر صحیحإذا كان للاقتران قیم قصوى محلیة فھي عند النقاط الحرجة ولكن العكس غیر صحیح) ) 44
  إذا كانت المشتقة الأولى موجبة فإن منحنى الاقتران متزاید وإذا كانت سالبة فھو متناقصإذا كانت المشتقة الأولى موجبة فإن منحنى الاقتران متزاید وإذا كانت سالبة فھو متناقص) ) 55
  ))متزاید أو متناقصمتزاید أو متناقص ( (فلا ننظر إلى الشكلفلا ننظر إلى الشكل ،  ، ff))xx((المشتقة الأولى للاقتران المشتقة الأولى للاقتران ) ) رسمةرسمة(( البیاني  البیاني إذا تم إعطاء التمثیلإذا تم إعطاء التمثیل) ) 66

  موجب وما تحتھ سالبموجب وما تحتھ سالب) ) xx((ما فوق المحور ما فوق المحور : :     بل نحولھ إلى خط أعداد وإشارات للمشتقة الأولى     بل نحولھ إلى خط أعداد وإشارات للمشتقة الأولى 
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

  

  :: ھي  ھي ffفإن القیم الحرجة للاقتران فإن القیم الحرجة للاقتران ، ، )                                            )                                            11
  
    
  
  
  :: ھي  ھي ffجة للاقتران جة للاقتران فإن القیم الحرفإن القیم الحر، ،                                                                                                                                                               ))22
  
  
  
  
  ::للاقتران قیمة صغرى مطلقة ھي للاقتران قیمة صغرى مطلقة ھي فإن فإن ، ،                                                                                                                                           ))33
  
  
  
  ::للاقتران قیمة عظمى محلیة ومطلقة قیمتھا للاقتران قیمة عظمى محلیة ومطلقة قیمتھا فإن فإن ، ،                                                                                                                   ))44
  
  
  
  ::الاقتران متزاید في الفترة الاقتران متزاید في الفترة فإن فإن                         ،                         ،                                 ))55
  
   
  
  
  ::القیم الحرجة للاقتران ھي القیم الحرجة للاقتران ھي فإن فإن                         ،                         ،                                           ))66
  
  
  
  
  ::مى محلیة ومطلقة عند مى محلیة ومطلقة عند للاقتران قیمة عظللاقتران قیمة عظفإن فإن      ،      ،                                                                                                                                   ))77
  
  
  
  
  ==  ))aa(( فإن قیمة الثابت  فإن قیمة الثابت xx  ==  33                                                                   قیمة حرجة عند                                                                    قیمة حرجة عند ) ) 88
  
  
  

2 ( ) 4 f إذا كѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧان    x x x 

) 2           ) 0 ,  4          ) 0  ,  2 ,  4          ) a b c d 

 3 21
3 ( ) 3 4 ,  0 ,  5 f إذا كѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧان   x x x x x    

) 3           ) 1 ,  3          ) 1          ) 0 ,  3 ,  5 a b c d 

 2 ( ) 6 1 ,  0 ,  5 f إذا كѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧان   x x x x   

)  3           ) 8          )  1          ) 4 a b c d 

 sin ( ) ,  0 , xf إذا كѧѧѧѧѧѧѧѧان    x e x  
1)  e           )           )  e           ) 1 a b e c d

2 1( ) xf إذا كѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧان  x x e 
 )  (0 ,  1)       )  (0 ,  2)    )  (2 ,  )     ) ( , 2)  ,  (0 ,  ) a b c d   

26 ( ) x إذا كѧѧѧѧѧѧѧѧان  xf x e 
)  0 ,  6           ) 3          )  0 ,  3 ,  6          ) 3 a b c d

  ( ) cos 2 8 ,   , f إذا كѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧان    x x x     
)  3          )           )  0          )  a x b x c x d    

3 2( ) 15 f إذا كѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧان للاقѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧتران 1 x x ax x   

)  7           ) 7          )  1           ) 3 a b c d
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  :: ھي  ھي aa  ,,  bb  نقطة حرجة للاقتران                                  ، فإن قیم  نقطة حرجة للاقتران                                  ، فإن قیم  ) ) 33  ,,  22(( إذا كانت  إذا كانت ))99
  
  
  

   ،  ، ]]88  ,,  22    [[ ومداه  ومداه ]]66  ,,  00    [[ ھو الفترة  ھو الفترة   xx((ff((ن مجال الاقتران ن مجال الاقتران إذا كاإذا كا) ) 1010
     : : تساوي تساويff  ((66))، فإن ، فإن ) )   66  ,,  00  (( قي الفترة  قي الفترة     xx لجمیع قیم  لجمیع قیم   ff  ''((xx))  >>  00وكانت وكانت               

  
  

  ::الاقتران الوحید الذي لھ قیم حرجة فیما یأتي ھو الاقتران الوحید الذي لھ قیم حرجة فیما یأتي ھو ) ) 1111
  
  
  

  ::الاقتران الوحید الذي لھ قیم قصوى محلیة فیما یأتي ھو الاقتران الوحید الذي لھ قیم قصوى محلیة فیما یأتي ھو ) ) 1212
  
  
  
   ،  ، ]]55    ,,  11  ––    [[ معرف على الفترة  معرف على الفترة xx((ff((إذا كان الاقتران إذا كان الاقتران ******
  ) ) 1616  ––1313((بة على الأسئلة بة على الأسئلة لإجالإجالل  xx))''  ff((ستعمل التمثیل البیاني المجاور لمنحنى ستعمل التمثیل البیاني المجاور لمنحنى   فا  فا

  
َقیم  ))1313 َقیم ِ ِxx التي یكون عندھا للاقتران  التي یكون عندھا للاقتران ffقیم قصوى محلیة َ َ قیم قصوى محلیةِ   :: ھي ھي،،  ِ

  
  
  

  ::الاقتران متزاید في الفترة الاقتران متزاید في الفترة ) ) 1414
  

    ((00                  bb))  44                    cc))  33                dd  ((aa                               غیر موجودة                                غیر موجودة ::تساويتساويff  ''((33))  قیمة قیمة ) ) 1515
  

  ((00                  bb))  44                    cc))  33                dd  ((aaغیر موجودة غیر موجودة                                                               ::تساويتساويff  ''''((33))  قیمة قیمة ) ) 1616
  
******  ))ff  ((xx   ، بة على الأسئلة بة على الأسئلة لإجالإجالل البیاني المجاور  البیاني المجاور ھھستعمل تمثیلستعمل تمثیلااكثیر حدود من الدرجة الثالثة ، كثیر حدود من الدرجة الثالثة))2020  ––1717 ( (  

  

    ::القیم الحرجة للاقتران ھي القیم الحرجة للاقتران ھي ) ) 1717
aa))  00  ,,  33                bb))    11  ,,  33  ,,  44            cc))  00  ,,  11  ,,  44  ,,  55              dd))  11  ,,  44    

  
  ::في الفترة في الفترة ناقص ناقص الاقتران متالاقتران مت) ) 1818

aa))  ((11  ,,  44  ))          bb))    ((  33  ,,  55))              cc))  ((  00  ,,  55))                  dd))  ((33  ,,  TT))      
  

َ قیم قصوى محلیةff التي یكون عندھا للاقتران  التي یكون عندھا للاقتران xxیَم یَم ِقِق ))1919 َ قیم قصوى محلیةِ   :: ھي  ھي ،،  ِ
aa))  00  ,,  33  ,,  55                            bb))    11                                      cc))  00  ,,  11  ,,  33  ,,  44  ,,  55                              dd))  11  ,,  44                                      

  
  ::واحدة فقط من العبارات الآتیة صحیحة واحدة فقط من العبارات الآتیة صحیحة ) ) 2020

  
  
  
  
  
  
  

2( ) 2   f x x ax b  

)  2 ,b 1      )a 2, 1       ) a= 2 , b=1      d) a=2 , b= 1 a a b b c       

)  6           ) 0             )  2            ) 8 a b c d

)  0 ,  3        ) 1,4        )  1         ) 1,  1 ,5 a b c d 

)  (0 ,3)        ) ( 1,1)        )  (1,5)         ) ( 1,5) a b c d 

23  1
2

1 5) ( )      ) ( )       )  ( ) 1      ) ( )  
4

xxa f x b g x c h x x d k x x e
x x

    


2 3) ( ) tan      ) ( ) ( 4)      )  ( ) 1      ) ( ) 2 8a f x x b g x Ln x c h x x d k x x      

) '(2) 0        ) '(3) 0        ) ''(4) 0        ) '(5)  0 a f b f c f d f   

16 17 18 19 211 12 13 014 15

 

1 2 3 6 7 8 9 15 04

 a b a db bd c c d c b a dc c b a d c
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   و الانعطاف و الانعطافُّالتقعرُّالتقعر
َّمتزایدا، فإن إشارة مشتقتھ ) f '  (منحنىإذا كان  ً ِ ُ) '' f (منحنى  وبالتالي ، تكون موجبةf یكون مقعرا للأعلى ً َّ ُ  

  
َّمتناقصا، فإن إشارة مشتقتھ ) f ' (منحنى  كانإذا و ً ُِ) '' f ( َّتكون سالبة؛ ما یعني أن منحنىfیكون مقعر ً َّ   سفلا للأُ
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

ِّیغیر النقطة التي ّ عندھا الاقتران اتجاه تقعره، تسمى ُ    انعطاف نقطةُُّ
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  السرعة المتجھة والتسارعالسرعة المتجھة والتسارع: :   تطبیقاتتطبیقات
  لب، لب، الجسم في الاتجاه الموجب والاتجاه الساالجسم في الاتجاه الموجب والاتجاه السا  َّ الفترات الزمنیة التي یتحرك فیھاَّ الفترات الزمنیة التي یتحرك فیھاالھدف ھو تحدیدالھدف ھو تحدید                          

ِفیھا سرعتھ متزایدة   الفترات الزمنیة التي تكونالفترات الزمنیة التي تكون                              و                              و ِفیھا سرعتھ متزایدة ُ ِأو متناقصةُ ِأو متناقصةُ ُ..  
    vv((tt))  >>  00َّ یتحرك الجسم في الاتجاه الموجب عندما َّ یتحرك الجسم في الاتجاه الموجب عندما ))11 : :ملاحظاتملاحظات

      vv((tt))  <<  00َّ یتحرك الجسم في الاتجاه السالب عندما َّ یتحرك الجسم في الاتجاه السالب عندما ))22                                      
ِتكون سرعة الجسم المتجھة متزایدة عندما  ))33                                                     ِتكون سرعة الجسم المتجھة متزایدة عندماُ     aa((tt))  >>  00  : : ً یكون التسارع موجباً  یكون التسارع موجبا ُ

  

ِتكون سرعة الجسم المتجھة متناقصة عندما) ) 44                                                                       ِتكون سرعة الجسم المتجھة متناقصة عندماُ     aa((tt))  <<  00:  :  ً یكون التسارع سالباً  یكون التسارع سالبا ُ
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  من خلال الرسممن خلال الرسم  
  

  قة بالقیم الحرجة ، التزاید والتناقص ، القیم القصوى المحلیة ،قة بالقیم الحرجة ، التزاید والتناقص ، القیم القصوى المحلیة ،یمكن استنتاج بعض خصائص الاقترانات المتعلیمكن استنتاج بعض خصائص الاقترانات المتعل
      )) المنحنى  المنحنى رسمةرسمة (  ( منحنى الاقترانمنحنى الاقترانلل   التمثیل البیاني التمثیل البیانيمن خلالمن خلال  التقعر والانعطافالتقعر والانعطاف                                                                      

  :: لھا لھا))غیر علميغیر علمي((، وفیما یأتي وصف ، وفیما یأتي وصف  أنواع من المنحنیات  أنواع من المنحنیات ثلاثةثلاثةوھناك وھناك 
  :f(x) منحنى ) 1

  )حفرة أو جبل(یم الحرجة تكون عند القیم الصغرى والعظمى المحلیة الداخلیة الق
   f '(-2)=0 f '(3)=0 ,           ً وھنا تكون المشتقة الأولى صفرا   

  كلما اتجھناًیكون الاقتران متزایدا عندما یصعد منحناه إلى الأعلى : التزاید والتناقص 
  ینزل إلى أسفل إلى الیمین ومتناقصا إذا كان       

  لى شكل جبل مقعر للأسفل ، ع إذا كان المنحنى على شكل حفرة فھو مقعر للأعلى:التقعر 
  ))TT,,  00..55  --((ومقعر للأسفل في ومقعر للأسفل في ، ،   ))TT  ,,  55..00((مقعر للأعلى في مقعر للأعلى في : : ھنا ھنا 

  xx  ==  00..55      یوجد نقطة انعطاف عند       یوجد نقطة انعطاف عند 
  ً)مھم جدا(  إلى الشكل صاعد أو نازللا ننظرھنا   :f '(x) منحنى ) 2
  :' f )( لـ           بل نحولھ إلى خط أعداد وإشارات  

  سالبتحت السینات ما و موجبما فوق محور السینات      
  
  

  ff  ''((xx))إشارة إشارة                                                                                                     
  

      ثم من خلالھ نحدد التزاید والتناقص والقصوى
  

  ن متزایدا في فترة ما ، فإن مشتقتھ تكون موجبة في تلك الفترةن متزایدا في فترة ما ، فإن مشتقتھ تكون موجبة في تلك الفترةعندما یكون منحنى الاقتراعندما یكون منحنى الاقترا :  : ملاحظة مھمةملاحظة مھمة
  

  مقعر للأعلىمقعر للأعلى  ff((xx))   تكون موجبة أي أن  تكون موجبة أي أن ff  ''''((xx)) إلى مالا نھایة وبالتالي  إلى مالا نھایة وبالتالي 0.50.5من من متزاید متزاید   ff  ''((xx))منحنى منحنى : : ًمثلا ھنا ًمثلا ھنا 
  

  موجبةموجبة) ) ''  ff  ( ( ً متزاید ، إذا ً متزاید ، إذا   ((  ff  ))منحنى منحنى 
  موجبةموجبة) ) ''''  ff  ( ( ً متزاید ، إذا ً متزاید ، إذا   ((  ''  ff  ))منحنى منحنى 

  موجبةموجبة) ) ''''''  ff  ( ( ً متزاید ، إذا ً متزاید ، إذا   ((  ''''  ff  ))حنى حنى منمن
   ... ...وھكذاوھكذا

  

  : f ''(x) منحنى ) 3
  

      لتحدید التقعر والانعطاف ، نحولھ إلى خط أعداد وإشارات
  سالب وتحت السینات موجب   ما فوق محور السینات 

  
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  سالبةسالبة) ) ''  ff  ( ( ً ، إذا ً ، إذا ناقصناقص مت مت  ((  ff  ))منحنى منحنى 
   سالبة سالبة))''''  ff  ( ( ً ، إذا ً ، إذا ناقصناقص مت مت  ((  ''  ff  ))منحنى منحنى 
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                 
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   والانعطافُّالتقعر/ ورقة عمل 

  
  

َّمتزایدا، فإن إشارة مشتقتھ ) f ' (منحنى إذا كان ) 1 ً ِ ُ) '' f (منحنى  وبالتالي ، تكون موجبةf یكون مقعرا للأعلى ً َّ ُ  
  

ًمتناقص ) f ' (     كذلك منحنى   ً یكون مقعرf َّ؛ ما یعني أن منحنى سالبة) f ''  (إشارة مشتقتھ         ُِ َّ   سفلا للأُ
  

ُّیغیر عندھا الاقتران اتجاه تقعره النقطة التي) 2 ِّ ّ، تسمى  ُ    عندھاًمتصلابشرط أن یكون الاقتران  انعطاف نقطةُ
  

  المشتقة الثانیة تكون صفرا أو غیر موجودة : عند نقطة الانعطاف ) 3
  

  )جذورھا(ویھا بالصفر لإیجاد أصفرھا  ونساf '(x)نجد  : اختبار المشتقة الثانیة للقیم القصوى) 4
   محلیة صغرى یكون عنده قیمة فالموجب:  ونعوض فیھا تلك الجذور f ''(x)      ثم نجد 

   f '(x) محلیة ، أما الصفر فلا یعطي نتیجة ویجب فحصھ عن طریق إشارة عظمى یكون عنده قیمة والسالب      
  

  ''vv((tt))<<  00  ==ssَّیتحرك في الاتجاه السالب عندما َّیتحرك في الاتجاه السالب عندما وو  ==  vv((tt))  >>  00  ss''((tt))َّ یتحرك الجسم في الاتجاه الموجب عندما َّ یتحرك الجسم في الاتجاه الموجب عندما ))55
  

ِتكون سرعة الجسم المتجھة متزایدة عندما) ) 66 ِتكون سرعة الجسم المتجھة متزایدة عندماُ   والعكس والعكس  ...  ... ==  aa((tt))  >>  00  ss''''((tt))  ::ً یكون التسارع موجباً  یكون التسارع موجبا ُ
  

  :' f )( نحولھ إلى خط أعداد وإشارات لـ   f '(x)إذا كان المعطى ھو منحنى  :  : من خلال الرسممن خلال الرسم) ) 77
   ثم من خلالھ نحدد التزاید والتناقص والقصوىسالبوما تحت السینات  موجب )x (ا فوق محور السیناتم     

  
  
  
  
  
  

  

  عندما یكون منحنى الاقتران متزایدا في فترة ما ، فإن مشتقتھ تكون موجبة في تلك الفترةعندما یكون منحنى الاقتران متزایدا في فترة ما ، فإن مشتقتھ تكون موجبة في تلك الفترة) ) 88
  

  وھكذاوھكذا... ... مقعر للأعلى مقعر للأعلى   ff  ((xx))   تكون موجبة أي أن  تكون موجبة أي أن ff  ''''((xx)) متزاید إذا   متزاید إذا  ff  ''((xx))منحنى منحنى : : ً      مثلاً      مثلا
  
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

  :: جد  جد ff  ''((xx))نى نى  معتمدا الشكل المجاور والذي یمثل منح معتمدا الشكل المجاور والذي یمثل منح:: مثال  مثال ******
  

  القیم القصوى المحلیةالقیم القصوى المحلیة) ) فترات التزاید والتناقص  جفترات التزاید والتناقص  ج) ) القیم الحرجة  بالقیم الحرجة  ب) ) أأ
  نقط الانعطافنقط الانعطاف) ) فترات التقعر             ھـفترات التقعر             ھـ) ) دد
  

  ::الحل الحل 
  xx  ==  11  ,,  xx  ==  33: : القیم الحرجةالقیم الحرجة) )                                                       أ                                                      أ

  

  ) ) 33,,11((ومتناقص في ومتناقص في ) ) 55,,33((، ، ) ) 11,,00((متزاید في متزاید في ) )                     ب                    ب                                                                
  

  xx  ==  33  ، وصغرى محلیة عند   ، وصغرى محلیة عند xx  ==  11عظمى محلیة عند  عظمى محلیة عند  ) )                                                      ج                                                     ج
  

  ))44,,22((ومقعر للأعلى في ومقعر للأعلى في ) ) 55,,44((، ، ) ) 22,,00((مقعر للأسفل في مقعر للأسفل في ) )                                                      د                                                     د
  

  xx  ==  22    ,,  xx  ==  44یوجد نقطتا انعطاف عند یوجد نقطتا انعطاف عند ) )                                                      ھـ                                                     ھـ
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  تمارینتمارین

  

  :: نقطة انعطاف ھي  نقطة انعطاف ھي ff، فإن للاقتران ، فإن للاقتران )                                               )                                               11
    
    
  
  ::ھو ھو ff((xx))  لنقطة الانعطاف لمنحنى الاقتران لنقطة الانعطاف لمنحنى الاقتران ) ) xx(( فإن الإحداثي  فإن الإحداثي ،،)                                   )                                   22
  
  
  
  

  :: في الفترة  في الفترة لل مقعر للأسف مقعر للأسفff  ((xx))فإن منحنى فإن منحنى    ،     ،  )                                              )                                              33
  
  
  
  :: في الفترة  في الفترة لل مقعر للأسف مقعر للأسفff  ((xx))فإن منحنى فإن منحنى ،   ،   )                                         )                                         44
  
  
  
  ::ھو ھو ff((xx))   الانعطاف لمنحنى الاقتران  الانعطاف لمنحنى الاقتران ))نقاطنقاط ( (لنقطةلنقطة) ) xx(( فإن الإحداثي  فإن الإحداثي ،،)                                          )                                          55
  
  
  
  
  ::ً مقعرا للأعلى ھي ً مقعرا للأعلى ھي ff((xx))التي تجعل منحنى التي تجعل منحنى ) ) aa((، فإن قیم الثابت ، فإن قیم الثابت )                                               )                                               66
  
  
  
  ::ھي ھي ) ) aa((                          لھ نقطة انعطاف عند                 فإن قیمة الثابت                           لھ نقطة انعطاف عند                 فإن قیمة الثابت )                     )                     77
  
  
  
  
  ::ھي نقطة ھي نقطة ) )   22  ,,  11  ((، فإن ، فإن )                                                                          )                                                                          88
  

  ((aa        نقطة انعطاف          نقطة انعطاف    ((bb صغرى محلیة  صغرى محلیة        قیمة       قیمة((cc        قیمة عظمى محلیة          قیمة عظمى محلیة  ((dd      لا شيء مما ذكر       لا شيء مما ذكر 
  
  

  ff((xx))ًمعتمدا الشكل المجاور والذي یمثل منحنى المشتقة الثانیة لكثیر الحدود ًمعتمدا الشكل المجاور والذي یمثل منحنى المشتقة الثانیة لكثیر الحدود *** *** 
  ))1010 ، ،99(( فأجب عن الفقرتین  فأجب عن الفقرتین xx==33و و xx==00   نقطتان حرجتان عند   نقطتان حرجتان عند  ffإذا علمت أن للاقتران إذا علمت أن للاقتران 

    
  : : منحنى الاقتران متناقص في الفترة منحنى الاقتران متناقص في الفترة ) ) 99

  
  

  ::ھو ھو ff((xx))  الانعطاف لمنحنى الاقتران الانعطاف لمنحنى الاقتران   لنقطةلنقطة) ) xx((الإحداثي الإحداثي ) ) 1010
  
  
  
  
  

3 2( ) 2 6 f إذا كѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧان 7 x x x  

 ) 1        )  1          )  2         ) 2   a b c d 

4 3 ( ) 4 f إذا كѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧان  1 x x x  

( ) xf إذا كѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧان    x x e

 ) (2 , )      )  (0 , 2)      )  (   , 2)     )  (   ,0)   a b c d    

 ) ( 1 , 6)      )  ( 1 ,0)      )  ( 1 ,11)     ) ( 1,7)   a b c d    

2( ) 2 ( 5) f إذا كѧѧѧѧѧѧѧѧان   x x a x  

 ) (5 , )      )  ( 5 , )      )  (   , 5)     )  (   ,5)   a b c d       

1 1 ) 1      )       )      )  1
2 2

a b c d 

2( ) 4cos f إذا كѧѧѧѧѧѧѧѧان   x x ax 
3x 

3 ( ) f إذا كѧѧѧѧѧѧѧѧان   x x x 
 ) ( ,0)      )  (1, )      )  ( ,0)     )  (0, )   a b c d   

 '(1) 0  ,   (1) 2  ,   ''(1) f إذا كѧѧѧѧѧѧѧѧѧان 0 f f  

2( ) ( f  إذا كѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧان (9 x Ln x 

 ) 3        )  3          )  3, 3         ) 0   a b c d 

 ) (2, )      )  (0 ,3)      )  (  , 2)     )  (0,2)   a b c d  

 ) 3        )  1          )  2        ) 0   a b c d1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

 

 

c c b d c d a c b c
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  ff((xx))ًمعتمدا الشكل المجاور والذي یمثل منحنى كثیر الحدود ًمعتمدا الشكل المجاور والذي یمثل منحنى كثیر الحدود *** *** 

  ))14،13،12،1114،13،12،11وو1515(( ، أجب عن الفقرات  ، أجب عن الفقرات ]]77,,00[[         المعرف على          المعرف على 
  

  : : منحنى الاقتران مقعر للأعلى في الفترة منحنى الاقتران مقعر للأعلى في الفترة ) ) 1111
  
  

   : :ييھھff((xx))  انعطاف لمنحنى الاقتران انعطاف لمنحنى الاقتران یوجد نقطة یوجد نقطة ) ) 1212
  

  
  :: تساوي  تساوي ff  ''((33))قیمة قیمة ) ) 1313

  
  :: تساوي  تساوي ff  ''  ''((44))قیمة قیمة ) ) 1414

  
  ::ھي ھي ff  القیم الحرجة للاقتران القیم الحرجة للاقتران ) ) 1515

  
  

  ًمعتمدا الشكل المجاور والذي یمثل منحنى المشتقة الأولى لكثیر الحدودًمعتمدا الشكل المجاور والذي یمثل منحنى المشتقة الأولى لكثیر الحدود*** *** 
        ff((xx)) 19،18،17،1619،18،17،16( (  ، أجب عن الفقرات  ، أجب عن الفقرات ]]55,,  22  ––[[ المعرف على  المعرف على((  

  

  : : قعر للأسفل في الفترة قعر للأسفل في الفترة منحنى الاقتران ممنحنى الاقتران م) ) 1616
  
  

  ::ھو ھو ff((xx))  الانعطاف لمنحنى الاقتران الانعطاف لمنحنى الاقتران   لنقطةلنقطة) ) xx((الإحداثي الإحداثي ) ) 1717
  
  

  : : العبارة الصحیحة فیما یأتي ھي العبارة الصحیحة فیما یأتي ھي ) ) 1818
  
  
  

  ::ھي ھي ff  القیم الحرجة للاقتران القیم الحرجة للاقتران ) ) 1919
  

    ،   ، xxم م  ، وكانت                      لجمیع قی ، وكانت                      لجمیع قی]]77,,44[[ ومداه  ومداه ]]99,,  22[[ كان مجال الاقتران المتصل ھو  كان مجال الاقتران المتصل ھو ااإذإذ) ) 2020
  ::           تساوي            تساوي        فإن        فإن 

  
   كان الاقتران                                        یمثل موقع جسم یتحرك في مسار مستقیم ،  كان الاقتران                                        یمثل موقع جسم یتحرك في مسار مستقیم ، ااإذإذ) ) 2121

  ::      فإن الفترة التي یتحرك فیھا الجسم في الاتجاه السالب ھي      فإن الفترة التي یتحرك فیھا الجسم في الاتجاه السالب ھي
  
  
  

  یمثل موقع جسم یتحرك في مسار مستقیم ، یمثل موقع جسم یتحرك في مسار مستقیم ،  كان الاقتران                               كان الاقتران                              ااإذإذ) ) 2222
  ::      فإن الفترة التي تكون فیھا سرعة الجسم متزایدة       فإن الفترة التي تكون فیھا سرعة الجسم متزایدة 

  
  
  
  
  
  
  
  

 ) (4,1)      )  (3,4)      )  (5,0)      )  (1,0)   a b c d

a   غѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧیر موجѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧودة (        1  (          0  (        2 (  b c d

a   غѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧیر موجѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧودة (        1  (          0  (        2 (  b c d

    ) 0, 3,5,7        )  4          )  3        ) 3,5   a b c d

 ) (1,7)      )  (4 ,7)      )  (4,5)      )  (1,5)   a b c d

  )        )  (0 , 3)      )  ( 2, 2)      )  ( 2,5)     a b c d  

 ) 3        )  1          )  2        ) 0   a b c d

 ) ''(2) 0      )  ''(3) 0      )  ''(0) 0      )  ''(2) 1   a f b f c f d f    

    ) 2        ) 0, 3          ) 2,0, 3,5        ) 2,5   a b c d 

'(x) 0f 
(2)f    )   9        )   2          )  7        )  4 a b c d

3 ( )  12 3s t t t  

 ) (0,4)      )  (0, )      )  (2, )     )  (0, 2)   a b c d 

 ) (0,4)      )  (0, )      )  (2, )     )  (0, 2)   a b c d 

2 3 ( )  6 s t t t 

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

          

     

    b a b b d c c a a d d d
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  فترات التزاید والتناقصفترات التزاید والتناقص) ) bb                                        القیم الحرجةالقیم الحرجة) ) aaلكل من الاقترانات الآتیة ، جد لكل من الاقترانات الآتیة ، جد   : : السؤال الثاني السؤال الثاني 
                                          cc ( ( القیم القصوى المحلیة القیم القصوى المحلیة      ((dd  فترات التقعر للأعلى والأسفل   فترات التقعر للأعلى والأسفل ((ee نقاط الانعطاف  نقاط الانعطاف ))إن وجدتإن وجدت((  

  

  
11))                                                                                                                                            22))  

  
  

33))                                                                                                                                            44))  
  
  

55))                                                                                                                                            66))  
  

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  :: جد جد ، ،  ff((xx))   كثیر الحدود كثیر الحدودمعتمدا الشكل المجاور والذي یمثل منحنىمعتمدا الشكل المجاور والذي یمثل منحنى) ) 11

  القیم الحرجة  القیم الحرجة  ) )    أ   أ
  

  فترات التزاید والتناقصفترات التزاید والتناقص) )  ب ب
  

  القیم القصوى المحلة والمطلقة القیم القصوى المحلة والمطلقة ) )  ج ج
  

  فترات التقعر للأعلى والأسفلفترات التقعر للأعلى والأسفل) )   د  د
  

  نقط الانعطاف نقط الانعطاف ) )  ھـ ھـ
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

   ، ،  ff  ''((xx))   المشتقة الأولى المشتقة الأولىمعتمدا الشكل المجاور والذي یمثل منحنىمعتمدا الشكل المجاور والذي یمثل منحنى) ) 22
  ::  جدجد، ،    كثیر حدود كثیر حدودff((xx))          حیث           حیث 

  

  القیم الحرجة  القیم الحرجة  ) )    أ   أ
  

  فترات التزاید والتناقصفترات التزاید والتناقص) )  ب ب
  

  القیم القصوى المحلة والمطلقة القیم القصوى المحلة والمطلقة ) )  ج ج
  

  سفلسفلفترات التقعر للأعلى والأفترات التقعر للأعلى والأ) )   د  د
  

  نقط الانعطاف نقط الانعطاف ) )  ھـ ھـ
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

   ، ،  ff  ''''((xx))   المشتقة الثانیة المشتقة الثانیةمعتمدا الشكل المجاور والذي یمثل منحنىمعتمدا الشكل المجاور والذي یمثل منحنى) ) 44
  ::، جد ، جد    كثیر حدود  كثیر حدود ff((xx))ث ث           حی          حی

    ff  ''''  ((00))) )   أ  أ
  

    ff  ''''''  ((22))) )  ب ب
  

  فترات التقعر للأعلى والأسفلفترات التقعر للأعلى والأسفل) )  جد جد
  

  نقط الانعطاف نقط الانعطاف ) )  ھـ ھـ
    

  ffفجد فترات التزاید والتناقص للاقتران فجد فترات التزاید والتناقص للاقتران  :  : xx  ==  ––  33   ،  ، xx  ==  00 قیمتین حرجتین عند  قیمتین حرجتین عند ff  إذا كان للاقتران إذا كان للاقتران ) )  و و
   نوعھا  نوعھا التي عندھا قیم قصوى محدداالتي عندھا قیم قصوى محددا) ) xx((     ثم جد قیم      ثم جد قیم 

  
  

  
  
  

 2 ( ) cos sin   ,   0,2f x x x  

2 23 ( ) ( 4)f x x 3 2( ) 2 3 36 5f x x x x   

2 3 ( ) ( 1)f x x x 

 ( )
1

xef x
x




( )
1

Lnxf x
x



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ِتحدید أكبر ربح ممكن،: :  في التطبیقات الحیاتیة والعلمیة، مثل في التطبیقات الحیاتیة والعلمیة، مثلًموضوعات استعمالاًموضوعات استعمالاالالمن أكثر من أكثر تطبیقات التفاضل تطبیقات التفاضل  ِتحدید أكبر ربح ممكن،ُ ُ  
ِ أو أقل تكلفة ممكنة                                                         ِ أو أقل تكلفة ممكنةُ   ..، وأكبر مسافة، وأكبر مسافة  وإیجاد أقل جھدوإیجاد أقل جھد  ،،  ُ

   أن تكون عظمى أو صغرى ثم نكتب اقترانا یتضمنھا أن تكون عظمى أو صغرى ثم نكتب اقترانا یتضمنھانحدد الكمیة المطلوبنحدد الكمیة المطلوب: : ملخص طریقة الحل ملخص طریقة الحل 
  وھنا یجب أن یكون الاقتران بمتغیر واحد فقط لأن الاشتقاق سیكون بدلالة ذلك المتغیر ، وھنا یجب أن یكون الاقتران بمتغیر واحد فقط لأن الاشتقاق سیكون بدلالة ذلك المتغیر ،                  (                  ( 

  ) )           بخلاف المعدلات المرتبطة حیث كان الاشتقاق بالنسبة للزمن فلم یكن ما یمنع من ووجود عدة متغیرات          بخلاف المعدلات المرتبطة حیث كان الاشتقاق بالنسبة للزمن فلم یكن ما یمنع من ووجود عدة متغیرات
  ثم نشتق ونساوي بالصفر لإیجاد القیم الحرجة ثم نشتق ونساوي بالصفر لإیجاد القیم الحرجة ) ) ْإن أمكنْإن أمكن ( (د مجال الاقتراند مجال الاقترانِّحدِّحدنن

    ))أكبر ما یمكن أو أصغر ما یمكنأكبر ما یمكن أو أصغر ما یمكن: : حسب المطلوب حسب المطلوب (( المطلقة  المطلقة وملاحظة إشارة المشتقة لإیجاد القیم القصوىوملاحظة إشارة المشتقة لإیجاد القیم القصوى
  

   : :المحاور الأساسیة الواردة في الكتابالمحاور الأساسیة الواردة في الكتاب
ِإیجاد أكبر حجم ممكن) 1   ِإیجاد أقل طول ممكن) ) 22      ُ ِإیجاد أقل طول ممكنُ ِممكنزمن زمن إیجاد أقل إیجاد أقل ) ) 44                                  إیجاد أقرب مسافةإیجاد أقرب مسافة) ) 33    ُ ِممكنُ ُ    

  
           ممكنة ممكنةةةححمسامساكبر كبر  إیجاد أ إیجاد أ))88    تطبیقات في المستوى الإحداثيتطبیقات في المستوى الإحداثي) ) 77            إیجاد أكبر زاویةإیجاد أكبر زاویة)  )  66              تطبیقات اقتصادیةتطبیقات اقتصادیة  ))55  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
ِإیجاد أكبر حجم ممكن) 1 ُ  

ِصندوق على شكل متوازي مستطیلات، صنع من قطعة كرتون رقیقة، مربعة الشكل، :مثال الكتابمثال الكتاب) ) 11 ِصندوق على شكل متوازي مستطیلات، صنع من قطعة كرتون رقیقة، مربعة الشكل،ُ ُ  
ِّ مربعات متطابقة من زوایاھا، وطي الجوانب إلى الأعلى44وذلك بقطع وذلك بقطع  ،  ،   ddmm  88   طولھا طولھا               ِّ مربعات متطابقة من زوایاھا، وطي الجوانب إلى الأعلىَ َ..  
ِالصندوق لیكون حجمھ أكبر ما یمكن   أجد أبعاد أجد أبعاد                 ِالصندوق لیكون حجمھ أكبر ما یمكنُ ُ..  

  
          الجواب

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
    :: منھا  منھا ع صندوق على شكل متوازي مستطیلاتع صندوق على شكل متوازي مستطیلاتصُنصُنُ نرید ُ نرید ،،  الشكلالشكلستطیلة ستطیلة ممالمقوى المقوى   من الورقمن الورققطعة قطعة  ::مثال مثال ) ) 22

ِّ، وطي الجوانب    مربعات متطابقة من زوایاھا مربعات متطابقة من زوایاھا44وذلك بقطع وذلك بقطع                ِّ، وطي الجوانب َ   ،،) ) ccmm  2211(( ، إذا كان طول القطعة  ، إذا كان طول القطعة إلى الأعلىإلى الأعلىَ
ِالصندوق لیكون حجمھ أكبر ما یمكن  جد أبعادجد أبعاد ،  ،   ))ccmm  1166((       وعرضھا        وعرضھا  ِالصندوق لیكون حجمھ أكبر ما یمكنُ ُ  ..  

  
  ))22xx  )()(1166  ––  22xx  )()(xx  ––  2211     = (     = (                  الارتفاعالارتفاع× × العرض العرض × × الطول الطول = = الحجم الحجم                   : : الحل الحل 
  33= = فاع فاع  ، الارت ، الارت1010 =  = 66  ––  1616= =  ، العرض  ، العرض 1515 =  = 66  ––  2121= =  الطول  الطول             

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  ))  xx  ccmm((طول ضلعھا طول ضلعھا   ّقاعدتھ مربعة الشكلّقاعدتھ مربعة الشكلمستطیلات، مستطیلات،   صندوق على شكل متوازيصندوق على شكل متوازي::مثال مثال ) ) 33

   ؛ ؛ccmm  144144إذا كان مجموع أطوال أحرف الصندوق یساوي إذا كان مجموع أطوال أحرف الصندوق یساوي   ..المجاورالمجاور  كما في الشكلكما في الشكل                      
    1212: : جواب جواب الال                                      .. التي تجعل حجم الصندوق أكبر ما یمكن التي تجعل حجم الصندوق أكبر ما یمكنxxفجد قیمة فجد قیمة                 

  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

ّیبین الشكل المجاور متوازي مستطیلات ارتفاعھ ::مثال مثال ) ) 44 ّیبین الشكل المجاور متوازي مستطیلات ارتفاعھ ُ ُhh  متر  متر 88ي منتظم ارتفاعھ ي منتظم ارتفاعھ ً،موضوعا داخل ھرم رباعً،موضوعا داخل ھرم رباعمترمتر             
  على قاعدة الھرم،على قاعدة الھرم،  بحیث تنطبق قاعدة متوازي المستطیلاتبحیث تنطبق قاعدة متوازي المستطیلات    ((mm  44))    ضلع قاعدتھ ضلع قاعدتھ   وطولوطول        
ّ إذا علمت أن الھرم   ..   وتقع رؤوسھ على أحرف الھرم وتقع رؤوسھ على أحرف الھرم           ّ إذا علمت أن الھرم ُ ُOOPPQQRRSS   والھرم والھرمOOAABBCCDD،متشابھان، متشابھان   

  ::                                   الجواب                                    الجواب ..ُ التي تجعل حجم متوازي المستطیلات أكبر ما یمكنُ التي تجعل حجم متوازي المستطیلات أكبر ما یمكنhhفجد قیمة فجد قیمة             
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
ًیبین الشكل المجاور مخروطا طول نصف قطر قاعدتھ  : :مثالمثال) ) 55 ّ ًیبین الشكل المجاور مخروطا طول نصف قطر قاعدتھُ ّ ُ))  rr  ccmm  ((وارتفاعھ، وارتفاعھ ،) ) hh  ccmm ( (  

   . .ُأكبر ما یمكنُأكبر ما یمكن   اللتین یكون عندھما حجم المخروط اللتین یكون عندھما حجم المخروطhh و  و rrَ ، جد قیمتي َ ، جد قیمتي rr  ++  hh  ==  6600: : حیثحیث                
  :     الجواب                                     الارتفاع × ثلث مساحة القاعدة = حجم المخروط : الحل

  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  ) ) ccmm  99((وارتفاعھ وارتفاعھ ) ) ccmm  55((ن وضعھا داخل مخروط نصف قطر قاعتھ ن وضعھا داخل مخروط نصف قطر قاعتھ مكمكیُیُ جد حجم أكبر أسطوانةجد حجم أكبر أسطوانة: : مثال مثال ) ) 66
  

                             
      

8
3

h 

40 ,  20r h 

210 100V= ( ) (3)
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  داخل تجویف كروي داخل تجویف كروي   أكبر مخروط دائري قائم یمكن وضعھأكبر مخروط دائري قائم یمكن وضعھوحجم وحجم أبعاد أبعاد جد جد  :  : تمرینتمرین) ) 77

  ) .) .ccmm  33((نصف قطره نصف قطره                             
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

32h=4    ,     r= 8            : (الجѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧواب)
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ِإیجاد أقل طول ممكن) ) 22 ِإیجاد أقل طول ممكنُ ُ                                

َّ ، وھما مثبتان بسلكینmm  99 ، والمسافة بینھما  ، والمسافة بینھما mm  44 ، وطول الآخر  ، وطول الآخر mm  88عمودان طول أحدھما عمودان طول أحدھما : :  مثال الكتاب مثال الكتاب))88 َّ ، وھما مثبتان بسلكینُ ُ  
  ..َّمة كل عمود بوتد عند سطح الأرض كما في الشكل المجاورَّمة كل عمود بوتد عند سطح الأرض كما في الشكل المجاورِیصلان قِیصلان ق        
  لتثبیت الوتد بین العمودینلتثبیت الوتد بین العمودین   أجد الموقع المناسب أجد الموقع المناسب      
ِ بحیث یكون طول السلك المستعمل أقل ما یمكن       ُ َ ِ بحیث یكون طول السلك المستعمل أقل ما یمكنُ ُ َ ُ..    
  

  xx  ==  33: : الجواب الجواب 
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  ، جد بعدیھا بحیث یكون محیطھا أقل ما یمكن ، جد بعدیھا بحیث یكون محیطھا أقل ما یمكن ) ) mm22  440000((قطعة أرض مستطیلة الشكل مساحتھا قطعة أرض مستطیلة الشكل مساحتھا : : مثالمثال  ))99
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  ویقع أحد جوانبھا بمحاذاة نھرویقع أحد جوانبھا بمحاذاة نھر   ، ،))mm22  445500 ( (شراء قطعة أرض مستطیلة الشكل مساحتھاشراء قطعة أرض مستطیلة الشكل مساحتھاأراد رجل أراد رجل : : مثالمثال  ))1010

  ھذه القطعة اللذین یجعلان طول السیاج اللازمھذه القطعة اللذین یجعلان طول السیاج اللازم  ُما بعداُما بعدا. . ا في الشكل المجاورا في الشكل المجاور كم كم                        
  الجھات الثلاث الأخر أقل ما یمكن؟الجھات الثلاث الأخر أقل ما یمكن؟   لإحاطتھا من لإحاطتھا من                      
   ، فكم تبلغ قیمة ھذه التكالیف؟ ، فكم تبلغ قیمة ھذه التكالیف؟))JJDD  1100 ( ( من السیاج من السیاجالواحدالواحد  تكلفة المترتكلفة المتركانت كانت إذا إذا وو                        

  
  600=    التكلفة                               60 = العرض+ العرض + الطول = المحیط 

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
11(  
  
  
  
  
  

  
                                                                                                            X=700 , y = 350 

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
12(  
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  إیجاد أقرب مسافةإیجاد أقرب مسافة) ) 33
  

  ))ccmm  //  ss  44((بسرعة بسرعة ) ) CC((متجھة إلى متجھة إلى ) ) DD((الحركة من الحركة من ) ) mm(( مستطیل ، بدأت النقطة  مستطیل ، بدأت النقطة AABBCCDD  ::مثالمثال  ))1313
  ))ccmm//ss  22((وبسرعة وبسرعة ) ) BB((باتجاه باتجاه ) ) CC((من من ) ) kk((           وفي نفس الوقت تحركت النقطة            وفي نفس الوقت تحركت النقطة 

   ثانیة تصبح المسافة بین النقطتین أقل ما یمكن ؟  ثانیة تصبح المسافة بین النقطتین أقل ما یمكن ؟            بعد كم           بعد كم
  

  ثانیة كانت المسافة بینھما أقرب ما یمكن) t(نفرض أنھ بعد : : الحل الحل 
            

                                
  
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
1414((  

  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
2525((  
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  تطبیقات اقتصادیةتطبیقات اقتصادیة) ) 55
  

َّ، أو أعلى إیراد، أو أقل تكلفة لمنتج معین  إیجاد أعلى ربحًالھدف دائما  ُ َُ.  
َیرمز إلیھ  اقتران التكلفة ُّویطلق على معدل تغیر  . C(x(  بالرمز ُ ُ َُّ َC بالنسبة إلى xِّالتكلفة الحدیة    اسم)C'(x)(  
َیرمز إلیھ بالرمز  اقتران الإیراد ُ )R(x .  ومشتقة اقتران الإیراد )R '(xفتسمى ّ   ِّالإیراد الحدي   ُ

  
َّبناء على ما سبق، فإن    P(x) = R(x) - C(x (: یعطى بالاقتران الآتيx)P(ربح اقتران الً

  P '(x)ھو ِّوالربح الحدي
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  .. عدد الأجھزة المبیعة عدد الأجھزة المبیعةxx دینار ، حیث  دینار ، حیث ))ss((xx))  ==  11000000  --  xx(( بمبلغ  بمبلغ حاسوبحاسوبیبیع أحد المحلات جھاز الیبیع أحد المحلات جھاز ال  ::مثالمثال  ))1212
   ؛ ؛CC((xx))  ==  33000000  ++  2200xxُھذه الأجھزة تعطى بالاقتران ُھذه الأجھزة تعطى بالاقتران    من منxx فإذا كانت تكلفة إنتاج  فإذا كانت تكلفة إنتاج                           
  ..للحصول على أكبر ربح ممكنللحصول على أكبر ربح ممكنبیعھا بیعھا  فجد عدد الأجھزة التي یجب  فجد عدد الأجھزة التي یجب                           

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  ....من الخلاطات الكھربائیةمن الخلاطات الكھربائیة) ) xx ( ( زمنیة محددة كمیة زمنیة محددة كمیةتنتج إحدى شركات الأدوات الكھربائیة خلال فترةتنتج إحدى شركات الأدوات الكھربائیة خلال فترة: : مثالمثال  ))1313

  
  بالعلاقةبالعلاقةیعطى یعطى ) ) بالدیناربالدینار((معدل كلفة إنتاج كل قطعة معدل كلفة إنتاج كل قطعة إذا كان إذا كان                   

  
  جد عدد القطع المنتجة خلال الفترة لتحقیق أقل كلفة ممكنةجد عدد القطع المنتجة خلال الفترة لتحقیق أقل كلفة ممكنة) )     أ    أ
   ممكن  ممكن ر ربحر ربحالتي تحقق أكبالتي تحقق أكب ، فجد عدد القط  ، فجد عدد القط  دینار دینار100100بمبلغ بمبلغ تباع تباع كل قطعة منتجة كل قطعة منتجة إذا كانت إذا كانت ) )   ب  ب

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

400( ) 20C x x
x

  

x  الجѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧواب: 490

60  , x x الجѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧواب: 20  
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21 29
22 28
.
.
20 30

(20 )(30 ) 600 10x x
' 10 2 0 5

 عѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧدد الاشѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧجار : 25

x x
R x x
R x x





  

      
     


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  إیجاد أكبر زاویةإیجاد أكبر زاویة) ) 66
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  تطبیقات في المستوى الإحداثيتطبیقات في المستوى الإحداثي) ) 77
  
   ) )  yy22  ==  22xx  ––  11((  الواقعة في الربع الأول على منحنى الاقترانالواقعة في الربع الأول على منحنى الاقتران) ) xx  ,,  yy((جد النقطة جد النقطة : : مثالمثال  ))1414

  ))00  ,,  33((                  والتي أقر ما یمكن إلى النقطة                   والتي أقر ما یمكن إلى النقطة 
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

   ممكنة ممكنةةةححمسامساكبر كبر إیجاد أإیجاد أ  ))88
  

   ،  ، ))22rr  ccmm ( ( وعرضھ وعرضھ((hh  ccmm))من مستطیل طولھ من مستطیل طولھ   ّمكونّمكونشباك شباك ُ یراد ثنیھ لإحاطة ُ یراد ثنیھ لإحاطة ((ccmm  110000))سلك طولھ سلك طولھ : مثالمثال) ) 1515
   الشكل المجاور، الشكل المجاور، كم في كم فيفي أعلى المستطیل وأسفلھفي أعلى المستطیل وأسفلھ) )   ((rr  ccmmقطر كل منھما قطر كل منھما   َونصفي دائرة نصفَونصفي دائرة نصف                    

ُمساحة مغلقة یمكن   أكبرأكبر          جد           جد  ُمساحة مغلقة یمكن ِ   ..للسلك إحاطتھاللسلك إحاطتھاِ
  مساحة المستطیلمساحة المستطیل+ + مساحة نصفي الدائرة مساحة نصفي الدائرة = = الاقتران الذي یمثل مساحة المنطقة المطلوبة الاقتران الذي یمثل مساحة المنطقة المطلوبة  :  : الحلالحل

    
  طول السلك طول السلك = = محیط الشباك محیط الشباك 

  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
ًّیبین الشكل المجاور قطاعا دائریا محیطھ  :مثالمثال) ) 1616 ً ّ ًّیبین الشكل المجاور قطاعا دائریا محیطھُ ً ّ ُ) ) 220000  ccmm(( ، ،  

  ..ييِجد أكبر مساحة ممكنة للقطاع الدائرِجد أكبر مساحة ممكنة للقطاع الدائر                          
  

  
  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ 
 كان إذا. من الأعلى  على شكل متوازي مستطیلات قاعدتھ مربعة ومفتوحرید حداد صنع صندوق من الصفیحیُ:مثال)17

ُتصنیعھ أقل ما یمكن المستعملة فيالصفیح ّالتي تجعل كمیة  الصندوق ؛فجد أبعاد)cm3 32000(مطلوب حجم الال ّ .  
  المطلوب أن تكون المساحة الجانبیة ومساحة القاعدة السفلیة أصغر ما یمكنالمطلوب أن تكون المساحة الجانبیة ومساحة القاعدة السفلیة أصغر ما یمكن: : الحل الحل 

  المساحة الجانبیةالمساحة الجانبیة+ + مساحة القاعدة مساحة القاعدة : :          وھذا یعني          وھذا یعني 
  :  :  الارتفاعالارتفاع× × محیط القاعدة محیط القاعدة + + مساحة المربع مساحة المربع    =    =                                       

  
      

  
  
  

2 4A x xh 

2
2

3200032000 h=V x h
x

  

V x x h  

2 2 2

2

2

( 3) ( 0) ( 3) 2 1
2( 3) 2' 0 2

2 ( 3) 2 1

2(2) 1 3

(2,  (النقطѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧة)...  (3

D x y x x
xD x

x x

y y

       

 
    

  

    



 (2,4) :  الجѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧواب 

5 4 5 4 ( , ), ( , ) :  الجѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧواب 
3 3 3 3



50 2500 ,  : r الجѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧواب  A
 

 

2 21 1 200 2( ) 50 :  الجѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧواب 
2 2

rA r r r
r




   

40,h=20 : x الجѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧواب  
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