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 الدرس الاول                                                             

 معدل التغير

 تعريف:
, وسنرمز للتغٌر فً س  1س – 2فان مقدار التغٌر فً س هو س 2الى س  1اذا تغٌرت قٌمه متغٌر مثل س من س

 س وتقرأ ) دلتا س (بالرمز

 

 ؟  34,3الى  3445س اذا تغيرت س من مثال : جد 

 

 

 

 

 س فً الحالات الاتٌه :مثال : جد 

  244=  2, س  4=  1س (1

 1= ن + 2الى س= ن  1س اذا تغيرت س من  (2

 

 

 

 

 

 

 
 تعرٌف:

 التغٌر فً س ٌصاحبه التغٌر فً ق)س(
= )( 1ق)س –( 2ق)س ق)س 

 1ص  – 2ص = ص 

 
 س عندما : 4+  2احسب مقدار التغٌر فً ق)س( = سمثال :  

  3الى  1تتغٌر س من  (1
  1 –اذا تغٌرت س من  ن الى ن  (2

 
 
 
 
 
 

1ٌساوي ) 2الى  س 1, وكان مقدار التغٌر فً الاقتران ق عندما تتغٌر س من  1-+ س ( 2مثال : اذا كان  ق)س( = ) س
3


 2( , فجد قٌمه س
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 تعرٌف :
wفان المقدار   اذا كان ص = ق)س(

s



 حٌث: 2الى س 1ٌسمى معدل التغٌر فً ص عدما تتغٌر س من س  

 121 s 1 2 1 2

1 2 1 2

( s)r ( s)r w w w
s s s s s

  
 

  
   

 س+  1= س 2حٌث س

 
 جد معدل التغٌر ؟   5الى  1+ س وتغٌرت س من  2مثال : اذا كان ق)س( = س

 
 
 
 
 
 

 ؟ 2الى  1-س  فجد معدل التغٌر عندما تتغٌر س من 3+  2س2مثال : اذا كان ق)س( = 
 
 
 
 
 

 ؟  2,1الى  2, فجد معدل التغٌر فً الاقتران ق اذا تغٌرت س من  2س – 5مثال : اذا كان ص = ق)س(= 
 
 
 
 
 
 

 جد معدل التغٌر فً ق ؟  [4,  2]س  وتغٌرت س حسب الفتره  2 – 3مثال : اذا ق)س( = س
 
 
 
 
 

sاذا كان ق)س( = مثال : 
s

2
 
 

r(s)جد  4الى  1-وتغٌرت س من   
s
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s22مثال :اذا كان ق)س( =       s        5 ≤, س  

 جد معدل التغٌر  6الى  3وتغٌرت س من     5, س >                    1+  2س                                 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  3 ≤, س   3 – 2مثال : اذا كان ق)س( =      س

r(s)جد  2بمقدار  4وتغٌرت س من         3, س >  1س + 2                                  
s




 

 
 
 
 
 
 
 

 > س >  0,     هـ )س(          , هــ )س( =    – 2ق)س( = سمثال : اذا كان 
             ≤, س              3                                                                            

وتغٌرت س من    
2
   بمقدار

2
  جد

(s)r
s




 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

فما قٌمه   12ٌساوي   2+  1الى س  1وكان معدل تغٌر ق)س( عندما تتغٌر س من  س  5+  2مثال : اذا كان ق)س( = س
 ؟  1س
 
 
 
 
 
 
 



 3442309770الوحده الثانيه : التفاضل                                                الاستاذ : يحيى فواخره        

 

4 
 

 2س >  ≥ 0|   , 3 –س 2مثال : اذا كان ق)س( =    | 
  4الى  1فجد معدل التغٌر فً الاقتران  ق عندما تتغٌر س من    6> س  ≥ 2,     [1س +  ]                                 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

r(s)وكان   [, أ 1 ] Ӭس   3مثال : اذا كان ق)س( = س
s




 جد أ ؟   13=  

 
 
 
 
 
 
 

r(s),   3=  1+ س وكانت  س 2ق)س( = سمثال : اذا كان 
s




 ؟ sجد  10= 

 
 
 
 
 
 

 جد معدل التغٌر ؟   [3 ,5 ]س     2مثال : اذا كان ق)س( = 
 
 
 
 

r(s)وكان   [ -1  ,2]ب  , س  3 – 2مثال : اذا كان  ق)س( = أ س
s




 , جد أ ؟  6= 
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r(s)مثال : اذا كان 
4

s





r(s),  [6,  1 ]فً الفتره     
3

s





r(s)جد [ 3,  1 ]فً الفتره   
s




  فً الفتره  

 ؟ [6,  3 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

فجد معدل التغٌر فً  2(= 4( + ق)1, وكان ق) 3ٌساوي  [ 4,  1 ]كان معدل التغٌر فً ق على الفتره مثال : اذا 
 ؟  [ 4,  1])س( على الفتره 2الاقتران هـ )س( = ق

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[ 1  ,3 ]  ,(s)i5هـ )س(    س  2 – 3مثال  : اذا كان  ق)س(= س
2 s





r(s)جد  [3,  1 ], فً   

s



فً    

[1  ,3] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 [9,  5 ], وكان معدل ااتغٌره على الفتره  7ٌساوي  [5,  2 ]مثال : اذا كان معدل التغٌر فً الاقتران ق على الفتره 
 ؟  [ 9,  2 ], فجد معدل التغٌر فً الاقتران ق على الفتره  14ٌساوي 
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ق)س( , فجد  3 –س 2, وكان هــ )س( =  12ٌساوي  [6,  1 ]مثال : اذا كان معدل التغٌر فً الاقتران ق فً الفتره 
 ؟[6,  1 ]فً الاقتران هـ فً الفتره معدل التغٌر 

 
 
 
 
 
 
 
 

 4, فجد معدل التغٌر فً الاقتران هــ )س(=  5ٌساوي  [2,  1- ]مثال : اذا كان معدل التغٌر فً الاقتران ق على الفتره 
 ق)س(  ,  على الفتره نفسها ؟  3 – 2س
 
 
 
 
 
 
 
 

2اذا كان مثال :
(s)r

(s)i
    س [ 2  ,5]  ( 2هـ)× ( 5هــ= )جد  1-(= 2وكان ق) 2(s)r

s



          فً  

 ؟  [5,  2 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 فما قٌمه  أ ؟  11ٌساوي   [أ 3أ ,  ]س فً الفتره  3+  2س 2مثال  : اذا كان معدل التغٌر للاقتران ق)س(= 
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 : التفسٌر الهندسً لمعدل التغٌر 
 

ص                                   ب                                                                                         
2 

 1صأ                                                                                                              

 
     1س    2س                                                                                 

هـ
                                           

                                                    

 المار بالنقطتٌن  أ , ب الواقعٌن على منحنى الاقتران " قاطعا"يسمى الخط المستقيم 

r(s)مٌل القاطع أب = w
s s

 


 
 والاتجاه الموجب لمحور السٌناتهً الزاوٌه المحصوره بٌن أب = ظا هــ  "     

 

 س؟ – 3(( الواقعٌن على منحنى الاقتران ق حٌث ق)س(= س5, ق)5( ( , ) 2, ق) 2مثال:جد مٌل القاطع بٌن النقطتٌن ) 

 

 

 

 

 

مع الاتجاه الموجب لمحور   120(( ٌصنع زاوٌه قٌاسها 3, ق) 3(( , )2, ق) 2مثال : اذا كان القاطع المار بالنقطتٌن ) 
 ؟ [3,  2 ]السٌنات فجد متوسط التغٌر 

 

 

 

 

 

( مع الاتجاه السالب 45((  ٌصنع زاٌه قٌاسها )5, ق)  5( , )  7,  3مثال : اذا كان القاطع الواصل بٌن النقطتٌن  ) 

w( 1لمحور السٌنات  جد 
s



 (  5( ق ) 2  

 

 

 

 

 

 

 

 

 ب                                   ٌمثل الشكل التالً منحنى الاقتران ق على الفترهمثال: 

 جد مٌل العمودي على القاطع أب           [ 5,  1 ]

 

 أ                                                                                                              

                                                                                             5            1      
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 : التفسٌر الفٌزٌائً لمتوسط التغٌر

 تعرٌف:

u =1السرعه  المتوسطه =  2

1 2

( k)t ( k)t t
k k k

 


 
   

 

 حٌث , ن : الزمن بالثوانً , ف : المسافه بالامتار  1+  2العلاقه ف)ن(= ن مثال : ٌتحرك جسٌم على خط مستقٌم وفق

 ؟ [ 5,  3 ]احسب السرعه المتوسطه فً الفتره 

 

 

 

 

جد السرعه  20ن +  2 – 2ن2مثال : ٌتحرك جسٌم على خط مستقٌم بحٌث ٌكون بعده بالامتار عن نقطه ثابته  ف)ن(= 
 ؟  [6,  2]المتوسطه فً الفتره 

 

 

 

 

 

 جد  2ن5 –ن  40جسم راسٌا للاعلى بحٌث بعده ف بالامتار عن سطح الارض ومعطى بالعلاقه : ف)ن(= مثال : قذف 

  [4,  1 ]السرعه المتوسطه فً الفتره  (1

  kبدلاله  kالسرعه المتوسطه اذا تغٌرت ن من  صفر الى  (2
 هل السرعه ثابته أم متغٌره ؟ ولماذا ؟  (3

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 أمثله عملٌه:
 سم احسب مقدار التغٌر فً حجم المكعب  3سم الى  5ٌتغٌر طول ضلع مكعب من  (1
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اذا كان ق)س( = ظاس اثبت ان معدل التغٌر للاقتران ٌساوي(2
2i

(i 1)i
 ؟س+هـ اذا تغٌرت س من س الى 

 

 

 

 

سم , فجد  6,1سم ال  6معدنٌه مربعه الشكل تتمدد بالحراره محافظه على شكلها , اذا زاد طول ضلعها من  (صفٌحه3
 معدل التغٌرفً مساحه الصفٌحه بالنسبه الى طولها ؟

 

 

 

 

 

 :تمارٌـــــــــن

 + هــ 2الى  2س , فجد مقدار التغٌر فً قٌمه الاقتران ق اذا تغٌرت س من  – 2اذا كان ق)س( = س (1
 

( الواقعٌن على منحنى الاقتران ق ٌصنع زاوٌه قٌاسها        4, 2( ( , )1, ق) 1اذا كان القاطع المار بالنقطتٌن ) (2

(3
4
) (1مع الاتجاه الموجب لمحور السٌنات فجد ق ) 

 

, فجد  2ق)س( +  –س  3, وكان هـ )س( =  6ٌساوي  [ 4, 1 ]اذا كان معدل التغٌر فً الاقتران ق فً الفتره  (3
 [ 4,  1 ]معدل التغٌر فً الاقتران هــ فً الفتره 

 

اذا كان ق)س( =  (4 121 s  [ 5, 3 ], فجد معدل التغٌر فً الاقتران ق فً الفتره  

 

 جد مٌل القاطع  9الى  1حٌث تغٌرت س من    ssاذا كان  ق)س( =  (5

 

 فجد قٌمه أ 3ٌساوي  [3,  1 ]وكان متوسط التغٌر للاقتران فً الفتره  4س +  3 – 2اذا كان ق)س(  =  أ س (6
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 الدرس الثاني                                        

 المشتقه الاولى                                

** ٌرمز لها بالرمز 
24
s

s
 w]

s] (s) r  

(s) r
i

(i s)r
i 


 , تكون المشتقه موجوده بشرط وجود النهاٌه    

s u

(s)r (u)r
(s) r

s u 





 

 

(s)مثال : جد  r  لكل مما ٌلً : باستخدام التعرٌف العام للمشتقه 

  2ق)س(= س (1

 

 

 

 

 

  1 – 2س2ق)س(=  (2

 

 

 

 

 sق)س(= (3

 

 

 

 

+  3ق)س( = س (4
2
s

  

 



 3442309770الوحده الثانيه : التفاضل                                                الاستاذ : يحيى فواخره        

 

11 
 

 ssق)س(=  (5

 

 

 

 

 س  3+  2ق)س( = س (6

 

 

 

 

ق)س(=  (7
s2
s 3

 

 

 

 

 

 س2جتا 3ق)س(=  (8

 

 

 

 

 ق)س( = ظاس  (9
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H s

(H)r (s)r
(H) r

H s 





 , لحساب المشتقه عند عدد مثلا أ 

0 i

(H)r (i H)r
(H) r

i 

 
 

 

 استخدم تعرٌف العام للمشتقه الاولى ازاء كل من الاقترانات الاتٌه عند قٌمه س المبٌنه ازاء كل منها :مثال : 

  3س     ,  عند س = 2 – 6ق)س( =   (1

 

 

 

  2س  ,عند س =  3+  2ق)س( = س (2

 

 

 

 

 9, عند س =    s -س 5ق)س( =  (3

 

 

 

 

ق)س( =  (4
25
s

s
   = 1-, عند س  

 

 

 

  2+ س   , عند س = 2س – 3ق)س(= س (5
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 فـــكره جدٌده :

5مثال : اذا كان  (3) r    فجد
0 i

(3)r (i4 3)r
i5 

  

 

 

 

6مثال : اذا كان  (0) r   فجد
0 i

(i5)r (0)r
i2 

  

 

 

 

6مثال : اذا كان  (2) r : فجد 

1) 
0 i

(i4 2)r (i5 2)r
i2 

  
       2 )

i

i5
(2)r (i 2)r  

 

 

 

 

 

 

 

3مثال : اذا كان  (3) r    1فان)
3 s

(3)r (s)r
3 s 




   2 )

2
3 s

(3)r (s)r

12 s7 s 



 
 3)

3

3 s

27 s
(s)r (3)r 
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)3مثال : باستخدام تعرٌف المشتقه لاٌجاد  ) r    س 3علما ان ق)س(= جا 

 

 

 

 

 

 مثال : استخدم تعرٌف المشتقه لاٌجاد المشتقه الاولى للاقتران قاس 

 

 

 

 

مثال : استخدم تعرٌف المشتقه لاٌجاد المشتقه الاولى للاقتران 
s

 

 

 

 

 

 

 

 

 أ ( ل)س( , حٌث ل)س( اقتران متصل عند س = أ , اثبت باستخدام تعرٌف المشتقه أن    -مثال :اذا كان ق)س(= )س

(H)g (H) r 
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 تعرٌف :لٌكن الاقتران ق معرفا عند العدد س = أ:

اذا كانت  (1
H s

(H)r (s)r
(H) r

H s 








(H)موجوده , فان   r  تسمى المشتقه الاولى للاقتران ق من

 الٌمٌن عند س = أ 

اذا كانت  (2
H s

(H)r (s)r
(H) r

H s 








(H)موجوده , فان   r  تسمى المشتقه الاولى للاقتران ق من

 الٌسار عند س = أ 

(H)اذا كان  (3 r  =(H) r  فان(H) rموجوده وغٌر ذلك فان(H) r  غٌر موجوده او ق)س( غٌر قابل

 للاشتقاق عند س = أ
 

 

 1 ≥, س     1-س 2مثال : اذا كان ق)س(=    

  1ابحث فً قابلٌه الاشتقاق للاقتران ق عند س =        1 , س <         2س                              

 

 

 

 

 

 

 1س >  ≥ 3-,    1س + 4مثال :اذا كان  ق)س( =       

1)جد    5≥س   ≥  1,      3س+2                                   ) r(1) r ان وجدت 

 

 

 

 

 

  3| ابحث فً قابلٌه اشتقاق  ق عند س=  3 –مثال : اذا كان ق)س( = | س 
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sمثال: اذا كان ق)س( = 
2

2
 
 

  4جد المشتقه الاولى عند س =   

 

 

 

 

مثال : اذا كان ق)س(=  s s  =0جد المشتقه الاولى عند س 

 

 

 

 

 

 3≥> س 0س    ,  – 2مثال : اذا كان ع)س(=   س

  6, س =   3, س =  0جد المشتقه الاولى عند س =  6> س >  3,      9 –س  5                            

 

 

 

 

 

 

  

  2|  جد المشتقه الاولى عند س =  4 – 2مثال : اذا كان ق)س( = | س
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(H)فان [أ , ب ]اذا كان الاقتران ق معرفا على  r  ,(f) r  غٌر موجودتٌن لان ق غٌر معرف على ٌسار العدد أ وغٌر

 اٌضا  على ٌمٌن العدد ب معرف 

 

, س    2+2مثال : لٌكن ق)س( = س 2   احسب 

1) (s) r  2 )(3) r  3 )(4) r 

 

 

 

 

 

 

 

 1 ≥س  ≥ 0+ س    ,  2كان ق)س( = سمثال : اذا 

   5≥> س  1,         1-س 3                           

  5,  س= 1, س =  0جد المشتقه الاولى باستخدام التعرٌف العام عند س = 
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مثال : اثبت ان  
0 i

(i s)r (i s)r
(s) r2

i 

  
  

 

 

 

 

مثال : اثبت ان 
s u

(u)rs (s)ru
(s) rs (s)r

s u 


  


 

 

 

 

 

 

 

مثال : اثبت ان 
s u

(s)rs3 (u)ru3
(s) rs3 (s)r3

s u 


  


 

 

 

 

 

مثال : اذا كان ق قابلا للاشتقاق اثبت ان 
0 i

(i2 s)r (i2 s)r
(s) r4

i 
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 أمثله عملٌــــه : 

مربعه الشكل تتمدد بانتظام , جد معدل التغٌر فً مساحه هذه الصفٌحه بالنسبه الى طولها عندما صفٌحه معدنٌه  (1

 ( سم 5ٌكون طولها ٌساوي )

 

 

 

 

(2)فجد    س هـ 8هــ +  2س5اذا كان مقدار التغٌر فً الاقتران ق)س( ٌساوي  (2 r 

 

 

 

 

 الى طول نصف قطرها ) عند اي قٌمه ( ٌساوي محٌط الدائره .اثبت ان معدل تغٌر مساحه الدائره بالنسبه  (3

 

 

 

 

 

 

 أثبت ان معدل تغٌر حجم الكره بالنسبه الى طول نصف قطرها ) عند اي قٌمه ( ٌساوي مساحه سطحها  (4
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أنبوب من المعدن أسطوانً الشكل ٌزٌد ارتفاعه عن طول نصف قطر قاعدته بمقدار وحدتٌن , سخن الانبوب  (5

 سم6ه فبدأ بالتمدد محافظا على شكله , جد معدل تغٌر مساحته الجانبٌه بالنسبه الى طول نصف قطر قاعدته بالحرار

 

 

 

 

 

 تمارٌن:

2اذا كان ق)س(=     (1

s
8 s

(s)فجد            r 

 

23اذا كان ق)س( =  (2 s      فجد(s) r 

 

 

(1)س | جد  – 2اذا كان ق)س(= | س (3 r 

 

(s)س ( فان  2ع –ع  2اذا كان مقدار التغٌر فً الاقتران ق)س( ٌساوي ) س (4 r  ٌساوي 

 

 

(s)جد  (5 r  = )للاقتران ق)س
31 s 

 

[wجد  (6
s]  = للاقتران ص

24
s

s
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 الدرس الثالث                                    

  الاتصال والاشتقاق                              

 نظرٌه :
 اذا كان ق اقترانا قابلا للاشتقاق عند س = أ فانه ٌكون متصلا عند س = أ 

 البرهان : 

 

 

 

مثال : اذا كان ق)س(= 
5

2
s

       1( ابحث فً اتصال الاقتران ق عند س= 1     1 ≤, س 

 1( ابحث فً قابلٌه الاشتقاق ق عند س =  2       1, س >    1 –س  4                              

 

 

 

 

 

 

 

 0, س<     س + أ      2مثال : اذا كان ق)س(=    

 فجد قٌمه الثابت أ  0قابلا للاشتقاق  عند س =     0≥, س  3 –س 2+  2س                              

 

 

 

 

 

 

  0ابحث فً قابلٌه الاشتقاق عند س =   [س  ]|  2مثال : اذا  كان ق)س(= | س
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 نظرٌه : 
 اذا كان ق)س( غٌر متصل عند س = أ فان ق)س( ٌكون غٌر قابل للاشتقاق عند س = أ 

 

مثال : ابحث فً قابلٌه اشتقاق الاقتران ق)س( =
 5 s
|2 s |



  4عند س =  

 

 

 

 

 

 

مثال : ابحث فً قابلٌه اشتقاق الاقتران ق)س(= 
s

3 s
  3عند س =  

 

 

 

 

 4( ابحث فً اتصال ق)س( عند س =   1   4≥, س    1+  2: اذا كان ق)س( =   س مثال

 4( ابحث فً قابلٌه اشتقاق ق)س(  عند س = 2   4, س <    1 –س 3                       

 

 

 

 

 

 

 

  

1 اذا كان  ق)س( = مثال :  s    ,0 ≤  < 2س  

 4, س =  2ابحث فً قابلٌه الاقتران ق للاشتقاق عند س =   5≥س  ≥ 2,      1 – 2س                                 
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 0 ≥, س        0مثال : اذا كان ق)س( =        

 4> س >  0س   ,  – 5                                 

                              
1

s 5
 ابحث فً  قابلٌه الاقتران ق للاشتقاق على مجاله   4 ≤,  س      

(s)واكتب قاعده  r  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(s)على مجاله , واكتب قاعده  ابحث فً قابلٌه الاشتقاق    2س >  ≥ 1,       [س  ]مثال : اذا كان ق)س( =     r 

  4 ≥س  ≥ 2|  ,  3 –| س                               

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(5)مثال : اذا كانت  r  =2    ( 5, ق =)-جد    1

2

5 s

(5)r25 (s)r s
5 s 
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 تمارٌن : 

 2, ابحث فً قابلٌه الاشتقاق عند س =    [س  ](  2 –اذا كان ق)س( = ) س  (1

 

1, س =   1-ابحث فً قابلٌه الاشتقاق عند س =    [س  2 – 3 ]اذا   كان ل)س( =  (2
4  

 

اذا كان ق)س( =    (3
9 s
3 s




  9 ≠, س     

(9)جد      9س =    ,                 6                      r  ان وجدت 

 

  0 ≥, س    4( 1لٌكن  ق)س( = )س +  (4

  0بٌن ان ق اقتران غٌر قابل للاشتقاق عند س =      0, س <   4( 1 –) س                    

 

 

 

 1 ≥س  ≥ 0,    2س +  2+  2لٌكن ق)س( =    س (5

جد         3 ≥س  ≥ 1س        ,  4+  [س ]                    

s u

(s)r (u)r[ [
0 (s) r

s u s u 
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 الدرس الرابع                                                   

       

 (1قواعد الاشتقاق )                                            

(s)قاعدة : اذا كان ق)س( = جـ   حٌث جـ: ثابت فإن  rصفر = 

 

البرهان : 
s u

(s)r (u)r[ [
0 (s) r

s u s u 

   
 

 

 أمثله:

    4ق)س(= (1

   3-ق)س(=  (2

2ق)س(=  (3
 

 

(s) حٌث ن عدد صحٌح فان      نقاعده: اذا كان ق)س(= س r1-ن= ن س 

 البرهان :

 

 

 

 

 

 

 امثله: جد مشتقه كل من الاقترانات : 

( ق)س( = 12                                                      2ق)س(= س (1
32s  

 ق)س(= س (2

( ق)س( = 13                                     8ق)س(= س (3
32s 

                          5-ق)س( = س (4

 3-ق)س(= س (5

ق)س( =  (6
3
2 s 

ق)س( =  (7
1
2 s 

ق)س(=  (8
2
5 s


                                                

ق)س( =  (9
4
7 s


 

5(ق)س( = 10

1
s

6(ق)س( = 11                                

1
s

 

 

 

  



 3442309770الوحده الثانيه : التفاضل                                                الاستاذ : يحيى فواخره        

 

26 
 

H (s)  قاعده : اذا كان ق)س( = جـ هـ)س( فان   i[ (s) r  

 البرهان :

 

 

 

 أمثله :جد المشتقه الاولى لكل من الاقترانات :

  5س 3ق)س(=  (1

 4س -ق)س(=  (2

ق)س(=  (3
3 s
2

 

5ق)س(=  (4

7
s

 

ق)س(=  (5
3 5s 

2ق)س( وكان ق)س( قابلا للاشتقاق ,  4اذا كان ل)س(=  (6 (5) r    (5)فجد g 

 

 

 

 

(5)| س | فجد  3اذا كان ق)س(= س (7 g 

 

 

 

 قاعده :

(s)هـ )س( فان  ±اذا كان ق)س(= ل)س(  i (s) g (s) r    

 البرهان :
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 امثلـــــــــــــــــه : جد المشتقه الاولى لكل من الاقترانات 

  6س + 7+ 2س6 – 5س3ق)س(= (1

 

3ق)س(=  (2

4
5 s2

s
  

 

 

31ق)س(= (3 s7 s  

 

 

(1)( جد  2 – 3)س 2ق)س(= س (4 r   

 

 

 

 نتٌجه:

اذا كان ص = 
(s)r
[

[wن فإ   
s]

(s) r
[


 

 

 امثله: جد المشتقه الاولى لكل من الاقترانات : 

1) 
2 4s3 s

(s)r
8


 

 

 

2) 
41 s6 s3

(s)r
5
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(s)( 1فجد  4+  2س6 – 4مثال : اذا كان ق)س(= س r  2قٌم  التً ٌكون عندها لمنحنى الاقتران ق مماس افقً؟ ) 

 

 

 

 

(6فجد   [1س+2 ] - 2س4مثال : اذا كان ق)س( =  r 

 

 

 

 

(+ |س| فجد [ 1س +  3 ]مثال : اذا كان ق)س(=  r 

 

 

 

 

  1-|س|  عند س =  -[0,2س+ ]مثال : اذا كان ق)س( = س+ 

 

 

 

 

(مثال : اذا كان ل , هـ اقترانٌن قابلٌن للاشتقاق وكان  g   ,3 (2 ) i    2)فجد ) r : ًفجد كلا مما ٌل 

 هـ )س( 2 –ل)س(  6ق)س(=  (1

1ق)س(= (2
  3ل)س( + هـ )س( + س 2
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 جـ  ≥ق)س( =    ل)س(           , سمثال : اذا كان 

                            ([ s)([) g   س < جـ , 

( اقترانا قابلا للاشتقاق عند س= جـ  , فاثبت ان الاقتران ق قابل وكان ق)س( اقترانا متصلا عند س =جـ , وكان ل)س 

(])للاشتقاق عند س = جـ  , ثم جد  r؟ 

 

 

 

 

 

 1 ≥+ ب س     , س  2مثال : اذا كان  ق)س( =   أ س

(1)وكان    1+ أس  , س <  2ب س – 4                              r  موجوده , فان قٌمه كل من الثابتٌن أ , ب ؟ 

 

 

 

 

 

 

 

 : تمارٌن

 ق)س(=كان  اذا   (1 2 1
2s4 5 s     =2,4جد المشتقه الاولى عند س   

اذا كان ق)س(=  (2
43

( s2) s5
s
   1)جد ) r 
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 الدرس الخامس                                  

 (2قواعد الاشتقاق )                       
 قاعده الضرب :

 م)س( فإن  ×اذا كان ق)س(= ل)س( 

     (s) g (s)l (s) l (s)g (s) r      

 اي ان مشتقه حاصل ضرب اقترانٌن
 مشتقه الاول ×مشتقه الثانً + الثانً  ×الاقتران الاول 

 

(s)امثلــــــــــــه : جد  r : لكل من الاقترانات التالٌه 

 ( 3س + س3( ) 2 – 2ق)س( = )س (1

 

  1( عند س =  3 – 4( )س 2س – 3ق)س( = )س (2

 

 

 (  عند س = صفر  2 – 3س ( )س3 – 2ق)س( = س ) س (3

 

 

 

 

 مشتقه القسمه  قاعده:

اذ كان 
(s)g

(s)r
(s)l

  : فإن 

2

(s)g (s) l (s)l (s) g
(s) r

((s)l)

   
 

 

(s)امثلـــه : جد  r : لكل من الاقترانات 

اذا  كان  (1
2

3

3 s
(s)r

4 s
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اذا كان  (2
2 3s2 s s

(s)r
1 s3
 




 عند س = صفر   

 

 

 

اذا كان  (3
3

2

1 s
(s)r

1 s





  2عند س =    

 

 

 

 نتٌجه : 

اذا كان 
[

(s)r
(s)l

  فإن: 

2

(s) l [
(s) r

((s)l)

  
 

 

 أمثلـــــــــه : جد المشتقه الاولى لكل من الاقترانات التالٌه : 

1)  
1

(s)r
s
 

 

2) 2

4
(s)r

s2 s



  2عند س =    

 

اذا كان  (3
6

(s)r
(s)i s




(0)جد    r    3حٌث (0) i (0, ق = )-3 

 

 

 

2اذا كان  (4 5

7 8
(s)r

s s
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حٌث س : عدد صحٌح سالب فإن   نأثبت انه اذا كان ق)س( = س (5
1 k sk (s) r  

 
 
 
 
 
 
 
 

 

اذا كان  (6
5

(s)r
(3 sH)




10وكانت      (2) r   جد قٌمه الثابتH 

 

 

 

 

 مشتقه الاقترانات المتشعبه : 

 ** عند اشتقاق اي اقتران متشعب ٌجب التأكد من إتصاله : 

 

  1, س >     5+ س +  5( =    سمثال : اذا كان ق)س 

جد   1 ≤, س         4+  2س3                                 
s
2
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  0س     , س >  5 – 2س مثال : اذا كان ق)س( =  

(s)جد        0 ≤, س 1س +2+  3س 2                             r 

 

 

 

 

 

 

 1 ≥, س    2+ س 5مثال : اذا كان ق)س( =  س

(1)جد   1, س <      6+   7س                              r    ,(1) r   ,(1) r 

 

 

 

 

 

 

 

 

مثال : اذا كان ق)س( =   
2
s

  1 ≤, س      

(s)فجد         1, س >   1س +                                r 
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1,   3(  = 2اذا علمت ان هـ )س( قابل للاشتقاق وان هـ ) (1 (2) i   (2)فجد r  ًفً كل مما ٌأت 

 س 5 –هـ )س(  2س3ق)س(= س هـ )س(               ب( ق)س(=  ( أ

 -ج( ق)س(= هـ )س(         
1

(s)i
 د( ق)س( =          

1 s2
(s)i3


 

 

 

 

 

 

 

 

 

 مشتقه الاقتران المتشعب على مجاله :

 1>س ≥0س|         ,   -2|س  مثال : اذا كان ق)س( =

(s)جد  Ӭ [ 0  ,2 ]س             2 ≥س  ≥1 ,    1 – [س]3س                               r 
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]+  3مثال: إذا كان ق)س(=  س
s
2

 2 >س ≥1,         1+  [

(s)( جد  ∞,  Ӭ [ 1س            2 ≤|     , س  8 - 3| + | س3| س                            r 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(1)|   جد  2 –س 5 – 3مثال: ق)س(= | س r   ,(3) r 

 

 

 

 

ق)س( = مثال: 
 

23 s4 s

1 s s

 


 [ Ӭ  (1  ,4س         
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مثال:   ق)س( = 

s1
2

1 s2

 
 


(3)جد        r  

  

 

 

 

 ح س ( , فابحث فً قابلٌه الاقتران ق للاشتقاق لجمٌع قٌم س6+  2مثال : اذا كان ق)س(= | س | ) س

 

 

 

 

 :الثوابت 

مثال: ق)س( = 
2sf sh          2 ≥, س 

                   
3h sf 4   جد            2 >, س   سh  (2), ب اذا كان r  موجودة 

  

 

 

 

 

 

 

         

  1 ≥, س             2س3مثال : اذا كان ق)س(=   

                             f sh     فجد كلا من  1قابلا للاشتقاق عند س=          1>, سh  ب , 
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5,   6(= 3ق)س(  وكان ق) 2مثال : اذا كان هــ )س( = س (3) r    (3)فجد i 

 

 

 

 

 

 

 مثال : اذا كان ل , م , هـ اقترانات قابله للاشتقاق عند س , فاستخدم قاعده مشتقه حاصل ضرب اقترانٌن لاثبات :

       
]

((s)i (s)l (s) g)
s]

   

             =(s) g (s)i (s)l (s) l (s)i (s)g (s) i (s)l (s)g          

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الحالات التً ٌكون عندها الاقتران غٌر قابل للاشتقاق :
 عند نقاط عدم الاتصال  (1
 عند أطراف الفترات المغلقه  (2
 من لرسم عند : عند الاطراف ونقاط عدم الاتصال  وعن الرؤوس المدببه (3

 ومن الامثله على الرأس المدبب : اقتران القٌمه المطلقه الخطٌه 

 

 

 مثال : جد قٌم س التً ٌكون عندها ق)س( غٌر قابل للاشتقاق :

2ق)س( =  (1

s
9 s

س    1  
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س |  س  8 – 2ق)س( = | س (2 2  

 

 

 المجاور جد قٌم س التً ٌكون عندها ق)س( غٌر قابل للاشتقاق مع ذكر السبب :مثال : من الشكل 

 

 

 

 

 

 

 

 

                            7     5            3       1           -1          -3              -5 

 

 

 

 

 

 تمارٌن : 

  1,4, عند س =     [1س +2] - 2اذا كان ق)س( = س (1

1,   3(= 2-اذا كان ل , هـ اقترانٌن قابلٌن للاشتقاق وكان  ل) (2 (2 ) g    ( 2-, هــ  = )6,  4 (2 ) i   

6 فجد       (2 ) i      : ًفً كل مما ٌأت , 

هــ )س(       , ب(  ق)س( = ×ق)س(= ل)س(  ( أ
(s)i

1 (s)g
 

اذا كان ق)س( =     (3
4

1 s
  1 ≥, س    

   1, س <      1س +                        

 فابحث فً قابلٌه الاقتران ق للاشتقاق على ح 
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 الدرس السادس

 المشتقات العلٌا

1) w]
s]

]
((s)r) w (s) r

s]
     جمٌعها تعنً المشتقه الاولى 

2) 
2

2
w ]
s]

]
((s) r) w (s) r

s]
      جمٌعها تعنً المشتقه الثانٌه 

3) 
3

3
w ]
s]

]
((s) r) w (s) r

s]
      جمٌعها تعنً المشتقه الثالثه ..... وهكذا 

 

(s)جد   2س – 4مثال : اذا كان ق)س(= س r 

 

 

 

 

(0)س  جد 2+  3س3+  4مثال : اذا كان ق)س( = س r؟ 

 

 

 

 

(s)2 – 3سمثال : اذا كانت ص =  i     2 جد

2
w ]
s]

3 s
    2حٌث (3) i 

 

 

 

 

 

1)( جد  7+  2( )س 1س +3- 4س2مثال : اذا كان ق)س( = ) ) r 

 

 

 

 

 

 

 اذا كان مثال : 
k 1

10s (s)r  وكان , 2  
2sH (s) r    فجد قٌمه الثابت أ 
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 جد قٌمه أ , ن    2أس 4)س( = (3), ق    نس3مثال : اذا كان ق)س( = 

 

 

 

 

 

 

16+ 4مثال : اذا كان ق)س(= أس
s

90, أ ثابت , وكان   (2) r  فجد قٌمه الثابت أ 

 

 

 

 

 

 

 

0, فجد قٌم الثابت م التً تجعل  2(س 3-)م 4 –س 8مثال : اذا كان ق)س( =  (s) r 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2,   3(=1مثال : جد قاعده كثٌر حدود ق من الدرجه الثانٌه الذي فٌه ق) (1) r   ,4 (1) r 
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 س , فجد قٌم س التً تحقق ما ٌأتً :  – 2س6 – 3س3+  4مثال : اذا كان ق)س( = س

0أ( (s) r       )0ب (s) r         ) 0جـ (s) r 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

مثال : اذا كان 
2

w
s
      فأثبت ان

3 1
2w w   

 

 

 

 

 

 

(0)|  جد  3مثال : اذا كان ق)س( = | س r  ,(0) r 
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 )أ( موجوده فان جمٌع المشتقات الادنى منها موجوده عند س = أنملحوظه : اذا كان ق
 )أ( غٌر موجوده فان جمٌع المشتقات الاعلى منها تكون غٌر موجوده  عند س = أ ناذا كان ق    

210( فأثبت ان  1س + 2 – 3( )س 2+ 2س3مثال : اذا كان ق)س( = ) (1) r (1) r   

 

 

 

 

 

 

 

 

جد  2س +4+ 3مثال : اذا كان ق)س( = س
0 i

(2)r (i 2)r
i 

 
 

 

 

 

 

جد  1+ 2س2+ 4مثال : اذا كان ق)س( = س
0 i

(1) r (i 1) r
i 

  
 

 

 

 

 

 

 

 

وكانت   3+ 2أس – 3اذا كان ق)س( = سمثال : 
0 i

(2) r (i 2) r
6

i 
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 اذا كان ك من الاقترانٌن ل , هــ قابلا للاشتقاق مرتٌن فأثبت أن : مثال : 

(s)( i g) (s)( i g)2 (s)(i g) (s) (i g)           

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الاقترانٌن ل , هــ قابلا للاشتقاق رتٌن فأثبت ان :مثال : اذا كان كل من 

]
((s)i(s) g (s) i(s) g) (s)i(s) g (s) i(s)g

s]
      

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  1+ ب س + جـ   , س <  2مثال : اذا كان ق)س( =   أس

(1)جد أ , ب , جـ التً تجعل   1 ≥, س                  3س                                   r موجوده 
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2,   1-(= 5, هـ )   3(= 5مثال : اذا كان ق) (5) r    ,4 (5) i  :جد 

1) (5) (i3 r2)  

 

2) (5) (r8 4)  

 

 

3) (5) (r2 (1) r3 (1)i)   

 

 

4) 
(7)r

(5) ( )
r

 

 

 

5) 
2 r

(5) ( )
r 2

  

 

 

6)  
r

(5) ( )
i

 

 

 

7) (5) (i r3)  

 

 

8) ) ((5)(i r))  
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 تمارٌن :

اذا كان ق)س(=  (1
2
s

(2)أثبت أن      r4 (1) r  

 

 + س( جد المشتقه الثانٌه  2اذا كان ص = | س| )س (2

 

 

gاذا كان كل من  (3 gg  ل)س( فجد  2قابلا للاشتقاق عند س وكان ق)س(= س(s) r 

 

 اذا كانت ل , ق , هـ اقترانات قابله للاشتقاق حتى المشتقه الثالثه وكان  (4

(s)r (s)g (s)i      [ (s) r (s) g (s)i    :حٌث جـ عدد ثابت اثبت ان 

(s) g (s)r (s) r (s)g (s) i      
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 الدرس السابع

 مشتقه الاقترانات الدائرٌه
  

 قاعده : 

ح فان  Ӭاذا كان ق)س(= جاس     , س  7 R (s) r 

 البرهان :

 

 

 

 

 

 

 

 قاعده :

(s)ح فان  Ӭاذا كان ق)س(= جتاس      س  r 

 البرهان :

 

 

 

 

 

 نتٌجه :

اذا كان ق)س( = ظاس  فإن 
2 (s) r 

 البرهان :

 

 

 نتٌجه :

(s)اذا كان قاس = ظاس  فإن  r 

 البرهان : 

 

 

(s) ق)س( r 

 جتاس جاس

 سجا- جتاس

 2s ظاس
- ظتاس

2s 

 قاس ظاس قاس                          

 قتاس ظتاس- قتاس
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 لكل من الاقترانات : R(S)مثال : جد 

 جتاس  4جاس +  2ق)س( =  (1

 

ق)س(= (2
2 3

9 S 4 S4  

 

ق)س(= (3
2 2S5 S S5 

 

 

)2ق)س( = ظاس ظتاس + جاس قتاس   لكل س  (4 0)  

 

 ق)س( = جاس ظاس  (5

 

 

 ق)س(= س ظتاس  (6

 

اذا كان ق)س( =  (7
S
S

)جد     )R  

 

 

)6اذا كان ق)س( = قاس  + ظاس فجد  (8 )R  

 

 

ق )س( =    (9
S S
S

)3فجد                )R  

 

 

 

 

 

)4س (    فجد  -س ( + جتا) -(ق)س( = جا)10  )R  
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)| جتا س |     جد  ×مثال : اذا كان ق)س( = | س |  )R  

 

 

)2اذا كان ق)س( = س جاس + جتاس  جد مثال :  ) R  

 

 

 

 مثال : اذا كان ق)س( = | جاس| , ابحث فً قابلٌه الاقتران ق للاشتقاق عند س = 

 

 

 

)( جاس   جد [1س +  ]مثال : اذا كان ق)س( = ) | س | +  )R  

 

 

 

 

 جتاس   س  3مثال : اذا كان ص = جاس +  0    جد أصفار(S)R ؟ 

 

 

 

 

 

1  -مثال : اذا كان ق)س( =جاس 
س      س 2 0  فجد قٌم س التً تجعل المماس لمنحنى ق افقٌا ؟ 
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مثال : جد قٌم س فً الفتره  2     0التً تحقق المعادله (S)R : ًفً كل مما ٌأت 

 ( ق)س( = قاس 2جتاس        ق)س( = س + (1

 

 

 

 

 

2مثال : اذا كان  ص= جتا )س +
 0( بٌن أن ص من حلول المعادله W W  

 

 

 

 

مثال : إذا كان ص= 
S
S 1

أثبت أن   
W

W
W

 

 

 

 

 

 

مثال : اذا كان ص = 
S S
S S




اثبت أن     

21 W W  
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مثال : اذا كان ص = أ جاس + ب جتاس    أثبت أن 
2W (W)  2+ ب 2أ 

 

 

 

 

W6مثال : اذا كان ص= جاس فجد  ( W) بدلاله ص ؟ 

 

 

 

  

 

 0≤مثال : اذا كان ق)س(  =      جتاس     , س 

 0فجد قٌمه كل من الثابتٌن أ , ب التً تجعل ق قابلا للاشتقاق عند س=  0 أس + ب , س >                                  

 

 

 

 

 

 : تمارٌن

اذا علمت  أن ص = س ظاس , فأثبت  أن :  (1
2(W 1)S 2 W  

 

 جاس       جد المشتقه الثانٌه  2اذا كان ص = س (2

 

 س   جد المشتقه الاولى 2س + جتا2اذا كان جا (3

 

 س ظتاس  جد المشتقه الاولى  –اذا كان ص = قتاس  (4
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 الدرس الثامن

 السلسلة ةقاعد

 إذا كان هـ )س( قابل للاشتقاق عند س وكان ق)س( قابل للاشتقاق عند هـ)س( فإن:

         S I S I R S I R   

 تطبٌق:

1)   h i r 

2)   h i r  

3)  h r i 

4)   h r r 

,  9(=7مثال: إذا كانت ق)   9 i=3  ,   7 r=4  جد   7 r i؟ 

 

 

,  5(=6مثال: إذا كانت ق) 
3

5 r
2

  , 6 r =8  جد   6 r r؟ 

 

 

مثال: إذا كانت  1 r=9   , 
1

9 i
2

  ,  14 1 r   جد   1 r i ؟ 

 

 

مثال: إذا كانت    h i r=32  , h i2=ن  , 21
[ k r
2

  , 2[ h iجد جـ؟ 
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مثال: إذا كانت    1 i r=1  , 1 i=8 , 1 i=3  جد 3 r؟ 

 

 

 

مثال: إذا كانت    3 r i=18  , 3 r=2  , s i=5 – (؟3س , جد ق ) 

 

 

 

 

 

مثال: إذا كان   s i r س جد= s i  إذا كانت s rس؟ = 

 

 

 

 

 , هــ )س( =    5+  2مثال : اذا كان ق)س( = س
1
s

416أوجد      ( )(i r) (s) (i r) 

 

 

 

 

i)(s)مثال : اذا كانت  r)(8)جد     2, هـ )س( = س    4= س r 
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416, هـ )س( = أ ظتاس  ,  جد مجموعه قٌم أ التً تجعل   1+  2مثال : اذا كان ق)س( = س ( )(i r)  

 

 

 

 

 قاعده: اذا كان ق, هـ قابلٌن للاشتقاق وكانت ص = ق)ع(   , ع = هـ )س( فإن :  

2 2w ( w)  
u] w] w]
s] s]u]  

 

[wجد  1+  2, ع = س 7مثال : اذا كان ص = ع
s] 

 

 

 

[wجد  2+ 2, هــ = س  1+  3مثال : اذا كانت ص = هــ
s] 

 

 

 

[wجد  1س +2 – 2ن   , ن = س3+   4ن2مثال : اذا كان ص = 
s] 

 

 

 

[wجد    1+  3س 4مثال : اذا كان ص = ظاع    , ع = 
s] 

 

 

[wجد    2, ن = س  2مثال : اذا كان ص = ن
s]   = 3عند س  
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[wجد  1-م 3+ م   , س= 2مثال : اذا كان ص = م
s]  = 2عند م 

 

 

,    2, م = س  2+  2مثال: اذا كانت ص = م
s

g
2
  جد

g]
w] 

 

 

 

عندما س = س     ,12مثال : اذا كان ص = ظان  , ن=
6


 

 

 

 

 

مثال : اذا كان س = أ ن ظان    ,  
w]
k]

5
2


    ,
w]
s]

1
2
 = عندما س   جد أ 

 

 

 

 

 

ن   جد 2, س=  3مثال : اذا كانت ص = ن
2

2
w ]
s]

3 k
|
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[s,      7+  4اذا كان ص= ممثال : 
l]2   جد

2

2
w ]
s] 

 

 

 

فاستخدم قاعده السلسله لاٌجاد    7( 1+  2مثال : اذا كانت ص = ) س
w]
s] 

 

 

 

 

( فجد 1س +  – 2مثال : اذا كان ص= ) س
w]
s]    باستخدام قاعده السلسله 

 

 

 

[wمثال : استخدم قاعده السلسله لحساب 
s] 5+ جتاس ( 2للاقتران  ص= ) س  

 

 

 

 

[wمثال : استخدم قاعده السلسله لحساب 
s]  ))للاقتران ص= ظا)هـ )س 
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 حٌث ن: عدد صحٌح   نس وكان ص = ) هـ )س((نتٌجه : اذا كان هـ )س( قابلا للاشتقاق عند 
w]
s]))1-ن= ن ) هـ )س  × (s) i 

 البرهان :  

 

 

 

 

 

 

[wأمثله : جد 
s]  : لكل من الاقترانات 

  4( 9س – 5ص = )س (1

  

  6+ ظاس ( 2ص = )س (2

 

 

  5ص= )هـ )س(( (3

 

 7ص= )جتاس( (4

 

 )س(4ص= قا (5

 

 

 )هـ)س(( حٌث ن عدد ضحٌح موجب فإن :نقاعده : اذا كان ص = جا
1 k w]

s](s) i (s)i (s)i k    

 البرهان : 
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[wأمثلـــــه : جد 
s]  : ًلكل مما ٌل 

 ( 2س7)8ص= ظتا (1

 

 س(5ق)3ص= جا (2

 

 

 س(4)ظا9ص =ظا (3

 

 )س ق)س((3ص= قا (4

 

 

  3( 5ص = ) س ظاس +  (5

 

ص =  (6
9

2
5( )

7 s
 

 

 

  12( 7س + 3ص = ) جا (7

 

ص =  (8
(s4) r

s2


 

 

 

 ( 3ق)س ×)س(3ص= ق (9
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أمثلـــه :جد 
w]
s]  : ًلكل مما ٌل 

 س 9س + جتا 5ص  = جا  (1

 

 ( 4+  3ص = ظتا)س (2

 

 ((  2ص = ق) هـ )س (3

 

 

( جد 3)س5ق ×2اذا كان ص = س (4
w]
s]

1 s
|


1,   1( = 1حٌث ق)   (1) r 

 

 

 

 

| جد  9 – 2س5اذا كان ق)س( = |  (5 2(1) r 

 

 

 

 

24جد أ , ب التً تجعل   3اذا كان ص = ) أس + ب ( (6 s48 w  

 

 

 

 

[wحٌث ن : عدد صحٌح موجب أثبت أن  ناذا كان ص= ) قاس + ظاس ( (7
s]s w k   
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(8)س    جد 6+  2(= س3مثال: اذا كان ق)س r 

 

 

 

 

[س(= 4مثال :اذا كان ق)
s](4)س ( فجد 2+  2)س r 

 

 

 

2مثال : اذا كان  wss3      جدw]
s] 

 

 

 

 

1مثال : اذا كان ص = ظاس + 
س    أثبت أن 3ظا3

4 w]
s]s  

 

 

س  جد 4جتا –س 4مثال : ص= جا
w]
s] 

 

 

مثال : اذا كان  ص = قاس + ظاس , أثبت ان 
2

2

2 w ]
s]

w s  
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س    جد 5جتا2س + 5جا 3مثال : اذا كان ص = 
2

2
w ]
s]

 6عندما ص =   

 

 

  

ق)س(  -س(=  -س( = ق)س( لجمٌع قٌم س , وأنه فردي اذا كان ق) -: ٌقال للاقتران ق بأنه زوجً اذا كان ق)مثال 

 لجمٌع قٌم س أثبت أن :

(s)اذا كان ق)س( اقترانا فردٌا قابلا للاشتقاق ,فإن  (1 r ًاقتران زوج 

(s)اذا كان ق)س( اقترانا زوجٌا قابلا للاشتقاق , فإن  (2 r  اقتران فردي 

 

 

 

 

 

 :  تمارٌن

 فجد كلا مما ٌأتً :  2س 3س   , هـ )س( = 2+  3= ساذا كان ق)س( (1

(1) ( أ (i r)         )(2)ب ( i r)   

(3)جـ (  ( i r)   

 

)اذا كان ص =  (2
2


0أثبت أن     w w  

[wاستخدم قاعده السلسله لاٌجاد  (3
s]   =ص

4

4 3

s
( s 1)

 

4,  3(= 2اذا كان ق, هـ اقترانٌن معرفٌن على ح وقابلٌن للاشتقاق على مجالٌهما وكان هـ) (4 (3) r 

6 (2) i  : ًفجد كلا مما ٌل 

(2) ( أ (i r) 

 ( ب
2( s) r  = 3عند س 

r(s)اذا كان ق , هـ اقترانٌن قابلٌت للاشتقاق بحٌث كان  (5 (s) i  ,(s)i (s) r   وكان 

(s), فجد    2+ )ق)س(( 2ل)س( = ) هـ )س(( g 
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 الدرس التاسع

 الاشتقاق الضمنً

 العلاقة نوعان :

 ص3 -2الصادات بسهولة , مثال : ص= س(صرٌحة : ٌمكن فصل السٌنات عن 1

 3ص6س+5ص=2س4+3( ضمنٌة : لا ٌمكن فصل السٌنات عن الصادات بسهولة , مثال: س2

[wمع الاشتقاق الضمنً وعند حساب 
s] َنضع مع كل اشتقاق ص الرمز = صw]

s]  َأو ص 

 خطوات الحل :

[w( نشتق جمٌع الحدود وعند وجود ص نشتقه مع 1
s] 

[w( تجمٌع الحدود التً تحتوي 2
s] على طرف والتً لا تحتوٌه على الطرف الآخر 

[w( نقسم على المقدار المطلوب مع 3
s] 

 أمثلة :

[wجد 
s] : لكل من الاقترانات التالٌة 

 8=3ص3+ 2س (1

 

 

 

 3=  6+ ص 8ص -5س (2

 

 

 

+ ص= 3س (3
2w 

 

 

 

[wجد  3=  3س – 2ص 5اذا كان س (4
s] ( 2,  1عند النقطة) 
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5)  w ws ( عند النقطة
2


,1) 

 

 

 (2,  8= س ص عند النقطة ) 3س+ ص (6

 

 

 

 

إذا كان  (7 
3

s w w   جدw]
s] ( 0,  1عند النقطة) 

 

 

 

 

8)  2s w r  وكان 3 1 r =1عند ص 

 

 

 

 

9)  21 w r s   وكان 4 5 r =2عند ص 

 

 

 

 

10)1 ws =2عند س 

 

 

 

ص= 2(11 2s s2 r  , 4 6 r  =2, س 
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12 ) 3s 1 w r   , 4 5 r  , 8 5 r  =4عند ص  

 

 

 

 

 

4س ( , -2س2= ق)3( اذا كان ص = ق)س(  , ص13 (6) r  (6, ق =)-فجد  8 ,w]
s] =2عند س 

 

 

 

 

 

 

 

نظرٌة : إذا كان 
l
k s w  حٌث

l
k

 عدد نسبً فإن  

l
1

w]k
s]

l
s
k


 

 البرهان:

 

 

 

 

 

 

 

تعمٌم : إذا كان   
k

s i w : حٌث ن عدد نسبً فإن 

    
1 k w]

s]s i s i k
   شرط نحول الجذور إلى أسس 

 

[wأمثلة: جد 
s] :ًلكل مما ٌل 

1) 
57

34

9
ws

s
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2)  
9 2

7 ws  

 

2= 2ص (3 3s4 s 

 

 

4) 
2 4

3
w s

       ( 1,  4عند  ) 

 

 

 س      4= 3)س ص ( (5

 

 

[wص   , فجد 2س = س جا2ص جتا (6
s]  عند النقطه( )

2 4
 

 

 

 

 

 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

أثبت أن    2مثال : اذا كان ص= 
2 22 w ( w)2 ww2    
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س ص = جاس  أثبت أن  –مثال : اذا كان ص 
w2

w w
s 1

 


 1≠س   

 

 

 

 

 

 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

wمثال : اذا كان ص =  s     أثبت أن
32 (1 w2) w   

 

 

 

 

 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 حاله خاصه للجذر التربٌعً : 

فإن         i(s)ص = 
(s) i

w
2(s)i


 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

3مثال : جد النقطه على المنحنى العلاقه  w s    التً ٌكون عندها المماس أفقٌا 
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2k3مثال : اذا كان ص = k      = 31, س k2    جدw]
s]  = 1عندما ن  

 

 

 

 

 

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

مثال : اذا كان 
32w s w3 s5          جدw]

s]  (  1,  1ندما ) ع 

 

 

 

 

 

 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

sمثال : اذا كان ص =  3 4  فأثبت أن
2 24 w ( w)2 ww2    

 

 

 

 

 

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

0أن  مثال : اذا كان س ص = جاس  فأثبت ws w2 ws    
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 تمارٌن :  

2اذا كان جاص = ظاس أثبت أن  (1 2

w
w

( w) s 2 
 

 

2اذا كان ص =  (2 ss 1    2أثبت أنw w 2s 1   

 

0س , فأثبت أن  2س ص =  –اذا كان جتاص  (3 (w w 2) w w s) w     

 

 ب جتاس , أ , ب ثابتان فأثبت أن :  –اذا كانت ص = أجاس  (4
2 2w ( w)  2+ ب 2أ 
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