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 قواعد التكامل غير المحدود

 (1القاعدة )

  

 

 حيث أ ، جـ ثوابت .

   (2القاعدة )
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 المشتقةمعكوس 

ما هو الاقتران الذي مشتقته س ، ف2ليكن ق)س(=

 ؟س2

نلاحظ أن هناك مجموعة من الاقترانات التي مشتقتها 

 ، ... وبشكل عام فان  5-2، س 3+2س مثل : س2

 +جـ  2م)س(=س 

 

 على 
ً
فان م)س(  bب،أ aاذا كان ق)س( اقترانا متصلا

 لم
ً
شتقة الاقتران ق)س( اذا كان يسمى معكوسا

 ب( ،أ ) ∋مَ)س(=ق)س( لكل س

 

ران م)س( هــــــــو معكــــــــوس تــــــــالســــــــ ا  انو  : بــــــــين  أن الاق

 لمشتقة الاقتران  ق)س( في كل مما يلي :

 

(1) 

 

(2) 

 

(3)  

(4) 

 

لايجاد معكوس المشتقة للاقتـران ق)س( نكامـل الاقتـران 

 ق)س(

 

   

 ت التالية :اوجد معكوسأ لمشتقة الاقترانا
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 ملاحظات مهمة :

لكل اقتران مثل ق)س( هناك عدد لانهائي من   -

 معكوس مشتقته .

الاقتران ق)س( هو  مشتقة  عكوس يحاصل طرح م -

 ثابت .
ً
 دائما

الاقتران مشتقة مشتقة حاصل طرح معكوس ي  -

 صفر.
ً
 ق)س( هو دائما

 

مشتقة اذا كان م)س(  ـ ه)س( هما معكوس ي   .1

 الاقتران ق)س( فاجب عما يلي :

 

  - 

 

-  

  

اذا كان م)س( هو معكوس المشتقة للاقتران    .2

 24(=2ق) وكان  1- 2+ ب س3ق)س( وكان م)س(=س

 فاوجد قيمة الثابت ب.
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) 2- 3+ ب س2ق)س(  وكان م)س(=س
َ
 5(=2وكان ق

 فاوجد قيمة الثابت ب.
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 (2-فجد ق) لمشتقة الاقتران ق)س(

 

اذا كان م)س( ، ه)س( معكوسين لمشتقة  .5
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ان العملية التي تربط بين التفاضل والتكامل هي 

 : عملية عكسية حيث

 

 

 اي ان مشتقة التكامل هو الاقتران الاصلي 

 وكذلك :
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 اذا كـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــاـن. 4
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 إذا كــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــاـن. 5
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 . إذا كــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــاـن6

  3 2[ sf s s] sh s r     وكتتتتان ،

  24 2 rأوجد  ׳ 3 r׳ 

 

 

7 . 23 s3 s s] s r    2(=1، ق) ׳

 (4أوجد ق)

 

 

 

 اذا كان . 8

 

وكـــــاـن    أوجد قيمة كل    ،

 

 مما يلي : 

 

 

  إذا كــــــــــــــــــــاـن. 9
ً
) ،  )س(=جـــــــــــــــــــــاس  ق

َ
 0(=πق) ، π=)-1ق

 ق)س( فاوجد قاعدة الاقتران 

 

 

 

. إذا كـــاـن ميـــــل الممـــــاس لمنح(ــــ  الاقتـــــران ق)س( عنـــــد 10

النقطــــــــــــــــــــة )س  ( هــــــــــــــــــــو 
2

7 s2 s3   وكـــــــــــــــــــاـن

 فأوجد قاعدة الاقتران ق)س( 8(=2ق)

 

 

 

 

إذا كــــاـن ميـــــل الممـــــاس لمنح(ـــــ  ق)س( عنـــــد النقطـــــة . 11

وكـــــــــاـن   ، 4( يســــــــــــــــــــــــــــــــــاوي 1،5)

 فأوجد قاعدة الاقتران ق)س(

 

 

    ]s r s] s r s]

 8 s12 s r  ’ ׳

   4 r 0 r h   . .׳

  2 3
1 sh s s] s2 s r    ׳

 5 1 r ׳ 7 2 r
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  (  )  

 

 

 

( 0،5إذا كـــــاـن للاقتــــــران ق)س( نقطــــــة حرجــــــة هــــــي ). 12

وكان   2 s6 s r’  أوجد قاعدة الاقتران ق)س( ׳

 

 ا كان . اذ 13

   

)س(=اذا كان .  14
ً
س وكان للاقتران 2جتا4-ق

 عند س=  2-ق)س(قيمة صغرى محلية قيمتها 

 فجد قاعدة الاقتران ق.   

 

 .  اذا كان 15

) 4(=2وكان ق)
َ
 (2 ، اوجد ق

 

 . اذا كان  16

(
َ
   (0فجد ق

 

 . اذا كان 17

   

 

(
َ
 (1-فجد ق) 6(=2، ق) 4(=1وكان ق

 

يمثل منحنيي الاقترانين ق)س( ـ  الشكل المجاور . 18

 3-س2، هَ)س(= 4س+3ه)س( فاذا علمت ان ق)س(=

 (5فما قيمة ه)

 

  

       ب  أن 2اث R R 3 s s s] s R
2 2
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  (  )  

 

 التكامل المحدود  وخصائص التكامل المحدود

 

 على ]أ ـ ب[ ـ م)س( 
ً
اذا كان ق)س( اقترانا متصلا

 لمشتقة الاقتران ق 
ً
 معكوسا

بالتكامل المحدود    فيسمى   

  حيث 

 يلي :احسب قيمة كل مما 

(1) 
 

(2) 
 

(3) 
 

(4) 
 

(5) 
 

(6) 
 

 

 فجد  5(=3، ق) 8-(=2-( اذا كان ق)7)

 

(8 ) 

 

   

(9 )   

 

 

(10) 

 

 

 

(11 ) 

   

 

 قاعدة  :

 

(12 )  

 

 

(13) 

   
 

(14 ) 

 

 

(15 ) 

 

(16 ) 

 

(17) 

 

 

(18 ) 

 

 

(19 ) 

 

 

 الدرجة الاولى بحيث   (  اوجد اقتران كثير من20)
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  (  )  

 

اذا كان ن عدد صحيح موجب فما هي مجموعة ( 21)

 قيمة ن التي تجعل المساواة صحيحية .

  =

1 1

ن

0 1

s] s 2 s] s


ن

  

 

 اذا كان  (22)

   

   

 

 درجة الثانية بحيث اوجد اقتران كثير حدود من ال( 23)

 

 و   0(=1(=ق)0ق)

   

 

 خصائص التكامل المحدود

 
ً
  : ااصاصية ااصطية :اولا

 
ً
    :ثانيا

   

 

 

 

 

 : خاصية الاضافة
ً
 ثالثا

 للتكامل على فترة مغلقة تحوي الاعداد 
ً
اذا كان ق قابلا

 ا ، ب ، جـ فان  

 

 

 

 

 

 : خاصية المقارنة
ً
  رابعا

 

 للتكامل على ]أ، ب[ ، ق)س( .1
ً
 قابلا

ً
 0≤اذا كان ق اقترانا

 ]أ، ب[  فان ∋لكل س

 

 للتكامل على ]أ، ب[ ، ق)س(اذا كان ق اقت .2
ً
 قابلا

ً
 0≥رانا

 ]أ، ب[  فان ∋لكل س

 

للتكامل على ]أ، ب[ ،  ، ه اقترانين قابلين اذا كان ق  .3

 ]أ، ب[  فان ∋لكل س ه)س( ≤ق)س(

   

   

 

 تمارين متنوعة على خصائص التكامل

 

  اذا كان  (1)

 

 

 

 فاوجد قيمة كل مما يلي :

   

 

 

 

 

 

   

 اذا كان    (2)

 

 

 

  

(3)   

  

اوجد     

f f
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s] 5 s]s

s


 

1

0

1 s] s R

   

        

f f

h h
f f f

h h h

s] s R [ s] s R[

s] s i s] s R s] s i s R



  

 

   

f

f
h f

f h

0 s] s R

s] s R s] s R



 

     

f [ f

[ h h

s] s R s] s R s] s R 

 

f

h

0 s] s R

 

f

h

0 s] s R

   

f f

h h

s] s i s] s R

   

3 3

1 1

8 s] s R 2 s] s i 

    

 
  

    

2

1
2

1
2

1

s] s i s R

s i
s] s R2

2

s] s i3 s2 s R2





 

  

   ا وجد  

2

1
2

2

1

9 s] s2 s R2

s] s3 s R

 





 / الفصل الدراس ي الثاني /وحدة التكاملالرياضيات للتوجيهي العلمي والصناعي

  0788541024 –اسامة ابو سليم 

  (  )  

 

   

 اوجد قيمة ب بحيث أن :  (4)

 

   

 اوجد قيمة ب بحيث أن   (5)

 

 

  

 اذا كان  (6)

   

 فاوجد قيمة كل مما يلي :

 

 

 

 

 

 

   

  

 اذا كان   (7)

   

 

 

 فاوجد 

   

  

 اذا كان  (8)

   

 

 

 

 

(9)     

   

 

 اذا كان    (10)

   

   

 

 

 

 اذا كان   (11)

 

 

 وكان 

   

 

 اوجد 

   

اذا كان     (12) وكان  

 

   

 

 اوجد قيمة الثابت ب

  

اذا كان م)س( ، ه)س( معكوسين لمشتقة الاقتران   (13)

 ق)س( المتصل عب  مجاله وكان 

 

   

  

 

 مما يلي :
ً
 فأوجد كلا
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  (  )  

 

  

اذا كان م)س( ، ه)س( هما معكوسين لمشتقة   (14)

 الاقتران ق)س( وكان

 

   

 اوجد 

   

  

  

 اذا كان    (15)

 

   

 

 فاوجد قيمة كل مما يلي

   

 

 

 

 

 

  

 اذا كان   (16)

 

 

 وجد ا

   

  

 

(17)   

 

   

(18)    

   

 

(19)       

 

(20)   

   

 

(21)     

 

   

(22)   

   

  

(23)       

 

   

(24)    

   

  

(25)   

   

  

(26)     

   

  

(27)     

  

(28)     

 

   

(29)     

 

   

 اذا كان       (30)

 اوجد ب   
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  (  )  

 

 

 اذا كان    (31)

 

   اوجد قيمة الثابت ب 

 
 اذا كان    (32)

 

 

 

 اوجد  

   

   

 اذا كان     (33)

 

 

 

 

 

   

[ فاوجد  5 ،  1]∋ ـ س  4 ≥ق)س(  ≥2-اذا كان     (34)

 ن بحيث أن  ،قيمة م 

   

 

 

[ فاوجد  4 ،  2]∋ ـ س  2 ≥ق)س(  ≥3-اذا كان    (35)

 ن بحيث أن  ،قيمة م 

   

   
 

[ فاوجد  3 ،  1]∋ ـ س  3 ≥ق)س(  ≥2-اذا كان     (36)

 ن بحيث أن  ،قيمة م 

 

   

[ فاوجد  3 ،  1]∋ ـ س  1 ≥ق)س(  ≥2-اذا كان    (37)

 ن بحيث أن  ،قيمة م 

 

 

   

[ فاوجد  3 ،  1]∋ ـ س  1- ≥ق)س(  ≥3-اذا كان    (38)

 ن بحيث أن  ،قيمة م 

 

 

 

[ فاثبت  4 ،  2]∋ ـ س  7 ≥ق)س(  ≥3اذا كان    (39)

 أن  

 

 

فاوجد  [  5 ،  2]∋ ـ س  4 ≥ق)س(  ≥1اذا كان     (40)

 أقل قيمة وأكبر قيمة لـ 

 

 

  

 أن ل  دون  اجراء التكاماثبت   (41)

 

   

  

 أثبت  دون اجراء التكامل أن     (42)

 

 

 

اوجد  5+ 2دون أجراء التكامل للاقتران ق)س(=س   (43)

 أقل قيمة واكبر قيمة 
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  (  )  

 

 

 اثبت دون اجراء التكامل أن    (44)

 

2

0

s]s2 0
2
   

 اوجد أقل قيمة واكبر قيمة للمقدار  (45)

   

 

 

 رأوجد أقل قيمة وأكبر قيمة للمقدا   (46)

 

3

2
1

1
s]

7 s2
  

 أوجد اقل قيمة واكبر قيمة للمقدار  (47)

 2

0

1
s]

2 s 3
  

  

 اوجد اقل قيمة وأكبر قيمة للمقدار   (48)

 

 

1
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s
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معتمدا الشكل المجاور الذي يمثل منح(  الاقتران   (49)

[  أوجد أكبر قيمة وأصغر قيمة  6 ، 1ق)س( في ] 

 للمقدار

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 الشكل المجاور والذي يمثل منح(     (50)
ً
معتمدا

[ اجب  6 ، 0الاقتران ق)س( المتصل على الفترة ] 

 عن الاسئلة التالية :

 

 ما إشارة  .أ 

   

 ما إشارة     .ب 

 

 أوجد اكبر قيمة وأصغر قيمة  .ج 

 

 دون اجراء التكامل أثبت أن    (51)
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 اوجد اقل قيمة وأكبر قيمة للمقدار    (52)
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  (  )  

 

 اقتران اللوغاريتم الطبيعي 

 

 : خصائص اقتران اللوغاريتم الطبيعي
ً
 اولا

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 : مشتقة الاقتران اللوغاريتمي
ً
 ثانيا

 

ك)س(=   اذا كان  فان 

 

 كَ)س(= 

   

 اوجد مشتقة كل من الاقترانات التالية 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 : ا
ً
 لتكاملثالثا

 

   

 

 

 

 جد قيمة كل من التكاملات التالية :
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 التكامل بالاجزاء
يمكن اللجوء الى التكامل 

بالأجزاء في احدى الحالات 

 التالية :

اقتران ×)اقتران  .1

 خطي (

جا )اقتران ×اقتران  .2

 خطي (

هـ × اقتران  .3
تران )اق

خطي (
 

لو × اقتران  .4

 )اقتران  (

في التكامل بانجزاء يتم تقسيم المسألة الى جزئين : 

ااجــــــــزء انو  يفــــــــر  ق ويــــــــتم اشــــــــتقاقه وااجــــــــزء 

الثاني دهـ ويتم تكامله ، وبالعادة فان مـا يفـر  ق 

ه الـى الثابـت هو الاقتران التي ت دي احـدى مشـتقات

باســـــتفناء فـــــي حالـــــة الاقتـــــران اللوغـــــاريتمي فـــــان مـــــا 

 يفر  ق هو اللوغاريتم نفسه .
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 التكامل باستخدام الكسور ااجزئية

ور ااجزئية لإيجاد تكامل يستخدم التكامل بالكس

 للتحليل 
ً
 الاقتران النسبي الذي يكون مقامه قابلا

 

   درجة المقام <ااحالة انولى : اذا كانت درجة البسط 
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