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 النهايات

  : يتم التعبير عن نهاية اقتران عند نقطة بالرموز التالية 

 ــا ق)س( = لنهــــــــــ
 أ←  س                                               

 
 وتقرأ بالشكل التالي : نهاية الاقتران ق عندما تقترب س من العدد أ تساوي ل 

  : أنواع الاقترانات التي ستتم دراسة نهايتها 

  :       اقتران كثير حدود

 5+ س0+  7س3ق)س( =                    : مثال

 :           اقتران نسبي 

ق)س( =                      : مثال
1س + 7

 1+  7س
  

 :    اقتران الجذر النوني

ق)س( =                    : مثال
  3+ س 3

 

 :         اقتران متشعب 

: مثال
                   

     ق)س( =
 5> ، س    1س + 5 

           5 ≤، س    7س – 0                                           

:  اقترانالتوجد ثلاثة طرق لإيجاد نهاية طرق إيجاد نهاية الاقتران  :    

 التعويض والنظريات  – 3              الرسم         -7                       الجداول  -1

  :        ولاالنهاية بالإعتماد على الجد

 

  3من جهة اليمين فإن ق)س( تقترب من العدد  7من خلال الجدول نلاحظ عندما تقترب س من العدد 

 3ــــا ق)س( =  نهـــــــ      ونعبر عن ذلك بالرموز :  
                                                       

  3من جهة اليسار فإن فإن ق)س( تقترب من العدد  7وكذلك عندما تقترب س من العدد 

  3ـــا ق)س( =  ــــــنهــ   :  ونعبر عن ذلك بالرموز : 
                                                      

ونعبر من كلا الاتجاهين ) اليسار ، واليمين (  7كلما اقتربت س من العدد  3أي أن ق)س( تقترب من العدد 

  3ــــــــــــــــــا ق)س( =  نهعن ذلك بالرموز :                
                                              

 

 اليسار اليمين

 7←  س

 +7←  س

 -7←  س

(1) 
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 (   0+  ســا )نهــــــــبالاعتماد على الجدول أوجد    :   مثال

 

 س 391 3951 39551 3 7977 7972 7975

 ق)س( 291 2951 29551  5977 5972 5975

 

 الحل : 

 : ونكتب   2فإن ق)س ( تقترب من العدد من جهة اليمين  3عندما تقترب س من العدد 

 (   0+  ســا )نهـــــــ               

                                                                                                                                                              

  : ونكتب 2فإن ق)س ( تقترب من العدد من جهة اليسار  3وعندما تقترب س من العدد 

 (   0+  سـا )نهــــــــ              
                                                                                                                                                                 

 2( =   0+  ســـا )نهـــونكتب   2تساوي  3من العدد س وبالتالي نهاية ق)س( عندما تقترب 
                                                                                                                         

:      مثال  

 ـا ق)س(نهـــــــــبالاعتماد على الجدول أوجد 

3← س                                
+              

                                                       3 

 س 391 3951 39551  7977 7972 7975

 ق)س( 591 5951 59551  0977 0972 0975

  

 5نهــــــــــــــــــــــا ق)س( = الحل :  

                    س ←3+     

 

 نهــــــــــا ق)س(بالاعتماد على الجدول أوجد :  مثال

                                          س ←7             

9751  9721  9771   95517  9517  917  س 

9757  9727  9777   95510  9510  910  ق)س( 

 

 نهــــــــــــاق)س( = 3

 نهـــــــــــاق)س( = y     0      نهــــــــــــاق)س( ≠ نهــــــــــــاق)س(

  Ε   نهــــــــــــاق)س( غير موجودة

 

 

 3←  س

 +3←  س

 -3←  س 

 3←  س

 +7←  س

 -7←  س

 +7←  س -7←  س

 7←  س

(2) 
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 :    النهاية بالاعتماد على الرسم

 :  مثال 

  :أي 7نهاية الاقتران ق)س( عندما تقترب س من العدد  اعتمادا على الشكل نبحث عن

 ـــا ق)س( نهــــــــ                        

                                     الحل :                                                                                                                          

صل إلى يمن اليمين وعندما  7على محور السينات باتجاه العدد نتخيل شخص يسيرلإيجاد النهاية من اليمين 

 رنجد صورته على محو 7أقرب موضع من العدد 

 ونكتب :  5الصادات يقترب من العدد 

 5ــا ق)س( = نهـــــــــــــــ

7← س      
+              

 ونتخيل شخصالنهاية من اليسار وبنفس الطريقة نوجد 

صل أقرب يمن اليسار وعندما  7سير باتجاه العدد ي

على محور الصادات  تكون صورته 7موضع من العدد 

 ونكتب : 5العدد  تقترب من 

  5ـــا ق)س( = نهــــــــــــــ

      س ←7-     

 

     

 5= ـا ق)س( نهــــــــــــــا ق)س( = ـــنهــــــــــبما أن :  

7← س                
7← س                  +

-          

   5ـا ق)س( = نهـــــــــــــــــفإن              

                          س ←7            

 ملاحظات : 

 

  إذا لم يحدد السؤال إيجاد النهاية من اليمين أو اليسار فإننا نوجدها من الجهتين 

  : ــا ق)س(ـا ق)س( = نهـــــــــنهـــــــــتكون النهاية موجودة إذا كانت 

                                                 

  : عندها تكون النهاية غير موجودة  ـا ق)س(نهـــــــ ≠ ا ق)س( ــنهــــــإذا كانت 

 

  ، الدائرة الفارغة تعني أن الاقتران عندها غير معرف 

  عند هذه النقطة .المغلقة تعني أن الاقتران معرف الدائرة 

  فقط عند إيجاد الصورة نأخذ بالاعتبار الدوائر المغلقة والمفتوحة 

 

يناليم اراليس   

 7←  س

 +أ←  س -أ←  س

 +أ←  س -أ←  س

(3) 
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 :     مثال

 اعتمادا على الرسم الذي يمثل منحني الاقتران  ق)س( أوجد ما يلي :

 (3ق) -1

 

 نهــــــــــا ق)س(  -7

 +3←  س         

 ق)س( ـانهـــــــــــ -3

 -3←  س

 ق)س( نهـــــــــــــــا -5

 3←  س

 الحــل :

الدائرة المغلقةتقابلها  3النقطة س=      3( = 3ق)  

  7ـاق)س( = نهـــــــــــــ        7ـــا ق)س( = نهــــــــــ

 +3←  س                                            -3←  س  

 

Ε   7ـاق)س( = نهــــــــــ  

                                                                                      3←  س        

 

:     مثال  

 بالاعتماد على الجدول أوجد : 

 ــا ق)س(ـــنهـــــ -1
  1←  س          

 ـا ق)س(  ــــنهــــ  -7
 7←  س           

 ــا ق)س(  ـــنهــــ -3
                                                                                                               5←  س      

   :الحــــــل 
 7 ₌ـا ق)س( ـــنهــــ  y       7 ₌ـا ق)س(  ـــنهـــــ ₌ا ق)س(  ــــنهـــــ        
  1←  س                                  -1←  س                +1←  س           
 3 ₌ا ق)س( نهـــــــــــ  y       3 ₌ـا ق)س(  ـنهـــــــ ₌ـا ق)س(  ـنهــــــــ       
                 -7←  س                                    -7←  س                 +7←  س         

 ـا ق)س( غير موجودةنهـــــــــــــــ  y  7 ₌ا ق)س(  نهـــــــــ    3 ₌ــا ق)س(  نهــــــــ       
 5←  س                            -5←  س                      +5←  س       

  
                                                    

     
           

 

 

1                2               3                4 

3

     

2 

1 

 

 

  ق )س (

 س

 ص

(4) 
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  اعتمادا على الرسم الذي يمثل الاقتران المتشعب :   :  كتاب سؤال

       ₌ ق)س( 
 5>  س،             س -

 5≤ س،              س                   

 جد قيمة كل مما يأتي ) إن وجدت ( 

 (5ق) – 1

 ـاق)س(نهـــــــــــــــــ
 7←  س     

  اق)س(ـــنهـــــــــــــــ
 5←  س      

  

 :نلاحظ من الشكل أن 

  5 ₌( 5ق) 

 7 ₌ـاق)س( نهـــــــــ  ؞،               7₌اق)س( ــــــنهــــ،          7 ₌ــاق)س( ـــــــنهـــ
 7←  س             +                                          7←  س                                                  -7←  س  
 5 ₌اق)س( نهــــــــــ  ؞،              5₌اق)س( نهـــــــــــ،          5 ₌ـاق)س( نهــــــــــ 
 5←  س                                   +                    5←  س                                                 -5←  س   

                                                  
 

 :             مثال    

اعتمادا على الرسم الذي يمثل منحني  

 :  الاقتران  ق)س( أوجد ما يلي

 ــاق)س(نهــــــــــــــ (أ
3←  س          

+
 

 ـاق)س(ــنهــــــــــــ (ب
 5←  س          

 الحــل :

 7 ₌ــاق)س( نهــــــــــــــ
3←  س    

+
 

 
   3 ₌ـاق)س( نهـــــــــــــــ

5←  س    
-
  

 
       3ـاق)س( = نهـــــــــــــ 

5←  س   
+

 
 
 

       3 ₌اق)س( نهــــــــــــــــــ    y   ـاق)س( نهـــــــــــــــ ₌ـاق)س( نهـــــــــــــــ
5←  س     

-
5←  س                           

 5←  س                          +
    
     

 
 (5) 
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 :  كتاب سؤال

 

اعتمادا على الرسم الذي يمثل منحني الاقتران  ق)س( 

 أوجد ما يلي  :

 ــاق)س(نهـــــــــــــــ 

 1-←  س   

 

 ــاق)س(نهــــــــــــــ 

 7← س   

 ـاق)س(نهـــــــــــــــ 

 3← س   

 الحــــل :  
 7 ₌ـاق)س( نهــــــــــــــ

1-←  س   
 +

 

 7 ₌ ـاق)س(نهــــــــــــــ         y؞      7 ₌ـاق)س( نهـــــــــــــــ

 
   

 اق)س( غير موجودةنهــــــــــــ     ؞ y 3- ₌اق)س( نهــــــــــــ        1 ₌اق)س( نهـــــــــــــ

7← س     
7← س                          +                       

 7← س                                                 -
 

 

 
1₌ـاق)س( نهــــــــــ     y   1₌ـاق)س(  نهـــــــــــ          1 ₌اق)س( نهـــــــــــ

   

3← س       
3←  س              +                                 

-
 

  3←  س                                             
 

 :    مثال

 

اعتمادا على الرسم الذي يمثل منحني الاقتران  ق)س( أوجد 

 ما يلي  :

 (7ق) 

 ــاق)س(نهــــــــــــــ 

 7←  س   

 )نهــــــــــــــــاق)س 

1-←  س  
-

 

 الحـــــل : 

 
 7 ₌( 7ق)    

 

 5 ₌ـاق)س( نهـــــــــ      ؞،         5 ₌ـاق)س( نهــــــــــ،            5 ₌اق)س( ـــــنهـــــ    

7←  س       
7←  س                           +                       

 7←  س                                                         -

 
 7 ₌نهــــــــــــــــاق)س(     

1-←  س       
-

 

1-← س
-

 
 1-← س

(6) 
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 :       مثال

 

 اعتمادا على الرسم الذي يمثل منحني الاقتران  ق)س( أوجد ما يلي  :

 (3ق) 

 
 (1ق) 

 
 ـاق)س(نهــــــــــــ 

 1← س   
 
  ـاق)س(نهـــــــــــ 

 3← س   
لحــــل : ا  

 1 ₌ (3ق)
 5 ₌( 1ق)

  
 7 ₌نهــــــــــــــــاق)س( 

1←  س      
+

 

 y    7 ₌نهــــــــــــــــاق)س( 
1←  س     

-
 

 7 ₌نهــــــــــــــــاق)س( 
 1←  س      

 
             3- ₌اق)س( نهـــــــــــ      y  3- ₌ـاق)س( ــــنهـــــ  ؞،         3- ₌اق)س( نهــــــــــ 
3←  س    

3←  س                          +                          
 3←  س                                                  -

 :      مثال

 اعتمادا على الرسم الذي يمثل منحني الاقتران  ق)س( أوجد ما يلي  :

 ـاق)س(نهـــــــــــ 
1-←  س   

-
 

 اق)س(نهــــــــــــ 
 1←  س     

 اق)س(نهــــــــــــ 
 7←  س     

 الحــــل :

 نهــــــــــــــــاق)س(  غير موجودة  
1-←  س       

-
 

 
    5 ₌اق)س( نهــــــــــ  

1←  س    
-

 
   ؞   1 ₌اق)س( ـنهـــــــــ  

1←  س    
  +

 
 ـاق)س( غير موجودةنهـــــــــ  

 1←  س       
 

 ـاق)س( غير موجودةنهــــــــــ  ؞،     7 ₌اق)س( نهــــــــــــ،          1 ₌ـاق)س( نهـــــــــــ  

 

1          2            3               

3 

 

         

2 

 

         
1 

 

         

 ق)س(

 

         

-1  

 

         -1  

 

         

 س

 

         

 ص

 

         

2 ← س
+

2 ← س
2 ← س-

(7) 
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 نظريات النهايات 

 

     كما يلينهاية الاقتران الثابت يساوي الثابت نفسه ونعبر عن ذلك  (1

  
 ين حقيقيينحيث أ و جـ عدد         جـ ₌نهــــــــــــــــا جـ  

 أ←  س                                

 

 7- ₌   7-نهــــــــــــــــا           ،                 3 ₌ 3نهــــــــــــــــا       :    مثال

 3←  س                                                 0←  س                     

 
              

 الاقتران الثاني ، ونعبر عن ذلك  يةنهانهاية الاقتران الأول +  ₌نهاية مجموع اقترانين  (7

 
 )س(هـ ـاــــــنهــــــــــا ق)س( +  نهـــ  ₌ـا ) ق)س( + هـ)س(( نهـــــــــــ                

 أ←  س                      أ←  س     أ                                 ←  س                           

 نهاية الاقتران الثاني ، ونعبر عن ذلك : -نهاية الاقتران الأول  ₌فرق اقترانين   (3

 
 ـا هـ)س(نهــــــــ  -نهــــــــــا ق)س(   ₌هـ)س((  -ــا ) ق)س( نهــــــــ                  

 أ←  س                   أ←  س    أ                                   ←  س                            

 نهاية الاقتران الثاني ، ونعبر عن ذلك :× نهاية الاقتران الأول  ₌جداء اقترانين  (5

 
 ا هـ)س(نهـــــــــــ×  نهــــــــــا ق)س(   ₌هـ)س(( × ـا ) ق)س( نهــــــــــ                 

 أ←  س                      أ←  س   أ                                   ←  س                           

 

 :  مثال 

     7- ₌)س( هـــا نهـــــــــــ،              6 ₌ــا ق)س( إذا كان   نهــــــــــــ
 1←  س                                      1←  س                

 

 هـ)س((      -ـــا ) ق)س( ،  نهـــــــــــ    ــا ) ق)س( + هـ)س(( نهــــــــــــأوجد :   

      1←  س                                    1←  س              

         Ε     )هـ)س((     × نهــــــــــــــــا ) ق)س 

                                 1←  س                   
 ـا هـ)س(نهــــــــا ق)س( +  نهــــــــ  ₌ـا ) ق)س( + هـ)س(( الحــــل :   نهــــــــ

 1←  س                   1←  س                                     1←  س              

                                                           ₌ 6  +(- 7) ₌ 5   

 ـا هـ)س(نهــــــــــ  -هـــــــــــا ق)س( ن  ₌هـ)س((  -ا ) ق)س( نهــــــــــ  
 1←  س                     1←  س                                      1←  س    

                                             ₌ 6 – (- 7)  =2 

 ــا هـ)س(ـــــــنهـ×  ـا ق)س( نهــــــــــ  ₌هـ)س(( × نهــــــــــــا ) ق)س(   
 1←  س                    1←  س                                      1←  س      

                                   ₌ 6  ×-7 ₌ -17 

 (8) 
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 :  هامة  نتائــــــــج

  ونعبر عن ذلك بالرموز ……ية الاقتران نهــــا× ثابت العدد ال ₌اقتران × نهـــاية عدد ثابت 

 عدد حقيقيجـ   حيث      جـ  ₌نهــــــــــــــــاق)س( × جـ  ₌نهــــــــــــــــاجــ ق)س( 

 

 ق)س(6فأوجد : نهــــــــــــــــا 5 ₌نهــــــــــــــــا ق)س( إذا كانت  :  مثال

 3←  س                               3←  س                        

 
 75 ₌ 5×  6 ₌نهــــــــــــــــا ق)س( ×  6 ₌ق)س(  6الحــل :   نهــــــــــــــا 

 3←  س                          3←  س                

 

(ق)س()نهــــــــــــــــا 
 ن

نهــــــــــــــــا ق)س((  ) =
ن

 

 3←  سأ                        ←  س             

 3: جد قيمة ما يأتي : نهــــــــــــــــاس مثال 

 3← س                     

  75  ₌3(3) ₌ 3نهــــــــــــــــا ق)س( () = 3سنهــــــــــــــــا 

 3←  س                  3←  س   

 

  إذا كان الاقتران كثير حدود تحسب نهايته بالتعويض المباشر 

 

 : جد نهاية ما يأتي :  مثال

 (  7س + 5+  7س0 -6نهــــــــــــــــا) س   

 1-← س       

 الحــل : 

 (  7س + 5+  7س0 -6سنهــــــــــــــــا)   

 1-← س      
 7ــا ـــــنهــــــ س +5 ـــانهــــــــــ+  7س0ـا نهـــــــــــــ -6ــا ســـــنهـــــــــ ₌

 1-← س                1-← س                  1-← س                1-← س         

 7ــا نهـــــــــــا س + نهــــــــــــ 5+7( ـــا سنهــــــــــ) 0-6ـا س (نهــــــــــــ) ₌
                   1-← س              1-← س                     1-← س                    1-← س          

₌ (-1)6- 0 (-1)7 +5(-1 + )7 ₌ 1 - 0 -5  +7 ₌ 1 

 

  ) فإن إذا كان لدينا اقتران متشعب  ق) س ( وكان هذا الاقتران يتشعب عند نقطة ) أ 

 
 نهــــــــــــــــاق)س (  ₌نهــــــــــــــــاق)س(  تكون موجودة إذا كانت نهــــــــــــــــاق)س (         

 -أ←  س                    +أ←  س                              أ             ← س              

 

 أ← س أ← س

(9) 
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 أكثرهو الاقتران المعروف ب : تعريف الاقتران المتشعب
 قاعدة من  

 
 ب له قاعدتين ونقطةيمثل الشكل المبين اقتران متشع

 تشعب 
  0عند النقطة س = 

 : مثال

         ₌ق)س(  
 3≥  س،        1+ 7 س

 3< س،          1- س5                   
   

 ــا ق)س( نهـــــــــا ق)س( ، نهـــــــــــــا ق)س( ، نهــــــــــــ، (  7أوجد قيمة ما يلي : ق)
 3← س                   5← س                    1← س                                      

    الحل :
 ق)7( ₌ )7(7 + 1 ₌ 5 + 1 ₌ 0 

 7 ₌ 1+  1 ₌ 1+  7(1) ₌( 1+ 7 سـا )نهـــــــــــ ₌نهــــــــــا ق)س( 

                          1← س                    1←  س   

 10 ₌1- 16 ₌  1 - 5×5 ₌( 1- س5نهــــــــــــــا ) ₌نهــــــــــا ق)س( 
                          5← س                 5←  س      

 

 :لذلك نحسب النهاية من اليمين واليسار هي القيمة التي يتشعب عندها الاقتران  3نلاحظ أن س = 

 

 15 ₌ 1+  7 ₌ 1+  7(3) ₌( 1+ 7 سنهــــــــــــــا ) ₌نهــــــــــا ق)س( 

                        - 3← س                   - 3←  س  

 11 ₌1- 17 ₌  1 - 3×5 ₌( 1- س5نهــــــــــــــا ) ₌نهــــــــــا ق)س( 
                       + 3← س                   + 3←  س  

 نهــــــــــــــا ق)س( قإن نهاية ق)س( غير موجودة  ≠بما أن نهــــــــــا ق)س( 
                       - 3← س                  + 3←  س          

 

 على نظريات النهايات  أمثلة

 

 :    مثال

 ، فجد :  3-  ₌)س( هـ ، نهـــــــــــــا  5 ₌نهـــــــــــــا ق)س( إذا كانت 
 7-←  س                         7-←  س             

ق)س( + )هـ )س(( 7نهـــــــــــــا ) 
7
 (  س - 

 7-←  س  

 الحـل : 

 ₌(  س -  7ق)س( + )هـ )س(( 7نهـــــــــــــا ) 
 7-←  س   

 اقتران متشعب

شعبنقطة الت  

الأولى شكل قاعدة الاقتران  

الثانية  شكل قاعدة الاقتران  

(10) 
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  س نهـــــــــــــا -  7)هـ )س(( ق)س(  + )نهـــــــــــــا 7نهـــــــــــــا   ₌

 7-←  س                               7-←  س                         7-←  س     

)س( (هـنهـــــــــــــا ق)س( +) نهـــــــــــــا 7 ₌  
 س نهـــــــــــــا  -  7

 7-←  س                         7-←  س                     7-←  س          

   ₌7 ×5 ( + -3)7 –  (-3 )₌  15  +7  +3 ₌ 76       

 :        كتاب سؤال 

 
 ، فجد :  7-  ₌، نهـــــــــــــا هـ)س(   2 ₌نهـــــــــــــا ق)س( إذا علمت أن  
 3←  س                         3←  س                    

 هـ)س( (   7ق)س(  + 5نهـــــــــــــا )
 3←  س    

 الحل : 
 هـ)س(    7ق)س( + نهـــــــــــــا 5نهـــــــــــــا  ₌هـ)س( (  7ق)س(  + 5نهـــــــــــــا ) 
 3←  س                      3←  س                                             3←  س     

     
      72 ₌ 5 – 37₌ 7-×  7+  2× 5 ₌نهـــــــــــــا هـ)س(  7نهـــــــــــــا ق)س( +  5 ₌

    3←  س                         3←  س        

 :           مثال

     

 7)ق)س((3،      فجد قيمة نهــــــــــا      0(=3-3إذا كانت نهــــــــا)ق)س(+س

          

 الحل : 
    0 ₌3 نهـــــــــــــا - 7نهـــــــــــــا ق)س( + نهـــــــــــــا س ₌(  3 – 7نهـــــــــــــا ) ق)س( + س

 1-←  س                1-←  س                    1-←  س                                       1-←  س   

     
        0 ₌ 3 نهـــــــــــــا -  7نهـــــــــــــا ق)س( + )نهـــــــــــــا س( 

 1-←  س                 1-←  س                     1-←  س     
 

 0 ₌7-نهـــــــــــــا ق)س(  ₌ 3-1نهـــــــــــــا ق)س( +  ₌ 3- 7(1-نهـــــــــــــا ق)س( + ) 
 1-← س                              1-← س                                       1-← س     
 
     5 ₌ 7+  0 ₌نهـــــــــــــا ق)س(   
 1-← س     
 

(نهـــــــــــــا ق)س() 3 ₌ 7) ق)س(( 3نهـــــــــــــا   
7

  ₌ 3  (5)7  ₌3×57 ₌ 155 

 1-←س                             1-←س       
   

 :       مثال  

   
    فأوجد قيمة الثابت ل     5 ₌(  3+   7ل سنهــــــــــــــــــا ) إذا كانت 
 1-←  س                   

 5 ₌ 3 نهــــــــــا+  7ل س  نهـــــــــا ₌(  3+   7)ل سنهـــــــــــــا 

    1-←  س           1-←  س                        1-←  س

1-←  س1-←  س

(11) 
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    5 ₌3 نهـــــــــــــا+  7) نهـــــــــــــا )س( (ل   ₌ 3 نهــــــــــــا   + 7س نهـــــــــــــا ل 

 1-←  س              1-←  س                 1-←  س  
  5  ₌ 3+   7(1-ل )

 5 ₌ 3 – 5 ₌ل 

 

:كتاب    سؤال  

 
    فأوجد قيمة الثابت م     70 ₌( 1س +0+  7م سنهــــــــــــــــــا ) إذا كانت 

 3←  س             

 الحــل : 
  70 ₌  1ـا نهـــــــــس + 0ـا نهــــــــــ+  7م سـا نهـــــــــ ₌( 1س +0+  7م سا ) ـنهــــــــــ

 3←  س              3←  س                  3←  س                                   3←  س  

 
 70 ₌ 1ــا نهــــــــس + ـا نهـــــــــ0 +7( سـا نهــــــــــم ) 

               3← س             3← س                    3← س              

 70 ₌ 1+  3×  0+  7( 3م ) 

 70 ₌ 1+  10م +7 
            70 ₌ 16م + 7 
  7 ₌ 16 – 70 ₌م 7

1 ₌م   

 

:     مثال  

         ₌ق)س(  
      3≤  س،        5+ 7 س

 ق)س(ا نهــــــــــــأوجد                  3>  س،                  0                   
 0←  س                                                                          

 37 ₌ 5+  7(0) ₌(  5+  7ا ) سنهــــــــــ ₌ـا ق)س( نهــــــــــ
 0←  س                    0←  س 
 

 :     كتاب سؤال 

 

         ₌)س(  هـ
      3≠  س    ،          1+ 7 س

 مايلي :أوجد                  3 ₌ س     ،                  0  

 

 ( 3جـ( هــ )       ـاهـ)س(     ،ب( نهــــــــــــهـ)س(   ،       ـاـأ(نهــــــــــ
                        3←  س                                0←  س       

 الحــل : 

( وذلك لأن النهاية هي = ( فإننا نعوض بها دائما ولا نهتم بقاعدة )≠  إشارة ): عند وجود  ملاحظة هامة

 قيمة تقترب ولا تساوي

(12) 
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  1 نهــــــــــا + 7 سنهــــــــــا  ₌( 1+ 7 سنهــــــــــا) ₌ـا هــ)س( ـنهــــــــ (أ
               0←  س               0←  س                     0←  س                   0←  س                   

              

 76 ₌ 1+  70 ₌ 1+  7(0) ₌1 نهــــــــــا + 7 س()نهــــــــــا  ₌            

 0←  س              0←  س               
 

  1 نهــــــــــا + 2 سنهــــــــــا  ₌( 1+ 2 سنهــــــــــــا) ₌هــ)س(  نهــــــــــــــا (ب
               3 ← س                 3 ← س                              3 ← س                         3 ← س                  

 15 ₌ 1+  7 ₌ 1+  7(3) ₌1 نهــــــــــا + 7 س()نهــــــــــا  ₌      
 3←  س              3←  س             

3 ₌(  3جـ( هـ )   

:   مثال  

         ₌ق)س(  
      7≥  س  ،                 7 س

                     م س               ،    س < 7                

 ا ق)س( موجودة نهــــــــــــفما قيمة الثابت م التي تجعل 
 7←  س                                    

 ا ق)س( نهـــــــــــ ₌ـا ق)س( نهــــــــــتكون النهاية موجودة عندما : 
 -7←  س                             +7←  س                                        

 7سـا نهـــــــــ ₌م س  ـــا نهـــــــ
 -7←  س                     +7←  س   

 7 ₌ومنه م  5 ₌م y7   7(7)₌ 7×م y    7س(ـا )نهــــــــ ₌س  ـا نهـــــــــم 
 -7←  س                       +7←  س   

 

 :  مثال

 اعتمادا على الرسم الذي يمثل منحني الاقتران  ق)س( أوجد ما يلي  :

 ـا ق)س( نهـــــــــــأ(

 +7←  س     

  - 7ــا ) )ق)س((ــنهــــب(
1

5
 ( (  5 –) س  

 1-←  س     

 الحــل : 

 3ـا ق)س( = نهــــــــــأ( 
 +7←  س    

 ب(من الرسم نلاحظ :

 7ـا ق)س( = نهــــــــــــا ق)س( = نهــــــــــ
 -1-←  س      +                   1-←  س   

  - 7ا ) )ق)س((نهــــــــــــ
1

5
  - 7ا ق)س((نهــــــــــ( ( = ) 5 –) س  

1

5
ـا س + ـنهـــــــــ  

5

5
   

 1-←  س                          1-←  س                                                     y -1← س   

( =7)7 - 
1

5
  ×-1 +

5

5
   =5  +

1

5
 +5 =5+ 

1

5
   +

5

5
   =5+

2

5
 =5  +7  =6 

(13) 
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 نتحدث هنا عن الاقتران الكسري أو النسبي  :   اقترانيننهاية خارج قسمة 

 

 شكل كسر بسطه ومقامه كثيري حدود  علىتعريف الاقتران النسبي : هو اقتران 
                                

  :  ق)س( =  مثال
 3س + 7

 1+  7س 
       

                              

 نظرية : نهاية اقتران كسري تساوي نهاية البسط على نهاية المقام ونعبر عن ذلك بالرموز : 

                                       

نهــــــــــــا 
 (س)ق

(س)هـ 
                           صفر = ــــا هــ)س(ـهــــــــنموجودة إذا غير النهاية         , ———————=  

                                   

                                                                                                                  : نتائج هامة  

 :   نواتجعند دراسة نهاية الاقتران الكسري نميز أربع  

   :  الأول الناتج
عدد

عدد
 وهو ناتج مقبول        

                                                                                                                                                     :  مثال 

  ـا ـــــــنهــــ 
1+  7س

3+  س 
   =———————     =

(7)
7
  +1

 7  +3
  =

0
 0

 =1 

:   الثاني الناتج
صفر

عدد
 وهو ناتج مقبول ويساوي الصفر    

 :   مثال

  ـا نهـــــــــــ 
5- 7س

1+  س 
   =———————     =

(7)7 - 5

 7  +1
  =

صفر
 3

 = صفر 

 

:  الثالث الناتج
عدد

صفر
 وهو ناتج غير مقبول والنهاية غير موجودة   

      :  مثال 

  ـا نهـــــــــــ 
 3س + 

5- 7س 
   =———————     =

7 +3

 (7)7-5
  =

0
صفر 

 موجودةالنهاية غير   

 

:  الرابع الناتج
صفر

صفر
وهو ناتج غير مقبول ولذلك نلجأ إلى كتابة الاقتران بصورة مكافئة بإحدى الطرق   

 التالية : 

 :   التحليل إلى العوامل 
                                                                                                                                                                                                                                                 :  مثال   

      7+  س6-7س               
 صفر        7+  3×6  -   7(3)

 نحلل إلى لعوامل النتيجة غير مقبولة  ———=     ———————=    —————ــا  نهـــــــ 

                                                                                                                                                                                                                                                                                             صفر           7   - 7(3)                7-7س          3← س   

نهـــــــــــاق)س(

نهـــــــــــاق)س(

أ yس 

أ yس 
أ yس 

1+  7س نهـــــــــا

3نهـــــــــــا س+

y 7س 

y 7س 

y 7س 

1نهـــــــــــا س+

y 7س 

y 7س 

y 7س 

5 -7نهـــــــــــا س

5- 7سنهـــــــــــا 

y 7س 

y 7س 
y 7س 

3س + نهـــــــــــا 

y 7س 

(14) 
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                 7+  س6-7س                 
     3 –س                (       3 –( )س  3 –)س 

  —————— نهـــــــــا=    ——————— ـا ــنهــــــــ=    —————ــا  ـنهــــــــ

  3س+                         ( 3( )س+ 3-)س                        7-7س           3← س  

 صفر           3 – 3      

 =  صفر    ———=    ———=  

      3  +3            6 

 :  التحليل إلى عوامل مشتركة

 :  مثال

 صفر      7×7  -   7(7س             )7-7س                     

   ———=    —————=    —————نهـــــــــــــــــا   

 صفر       15   - 7× 0             15 -س 0      7← س      

                                                                                                                                                                                                                                               

 الناتج غير مقبول ونحلل بإخراج العوامل المشتركة :

 

                       (    7 –س ) س       س                       7-7س                      

 =    —————=  نهـــــــــــــــــا   —————نهـــــــــــــــــا   

                                                                                                                                                                                                                                                            (              7 –)س  0         7← س            15 -س 0        7← س      

نهـــــــــــــــــا  
س

0
  =

7

0
   

             7← س       
 : الضرب في مرافق الجذر التربيعي

 : مثال

                           س  -1           صفر
      ———=       ————نهـــــــــــــــــا      

1 -س                  1← س        
             

    صفر
 1+   س                   

 ————الناتج غير مقبول لذلك نضرب ونقسم على مرافق الجذر أي بالمقدار  

 1+   س                                                                            

                

                           س  -1                               س  - 1         س  +1

 ————  ×   ————  =  نهـــــــــــــــــا      ————نهـــــــــــــــــا      

1 -س                 1← س         
         1← س                   

1 -س 
   1+   س           

نهــــــــــــــا  
1 -س 

(1س  + )(1-س)
  =

1

  +  1س
  =

1

  1  +1
  =

1

7
  

 : توحيد المقامات  

 تذكرة في توحيد المقامات :  

البسط الأول

المقام الأول
  ±

البسط الثاني

المقام الثاني
   =  

المقام الأول×البسط الثاني±المقام الثاني ×البسط الاول

جداء المقامين
   

 هذا مثال : ذلك لتوضيح
3

5
  +   

7

0
    =

3×0 +7×5

5×0
  =

10+2

75
  =

73

75
  

y 1س 

(15) 



  الأدبي ، الفندقي والسياحي                                        المنير في الرياضيات  الأستاذ منير أبوبكر  5550505770
 

 

  :  مثال

                    
1

س3
  - 

1

7س+
          

1

3×1
  - 

1

1+7
                                              صفر              

    —————=    ―————— =   —————نهـــــــــــــــــا   

 صفر                  1 – 1                 1  -  س          1← س    

           

  غير مقبول ولذلك نوحد المقامات 

  

                                                                                

   —————————    = نهـــــــــــــــــا   ——————نهـــــــــــــــــا   
                                               1 -س                  1← س                   1  -  س          1← س       
 

 نهــــــــــــا
س3-7س+

(7س+)(1-س)س3
 نهــــــــــــا =  

س 7 - 7

(7س+)(1-س)س3
  =  

 1←س                                    1←س    
 

 نهــــــــــــا
(1-س )7-

(7س+)(1-س)س3
   

                                                              1←س    
 

 نهــــــــــــا 
-7

(7س+) س3
   =

-7

3(1) (1+7)
   =

-7

7
  

 1←س   

 

 : على الاقترانات الكسرية  أمثلة

 

 :   مثال

جد قيمة ما يلي :                     نهــــــــــــــــــــــا =  
7س5- 3س

16 - 7س
  

 5←  س                                                

نهــــــــــــــــــــــا 
7س5- 3س

16 - 7س
  =

صفر

صفر
 مشتركة النتيجة غير مقبولة ونحلل إلى عوامل   

 5← س      

نهــــــــــــــــــــــا 
  ( 5 -س )7س

(5س+)(5-س) 
ــــا = نهـــــــــــــ  

7س

5س +
  =

(5)
7

5 +5
   =

16

2
  =7 

 5← س                                        5← س       

 :  كتاب سؤال

صفر              10 -س 3                      
 0+ 75س + نضرب ونقسم على مرافق  المقام وهو  ————=    —————ـا   ـنهــــــــ 

 صفر           0 - 75س +      0←  س  
 

       0 +                              3س - 10            75س + 

 =      ——————×        —————نهـــــــــــــــــا       

        0+  75س +           0 - 75س +                  0←  س   
 

(س3)×1 - (7س+)×1

(7س+)س3
  

1

س3
  - 

1

7س+
  

(16) 
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1 y س 

1 y 1 س y 1 س y س 

 ) 0 + + 0(                  )  3س – 10()  75س +                       3)س – 0 ( ) 75س + 

 ———————————= نهــــــــــــا  ―————————————ـا   = نهــــــــــ

 70 – 75س +             0←  س   (0+  75س + () 0 – 75س + )    0←  س    

 

             )0 +                      3)س – 0 ( ) 75س + 

 (0+  75س + ) 3= نهــــــــــــا   ——————————نهــــــــــــا   = 

 0←  س                0 –س                    0←  س     

      =3 (0  +75  +0 = )3  ×15  =35 

 :  مثال

جد قيمة ما يلي :                   نهــــــــــــا ) 
15س + 7

70+  7س
 (  س+  

 0-←  س                                        
 

 

نهــــــــــــا ) 
15س + 7

70+  7س
( = )  س+  

7(-0)  +51

(-0)7  +70
  +(-0)   = )

صفر

05
 -0 

  y -0س   
    

 0-=  0-= صفر 

 :  كتاب سؤال

نهــــــــــــا إذا كان ق)س( = س     ، فجد   
 (7)ق - (س)7ق

3+  س
  

                                      
 الحل :

 7)س( = س 7،   ق     7( = 7ق)

نهــــــــــــا 
 (7)ق - (س)7ق

3+  س
= نهــــــــــــا    

 7 - 7س
3+  س

   =
 صفر
صفر

 نحلل        

 

نهــــــــــــا = 
  (3س+)(3-س)

3+  س
          6-=  3 - 3-( =  3 –= نهــــــــــــا )س  

 :  مثال

 جد قيمة ما يلي 

 

نهــــــــــــا 
7 -+ س  7س

1 - 7س
  =

صفر

صفر
 غير مقبول نحلل   

 

نهــــــــــــا 
 (1 -س ) (7س + )

(1-س)(1س+)
نهــــــــــــا =  

(7س + )

(1س+)
  =

(1  +7)

(1+1)
  =

3

7
  

        3-←  س

        3-←  س        3-←  س

        3-←  س        3-←  س

(17) 



  الأدبي ، الفندقي والسياحي                                        المنير في الرياضيات  الأستاذ منير أبوبكر  5550505770
 

 

 :  مثال

 يمة ما يلي  :   قجد 

                                                   5س + 3 -0       
       ——————نهـــــــــــــــــا                               

  57 -   7س                                                    

                              

                        5س + 3 -0             صفر
 نضرب ونقسم على مرافق الجذر  —————=      —————نهـــــــــــــــــا    

  صفر                         75 -   7س                        

 

                        5س + 3 -0         5س + 3 + 0        

=                               —————×         —————نهـــــــــــــــــا       

         0+  5س + 3                  57 -   7س                        

 

71 -س 3                         70 – 5س + 3                             

                        —————————————— =  —————————= نهـــــــــــــــــا  

  

 (   0+  5س + 3() 5()س+5-(      )س0+  5س + 3() 57- 7)س                   
    

 

                  (                                        5 –) س 3                             

=   —————————————= نهـــــــــــــــــا    

 (   0+  5س + 3() 5()س+5-)س                      

 

                                    3                                    3 

    ————————————=  ————————— = نهـــــــــــــــــا  

 (     0+   5+  5×3( ) 5+  5)  (   0+  5س + 3() 5)س+                     

        

           3            3 

 =————  =——— 

     15  ×15       155 

 : كتاب سؤال

 إذا كان ق)س( =
1 

7- س
فجد نهـــــــــــــــا    ،   

 (س)ق - (س+هـ)ق

هــ
      

ق)س( =         
1 

7- س
ق)س+هـ( =       ،    

1 

7-(+هـ  س)
  

                               
1

7 -س+هـ 
  - 

1

7-س 
  

 =   ————————نهـــــــــــــــــا     =     
 صفر

صفر 
 نوحد المقامات   

 هــ                                                              

 

7 y س 

7 y س 

7 y س 

7  y س 

7 y س 

0 y هـ 

0 y هـ 

7 y س 

(18) 
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(7-س+هـ)-(7-س)

(7-س+هـ)(7-س )
  

    ————————نهـــــــــــــــــا  =   

 هــ                                                     

نهـــــــــــــــــا    
7هـ+-س-7-س

(7-س+هـ)(7-س )هـ
 نهـــــــــــــــــا =  

هـ-

(7-س+هـ)(7-س )هـ
  

 

= نهـــــــا 
-1

(7-س+هـ)(7-س ) 
   =

-1

(7-5س+)(7-س ) 
 =

-1

(7-س )(7-س ) 
  

 

=
-1

  والناتج هو المشتقة الأولى لـ ق)س( كما سيمر معنا في بحث المشتقة الأولى   7(7-س ) 

 مثال : 

                                    
1

 0-س 
      +     

7

15س+5
  

                        (    ———————————نهـــــــا )جد قيمة ما يلي :     

  س3                                                                      

                         

               
1

 0-س 
      +     

7

15س+5
 صفر                     

 غير مقبول نوحد المقامات               ————=     (     ———————————نهـــــــا )  

                                                            صفر                   س             3                                          

   نهـــــــا ) 
(0-س)×7+  (15س+5) 

(15س+5)(0-س)س3
 نهـــــــا=    (    

15-س7+  15س+5

(15س+5)(0-س)س3
  

   

  
7

(15س+5)(0-س) 
    

نهـــــــا
  =   

س6

(15س+5)(0-س)س3
= نهـــــــا   

 

1

 70
 = 

7

 05
  = 

7

 0  ×15
  = 

7

 (5-0)(5×5+15)
  = 

 سؤال كتاب :

 إذا كان :

         ₌ق)س(  
      7>  س،              5أس + 

        7 M 0س7 + أ               ، س                    

 ؟ أانت نهــــــــــــا ق)س( موجودة ، فما قيمة الثابت كو
 7←  س           

0 y هـ 

0 y هـ 

0 y هـ 

0 y هـ 

2 

1 

0 y س 

0 y س 

0 y س 
0 y س 

0 y 0 س y س 

(19) 
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  بما أن النهاية موجودة فإن :

 نهــــــــــــا ق)س( = نهــــــــــــا ق)س(

 

 (5أس + نهــــــــــــا )+ أ ( =  7س0نهــــــــــــا )

 

 

 5أ + 7+ أ = 75ومنه   5أ +  7+ أ =  7(7)0

 

  16ومنه    أ =  5 – 75أ =  -أ 7 

 

ني  نهاية اقتران الجذر النو  

 عند عدد ما ) أ ( تساوي الجذر النوني لنهاية الاقتران 
ن

نظرية : نهاية الجذر النوني لاقتران  ) (س)ق

 عن هذا العدد ونعبر عن ذلك بالرموز :

ن
 =  (س)نهــــــــــــــــاق

ن
 نهـــــــــــــــــا  (س)ق

ونميز حالتين لـــ ) ن ( :

وفي هذه الحالة نعوض بالنقطة التي تقترب منها س والتعويض مقبول      :   الحالة الاولى : ن فردي   

 مثال :       إذا كان ق)س( =  3س + 3    فأوجد نهـــــــــــــــــــا ق)س(

7- = 3-2  = 3-11  +3  =  الحــــل :              نهـــــــــــــــا  3س + 3

:: وهنا نميز ثلاث نواتج   ن زوجي  الحالة الثانية :  

 

والنهاية موجودة وتساوي ناتج التعويض وهو مقبول  : موجب الاول الناتج  

  مثال : إذا كان ق)س( =  5س +     فأوجد نهـــــــــــــــــــــا ق)س( 

3 = 7  = 0  +5  =  الحــــل :  نهــــــــــــــا  5س + 

: سالب وهو مرفوض والنهاية غير موجودة  الثاني الناتج  

 مثال : إذا كان ق)س( =  5 -س     فأوجد نهــــــــــــــا ق)س( 

=  5 - 3 =  5 - النهاية غير موجودة لعدم وجود جذر تربيعي  الحــــل :  نهــــــــــــا  5 -س 

حقيقي للعدد السالب                                                                         

( أي موجب من اليمين واليسار  5: صفر  وهنا ندرس الإشارة فإذا كان الاقتران) ق)س( < الثالث الناتج

كانت النهاية غير  ( 5عند نقطة الاقتراب كانت النهاية موجودة وتساوي الصفر وإذا كان ) ق)س( > 

 موجودة   

 

+2 y 2- س y س 

+2 y 2- س y س 

 أ yس  أ yس 

 y -11س  

 y -11س 

 y 5س 

 y 5س 

 y 3س 

 y 3س 
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 مثال :     أوجد قيمة ما يلي  نهـــــــــــــــــــــا  70 - 7س    

=  70 - 7(0) = صفر   الحل :  نهـــــــــــــــــــــا 70 - 7س

 ندرس إشارة ق)س( 

 س y 5 = 70 - 7 سy 70 = 7 س = ± 0

 

 

 نهـــــــــــــــا 70 - 7س غير موجودة  

≠ نهــــــــــا 70 - 7س                                                      بما أن نهــــــــــا 70 - 7س

 نهــــــــــــــا 70 - 7س = صفر   

 إذا نهـــــــــــــــا 70 - 7س غير موجودة     

 

على نهاية اقتران الجذر النوني  أمثلة  

:كتاب  سؤال  

، فجد قيمة مايلي : 2ــاهـ)س( = ، نهـــــــــــ 75ـــاق)س( = إذا كان نهــــــــــ  

+ س هـ)س(  نهـــــــــــــــا  (س)هـ-(س)ق

 الحل :

72= 75+ + س هـ)س( =  75-2 +3×2 =  16  نهـــــــــــــــا  (س)هـ-(س)ق

:  مثال  

+  س - 6 ( 
7س+

 جد قيمة ما يلي :   نهـــــــــــــــــــــا)  س  

 الحل :

) ( + نهــــــــــــــا  س - 6
7س+

( = نهـــــــــــــا )  س   +  س - 6
7س+

 نهـــــــــــــا )  س  

1 = 3+7-= 7 + 7- = 6 - (-3)  + 
-3+7

-3  
   = 

 

 

 y 5س 

5 
-5 

- - - - - - - - - - - - - - - + + + + + + + +  + + + + + + + + + +  

 y 5س 

 -y 5س 

 +y 5س 

 y 5س 

 -y 5س  +y 5س 

 y 3س  y 3س 

 y 3س 

 y 3س 

 y -3س 

 y -3س  y -3س  y -3س 
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:  كتاب سؤال  

 إذا علمت أن نهــــــــــــا ق)س( = -65 أوجد ما يلي : نهــــــــــــا ) (س)ق3 + س 7 +0س  -3(

 الحل : 

  نهـــــــا ) (س)ق3 + س 7 +0س  - 3 ( = نهــــــــا (س)ق3 + نهـــــــا س 7 + نهــــــــا 0س -3

 13- = 3 - 10 - 7 + 5- =3- ) 3(0- 7)3( + 3-65  =  

: مثال  

 جد قيمة ما يلي : 

 )
0س+

س   - 7س
  نهــــــــــــــا ) س - 33 +  

 الحل : 

)
0س+

س   - 7س
(  + نهـــــــــا)   ( = نهـــــــــا ) س - 33

0س+

س   - 7س
 نهـــــــــــا ) س - 33 +  

=  7 + صفر = 7
صفر

70  +0  
   + 

32 = 
-0+0

(-0)7 - (-0)  
  + 33 - (-0)   = 

 سؤال كتاب :

            
 جد قيمة ما يلي :                نهــــــــــــــــــا   7س - 55

 الحل :      نهــــــــــــــــا  7س - 55 = صفر لذلك ندرس إشارة الاقتران

 5 – سy  5 = 7 سy 5 =  7 س = ± 7 

 

 نلاحظ أن  نهــــــــــــــــا  7س - 55 غير موجودة  

    نهــــــــــــــــا  7س - 55 = صفر   y     نهــــــــــــــــا  7س - 55 غير موجودة 

 

 

 

 y 3س 

 y 3س  y 3س  y 3س  y 3س 

 y -5س 

 y -5س  y -5س  y -5س 

 y 2س 

2 -2 

+ + + + + + + +  + - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 

 y 2س 

y 2س 
+

 

y 2س 
-

 y 2س  

 y 3س 
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 الاتصال

 تعريف الاتصال  : 

 يكون الاقتران ق)س( متصلا عند نقطة س = أ إذا تحققت ثلاثة شروط : 

= أ: ق)أ(    الشرط الأول   

 

: نهـــــــــا ق)س( = نهــــــــــا ق)س( وبالتالي نهــــــــــا ق)س( موجودة  الشرط الثاني   

 

: نهـــــــــا ق)س( = ق)أ(  الشرط الثالث   

 

 توضيح الاتصال من خلال الرسم :

 الاقتران ق)س( وجود ثقب من خلال منحنى ظنلاح

  7عند النقطة س =           في المنحنى 

  7أي أن الاقتران غير معرف عند النقطة س= 

 ( غير موجودة7وبالتالي ق)

 والنتيجة ق)س( غير متصل لعدم تحقق أحد شروطه

 

 

 الاقتران هـ)س( أن :  منحنىمن  نلاحظ

 نهــــــــــا ق)س(≠ نهـــــــــا ق)س( 

 :  في منحنى الاقترانوذلك بسبب وجود قفزة 

 والنتيجة هـ )س( غير متصل  7عند النقطة س=

 

 

 عدم وجود انقطاعمن منحنى الاقتران ع )س( نلاحظ 

 : أو قفزة  في المنحنى                          وكذلك نجد  

 7( = 7)ع

 7نهـــــــــا ع)س( = نهــــــــــا ع)س( = 

 7أي نهـــــــــا ع)س( = 

 ( تحققت كل الشروط فالاقتران7وبما أن نهـــــــــا ق)س( = ع )

 متصلع)س(  

 +أ yس  -أ yس  

 أ yس 

 أ yس 

 +y2س  -y 2س 

 +y2س  -y 2س 

 y2س 

 y2س 
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 فجوة في المنحنى وجودمن منحنى الاقتران ل )س(  نلاحظ

 وبالتالي :                 7عند النقطة س =             

 ( 7ل ) ≠ نهــــــــــا ل )س( 

 فالاقتران ل ) س( غير متصل  .

 : يكون منحنى الاقتران غير متصل عند وجود  نتيجة هامة

 ثقب أو قفزة أو فجوة 

 :  هامة اتملاحظ

  متصل دائما عند نقطة يكون الاقتران كثير الحدود 

 عداد التي تجعل المقام صفرا أالأعداد ما عدا ال الاقتران الكسري يكون متصلا عند جميع 

  في الاقتران المتشعب ندرس النهاية من اليمين واليسار عند نقاط التشعب لأنها قد تكون نقاط عدم

 وجود ثقب أو فجوة أو قفزة اتصال بسبب 

 :    على الاتصال  أمثلة

 إذا كان : :  كتاب سؤال

7س                         
                1>  س،                  7+  

      3>  س ≥1،                         س3           ₌ق)س(    

3س                        
    3 <  س،                  12- 

    3،    س =    1،   س =    5س =     فابحث اتصال الاقتران عند كل مما يلي :

 الحل : 

  3و     س =    1س =    نلاحظ أن الاقتران متشعب عند النقاط

  7=   7+  7(5( = )5ق)    y    5عندما س = 

  7=   7+  7(5(  = )7+  7= نهــــــــا ) سنهــــــــا ق )س( 

  5فالإقتران متصل عند النقطة س =  7( = 5ق) =بما أن نهــــــــا ق )س(

  3=  1×  3( = 1ق) y 1عندما س = 

 نقطة تشعب نوجد النهاية من اليمين واليسار  1بما أن س = 

7سنهــــــــا ق )س( = نهــــــــا  
  +7 =(1)7 + 7  =3  

 3نهــــــــا ق )س( =    y  3=  1×  3=  س3نهــــــــا نهــــــــا ق )س( = 

 (1بما أن نهــــــــا ق )س( = ق)

Е  = 1الاقتران ق )س ( متصل عندما س  

 ( غير موجودة لعدم وجودها في قاعدة الاقتران3ق) y   3عندما س = 

Е  = 3الاقتران ق)س( غير متصل عندما س 

 y2س 

 y0س  y0س 

 y0س 

 =y1س 

 y1س  +y1س 

 y1س 
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 :   مثال

                1>  س،                + ب 7أ س7                                         

      1=    س،                           5               ₌ق)س(          كانإذا 

   1، س <               6-ب 5- 7س                                         

 ؟ 1فجد قيمة كل من الثابتين أ ، ب التي تجعل الاقتران ق متصلا عند س = 

 الحل : 

 يكون الاقتران ق متصلا عندما   5( =1ق)

 ونكتب   5( =  1نهـــــــــا ق)س( = نهــــــــــا ق)س( = ق ) 

 5+ ب =  7(1أ )7+ ب ( =  7أ س7نهـــــــــا ق)س( = نهـــــــــا )

 (1………………… ) 5أ +ب = 7

 5=   6 – ب 5- 7(1( =  )6-ب 5- 7س= نهـــــــــا ) نهـــــــــا ق)س(

  3-ب =  y 17-ب = y 5 5=  6-ب 5- 1

 0أ =  y 15أ = y 7 5=  3-أ y 7 5( = 3-أ + )7( فنجد 1نعوض ب في )

 :  كتاب سؤال

إذا كان   

₌ق)س(  
         

0

  1س + 
      1 ≠ س  ،                 

                                    3                   ،   س = 1        

  1فابحث اتصال الاقتران هــ عندما س = 

 3( = 1ق)  الحل: 

 فإننا نعوض بها دائما ولا نوجد النهاية من اليمين واليسار ≠ ( عند وجود إشارة ) 

نهــــــــا ق ) س ( = نهـــــــا 
0

  1س + 
   =

0

1  +1  
  =

0

7 
  

Е  (1ق)≠ نهــــــــا ق ) س ( الاقتران غير متصل لأن 

 

 

 

 

 

 

 =y1س 

 +y1س 

 =y1س 

 +y1س 

 +y1س 

 y1س  y1س 

 y1س 

 +y1س 
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 : مثال

                                         
س (  - 7 )+7س

                5 < س   ،               س   

      5=    س    ،                                  6              ₌ق)س(          إذا كان

   5  >س     ،                      ب س + - 0                                        

 ، ب ؟ إذا كان ق متصلا عند س = صفر  ، فما قيمة كل من الثابتين 

 6( = 5ق)    الحل : 

 يكون الاقتران ق متصلا عندما :

 ونكتب 6( =  5نهـــــــــا ق)س( = نهــــــــــا ق)س( = ق ) 

 

نهـــــــــا ق)س( = نهـــــــــا 
س (  - 7 )+7س

س   
  =

صفر

 غير مقبول نحلل    صفر 

 

نهـــــــــا 
س (  - 7 )+7س

نهـــــــــا =  س   
((  - 7 )س+)س

نهـــــــــا =  س   
(  - 7 )س+

 1    

 

 ( =5  ( +7 -  (ق = )5 = )6 y 7-   =6 y        =-5   

 

  6( = 5ب = ق) + 5 – 0س +ب ( =  - 0نهـــــــــا ق)س( = نهـــــــــا )  

 

 1ب  =  y 0 – 6ب =  y 6ب =   + 0 

  6ق)س( +س =7، وكانت نهــــــــا  7: إذا كان ق متصلا عندما س =  كتاب سؤال

 ؟( 7فما قيمة ق)

 6= 7نهـــــــا ق)س( +y 7 6=نهــــــــا ق)س( +س  y7  6ق)س( +س =7نهــــــــا 

 

 7، وبما أن الاقتران ق متصلا عند س =  7نهــــــا ق)س( =  y 5نهـــــــا ق)س( = 7

 

  7( = 7نهـــــــا ق)س( = ق)

 

 =y0س 
 +y0س 

 +y0س  +y0س 

 +y0س  +y0س  +y0س 

 -y0س  -y0س 

 y2س  y2س  y7س 

 y2س  y2س 

 y2س 

 y2س 
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 نظريات الاتصال

 الاقترانان ق ، هـ متصلين عندما س = أ فإن :إذا كان 

  هـ متصل عندما س = أ ± ق 

  هـ متصل عندما س = أ × ق 

 
ق

 أ ≠ متصل عندما س = أ ، إذا كان هــ  هــ   

بمختصر العبارة مجموع أو فرق أو جداء أو قسمة اقترانين متصلين عند نقطة هو اقتران متصل عند نفس 

 النقطة 

                       :  مثال

  

7+  7إذا كان ق )س( = س

   

،

    

₌هــ )س(   
         

     3≥  س،                1 - س

 3<  س،               س - 0                                                                

  3هـ ( عندما س =  ×فابحث اتصال م )س ( = )ق 

 الحل : 

( = )ق + هـ ( م )س

 

=

+ 7س  )          

 

     3≥  س،                 (1 -()س 7

+ 7س  )                                      

 

  3<  س،                س( - 0()7

 77( =  1 – 3() 7+  7(3) )( = 3ق)

+ 7س  )نهـــــــــــــا م)س( = نهــــــــــــــا 

 

 77( =  1 – 3() 7+  7(3) )= ( 1 -()س 7

+ 7س  )نهــــــــــــــا م)س( = نهــــــــــــا 

 

  77( =  3 – 0( ) 7+ 7(3))= س(  - 0()7

 ( 3نهـــــــــــــا م)س( = نهـــــــــــــا م)س( = ق )  بما أن 

  

Е  3الاقتران م)س ( متصل عند النقطة  

 

 :  كتاب سؤال

 لان  3منحنى الاقتران ق المبين في الشكل غير متصل عندما س = 

  5( = 3ق)

 ( 3ق ) ≠  7بينما نهـــــــــــــا ق)س( = نهـــــــــــــا ق)س( = 

 

 

 -y3س  -y3س 

 +y3س  +y3س 

 -y3س  +y3س 

 -y3س  +y3س 
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 :  مثال

  

6+  7إذا كان هـ )س( = س

   

،

    

₌ل )س(   
         

     7≥  س،                س -7س 3

 7<  س،                  2س +                                                               

 7ل ) س ( فابحث في اتصال الاقتران ق)س( عند س =  –وكان ق)س( = هـ)س( 

 الحل : 

₌ق )س(   
         

     7≥  س،                س ( -7س3)  -(  6+  7)س

 7<  س،                  ( 2)س +   -(  6+  7)س                      

₌ق )س(   
         

     7≥  س،               6+س +  7س7-

 7<  س،                  7 -س  – 7س                        

 = صفر  2+  2-=  6+  7+  7( 7)7-( = 7ق)

 = صفر  2+  2-=  6+  7+  7( 7)7-( =   6+س +  7س7-نهـــــــــــــا ق)س( = نهـــــــــــــا )

         = صفر 7 – 7 – 7(7( = )7 –س  – 7س)  نهـــــــــــــا ق)س( = نهـــــــــــــا

 ( = صفر7بما أن  نهـــــــــــــا ق)س( = نهـــــــــــــا ق)س( = ق ) 

Е  = 7الاقتران ق)س( متصل عند النقطة س  

 : كتاب سؤال

 اقتران مما يأتي متصلا :جد قيم س التي يكون عندها كل 

 لجميع قيم س   صلوهو اقتران كثير حدود مت  2س +  – 3سق)س( =  (1

هـ )س( =  (7
3-س

  6س +0- 7س
اقتران نسبي متصل لجميع قيم س ما عدا أصفار المقام لذا  

 نوجد أصفار مقامه :

  7، س = 3س= y( = صفر 7-()س3-)س y= صفر  6س +0 – 7س

Е  = 7أو س =  3هـ)س( غير متصل عندما س   

ل)س( =  (3
7س+

1- 7س
   +

0

س   
 هذا اقتران نسبي متصل لجميع قيم س ما عدا أصفار المقام   

 نوجد أصفار مقامه : 

  1± س =  y= صفر  1- 7من الكسر الأول نجد : س

 ومن الكسر الثاني نجد س = صفر      

 Е   = أو س = صفر   1±ل)س( غير متصل عندما س 

 يمكن حل هذا التمرين بتوحيد المقامات ثم إيجاد أصفار المقامات  : ملاحظة 

y7س 
+ 

y7س 
- 

y7س 
- 

y7س 
- 

y7س 
y7س  +

+ 
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  : مثال

 15-هــ)س((=5 –ـا)ق)س( ، نهــــــــــــ 6(=7وكان ق) 7ين عند س = إذا كان ق، هـ اقترانين متصل

 يأتي :فأجب عن كل مما  

 (7جد قيمة هــ) -1

جد قيمة الثابت ل التي تجعل نهــــــــــــــا  -7
ل- 7((س)ق)

  (س)هــ
   =5  

 الحل :

 : أولاً

 (7اهــ)س( = هـــ)وكذلك نهـــــــ6(=7س( = ق)اق)فإن نهــــــــ 7ند س = هــــ متصلين ع،ق بما أن 

 

 بالتعويض 15y-ا هــ)س( = نهــــــــ5 -ـــا ق)س( س((=نهــــــهــ)5 –ا)ق)س( نهـــــــــ

 

اهــ)س( = نهــــــ y 15-ا هــ)س( = نهــــــ5 – 6
6+15

5    =0 y (نهـــــــ7هــ =) = )0ا هـ)س 

 ثانيا :

نهــــــــــــــا 
ل - 7((س)ق)

=     (س)هــ

ل- 7((س)نهــــــــــــــاق)

  (س)نهـــــــــــــاهــ
  =

ل- 7(6)

0    =5y(6)7- = 75ل y  

 16ل = 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 y7س 

 y7س 

 y7س  y7س 

 y7س  y7س  y7س 

 y7س 

 y7س 

 y7 س 

 y7س  y7س 
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 )النهايات والاتصال ( الاولى ةحل أسئلة الوحد

 

 الشكل الذي يمثل منحنى الاقتران ق ، جد قيمة كل مما يأتي :ادا على اعتم (1

 (7ق) (أ

 

 ق)س(اــنهــــــ (ب

 

 نهــــــــاق)س( (ج

 

 قيم س التي يكون عندها منحنى الاقتران ق غير متصل  (د

 

 ( 7+ س  – 7هـ( نهــــــــا))ق)س((   

 الحل :  

 -( = 7ق) (أ
3

7
  =-190 

 7نهـــــــــــــاق)س( =  y   7 نهـــــــــــاق)س( = ،  7نهــــــــــاق)س( =  (ب

 

 نهــــــــــــاق)س( غير موجودة y 7،  نهـــــــــــاق)س(=    7-نهــــــــــاق)س( =  (ج

 

 بسبب وجود قفزة  }J }7س   قيمالاقتران يكون غير متصل عند  (د

 

هـ ( نهــــــــا))ق)س((    
7

= )نهــــــــاق)س((( 7 س+ -
 7+ س نهـــــــــــا - 7

لكن نهـــــــــــاق)س( = نهــــــــــــاق)س( =           
1

7
  y  = )نهـــــــــــا ق)س

1

7
 نعوض  

)نهــــــــاق)س((   
)  =  7+ س نهـــــــــــا - 7

1

7
 )

7 – 5  +7  =1

5
  +7 =

7

5
  

 ، فجد قيمة كل مما يأتي : 3-، نهـــــــــاهـ)س(= 77=7+ 3إذا كانت نهــــــــا)ق)س(( (7

 

 هـ)س((×هـ)س(+س(     ب( نهـــــــــا)ق)س(7نهــــــــا)ق)س(+ (أ

 الحل :   

 y 75=  7- 77 =3نهــــــــا)ق)س(( y 77=7+ 3نهــــــــا)ق)س((نوجد أولا : (أ
 

  3نهــــــــــــاق)س( =  

    نهـــــــــــاهـ)س( + نهــــــــاس    7هـ)س(+س( = نهــــــــــاق)س(+7نهــــــــا)ق)س(+       

       

           =3  +7×-3  +1  =3-6+1  =-7  

 y-1س 

 y7س 

 y5س 

 -y7س 

 y-1س    +y-1س 

 y7س  +y7س 

 y5س  y5س     y5س 

 +y5س  -y5س 

 y5س  y5س 

 y1س  y1س 

 y1س  y1س 

 y1س  y1س 

 y1س 

 y1س  y1س  y1س  y1س 

 -y-1س 

 y5س 
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 نهــــــــــــاهــ)س(× = نهـــــــــاق)س(   هـ)س((×نهـــــــــا)ق)س( (ب
 

       =3  ×-3  =-7  

 جد قيمة النهاية )إن وجدت ( في كل مما يأتي عند قيم س المبينة إزاء كل منها :(5

+  س - 3أ( ق)س( = 
1س+

1+7س 
  y -1، س     

+ نهــــــــــا   س - 3الحل : نهــــــــاق)س( = نهــــــــــا
1س+

1+7س 
  

             =3 - (-1)  +
-1+1

 (-1)7+1
  = 5     +

صفر

 7
  =7 

ب(هـ)س(= 
س0-7س

51-س7 
 y0، س              

نهــــــــــاهـ)س( = نهـــــــــــا
س0-7س

15-س7 
  =

صفر

صفر 
 غير مقبول نحلل  

= نهــــــــــــا  
( 0 -س )س

( 0 -س )7 
= نهـــــــــــا  

س

 7
  =

0

 7
  

جـ( ل)س( = 
1س +7 - 7س

س3 - 17 
  y 1،   س        

نهــــــــــــا ل)س(= نهــــــــــــا  
1س +7 - 7س

س3 - 17 
   =

(1)7-7(1) +1

 17 - 3(1)
  =

صفر 

 7
 = صفر 

 

 y 5س                    ———————( م)س( = هـ

نهـــــــــــام)س( =  
صفر 

صفر 
 غير مقبول لذلك نوحد المقامات    

 

= نهـــــــــــا ———————نهــــــــــا م)س( = نهــــــــــــا 
 (7-س)- 7

(2-س7)(7-س)7 
  

 

نهـــــــــــا= 
 7+س - 7

(2-س7)(7-س)7 
نهـــــــــــا=  

س -5

(5-س )(7-س)5 
  

 

نهـــــــــــا= 
-1 

(7-س)5 
  =

-1 

 5(5-7)
  =

-1 

 2
  

 

 y1س  y1س  y1س 

 y-1س  y-1س  y-1س 

 y0س  y0س 

 y0س  y0س 

 y1س  y1س 

1

7-س 
  -   

1

 7
  

 2 -س 7  

 y1س 

1

7-س 
  -   

1

 7
  

 y5س  y5س  2 -س 7  

 y5س  y5س 

-1 

 y5س 
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و (  د)س( = 
3+0- 5س 

 57 - 7س 
  y 5س                    

نهــــــــــــا د)س( = 
3(5)+5 -0  

 (5)7 - 57 
  =

صفر

صفر 
 غير مقبول لذلك نضرب ونقسم على مرافق البسط  

=نهــــــــــــا   
3+0- 5س 

 57 - 7س 
  ×

3+0+ 5س 

 3+0+ 5س
= نهـــــــــــا 

 70- 5س+3

(0+ 5س+3 )( 57 - 7س) 
  =

نهــــــــــــا
 71-س3

(0+ 5س+3 )(5س+)(5-س) 
=نهـــــــــــا 

 (5-س)3

(0+ 5س+3 )(5س+)(5-س) 
  

= نهـــــــــــا
3 

(0+ 5س+3 )(5س+) 
  =

3 

 (5+5)( 3(5)+5 +0)
  =

3

 15×15
 =

3

 155
  

 

0)   

س0+  7)س( = سقإذا كان 

  

،

    

₌)س(    هـ
     

     1≥ س  ،               5+س 0

 7<  س   ،              7س+  2                                                              

 1، فابحث اتصال الاقتران ل عندما س=  وكان ل)س(= )ق+هـ()س(

 الحل :

 

)س(    ل            

س +0+3س           ₌

 

     1≥ س  ،               5+س 0

 1<  س   ،              7س+  2س+0+3س                                   

 

)س(    ل            

     1≥ س  ،                    5+س 15+3س           ₌

 1<  س   ،           2س+ 0+ 7س +3س                                   

 10=  5+15+ 1=  5( + 1)15+3(1( = )1ق)

 

 10=  5+15+ 1=  5( + 1)15+3(1( = )5س +15+3نهــــــــــا ل)س( = نهــــــــــا)س

  10=   2(+1)0+7(1+) 3(1(= )2س+ 0+ 7+ س3سنهـــــــــــا ل)س( = نهــــــــــا)       

  10( = 1= ق) نهــــــــــا ل)س(=  نهــــــــــا ل)س(بما أن    

 Ε  = 1ل)س( متصل عندما س  

 

 

 y5س 

 y5س 

 y5س 

 y5س 

 -y1س 

 +y1س 

 +y1س  -y1س 
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 ،  5( = 0وكان هـ) 0ق ، هـ متصلا عندما س=  إذا كان كل من الاقترانين :(5

نهـــــــــــا 
+ س  (س)ق

(س)هـ3 
 (0، فجد ق) 1=   

 =

س نهـــــــــا+ (س)نهــــــــــا ق
 

(س)نهـــــــــاهـ3 
  =1 

 5( = 0هـ)بما أن هـ متصل فإن نهـــــــــاهـ)س( = 

(س)نهـــــــــاق
  +0 

 3×5
  =1 y + )17=  0نهـــــــــاق)س  

 5( = 0بما أن ق متصل فإن نهـــــــــاق)س( = ق) 5=  0 – 17نهــــــــــــــاق)س( = 

إذا كان ق)س( =  (2
1

س 
  +

3-س

س3 - 7س 
 فما قيم س التي لايكون عندها الاقتران ق متصلا ؟   

 الحل:

 م غير متصل عند أصفار المقايكون بما أن الاقتران كسري فإن الاقتران ق 

  5من الكسر الأول نجد س =

  3أو س =  5س= y 5( = 3-س)س y 5س = 3-7ثاني نجد سومن الكسر ال

 } J }5 ،3ق غير متصل عند القيم س 

السؤال نمن خمس فقرات من نوع الاختيار من متعدد ، لكل فقرة أربعة بدائل واحد منها فقط يتكون عذا (7

 صحيح  ضع دائرة حول رمز البديل الصحيح :

 ، فإن قيمة م هي : 0( = 0س +5 – 7( إذا كان م عدداً ثابتا ، وكان نهـــــــــا )م س1)

   5-د(                          5جـ(                   1-ب(                 1أ(     

 تساوي : 3(5-7( نهــــــــــا)س7)

 75د(                         170جـ(               75-ب(                170-أ( 

( إذا كان ق)س( = 3)
س0 - 7س

7س +3 - 7س 
 فإن قيم س التي لا يكون عندها الاقتران ق متصلا هي : 

         }7-،1-{د(                      }7،1{جـ(              }5،0-{ب(              }5،0{أ( 

                7 ≥ س،                       1-س                                    (5)

 فإن نهــــــــاهـ)س(=    7 =  س،                           3               ₌ق)س(          إذا كان

   7، س <                          7س                                         

 د(غير موجودة                       1جـ(                 5ب(                 3أ(

  7د(                      75جـ(                21ب(           7( أ(0)

 y0س 

 y0س 

 y0س 

 y0س 

 y0س 

 y0س 

 y0س  y0س 

 y1س 

 y-1س 

 y7س 
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