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٢

   رــــــــــــط التغیــــــــمتوس
فان مقدار ھذا  ٢س إلى ١إذا تغیرت قیمة س من س

  ١س – ٢س= س  Δالتغیر في س ھو 
فان مقدار ھذا  ٢ص إلى ١إذا تغیرت قیمة ص من ص

  ١ص – ٢ص= ص  Δالتغیر في ص ھو 
  صفر ≠س Δ،  ٢س ≠  ١كان س إذا

                          
  ) ١س( ق –)  ٢س(ق      ١ص – ٢ص         ص ∆  

ــــــــــــــــ  =  ــــــــــــــ  ـــــــــــــــــــــــــــــــ=   ــــــــ
  ١س   -    ٢س            ١س – ٢سس           ∆ 

  )١س( ق   -)  س Δ+ ١س( ق                    
ـــــــــــــــــ=                ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

                                    Δ س  
  ) ١س( ق   -)   ھـ+ ١س( ق                    

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ=                ــــــــــــــ
  ھـ                                     

                                  
      ١ص – ٢ص                         

ــــــــــ  =   میل المستقیم   ظا ھـ = ــــــــــــــ
              ١س – ٢س                         

ھـ زاویة میل المستقیم ل المحصور بین محور :    
  السینات الموجب والمستقیم ل 

  ـــــرالتفسیر الھندسي لمتوســــــــط التغیـــــــ
         

  
  ص  ∆     ١ص  – ٢ص                     

  ــــــــــــ= ــــــــــــــــــــــــ = میل القاطع 
 س ∆      ١س  – ٢س                     

                          ظا ھـ = متوسط التغیر = میل القاطع 
  
  

س جد ما ٣+  ٢س =  )س (كان ق إذا)    ١(     مثال
   یأتي
  ٤٫١ إلى ٠٫٨س من  التغیر في س عندما تتغیر .١
  ٥ إلى ٢س من  التغیر في ق عندما تتغیر .٢
س عندما  إلىمتوسط التغیر للاقتران ق بالنسبة  .٣

 ٣ إلى ١-تتغیر س من 
          ١س – ٢س  =س  ∆ .     ١  :: الحل  
                    =  ٣٫٣=   ٠٫٨ – ٤٫١  

  )١س( ق –)  ٢س (ق    =  ق ∆ .   ٢
  )  ٢( ق –)  ٥ (ق    =               

               ) =)٢ (٣+ ٢)٢(( –))٥(٣+  ٢)٥ ((  
               ) =٦+  ٤(   –) ١٥+  ٢٥ (  

                =٣٠=  ١٠ – ٤٠  
  ) ١س( ق –)  ٢س (ق         ق ∆  . ٣

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــ =  ــــــــــــــ    
          ١س – ٢سس                 ∆      
  ) ١ - (ق –)  ٣ (ق           
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــ =       

                )١ -  - ٣ (  
        ) ) ١ -(٣+ ٢) ١ -  (( –)  ) ٣( ٣+  ٢) ٣ ((  
ــــــــــــــــــــــــــ=      ــــــ ـــــــــــــــــــ  ــــــــــــــــ ـــــ

                                    ٤      
            ) ٣ – ١( –) ٩+  ٩ (  

ـــــــــــــ =      ــــــ ـــــــــــــــــــ ــــــ  ــــــــ
                         ٤      

          ) ٢ -(  –)  ١٨ (  
ــ =      ـــــــــــــــــــ ــــــ   ٥= ــــــــ

                 ٤      
*********************************  

  )      ٢(    مثال
  التالیة في الفترة المبینة للاقترانجد متوسط التغیر 

                         ١  
 ] ٤،  ٣[، س  ٢س ـــــــــ   = ص     .١

                         ٢  
  :: الحل

١.  
   ١ص  –  ٢ص           ص ∆  

ــــــــــــــــــ =  ــــــــــــــ ــــــ  ــــــــ
          ١س – ٢سس             ∆ 
        ٢) ٣ (×  ٠٫٥   - ٢) ٤ (×  ٠٫٥  

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ =      ٣٫٥= ــــــــــــــ
                  ٣ - ٤      
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٣

   )     ٣(    مثال
  جد میل القاطع الواصل بین النقطتین 

  )) ٤(، ق ٤( ، ) ٠٫٠١( ، ق  ٠٫٠١( 
  س=    ص لمنحنى الاقتران 

   :: الحل
  ) ١س( ق –)  ٢س(ق         ق ∆  

ــــــــــــــــــــــــــــ =  ــــــــــــــ  ــــــــ
          ١س – ٢سس                 ∆ 

  ) ٠٫٠١(ق –)  ٤ (ق           
ــــــــــــــــــــــ =        ــــــ  ــــــــ

                )٠٫٠١ – ٤ (  
          ) ١٫٩)           ٠٫١(  –)  ٢  

ـــــــــــــــــــــــــــ =      ــــــ = ــــــــ  ــــــــ
٣٫٩٩                   ٣٫٩٩  

*********************************  
  )     ٤(     مثال

رك جسیم على مساره في المستوى البیاني من تح
  النقطة  إلى) س ، ص ( النقطة أ 

 ٢ - =س Δكانت إذا) ص  Δ+ س ، ص Δ+ س ( ب 
 ،Δ  كانت النقطة ب تقع فوق  إذا، فبین فیما  ٠= ص

  ٠یسارھا  أویمینھا  أوتحتھا  أوالنقطة أ 
   :: الحل
  ، ٠= ص  Δ،  ٢ -= س  Δلان الیسار  إلىتقع 

  
  ) ص Δ+س، ص Δ+ س( ب            )، ص  س( أ  

 ---------------------------------------------- ----- 
  )     ٥(     مثال

تحرك جسیم على مساره في المستوى البیاني على 
)  ١،  ١( من النقطة أ  ٢س = منحنى الاقتران ص 

   أنفبین     ١ ≠حیث س) س ، ص ( النقطة ب  إلى
  Δ ص  

   ١ ≠س Δ،     ١+ س  =ــــ ـــــــــــ
  Δ س  

   :: الحل
   ١ – ٢س           ١ –ص           ص ∆  

 ــــــــــــــــــــــــ= ــــــــــــــــــــــ =  ــــــــــــــ
  ١ - س            ١ –س            س  ∆ 
  ) ١+ س ) (  ١ –س (                

ـــ ــــــــــــــــــــــــ=             ١+ س =  ـــــــــــــــ
  )  ١ –س (                       

  
  
  
  

  )     ٦(     مثال 
) ف ( بحیث یكون بعده  للأعلىیتحرك جسیم عمودیاً 

ثانیة معطى ) ن ( بعد  الأرضعن سطح  بالأمتار
  فجد  ٢ن  ٥ –ن  ٤٠= بالعلاقة ف 

 ] ٤،  ١[ السرعة المتوسطة للجسیم في الفترة  .١
تغیرت ن من  إذالمتوسطة للجسیم السرعة ا .٢

 )ن Δبدلالة ( ن Δ إلىصفر 
  ) ١ :: الحل

  ) ١ن( ف –) ٢ن(ف      ف ∆                             
ـــــــــــــــــ =  ــــــــــــــ= السرعة المتوسطة   ــــــــــــــ

          ١ن – ٢ن            ن ∆                             
  ٣٥ – ٨٠     )  ١ (ف  –)  ٤ (ف            
 ١٤= ـــــــــــــــــــ = ــــــــــــــــــــــــــــــــــــ =       

                    ٣                  ١  – ٤  
٢(  

  )  ٠( ف –)ن ∆(ف      ف ∆                             
ـــــــــــــــــ ـــــــــــ=  ــــــــــــــ= السرعة المتوسطة   ـــ

  ن             ∆ن                ∆                             
    ٢) ن  ∆( ٥ –ن  ∆٤٠           
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ=       

  ن             ∆                  
  

  )  ن  ∆ ٥ – ٨( ن  ∆٥            
 )  ن  ∆ ٥ – ٨= ( ـــــــــــــــــــ ـــــــــــــــــــــ=       

  ن             ∆                    
 ------------------------------------------------- --  

  )    ٧(    مثال
  في الفترة) س(التغیر للاقتران ق كان متوسطإذا .
جد قیمة متوسط التغیر  أو ٤یساوي ] ٣، ١-[  

  في الفترة نفسھا س ٣)+ س(ق ٢=  )س(للاقتران ھـ
  :: الحل

  ) ١س( ھـ  –)  ٢س(ھـ          ھـ ∆  
ــــــــــــــــــــــــــ =  ــــــــــــــ ــــــ  ــــــــ

          ١س – ٢س                س ∆  
  ) ١- ( ھـ  –)  ٣ (ھـ        
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ = 

               ٤          
  ) ١-×  ٣)+ ١- (ق( ٢( – )٣× ٣)+ ٣(ق ٢(     
ـــــــــــــ =  ـــــــــــــــــــــــــ  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

                              ٤         
  ) ٣ -)١- (ق ٢( – )٩)+ ٣(ق ٢(     
ـــــــــــــ=   ـــــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

                              ٤       
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٤

  ١٢) + ١-(ق ٢- )٣(ق ٢      
ــــــــــ =  ـــــــــــــــــــــــــ  ــــــــــــــ

                     ٤          
  لكن   
  ) ١- ( ق  –)  ٣(ق          ق ∆  

  ٤= ـــــــــــــــــــــــــــــــــــ =  ــــــــــــــ
          ٤س                 ∆  
  ١٢))       ١-(ق(  - )٣(ق( ٢

  ٣+ ٤×  ٢= ــــــــــــ  +ـــــــــــــــــــــــــــــــــــ  = 
 ٤                 ٤  

 --------------------------------------------------  
  )   ٧(  مثال

  فترةفي ال) س(إذا كان متوسط التغیر للاقتران ق.
   ١٢)= ٣(ق×)١(وكان ق ٥یساوي ] ٣، ١[  

                          ١  
ــــ ) = س(وكان ھـ   جد قیمةــــــــــــــ

   ) س ( ق                       
  في الفترة نفسھا) س(متوسط التغیر للاقتران ھـ

    ٥/١٢-) ب√              ٥/١٢)أ  
  ١/٥-) د                 ١/٥) جـ     

   :: لحلا
    

  ) ١( ھـ  –)  ٣ (ھـ            ھـ ∆     
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ = ـــــــــ       

          ٢                      س ∆    
  ١                 ١  

ــــــــــــ                   ــــــــــــــــــ ـــــ ــــــ
  ) ١( ق         )  ٣(ق          ھـ ∆  

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ =  ــــــــــــــ
            ٢س                    ∆  
  )  ٣( ق  ــــ    )  ١(ق          ھـ ∆  

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ =  ــــــــــــــ
     ) ١( ق )  ٣( ق×  ٢س         ∆  

      لكن 
  )  ١( ق  ــــ    ) ٣ (ق          ق ∆  

ــــــــــــــــــــــــــــــــ =  ــــــــــــــ  ومنھا   ٥= ــــــــ
   ٢س                      ∆  
  ٥ -           ١٠  -           ھـ ∆

ــــــــ=  ــــــــــــــ  ـــــــــــ = ــــــــ ــ
  ١٢            ١٢×  ٢س          ∆
  
  
  
  
  

  )     ٨(     مثال
  في الفترة) س(إذا كان متوسط التغیر للاقتران ق.
   ٢)= ٣(ق×)١(وكان ق ٤یساوي ] ٣، ١[  

                       ١       
  متوسط التغیر جد قیمة ـــــــــــــ) = س(وكان ھـ

  ) س(ق                    
  في الفترة نفسھا) س(للاقتران ھـ 

    ٢-) ب√                   ١/٢)أ  
  ١/٢-) د                     ١/٤) جـ   
  تمرین للطالب :: الحل 
    
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

*********************************  
  )     ٩(     مثال

في ) س(إذا علمت أن متوسط التغیر للاقتران ق.
فما قیمة  ١١) = ٢(وان ق ٣یساوي ] ٤، ٢[ الفترة 

  ) =٤(ق
  ٥-) ب                           ١٧-)أ  
  ١٧) د√                            ٥) جـ  
   :: الحل
  )  ٢( ق  –)  ٤ (ق            ق ∆     
ـــــــ = ـــــــــ         ٣= ـــــــــــــــــــــــــــــــــ
          ٢                      س ∆    
  ٦= )  ٢( ق  –)  ٤ (ق               

  ٦=  ١١ –)  ٤ (ق               
  ١٧= )  ٤ (ق               
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٥

  )     ١٠(     مثال
أ  – ٢ س ٤ )س(متوسط التغیر للاقتران قكان إذا .

  فان  قیمة ب ؟ )  ٤ - ( یساوي ]  ٢ب ، [ في الفترة 
  ٣-) ب √                             ٢-)أ  
  ٢٠) د                                    ٤-) جـ     

  
  

   :: الحل
  )  ٢( ق  –)  ب (ق            ق ∆     
 ٤ -= ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ = ـــــــــ       
          ٢  - ب                     س ∆    

  ) أ  – ١٦(  –أ  – ٢ب  ٤                  
ــــــــــــــــــــــــــ                    ٤ - = ــــــــــ ــــ

          ٢  - ب                            
  ١٦ – ٢ب  ٤                      

ــــــــ                      ٤ -= ـــــــــــــــــــ
      ٢  -ب                          

   )  ٢+ ب ) (  ٢ –ب ( ٤                  
ــــــــــــ                   ـــــــــــ ــــ  ٤ - = ـــــــــــــ

          ٢  - ب                            
   ٣ -= ومنھا ب    ٤ -=  ٨+ ب  ٤       

*********************************  
  )     ١١(     مثال

وكان  متوسط التغیر ) س(س ق) = س(إذا كان ل
وان  ١٢یساوي ] ٤، ٢- [ في الفترة ) س(للاقتران ل 

  )=٢-(فما قیمة ق ٦=  )٤(ل
  ٩- ) ب                      ٣٩)أ  

  ٦٦ –) د                   ٣٣) جـ  √   
  :الحل 
  )  ٢ -(ل   –)  ٤ (ل            ل ∆     
 ١٢= ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ = ـــــــــ       
          ٦                      س ∆    
  ٧٢= )  ٢ -(ق   ٢+  ٦              

  ٣٣= )  ٢ -(ومنھا    ق              
-------------------------------------------- ------  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  )     ١٢(     مثال
 ١-٢س) = س(إذا كان متوسط التغیر للاقتران ق.

 ١فان قیمة س ٢=س∆، ١س= عندما س٥یساوي 
  تساوي

  ٣/٢- ) ب                   ٤)أ      
  ١٫٥) د√                  ٤-) جـ     

  : الحل
  )١س( ق   - )  س Δ+ ١س( ق         ق  ∆  

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ =  ــــــــــــــ ــــــ  ٥= ــــــــ
  س Δس                         ∆ 

  ) س( ق   - )   ٢+ س ( ق                    
ــــــــــــــــ ــ                 ـــــــــــــــــــ ــــــ   ٥= ـــــــــــ

                                    ٢  
  ١٠=  ١+  ٢س  – ٤+ س  ٤+   ٢س 

  ١٫٥= ومنھا س   
 ---------------------------------------------------  

  )    ١٣(    مثال
  في الفترة) س(لاقتران قاإذا كان متوسط تغیر .
  فان قیمة ٢=  )١(ق وكان ٣یساوي  ] ١،  ٤-[ 
  ؟)  ٤ -( ق  
  ١٣-) ب√                    ١١)أ 

  ١٣) د                   ١١-) جـ 
   :الحل     

  )  ٤ -( ق  –)  ١ (ق            ق ∆     
ـــــــ = ـــــــــ         ٣= ـــــــــــــــــــــــــــــــــ
          ٥                    س ∆    

   ١٥) =  ٤ - ( ق  – ٢          
  ١٣ -) =  ٤ -( ومنھا ق         

 ---------------------------------------------------  
  )    ١٤(     مثال

فان میل القاطع لمنحنى  ٣ - ٢س٢) = س(إذا كان ق.
)) ١-(،  ق ١- (، )) ٢(، ق٢(المار بالنقطتین ) س(ق

  :یساوي 
      ٦) ب                               ٢-)أ     

  ٣) د                                  ٢) جـ√
  : : الحل

  )  ١-( ق  –)  ٢ (ق                           
ــــــــــــــــــــــــــ = میل القاطع         ــــــ  ــــــــ

                                     ٣          
                      ) ٣ - ٢(    –)   ٣ – ٨  (  

ـــــــــــــــــــــــــــــ  =                    ــــــ  ٢= ــــــــ
                                     ٣          
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٦

  )      ١٥(    مثال
التغیر  متوسط وكان مقدار ٢س أ) = س(إذا كان ق.

یساوي ]  ٤،  ٢ -[في الفترة ) س ( في الاقتران ق
  فان قیمة أ ؟ ٢٤
      ١٢) ب                    ١٫٢)أ     

  ٧٫٢) د                      ٢) جـ√  
  

  :الحل 
  )  ٢-( ق  –)  ٤ (ق            ق ∆     
 ٢٤= ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ = ـــــــــ       
          ٦                      س ∆    

  ١٤٤= أ  ٤ –أ  ١٦                  
  ١٤٤= أ ١٢                           

  ١٢= أ                                
 ------------------------------------------- --------   

  )     ١٦(     مثال
صفیحة معدنیة مربعة الشكل تتمدد بالحرارة محافظة 

 ٥٫١ إلىسم  ٥ھا من على شكلھا ، إذا زاد طول ضلع
 یساوي ٢سم فان مقدار التغیر في مساحتھا بالسم 

  ٢٦٠٫١) د      ٢٦٫٠١)جـ  ١٠٫١) ب  ١٫٠١) أ√
  : : الحل

  ) ٥( م   –)  ٥٫١ (م =      م ∆
       =١٫٠١=  ٢٥ – ٢٦٫٠١  

 ---------------------------------------------------  
  )      ١٧(    مثال

  )س ( ھـ + ٢س= ) س(إذا كان ق
  ٥< س   ≤ ١،          ١+  ٢س                     

  ) = س ( ھـ 
  ٧  ≤س   ≤ ٥،                    ١٠                    

في ) س ( فان مقدار متوسط التغیر في الاقتران ق      
  یساوي  ] ٥ ،١[ الفترة 

  ٢) د           ٨) جـ√       ٢٨) ب   ٣٧)أ     
  

  :ل الح
  )  ١( ق  –)  ٥ (ق            ق ∆    

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ = ـــــــــ       
          ٤                      س ∆    

  ) ) ١( ھـ +  ١(  –)  ٥( ھـ +  ٢٥           
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ =        ــــــــــــــ
                              ٤          

              ٢ -  ١ – ١٠+  ٢٥  
ـــــــــــــــــــــــــــ =          ٨= ــــــــــــــ

                              ٤          
   

  )   ١٨(  مثال
 ١-٢س) = س(إذا كان متوسط التغیر للاقتران ق.

 ١فان قیمة س ١=س∆، ١س= عندما س٤یساوي 
  تساوي

  غیر ذلك) د√      ٤-) جـ         ٣/٢- ) ب     ٤)أ   
  :الحل 

  )١س( ق   - )  س Δ+ ١س( ق         ق  ∆  
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ =  ــــــــــــــ ــــــ  ــــــــ

  س Δس                         ∆ 
  ) س( ق   - )   ١+ س ( ق                    

  ٤= ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ                 
                                    ١  

  ٤=  ١+  ٢س  – ١+ س  ٢+   ٢س 
  ١٫٥= ومنھا س   

 ---------------------------------------------------  
  )      ١٩(    مثال 

عندما | س  ٤ – ٣|  ) =س(متوسط التغیر للاقتران ق
  یساوي )  ٤(  إلى) ١- (تغیر س من 

    ٢٤/٥- ) ب                       ٦/٥)أ√  
  ١٠) د                       ٢) جـ    

  :الحل 
  )  ١- ( ق  –)  ٤ (ق          ق ∆      

ـــــــ = ـــــــــ          ـــــــــــــــــــــــــــــــــ
          ٥                      س ∆     
  ٦         ٧ – ١٣         ق ∆      
  ــــــــــ = ـــــــــــــــــــ = ـــــــــ       
  ٥              ٥            س ∆     

------------------------------------------ --------   
  )      ٢٠(    مثال

  ١٤٧من اسئلة المراجعة ص  ١واجب س 
--------- ---------------------------------- --------   

حلول تدریبات وتمارین ومسائل 
  متوســـــــــــــــط التغیـــــــــــــر

  ٨٢ص  )     ١(    ت
  : : الحل  

          ١س – ٢س=  س  ∆.       .١
                      =٠٫٧=   ٣ –  ٣٫٧  

          ١س – ٢س=  س  ∆.       .٢
  )   ١+ل (  –ل =                      

  ١-=      ١  -ل  –ل =                      
*********************************  
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٧

   ٨٤ص ٢ت 
فجد متوسط ] س  ٠٫٥[ –٣س ) = س ( إذا كان ق

 ٢٫٤= ١التغیر في الاقتران ق إذا تغیرت س من س
  ٢٫٣=  ٢إلى س 

  :: الحل
  ) ١س( ق –)  ٢س(ق         ق ∆  

ــــــــــــــــــــــــــــ =  ــــــــــــــ  ــــــــ
         ١س – ٢سس                 ∆ 
  ) ٢٫٣(ق –)  ٢٫٤ (ق            

ــــــــــــــــــــــ =        ــــــ  ــــــــ
                )٢٫٣ – ٢٫٤  (  

))٢٫٣×٠٫٥[ –٢)٢٫٣(( –] ٢٫٤× ٠٫٥[ –٣)٢٫٤([  
ــــــــــــــــــــ ــــــــــــــــــــ=   ـــــــــــــــــــــــــ  ـــــــــــــــــــ

                                 ٠٫١      
         ١١٫١٦٧ –١٢٫٨٢٤  

ـــــــــــــــــــــــــ =        ١٦٫٥٧= ــــــــ
                   ٠٫١    

-------------------------------------------- ------  
  ٨٥ص  ٣ت 

  إذا كان القاطع المار بالنقطتین 
 ٥ ١٢٠یصنع زاویة ) ) ٣(، ق ٣( ، ))  ٢(، ق  ٢( 

  مع محور السینات الموجب ، فجد متوسط تغیر
  ٣= إلى س ٢= ق إذا تغیرت س من س  

  :الحل 
     ٣ـــ    =   ٦٠ــــ ظا = ١٢٠ظا = میل القاطع       

-------------------------------------------- ------   
  ٨٦ص  ٤ت 

) ف ( یتحرك جسیم على خط مستقیم بحیث یكون بعده 
بعد ن ثانیة معطى ) و ( بالأمتار عن نقطة ثابتة 

، جد ٢٠+ ن  ٢ – ٢ن  ٢) = ن ( بالعلاقة التالیة ف
  ] ٦، ٢[ السرعة المتوسطة في الفترة الزمنیة 

  :: الحل
  ) ١ن( ف –)  ٢ن(ف         ف ∆  

ــــــــــــــــــــــــــــ =  ــــــــــــــ  ــــــــ
          ١ن – ٢ن                  ن ∆  

  ٢٤ – ٨٠      )  ٢ (ف  –)  ٦ (ف                
ـــ =            ١٤= ــــــــــــــــــ = ـــــــــــــــــــــــــــــــــ

                      ٤                     ٢  – ٦  
  
  
  
  
  

 ---------------------------------------------------  

  ٨٧تمارین ومسائل  ص 
 --------------------------------------------------

  : ١س 
  ) ١س( ق –) ١+ ١س(ق         ق ∆  

ــــــــــــــــــــــــــــــ =  ــــــــــــــ ــــــ  ــــــــ
         ١س – ١+ ١سس             ∆ 
 ١س٢(–)١ –١+١س+ ٢)١+١س(٢(     

  )١ – ١س+ ٢
ـــــــــــــــــ =  ـــــــــــــــــــــــــ  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

         ١س – ١+ ١س                     
٢س٢   

 ١س٢–١س+ ٢+ ١س٤+١
  ١+  ١س - ٢

ــــــــــــــــــــــــــــــــــ=  ـــــــــــــــــ ــــــــــــــ  ــــــــــــــــ
         ١س – ١+ ١س                     

  ١/٤= ١ومنھا س ٤=٣+  ١س٤
  

  : ٢س 
  ) ٣( ق –) ھـ+ ٣(ق         ق ∆  

ــــــــــــــــــــــــــــــ =  ــــــــــــــ ــــــ  ــــــــ
         ٣ – ھـ+ ٣س             ∆ 

  )٢ –٢ )٣((–)٢ –٢)ھـ+ ٣((           
ــــــــــــــ =   ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

         ھـ                     
        ٢ھـ+ ھـ  ٦   ٢+ ٩- ٢ – ٢ھـ+ ھـ  ٦+ ٩     
ــــــــــــــــــــــــــــــــ =  ــــ = ــــــــــــــ  ھـ+  ٦= ــــــــــــــ

  ھـ                         ھـ                     
  : ٣س      

  ) ١( ق –)  ٣(م         م ∆  
ـــــــــــــــ =  ــــــــــــــ ــــــ  ٣= ــــــــ

         ١ –٣س             ∆ 
  ) ٤+ ٣-أ ( –) ٤+   ٩  - أ  ٩(           

ــــــــــــــ =   ٣=ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
                     ٢         

  ٦) =  ١+ أ ( –) ٥- أ  ٩(           
  ١٫٥= ومنھا أ    ١٢=  أ   ٨                                  

  : ٤س 
    ٠٫١=  ١س – ٢س= س ∆           

  ٢٫٩=  ١ومنھا س ١س -  ٣   = ٠٫١            
   ١ ص – ٢ ص= ص  ∆                

  ٤٫٢=  ١ ومنھا ص  ١ ص -   ٥= ٠٫٨                  
  ) ٤٫٢،  ٢٫٩( احداثیات النقطة أ 
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٨

  :: الحل.: ٥س 
  ) ١س( ھـ  –)  ٢س(ھـ          ھـ ∆  

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ =  ــــــــــــــ
          ١س – ٢س                س ∆  

  ) ١- ( ھـ  –)  ٣ (ھـ        
ـــــــــــ=   ـــــــــــــــ ــــــــــــــ

               ٤          
  ) ١×  ٣ -)١- (ق( ٢( – )٩× ٣ -)٣(ق ٢(     
ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ =  ـــــــــــــــــــــــــ  ــــــــــــــ

                              ٤         
  )  ٣ -)١- (ق ٢( – )٢٧ -)٣(ق ٢(     
ــ=  ــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــ  ـــــــــــــــــــــــ

                              ٤         
  ٢٤ - ) ١-(ق ٢-  )٣(ق ٢     
ــــــــــ =  ـــــــــــــــــــــــــ  لكنــــــــــــــ

                     ٤          
  ) ١-( ق  –)  ٣(ق          ق ∆    

  ٤- = ـــــــــــــــــــــــــــــ ــــــ=  ــــــــــــــ
          ٤       س             ∆  

  ١٦ -))  =  ١- (ق(  -  )٣(ق    
  ٢٤ -)) ١-(ق - )٣(ق( ٢  

ــ =  ـــــــــــــــــــــــــ  ١٤- =  ٦ – ٤-× ٢= ــــــــــــــ
                     ٤          

  :  :الحل: ٦س 
  ) ٥ (م   –)  ٥٫٢ (م =      م ∆

       =٢٫٠٤=  ٢٥ – ٢٧٫٠٤  
  ) ١: : الحل: ٧س   

  ) ١ن( ف –) ٢ن(ف      ف ∆                             
 ـــــــــــــــــــــــــــــــ =  ــــــــــــــ= السرعة المتوسطة 

          ١ن – ٢ن            ن ∆                             
  ٣٥ – ٨٠     )  ١ (ف  –)  ٤ (ف            
ــــــــــــــــــــــ =        ــــــ  ١٥= ـــــــــــــــــــ = ــــــــ

                    ٣                  ١  – ٤  
٢(  

  )  ٠( ف –)ن ∆(ف      ف ∆                             
 ـــ ــــــــــــــــــــــــــــ=  ــــــــــــــ= السرعة المتوسطة 

  ن             ∆ن                ∆                             
    ٢) ن  ∆( ٥ –ن  ∆٤٠           
ــــــــــــــــــــــــــ=        ــــــ   ــــــــ

  ن             ∆                       
  )  ن  ∆ ٥ – ٤٠( ن  ∆            

ـــــــــــــ=        ــــــ  )  ن  ∆ ٥ – ٤٠= ( ـــــــــــــ ــــــــ
  ن             ∆                        

  ىــــــــــــــــالأولشتقة ـــــــــــــــــالم
 ١ق اقتران معرف عند س:    )س(ق= كان ص  إذا

  وكذلك في جوارھا وكانت 

       ١ص – ٢ص                        ص ∆                 
 نھــــــــــــــا ـــــــــــــــــــــــ    = ـــا  ـــــــــــ  نھــــــــــ

   ١س – ٢س   ١س  ← ٢س     س ∆   ٠←س ∆ 
  )س ( ق  –) ع ( ق                     
 نھــــــــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    =  

                  س  - ع             س  ←ع   
  )١س( ق   -)  س Δ+ ١س( ق                  

ـــــــــــــــــــــــــــــ=  ــا ـــــــــــــــــــــ   نھــــــــــ
  س Δ                   ٠←س ∆   

  ) س( ق   -)  ھـ + ١س( ق                  
ـــــــــــــــــــــــــــــ=  ــا ـــــــــــــــــــــ   نھــــــــــ
  ھـ                ٠← ھـ     

للاقتران ق عند  الأولى المشتقةتسمى  فإنھاموجودة 
  ویرمز لھا بالرمز  ١س= س 

  
  ویسمى ھذا المقدار معدل التغیر في ص بالنسبة س 

  المشتقةویسمى تعریف 
*******************************  

  تستطیع استخدام أي قانون : ملاحظة 
 ------------------------------------ --------------  

       
  ص  ∆     ١ص  – ٢ص                     

                 عندما یؤول الى المماس عند النقطة أ  میل القاطعنھایة 
                                ص ∆                    

ــــــ       ویسمى ھذا المقدار معدل = نھـــــــــــــا  ـــــ
  س       ∆  ٠←س ∆     

  التغیر في ص بالنسبة س  او المشتقة الاولى
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٩

)  ٣( جد قَ  ٢س) = س( كان ق إذا):   ٢١(    مثال
  باستخدام تعریف المشتقة

  :الحل     
  )س ( ق  –) ع ( ق  د ص                         
ــــــــــــــــــــــ    = ـــــــــــــ    ــا  ـــــــــــ  نھــــــــــ

             س  -س            ع   ←د س     ع    
  ) ٣( ق  –) ع ( ق                                    

 نھــــــــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    =               
             ٣  - ع             ٣  ←ع                  

  ٩  – ٢ع                                      
 نھــــــــــــا  ـــــــــــــــــــــــــ    =               

        ٣  -ع          ٣  ←ع                  
  )          ٣+ ع ) (  ٣ –ع (                         

  ٦= نھــــــــــــا  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   =      
             ٣  -ع             ٣  ←ع        

------------------------------------------ --------  
  ،   س) = س( كان ق إذا):     ٢٢(      مثال

  باستخدام تعریف المشتقة) س ( جد قَ  
  )س ( ق  –) ع ( ق  د ص                         
ــــ= ـــــــــــــ    ــا  ـــــــــــ  ــــــــــــــــــ    نھــــــــــ

             س  -س            ع   ←د س     ع    
  س –ع                                         

   ١= نھــــــــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ  =               
             س  -س          ع   ←ع                  

 --------------- ------------------------------- ----  
  ):      ٢٣(     مثال

) س ( س  جد قَ +  ٢س  ٤) = س ( إذا كان ق 
  باستخدام تعریف المشتقة

   :الحل 
  )س ( ق  –) ع ( ق  د ق                           

ــــــــــــــــــــــ    = ـــــــــــــ    ــا  ـــــــــــ  نھــــــــــ
             س  -س            ع   ←س     ع د    

  )  س +   ٢س  ٤( –)  ع +   ٢ع  ٤(                
ـــــــــــــــ    =     ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  نھــــــــا 

             س  - س                      ع   ←ع
  ) س  –ع + ( )  ٢س  ٤ – ٢ع  ٤(                

ــــــــــ    =     ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  نھــــــــا 
             س  - س                      ع   ←ع

  )س + ع (  ٤                                  
  ٢ع٤  - ٢س ٤س       –ع                   

ــــــــ=       ـــــ+ ــــــــــ نھــــــــا  ــــــ    س ٨+    ١= ــــــــ
  س - ع         س  - س        ع   ←ع

 --------------------------------------------------  
  

  ):      ٢٤(     مثال
اسبوعاً  ٣٠بدأت شركة منظفات بحملة دعائیة مدتھا 

لأحد منتجاتھا الجدیدة فإذا كانت العلاقة بین الایراد 
بآلاف الدنانیر و س التي تمثل ) س ( سبوعي ر الأ

عدد الأسابیع بدءاً من بدایة الحملة تعطى 
  بالقاعـــــــــــــــــــــــــــــــدة 

 ٣٠ ≤س  ≤٠:  ٢س ٠٫٢ - س  ٨+  ٢٠) = س(ر
  اجب عما یلي 

جد معدل التغیر في المبیعات الأسبوعیة عندما  .١
 ٢٥، ٢٠، ٥= س 

یادة والنقصان صف معدل التغیر من حیث الز .٢
  خلال فترة الدعایة

   :الحل 
  = معدل التغیر 

  )س ( ر  –) ع ( ر  د ر                           
ــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    = ـــــــــــــ     نھــــــــــ

             س  -س            ع   ←د س     ع    
  

  )٢ س٠٫٢- س٨ +٢٠( –)٢ع٠٫٢- ع٨+٢٠(        
ـــــــــــ    = =  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  نھــــا ــــ
             س  - س                      ع   ←ع

   ٢س٠٫٢+ س  ٨  – ٢ع٠٫٢-ع٨                
ــــــــــ    = =  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  نھــــــــا 
             س  - س                      ع   ←ع

  )س + ع (  ٠٫٢ -              ٨                      
  ٢ع٠٫٢ -  ٢س٠٫٢س        ٨  -ع٨                  

 ـــــــــــــــــــــــــــــــ    + نھــــــــا ــــــــــــــــــــــــ =      
  س - ع                س  - س        ع   ←ع
  

  س ٠٫٤ -  ٨= 
   د ر                           

 ٦= ٥×  ٠٫٤ -  ٨= ـــــــــــــ     
  د س         

  ٥= س            
   د ر                           

 صفر= ٢٠×  ٠٫٤ -  ٨= ـــــــــــــ     
  د س         

  ٢٠= س            
        د ر                      

 ٢ -= ٢٥×  ٠٫٤ -  ٨= ـــــــــــــ     
  د س         

  ٢٥= س            
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١٠

  ندرس اشارة المشتقة .  ٢
   ٢٠= ومنھا س    ٠=  س  ٠٫٤ -  ٨
  
 -------------------       ++++++++++  

  
٠                        ٢٠                        ٣٠  

  ]٣٠،  ٢٠[ص متناق]      ٢٠،  ٠[ متزاید 
 -------------------------------------------------  

  ):  ٢٥(    مثال
        ١+ س ) =    س ( ق  كان إذا

  باستخدام تعریف المشتقة)  ٨( جد قَ  
  : الحل
  )س ( ق  –) ع ( ق  د ق                           

ــــــ= ـــــــــــــ    ــا  ـــــــــــ  ــــــــــــــــ    نھــــــــــ
             س  -س            ع   ←د س     ع    
  

       ١+ س +     ١+ ع        ١+ س     - ١+ ع              
ــ  نھـــــا =    ــــــــــــــــــــــــــــــــ× ــــــــــــــــــــــــــــ
     ١ +س    + ١+  ع    س       - ع     س ← ع 
  )       ١+ س (    - )  ١+ ع (                           
ــــــــــــــــــنھــــــــــا =   ـــــــــــــــــــــــــ   ـــــــــــــــــــــــ
    ) ١ +س    + ١+  ع  )( س  - ع (    س ← ع 
  )       س  - ع (                           
ــــــــــــــــــــــــــــــــــنھــــــــــا =   ـــــــــــــــــــــــــ   ـــــــ
    ) ١ +س    + ١+  ع  )( س  - ع (    س ← ع 
              ١                  ١  
  ــــــــــــ=  ـــــــــــــــــــــــــــ=   
    ٦      ١+  س    ٢       

 -------------------------------------------------  
  :) ٢٦(  ثالم

   :أنعدد صحیحاً موجباً فأثبت  كان ن إذا
  )  ن ھـ  –س(ق –)ن ھـ + س(ق          

     )س(ن قَ ٢=  ــــــــــــــــــــــــــــــــنھـــــا ــــــــــــــــ=    
             ھـ                    ٠  ←ھـ 

  :الحل  
  )س ( طرح واضافة ق 

 ـ ق) س ( ق ) + س ( ــ ق ) ن ھـ + س(ق             )     ن ھـ  -س(ــ
ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  =   نھـــــا ــــــــــــــــــــــــــــ

             ھـ                      ٠  ←ھـ 
         )               س ( ن قَ  -  - ) س ( ن قَ = 
  )    س (  ن قَ  ٢) = س ( ن قَ ) +  س ( ن قَ = 

                     
  
  

  ):     ٢٧(      مثال
  ، فجد   ٦) =  ٤( كان  قَ  إذا

  )  ھـ  ٥+  ٤(ق –)ھـ  ٢ -٤(ق            
ــــــــــــــــــــ    =     ـــــــــــــــــــــــــ  نھـــــا ـــ

             ھـ                    ٠  ←ھـ 
  :الحل  

  ) ٤( طرح واضافة ق 
  )     ھـ  ٥+ ٤(ـــ  ق)  ٤( ق ) +  ٤( ــ ق ) ھـ  ٢ -٤(ق          

 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  ـــــــــــــــنھـــــا ـــــــــــــــ= 
              ھـ                     ٠  ←ھـ 
         )               س ( قَ  ٥ -)  ٤( قَ  ٢ -= 
 =-٤٢ -=  ٦×  ٥ - ٦×  ٢                         

في مثل ھذه الأسئلة دائماً مشتقة ما بعد :  ملاحظة
  السالب مع مراعاة معامل ھـ في البسط والمقام 

 -------------------------------------------------  
  ):    ٢٨(     مثال

)  ٣/( س  جد قَ  ٣جا ) = س ( إذا كان ق 

  باستخدام تعریف المشتقة

  : الحل 

  ٣-)=  ٣/( قَ )     ج
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١١

  ):   ٢٩(     مثال
  س                          
  ٣ ≠س : ــــــــــــــــ ) = س (  إذا كان
   ٣ –س                        

  یف المشتقةباستخدام تعر)  ٢( جد قَ  
   :الحل 

  ) ٢( ق  –) ع ( ق                                  
ــــــــــــــــــــــ    ) =  ٢( قَ     نھــــــــــــا  ـــــــــــ

             ٢  -ع             ٢  ←ع                 
  ٢ع                                                   

ـــ  ــــــــــــــــ                                  ــــــــــــ ــ
  ٣ - ٢          ٣ -ع                                 

 نھــــــــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    =  ) ٢( ق َ   
                                                                   ٢  -ع             ٢  ←ع                   

  ٢ع                                                      
  ــــــــــــــــ+  ــــــــــــ                                    
  ١             ٣ - ع                                    

 ــــــــ    ــــــــــــــــنھــــــــــــا  ـــــــــــــــ) =  ٢( ق َ   
       ٢  -ع             ٢  ←ع                   

  ٦ - ع  ٢+ ع                                     
 نھــــــــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    ) =  ٢( ق َ   

       )             ٣ - ع  )(٢  - ع (     ٢  ←ع                   
  ) ٢ –ع ( ٣                                    

     ٣- = نھـــــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ ) =  ٢( ق َ   
  )     ٣ -ع  )(٢  - ع (     ٢  ←ع                 

----------------------------------------------- ---  
  ):    ٣٠(       مثال

  )٢(المشتقة اوجد قَ باستخدام تعریف 
  |س – ٢|+  ٢)= س(للاقتران ق

  : : الحل
 ٢بما ان ناتج التعویض في القیمة المطلقة عند 

یساوي  صفر یجب اخذ المشتقة من الیمین ومن 
  س - ٢            ٢ –الیسار             س 

                  -------------    ++++++++  

                                   ٢  
  )  ٢( ق  –) ع ( ق                                  

 نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    ) =  ٢( قَ **  
             ٢  -ع              ٢←ع+                  

  ) ٢ – ٢+  ٢(  –)  ٢ –ع + (  ٢               
ــــ=       ١=  ــــــــــــــــــــــــــــــــــ نھـــــــا  ــــــــــــــــ
          ٢  -ع                   ٢←ع    
  )  ٢( ق  –) ع ( ق                                     

 نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    ) =  ٢( قَ **  
             ٢  - ع              ٢←ع            -       

  ) ٢ – ٢+  ٢(  –) ع  – ٢+ (  ٢               
ـــــــــــــ =  ـــــــــــــــــــــــــ      ١ - = نھـــــــا  ــــــــــــــــ
             ٢  -ع                   ٢←ع    
       
  ق. غ     )  ٢( قَ  ≠)  ٢( قَ         

                      +-  
 ------------------- ----------------------------- ---  

  ):     ٣١(      مثال
للاقتران  )س(باستخدام تعریف المشتقة اوجد قَ 

  س ٢قا )= س(ق
   :الحل 

  )س  ( ق  –) ع ( ق                                   
 نھــــــــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــ    ) = س ( قَ   

             س  -س             ع   ←ع                 
  س ٢قا  –ع  ٢قا                     

ــــــــــــــــــــــــ    =  ــا  ـــــــــــ  نھــــــــــ
             س  -س             ع   ←ع   
                        ١                  ١  

  ــ  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ ـــ                    
  س           ٢ع          جتا  ٢جتا                      

ـــــــــ    =  ـــــــــــــــــــــــــ ــا  ـــــــــــ  نھــــــــــ
  س  - س              ع   ←ع    
  ع            ٢جتا  –س  ٢جتا                              
ــا  ـ=  ــــــــــــــــــــــ    نھــــــــــ ـــــــــــــــــــــــــ  ــــــــــ
)                     س  ٢جتا )( ع  ٢جتا )(س  - ع (س         ←ع  

  )           ع  –س ( جا ) ع+ س(جا ٢ -                   
ــــــــــــــــــ=  ـــــــــــــــــــــــــ ــا  ـــــــــــ  ــــ    نھــــــــــ
  )س  ٢جتا )( ع  ٢جتا )(س  - ع (س         ←ع  
  
  )           ع  –س ( جا )   ع+ س(جا ٢ -                    
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــ     = ــا ـــــــــــــــــــــ  نھــــــــــ
  )س  ٢جتا )( ع  ٢جتا )  (س  - ع (س       ←ع  
    
  س ٢قا  س ٢ظا ٢- =
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١٢

  ):     ٣٢(    مثال
  برھن صحة النظریة الآتیة

ن عدد صحیح موجب ، فان : ن س )= س(إذا كان ق
  ١- نن س )=س(قَ 

   :الحل 
  )س  ( ق  –) ع ( ق                                  

 نھــــــــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    ) = س ( قَ   
                             س  -س             ع   ←ع                 

  نس   -   نع                       
ــــــــــــــــ   =   نھــــــــــــا  ـــــــــــ
             س  -س        ع   ←ع    

  ) ١ –نس+...+س٢ –نع+١ –نع)(س -ع(               
ــــــ=   ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   نھــــــا  ـــــــــــــــــ
  س  -س        ع   ←ع    
  ١ –ن ن س =  ١ –ن س + ....+  ١ –ن س +  ١ –ن  س= 
  

  ):     ٤١(      مثال
  )س(باستخدام تعریف المشتقة اوجد قَ 

  س ٢س جا )= س(للاقتران ق
  :الحل 

  )س   (ق  –) ع ( ق                                      
 نھــــــــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    ) = س ( قَ   

     س  -س             ع   ←ع                 
  س   ٢س جا   –ع   ٢ع جا                      

 نھــــــــــــا  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ    = 
                                                     س  -س             ع   ←ع   

  س ٢جا  ع  طرح واضافة
  س   ٢س جا  -س ٢ع جا + س ٢ع جا  –ع   ٢ع جا               

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  ـــــــــــــــــنھـــــا ــــــــــــــــــــــــــ= 
  س             -ع           س                ←ع

  )  س  -ع(س ٢جا)+ س٢جا –ع ٢جا(ع                 
ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  =   نھـــــا ــــــــــــــــــــــــــــ
             س  -س                      ع  ←ع

  )  س  -ع(س ٢جا      )س٢جا –ع ٢جا(ع                 
ـــــــ=  ـــــــــــــــــــــــــــ  +  نھـــــا ــــــــــــــــــــــــــــ  ــــــــ
  س - س                       ع   -ع     س     ←ع

  س  ٢جا + س   ٢س جتا ٢= 
 --------------------------------------------------  

  
  
  
  
  
  
  

  ):      ٣٣(     مثال
 ٠= عند س) س( قة اوجد ھـَ◌َ باستخدام تعریف المشت

  أن وجدت  ٥= ، س ١= ، س
                             

  ١< س  ≤ ٠س     ، +  ٢س                      
  ) = س ( ھـ 

  ٥ ≤س  ≤ ١،        ١ –س  ٣                     
  :الحل 

بما ان المطلوب عند نقطة تشعب یجب اخذ النھایة من 
  الیمین ومن الیسار 

  س     +  ٢س                   ١ –س  ٣    
  
 ٠                          ١                             ٥  

  )  ١( ق  –) ع ( ق                                  
 نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    ) =  ١( قَ **  

             ١  -ع              ١←ع+                  
  ) ١ – ١×  ٣(  –)  ١ –ع  ٣(                

ـــــــــــــ =  ـــــــــــــــــــــــــ      ٣=  نھـــــــا  ــــــــــــــــ
        ١  -ع                   ١←ع    
       

                
  )  ١( ق  –) ع ( ق                                   

 نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    ) =  ١(  قَ **  
   ١  - ع              ١←ع            -       

       )  ٢(  –)  ع+  ٢ع (                 
ـــــــــــــــــــــــ =   نھـــــــا  ــــــــــــــــ
    -ع             ١←ع    

  )       ٢ +ع ) (  ١ –ع (                 
ـــــــــــــــــــــــ =   ٣= نھـــــــا  ــــــــــــــــ
  ١  -ع             ١←ع    

  ٣=  )  ١( قَ  =)  ١( قَ          
                       +-  

  تمرین للطالب )   ٥( ق َ 
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١٣

  ):      ٣٤(     مثال
  )س(باستخدام تعریف المشتقة اوجد قَ 

     ،٧+ س  ٤+  ٢س٢ -  ٣ س)= س(للاقتران ق
  باستخدام تعریف المشتقة) س(ح ، فجد قَ س

  ٤+ س  ٤ – ٢س  ٣: تمرین للطالب  ج :الحل 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 --------------------------------------------------  
  ):      ٣٥(     مثال

                            ١  
  ٠ ≠س : ــــــــــــــــ ) = س (  إذا كان

   ٢س                           
  باستخدام تعریف المشتقة)  ٢( جد قَ  

   :الحل 
  ) ٢( ق  –) ع ( ق                                  

ــــــــــــــــــــــ    ) =  ٢( قَ     نھــــــــــــا  ـــــــــــ
             ٢  -ع             ٢  ←ع                 

                          ١               ١  
ــــــــــــــ                         ــــــــــــ  ـــــ  ــ

  ٤             ٢ع                          
 نھــــــــــــا  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ    =   

                                                                   ٢  - ع             ٢  ←ع      
   ٢ع    -  ٤                               

 نھــــــــــــا  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ    =   
       )             ٢ع  )(٢  -ع ( ×  ٤      ٢  ←ع      

  ٤ - )        ع +  ٢ )(ع  - ٢(                      
 ـــــــــــ       = نھـــــــــا  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ =   

               ١٦)         ٢ع  )(٢  - ع ( ×  ٤    ٢  ←ع     
  

  ):      ٣٦(     مثال
                            ٣-                           ١  

ـــــــــــ ) = س ( إذا كان  ــــــ> س : ــــــــــــــ   ــــــــ
  ٥                    ٣+ س  ٥                         

  
  باستخدام تعریف المشتقة)  س( جد قَ 
  تمرین للطالب:الحل 

                                  -٥                           
ــــــ) = س )    ( ج    ـــــــــ ــــــــــــــــــــــــــــــــ

                    ٣+ س  ٥   ) ٣+ س  ٥( ٢                      
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 --------------------------------------------------  
  ):      ٣٧(     مثال

  )س(باستخدام تعریف المشتقة اوجد قَ 
  ظا س)= س(للاقتران ق

   :الحل 
  )س  ( ق  –) ع ( ق                                   

 نھــــــــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــ    ) = س ( قَ   
             س  -س             ع   ←ع                 

  ظا س  –ظا ع                         
ــــــــــــ=  ــا  ـــــــــــ  ــــــــــــ    نھــــــــــ
             س  -س             ع   ←ع   
  جا ع            جا س                         

  ـــــــــــــــ ـــــ  ــــــــــــــــــ                    
  جتا س               جتا ع                              

ــــــ=  ــا  ـــــــــــ ـــــــــ    نھــــــــــ  ـــــــــــــــــــ
  س  - س              ع   ←ع    
  جا س جتا ع            –جا ع جتا س                       
ـــــــــــــــــ =  ـــــــــــــــــــــــــ ــا  ـــــــــــ  نھــــــــــ
  )   جتا س )( جتا ع )(س  -ع (س          ←ع  

  ا س                  طرح واضافة جا س جت
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١٤

  ):    ٣٨(       مثال
  إذا كان  ق قابل للاشتقاق لجمیع قیم س  وكان

  )      س ( ق  ٢س ) =    س ( د 
  باستخدام تعریف المشتقة)  س(  دَ جد  

  )س  ( د  –) ع ( د                                      
 ـــــــــــــــــــ    نھــــــــــــا  ــــــــــــــ) = س ( د َ   

     س  - ع     س             ←ع                 
  )      س ( ق  ٢س   –) ع ( ق  ٢ع                      

 نھــــــــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ    = 
                                                     س  -س                  ع   ←ع   

    )      ع ( ق  ٢س  طرح واضافة
  )      س(ق٢س – )ع(ق ٢س + )ع(ق  ٢س - )ع(ق٢ع            

 نھـــــــا ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ    = 
  س         -ع         س              ←ع   

                                                                                                     س                 +ع                           
       )) س(ق  – )ع(ق ( ٢س      )   ٢س - ٢ع( )ع(ق                

ــــ    ـــــــــــــــ+    نھـــــــا ــــــــــــــــــــــــــــ=   ــــــــــــــــــ
                                                      س -ع           س                 -س           ع  ←ع   

  
  )س ( قَ  ٢س + ) س ( س ق ٢= 

 --------------------------------------------------  
  ):   ٣٩(        مثال

  ان ف   ٣س) = س(إذا كان ق
  )  ٣( ق  –) س ( ق                   

 = نھــــــــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ   
     ٣  - س              ٣  ←س
  ٢٧) د√         ١٣)جـ        ٣) ب       صفر) أ  

 -------------------------------------------------  
  ):     ٤٠(      مثال

  فان   ٣س= ) س(إذا كان ق
  )  ٣( ق  –) س ( ق                   

 = نھــــــــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ   
     ٣  - س              ١  ←س

  ٢٧) د              ١٣)جـ√        ٣) ب        صفر) أ
 -------------------------------------------------  

  ):     ٤١(     مثال
  وكانتس ٢+  ٣م س) = س(ذا كان قإ 

  )  ٢( ق  –) س ( ق                     
 ١٤= نھــــــــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ   

     ٢  - س              ٢  ←س
  =                                                                  فان قیمة الثابت م 

  ٣) د            ١)جـ√       ١/٢) ب         ١/٣) أ
  

 -------------------------------------------------  
  

  ):     ٤٢(      مثال
  فان  ٣) = ٧-(إذا كان قَ 

  )   ٧ - ( ق  –) ھـ  ٢-  ٧ -( ق                   
 = نھــــــــــــا  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   

     ھـ  ٣ -                   ٠  ←ھـ 
  ١) د           ٢) جـ√         ٣-) ب            ٣)أ

 -------------------------------------------------  
  ):     ٤٣(      مثال
  اوجد

  ٤٠ – ٣)ھـ  +  ٢(  ٥                  
 = ــــــ   نھــــــــــــا  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

     ھـ  ١٠                   ٠  ←ھـ 
  ١٫٢) د           ٦) جـ√         ٣-) ب            ٣)أ

 -------------------------------------------------  
  ):     ٤٤(      مثال

  اوجد  ٢) =  ٣( ، ق ٤) =  ٣( اذا كان قَ 
  )س  (  ق  –)   ٣( ق                   

 = ـــــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   نھـــ
      ٦ -س  ٢            ٣  ←س 

  ٤) د         ٢- ) جـ√       ٤- ) ب           ٢)أ
 ---------------------------------------------------   

حلول تدریبات وتمارین ومسائل 
  المـــــــــــشتقة الاولـــــــــــــــى

  
  :١ت 
  )    ٣-( س  جد قَ +  ٣س  ٢) = س ( إذا كان ق ) ١  

   :الحل 
  ) ٣-( ق  –) ع ( ق  د ق                           

ــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    = ـــــــــــــ     نھــــــــــ
             ٣-   -ع             ٣-   ←د س     ع    

  )   ٣-+  ٣) ٣- ( ٢( –)  ع +   ٣ع  ٢(                 
ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ    =     ـــــــــــــــــــــــــ  نھــــــــا 

             ٣-  - ع             ٣-   ←ع  
  )  ٣+ ع ) + ( ٢٧+ ٣ع ( ٢              

ــــــــــــــــ=     ـــــــــــــــــــــــــ  ـــــــــــــــــــ    نھــــــــا 
          ٣+ ع                 ٣-  ←ع

  )  ٣+ ع )+ (  ٩+ ع  ٣ -  ٢ع) (٣+ع ( ٢            
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــ    =     ـــــــــــــــــــــــــ  نھــــــــا 

               ٣+ ع                 ٣-  ←ع
 =٥٥=  ١+  ٢٧×٢  
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١٥

  فان  ٦-) = ٠(ذا كان قَ إ)  ٢
  ٥ -)      ھـ٥(ق  –)  ٠( ق               

  ١٥=)٠(قَ × ــــــ = نھـــــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــ 
       ٢               ھـ  ٢            ٠  ←ھـ 
  ٩١ص ) :  ٢( ت

  ) ٤(ق  –) ع ( ق                              
 ـــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    نھـــــــــ=  )٤(قَ  

  ٤  - ع                ٤  ←ع             
  ٦  -ع +    ع                       

ـــــــ   نھــــــــــا =    ـــــــــــــــــــــــ
         ٤ -ع           ٤ ← ع     

  ع) +     ٦ -ع (                     
ـــــــــ    نھــــــــــا ـــــــــــــــــــــــــ   ــــــــــــــ

         ٤ -ع           ٤ ← ع  
  ع     - )  ٦ - ع ( ع         ) +     ٦ - ع (               
  ـــــــــــــــــــــــــــــــ×ـــــــــــــــــــــــــــــــ نھــــــــــا 

 ع    -)  ٦ - ع (            ٤ -ع           ٤ ← ع  
                      

  ع             - ٢) ٦ - ع (                    
  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ نھــــــــــا 

 )           ٤ -ع (   ٤-       ٤ ← ع  
        ع  –٣٦+ ع١٢-٢ع              
  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ نھــــــــــا 

  )       ٤ –ع ( ٤ -          ٤ ← ع  
  ٥  -             )٩- ع)(٤ -ع(                 

  ــــــــــــ= ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  نھــــــــــا 
      ٤)              ٤ -ع ( ٤ -       ٤ ← ع  
    
  ٩١ص :    ٣ت

  س                              
  ــــــــــــــــ) = س ( إذا كان ل

   ٢+ س                            
  باستخدام تعریف المشتقة)  ١-( جد لَ  

   :الحل 
  ) ١-( ل  –) ع ( د ص                     ل     
ــــــــــــــــــــــ    = ـــــــــــــ    ــا  ـــــــــــ  نھــــــــــ

             ١-  - ع             ١-  ←د س      ع    
  ١- ع                                                   

  ــــــــــــ ـــــ  ــــــــــــــــ                               
  ٢+  ١-           ٢+ ع                                 

 ـــــــــــــــــــــ    نھــــــــــــا  ــــــــــــ=                 
  ١+ ع             ١-   ←ع                   

  
  

  ١ع                                                      
ــــــــ+  ــــــــــــ                                       ــــــــ
  ١          ٢+ ع                                    

 نھــــــــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ    =                 
      ١+ ع             ١-   ←ع                   

  ٢+ ع +   ع                                     
 نھــــــــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    =               

       )             ١+ ع  )(٢+  ع (     ١-   ←ع                   
  )             ١+ ع ( ٢                                    

 ٢= نھـــــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ =                
  )      ١+ ع  )(٢+  ع (     ١-  ←ع                 

  ٩٤ص: ٤ت
،  ٤= عند س) س(اوجد قَ باستخدام تعریف المشتقة 

  أن وجدت                          ٢= ، س ١= س
  ٢  ≤س ≤ ٠،              ١ - ٣س                      

  ) = س ( ق 
  ٥ ≤س <  ٢،     ٥ –س ٤+٢س                      

  :الحل 
       ١ -  ٣س            ٥ –س ٤+٢س         

  
 ٠                          ٢                             ٥  

  )  ٤( ق  –) ع ( ق                                  
 نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    ) =  ٤( قَ **  

             ٤  -ع              ٤←ع                     
  ٢٧ – ٥- ع٤+٢ع                               

 نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    =                 
     ٤  - ع              ٤←ع                   

  ٣٢ - ع٤+٢ع                               
 نھـــــــا  ــــــــــــــــــــــــــ    =                 

     ٤  - ع         ٤←ع                   
  )٨+ ع )(٤-ع (                               

  ١٢= نھـــــــا  ــــــــــــــــــــــــــ  =                 
     ٤  - ع         ٤←ع                   

  )  ١( ق  –) ع ( ق                                  
    نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ ) =  ١( قَ **  

             ١  -ع             ١←ع                     
  ٠- ١ - ٣ع                                  

 نھـــــــا  ــــــــــــــــــــــــ    =                 
     ١ -ع        ١←ع                   

  )١+ع +٢ع)(١ - ع (                                
 ٣= نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــ =                 

     ١ - ع            ١←ع                   
  

تعویض 
 مباشر

    ٣٦+س١٣-٢ع
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١٦

بما ان المطلوب عند نقطة تشعب یجب اخذ )  ٢( قَ 
     النھایة من الیمین ومن الیسار 

  )  ٢( ق  –) ع ( ق                                  
 ــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    نھـــــ) =  ٢( قَ **  

                          ٢  -ع              ١←ع+                  
  ٧ -  ٥-ع٤+٢ع                                

 نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــ    ) =  ٢( قَ **  
             ٢  - ع         ٢←ع+                  

  )٦+ ع )(٢-ع (                               
  ٨= نھـــــــا  ــــــــــــــــــــــــــ  =                 

     ٢  - ع         ٢←ع                   
  )  ٢( ق  –) ع ( ق                                  

 ــــــــ    نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــــ) =  ٢( قَ **  
                          ٢  - ع              ٢←ع           -       

  ٧ -١ - ٣ع                                
 نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــ    ) =  ٢( قَ **  
             ٢  - ع         ٢←ع           -       

  )٤+ع ٢+٢ع)(٢ -ع (                            
  ١٢= نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  =              

     ٢  - ع         ٢←ع                   
  لان ٢= غیر قابل للاشتقاق عند س) س ( اذن قَ 

  ) ٢( قَ     ≠)     ٢( قَ              
                                +-  

  
  ٩٦ص  :  ٥ت   

  ٢س                            
  ــــــــــــــــ) = س ( إذا كان ق

  س   -  ١                          
  باستخدام تعریف المشتقة) س ( جد قََ◌  

   :الحل 
  )س ( ق  –) ع ( ق                                  

 ـــــــــ    نھــــــــــــا  ــــــــــــــــــــــــ) = س ( قََ◌   
             س  - س              ع   ←ع                  

  ٢س            ٢ع                                    
  ــــــــــــ ـــــ  ــــــــــــــــ                               
  س  - ١ع           -١                                 

 نھــــــــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    =                 
  س -س              ع   ←ع                   

  ع٢س+ ٢س – ٢س ع -  ٢ع                             
 نھــــــــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ    =          

  )  س  -ع  )(س  - ١)( ع  -  ١(   س     ←ع           
  
  
         

  ٢س ع - ع٢س+ ) ٢س – ٢ع (                            
 نھــــــــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ    =          

  )س –ع  )(س  - ١)( ع  -  ١( س       ←ع           
  )س + ع ) (س  -ع (                                 

 نھــــــــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ    =          
  )س –ع  )(س  - ١)( ع  -  ١( س       ←ع           

  )ع  -س(ع س                                   
 ـــــــــــــــ    نھــــــــــــا  ــــــــــــــــــــــــــــــــــ+         

  )س –ع  )(س  - ١)( ع  -  ١( س       ←ع           
  ٢س - س  ٢               

ــــــــــــــــــ    =            ــــــــ
  ٢)س  - ١(                 

 ---------------------------------------------------  
  ٩٧تمارین ومسائل  ص 

----------------------- ---------------------------
  :١س
   :الحل  )أ 

  ) ٥( ق  –) ع ( ق                                
 نھــــــــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    )= س( قَ   

             ٥  -ع                      ٥  ←ع        
  )   ١٣٤( –)   ١-ع ٢+  ٣ع (                 

ـــــــــــــــــــــــــــــ    =     ـــــــــــــــــــــــــ  نھــــــــا 
       ٥  -ع               ٥  ←ع     

   ١٣٥- ع ٢+  ٣ع                  
ــــــــــ    بالقسمة التركیبیة =     ـــــــــــــــــــــــــ  نھــــــــا 

       ٥  - ع         ٥←ع     
   ) ٢٧ +ع ٥+٢ع )(٥- ع(                
ــــــــــــــــــ     =     ـــــــــــــــــــــــــ  نھــــــــا 

       ٥  -ع            ٥←ع     
  ٧٧= ٢٧+  ٢٥+ ٢٥=  ٢٧ + ع٥+٢ع= 
  )ب 

   :الحل 
  ) ٢- ( ھـ  –) ع ( ھـ                                 

 ـــــــــــــــــــــــ    نھــــــــــــا  ــــــــــ)= س( ھـَ 
             ٢-  -ع                    ٢-  ←ع        

                                      ١               ١  
  ـــــ  ــــــــــــــ ــــــــــــ                                   
  ١١ -        ٣ - ع ٤                                   

 نھــــــــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    =                 
  ٢+ ع             ١-   ←ع                   

  
  
  
  

http://www.facebook.com/na


  

 ) ٠٧٨٨٢٤١٧٢٤(للاستفسار ت 
  ثانویة اربد

  لمزید من الاسئلة المقترحة على كل وحدة ومتابعة كل ما ھو جدید  تابعونا على  
  sser.theynathttp://www.facebook.com/naصفحة الاستاذ ناصر الذینات وعلى نفس الموقع بالاضافة 

١٧

                                   ١              ١  
  ـــــــــــــ+  ــــ ــــــــــ                               

  ١١        ٣ - ع ٤                                
 نھــــــــــــا  ــــــــــــــــــــــــــــــ    =                 

      ٢+ ع            ٢-   ←ع                   
   ٣-ع  ٤ + ١١                                     

 ــــــــــــــ    نھــــــــــــا  ـــــــــــــــــــــــــ=               
       )             ٢+ ع  )(٣- ع ٤(  ١١  ٢-   ←ع                   

  )             ع +   ٢(٤                                    
 نھـــــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    =                
                                                            ) ٢+ ع  )(٣-ع ٤(  ١١  ٢-  ←ع               

                                       ٤ -                ٤              
 ــــــــ= نھـــــــــا  ــــــــــــــــــــــــ =                

                                ١٢١)       ٣- ع ٤(  ١١  ٢-  ←ع                 
       
  )جـ 

غیر قابل للاشتقاق لانھ طرف  ٠= عندما س  :الحل 
  فترة غیر معرف من الیسار 

   ١= عندما س 
بما ان المطلوب عند نقطة تشعب یجب اخذ النھایة من 

  الیمین ومن الیسار 
  س     +  ٢س                   ١ –س  ٣    
  
 ٠                          ١                             ٥  

  )  ١( ق  –) ع ( ق                                  
 نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    ) =  ١( قَ **  
             ١  -ع              ١←ع+                  

  ) ١ – ١×  ٣(  –)  ١ –ع  ٣(                
ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ نھـــــــا  ـ=       ٣=  ـــــــــــــــ
        ١  -ع                   ١←ع    

  )  ١( ق  –) ع ( ق                                  
 نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    ) =  ١( قَ **  
   ١  - ع              ١←ع            -       

  )       ٢(  –) ع +  ٢ع (                 
ـــــــــــــــــــــــ =   نھـــــــا  ــــــــــــــــ
  ١  -ع             ١←ع    

  )       ٢+ ع ) (  ١ –ع (                 
ـــــــــــــــــــــــ =   ٣= نھـــــــا  ــــــــــــــــ
  ١  -ع             ١←ع    
  ٣)  =  ١( قَ ) =  ١( قَ          

                       +-  
غیر قابل للاشتقاق لانھ طرف فترة  ٥= عندما س 

  غیر معرف من الیمین  
  

  )  د
 ٣بما ان ناتج التعویض في القیمة المطلقة عند : الحل

             ٢س٢– ٥س) = س ( موجب فان ل
  )  ٣( ل  – )ع ( ل                                  

 نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    ) =  ٣( لََ◌ **  
             ٢  -ع              ٣←ع                    

  ٢٢٥ – ٢ع٢ – ٥ع            
 نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    = 

             ٣  -ع           ٣←ع
  )٧٥+ع ٢٥+٢ع٩+٣ع٣+٤ع)(٣– ع(              
 نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ    =  

             ٣  - ع              ٣←ع     
 =٣٩٣=  ٧٥+ ٧٥+  ٨١+ ٨١+  ٨١ 

 ٢  ٣بما ان ناتج التعویض في القیمة المطلقة عند *
من الیمین ومن یساوي  صفر یجب اخذ المشتقة 

  ٥س – ٢س           ٢س – ٥الیسار             س
                    ++++++++ ----------------  

                               ٣  
                                    ٢                               

 م. غ ) =  ٢   ٣(لَ **  
 ------------------------- ------------------------  

  ٢س
        ٢+ س ) =    س ( إذا كان ق 

  باستخدام تعریف المشتقة)  س( جد قَ  
  : الحل
  )س ( ق  –) ع ( ق  د ق                           

ــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    = ـــــــــــــ     نھــــــــــ
             س  -ع س              ←د س     ع    
  

       ٢+ س +     ٢+ ع        ٢+ س     - ٢+ ع              
ـــــــــــــــــــــــــــ  نھـــــا =  ــــــــــــــــــ× ـــ   ــــــــــــــ
     ٢ +س    + ٢+  ع    س       - ع     س ← ع 

  
        ) ٢+ س (    - )  ٢+ ع (                           
ــــــــــــــــــنھــــــــــا =     ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
    ) ٢ +س    + ٢+  ع  )( س  - ع (    س ← ع 
  )       س  - ع (                           
ـــــــــنھــــــــــا =     ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
    ) ٢ +س    + ٢+  ع  )( س  - ع (    س ← ع 
              ١         
  ـــــــــــــــــــــــــــــــ=   

       ٢+  س ٢
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١٨

  :  ٣س
  : إذا كان ن عدد صحیحاً موجباً فأثبت أن) أ 

  )  ھـ  –س(ق –)ھـ + س(ق          
ــــــــــــــــــــــــــــــ=      )    س(قَ  ٢= ـــــــــــــــ نھـــــا ـــ

             ھـ                    ٠  ←ھـ 
  :الحل  

  )س ( طرح واضافة ق 
 ـ ق) س ( ق ) + س ( ــ ق ) ھـ + س(ق             )     ھـ   -س(ــ

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  =   نھـــــا ــــــــــــــــــــــــــــ
             ھـ                      ٠  ←ھـ 
         )               س ( قَ  -  - ) س ( قَ = 
  )           س ( قَ  ٢) = س ( قَ ) +  س ( قَ = 

  : قابلاً للاشتقاق فأثبت أن)س ( إذا كان ق)ب 
  )ع (س ق –)س(ق ع             

 )    س(س قَ –)س(ق= نھــــــا ـــــــــــــــــــــــــــــــــــ 
             س  - س        ع  ←ع 

  :الحل 
  )س ( ق  س  طرح واضافة

  )ع (س ق - )س ( س ق )+ س ( س ق  –)س(ع ق            
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  ــــــــنھـــــا ــــــــــــــــــــــــــ= 

    س           -ع           س                ←ع
  ))ع (ق -)س ( ق ( س) + س –ع)(س(ق             

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  =   نھـــــا ــــــــــــــــــــــــــــ
  س             -س                         ع  ←ع

  )س ( س قَ   -) س ( ق =  
  : قابلاً للاشتقاق فأثبت أن)س ( إذا كان ق) جـ   

  )ع (س ق٣–)س(ق ع٣      
 )    س(س قَ ٣–)س(ق ٣= نھــــــا  ــــــــــــــــــــــــــــــــــ 

                                          س  - س        ع  ←ع 
  :الحل 

  )س ( ق  س ٣  طرح واضافة
  

  )ع (س ق٣-)س ( س ق  ٣)+س ( س ق  ٣–)س(ع ق٣         
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  ـــــــــــــــــــــــــنھـــــا ــــــــــــــــــ= 
  س             -ع           س                ←ع

  ))ع (ق - )س ( ق  (س ٣+ )س –ع()س(ق ٣             
 ـــــــــــــ  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــنھـــــا ــــــــــــــــــــــــــ= 
  س             -ع           س                ←ع

  )س ( س قَ  ٣ - ) س ( ق  ٣= 
  
  
  
  
  
  
          

  ، فجد   ٦) =  ٤( كان  قَ  إذا   :  ٤س 
  )  ھـ  ٥+  ٤(ق –)ھـ  ٢ -٤(ق            

ــــــــــــــــــــ    =     ـــــــــــــــــــــــــ  نھـــــا ـــ
      ھـ                    ٠  ←ھـ 

  :الحل  
  ) ٤( طرح واضافة ق 

  )     ھـ  ٥+ ٤(ـــ  ق)  ٤( ق ) +  ٤( ــ ق ) ھـ  ٢ -٤(ق          
 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  ـــــــــــــــنھـــــا ـــــــــــــــ= 

              ھـ                     ٠  ←ھـ 
         )               س ( قَ  ٥ -)  ٤( قَ  ٢ -= 
 =-٤٢ -=  ٦×  ٥ - ٦×  ٢                         

في مثل ھذه الأسئلة دائماً مشتقة ما بعد :  ملاحظة
  السالب مع مراعاة معامل ھـ في البسط والمقام 

 -------------------------------------------------  
  )  ٥س 

اقتراناً ) س(ق) : س(ق) .أ  –س ) = ( س( اكان ل اذ
أ ، استخدم تعریف المشتقة في = متصلاً عند س 

  أ ثابت) : أ ( لَ ) = أ ( إثبات  أن ق
   :الحل 

  )أ  ( ق  –) ع ( ق                                  
 نھــــــــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    ) = أ ( قَ   
             أ  - أ             ع   ←ع                 

  ))أ ( ق) .أ  –أ ((  –) ع(ق) .أ  –ع (                    
ـــــــــــــــــــــــــ    =  ـــــــــــــــــــــــــ ــا  ـــــــــــ  نھــــــــــ
             أ  -أ                         ع   ←ع    

  ) ع(ق) .أ  –ع (                    
ـــــــــــــــــ =  ــا  ـــــــــــ  )أ ( ق= نھــــــــــ
             أ  -أ           ع   ←ع    

  )أ ( لَ ) = أ ( اذن    ق
  

  : ٥س 
نصف قطر  مثالمخروط من الثلج ارتفاعھ ثلاثة أ

قاعدتھ، اخذ المخروط بالذوبان بحیث یحافظ على 
غیر حجم المخروط بالنسبة لارتفاعھ شكلھ، جد معدل ت

  .سم ١٠عندما یكون نصف قطر قاعدتھ 
  ٣٠= فان ع ١٠=نق عندما یكون نق ٣ = ع :الحل 

                      ١                
  ع× × ٢نق × ــــــــــ = ح المخروط  

                      ٣               
  ٢ع                     ١                      

  ع×  ×    ــــــــــ      ـــــــــــــــ  = ح المخروط  
                      ٣             ٣  
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١٩

                                       
  ٣ع× ــــــــــ = ح المخروط  

                      ٢٧                
  )  ٣٠( ح  –) ع ( دح                       ح   

  نھــــــــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ     =ــــــــــ 
   ٣٠  -ع              ٣٠  ←د ع       ع 

                     /٣ع٢٧ -   /٣)  ٣٠(  ٢٧  
ـــــ =    ـــــــــــــــــــــــــ   نھــــــــــــا ـــــــــــــــ

     ٣٠  -ع              ٣٠  ←ع      
          /٩٠٠+ ع  ٣٠+ ٢ع) (٣٠- ع(٢٧ (  

ـــــ =    ـــــــــــــــــــــــــ   نھــــــــــــا ـــــــــــــــ
     ٣٠  - ع              ٣٠  ←ع     
    =/٩٠٠+ ع  ٣٠+ ٢ع( ٢٧ (  
   = /١٠٠= ٩٠٠×٣×٢٧   

 ---------------------------------------------------  

  
  )٢( نظریة

،  ١س= غیر متصل عند النقطة س ) س(كان ق إذا
  فانھ یكون غیر قابل للاشتقاق عندھا

 --------------------------------------------------  
  
  
  

  )١(نظریة 
فانھ یكون  أ،= كان ق قابلاَ للاشتقاق عند س  إذااثبت 

  متصلاً عند ھذه النقطة
  البرھان 

  أ = ذن ق معرف عند س موجودة     ا) أ ( بما ان قَ 
  ) أ ( ق –) س ( ق                        

  أ  ≠س ): أ –س(ــــــــــــــــــــــــــــ) = أ ( ق –)س(ق
  أ  –س                                

  ٠←بأخذ النھایة للطرفین عندما س
  ) أ ( ق –)س(ق                                     

) أ  –س( نھــــا ـــــــــــــــــــــ )= أ ( ق –)س(نھــــاق
  أ –س   ٠←س                    ٠←س

صفر                                            )=  أ ( ق –)س(نھــــا ق 
          ٠←س

  اذن متصل      )       أ ( ق) = س(نھــــا ق
     -----------------------------------------------                         

  ):   ٤٥(     مثال
  ١ ≥،  س    ١+ س  +   س                     

  ) = س ( ق 
  ١< س                 ، س  ٢                     

  ١= ابحث قابلیة ق للاشتقاق عند س 
  باستخدام النظریات الواردة معك .١
  باستخدام تعریف المشتقة  .٢
  : : الحل

 غیر متصل اذن غیر قابل للاشتقاق ) س(بما ان ق .١
  باستخدام تعریف المشتقة  .٢

بما ان المطلوب عند نقطة تشعب یجب اخذ النھایة من 
  الیمین ومن الیسار 

  س                  ٢               ١+ س  +    س       
  

                                ١                              
  )  ١( ق  –) ع ( ق                                  

 نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    ) =  ١( قَ **  
             ١  -ع              ١←ع+                  

  )  ٣(   –) ١+ ع  +      ع (              
ــــــــــــــــــــــــ=  ــــــــ نھـــــــا  ــــــــــــــــ  ـ
          ١  -ع                   ١←ع    

  )  ٢  - ع  +     ع (               
ـــــــــــــــــــ =   نھـــــــا  ــــــــــــــــ
          ١  -ع         ١←ع    

    ٣            ) ١  - ع  ) (     ٢+ ع (                
ــــــــ نھـــــــا  ــــــــــــــ=  ـــــــــــــــــــــــــ  ــــــــ= ــ
         ٢         ) ١  - ع   ) (     ١+ ع (      ١←ع    
  

الاتصال 
 والاشتقاق

غیر قابل 
 للاشتقاق

 للاشتقاق قابل

 متصل  غیر متصل متصل

الاتصال 
 والاشتقاق

 متصل غیر متصل

غیر قابل 
 للاشتقاق

غیر قابل  قابل للاشتقاق
 للاشتقاق
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٢٠

  )  ١( ق  –) ع ( ق                                  
 نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    ) =  ١( قَ **  
   ١  -  ع             ١←ع            -       

        ٢ – ع  ٢                 
ــــــ=    ٢=  نھـــــــا  ــــــــــــــــ
  )  ١ –ع (    ١←ع    
  

  ق . غ  )   ١( قَ  ≠)  ١( قَ          
                       +-  

في الاشتقاق عند التعویض نعوض في   ملاحظة
  القاعدة المطلوب مشتقتھا  ولیس في المساواة 

------------------------------------------------- --  
  مھم جداً  ): ٤٦(     مثال

  ١٠)=س(ا قـــــــــ، وكانت نھ ١٥)= ٦(كان قَ  إذا
  ٦  ←س                     ) ٦(اوجد ق 

  :الحل 
  ان الاقتران ق قابل للاشتقاق فانھ متصل اذن بما 
  ١٠) =  ٦( ق  )=س(ا قـــــــــنھ
  ٦  ←س  

------------------------------------------------- --  
  ):   ٤٧(     مثال

اوجد ما  ٦) =  ٤( وكانت قَ  ١٠)=  ٤ (كان ق إذا
  ))س(ق  –س ٦(اـــــــــ، نھ یلي 

  ٤←س             
  :الحل 

  بما ان الاقتران ق قابل للاشتقاق فانھ متصل اذن 
  ١٠) =  ٤( ق  )=س(ا قـــــــــنھ
  ٤  ←س  

ـــنھا   ومنھ   )س(ق  اـــــــــنھ –س ٦اــــــ
  ٤←س           ٤←س                 

   =١٤=  ١٠ – ٢٤  
------------------------------------------------- --  

  ):    ٤٨(    مثال
أ ولكن = على اقتران متصل عند س مثالھات 

  أ = المشتقة غیر موجودة عند س 
  :الحل 

   | ١ –س | ) = س ( ق
                             

  ١ ≥،  س              ٢س                      
  ) = س ( ق 

  ١< س              ، س                        
  
  
  

  ): ٤٩(  مثال
وابحث  ٠= عند س ) س(ابحث في اتصال الاقتران ق

  للاقتران ٠= في قابلیتھ للاشتقاق عندما س
              ]س[س ٣)= س(ق

  ١ -                 ٠                   :الحل 
  ]س [ 

            ١ -                   ٠                  ١  
  س -                 ٠                          

  ]س [ س  ٣
                 ١ -                   ٠                  ١  

  متصل لان ) س ( ق
  ٠)=  ٠( ق ) = س(ق  اـــــــــنھ) = س ( ق  اـــــــنھ
  - ٠←س               + ٠←س  

  )  ٠( ق  –) ع ( ق                                  
 نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    ) =  ٠( قَ **  

             ٠  -ع              ٠←ع+                  
  صفر                  

 صفر=  نھـــــــا  ــــــــــــــ = 
  ع      ٠←ع    

  )  ٠( ق  –) ع ( ق                                  
 نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    ) =  ٠( قَ **  
             ٠  - ع              ٠←ع           -       

  )       ٠(  –) ع - (                 
ــــــــــ  =   ١  - = نھـــــــا  ــــــــــــــــ
  ٠  - ع        ١←ع    

  ق. غ )            ٠( قَ   ≠)  ٠( قَ          
                       +-  

------------------------------------------------- --  
  ):   ٥٠(    مثال

                             
  ٠  ≤،  س    ٣ - س ٢+  ٢س                      

  ) = س ( ق 
  ٠> ، س         م + س  ٢                       

  فجد قیمة الثابت م ؟ ٠= قابلاً للاشتقاق عند س
  : : الحل

  بما ان ق قابل للاشتقاق فانھ متصل 
  ٠)=  ٠( ق ) = س(ق  اـــــــــنھ) = س ( ق  اـــــــنھ
  - ٠←س               + ٠←س  

   ٣ -س ٢+  ٢س  اـــــــــنھ= م + س  ٢ اـــــــنھ
  - ٠←س               + ٠←س
  ٣ -= ومنھا       م    
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٢١

  ):    ٥١(    مثال
  ٤ ≥،  س              ٢س                      

  ) = س ( ق 
  ٤< س            ، س   ٤                     

  
   ٤= ق متصل عند س  أناثبت  .١
) س ( قَ  أن لإثباتاستخدم تعریف المشتقة  .٢

   ٤= غیر موجودة عند س
  :الحل 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

------------------------------------------------- -  
  ):    ٥٢(    مثال

، )ص ( ق× )س ( ق ٣)= ص + س ( إذا كان ق
  اثبت أن  ١ ) =  ٠( ق)=  ٠( وكان قَ 

  قةباستخدام تعریف المشت )س ( ق) = س(قَ 
  :الحل 

  )  ٠( ق  –) ھـ  +  ٠( ق                              
ــــ    ) =  ٠( قَ    ـــــــــــــــــــــــــ  نھـــــــا  ــــــــــــــــ

  ھـ             ٠←ھـ                    
  ١  –) ھـ (ق×  ١×  ٣                               

ــــــ    ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ نھـــــــا =     ١          ـ
  ھـ                ٠←ھـ                

  )س  ( ق  –) ھـ + س ( ق                            
 نھـــــــا  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ    ) = س ( قَ 

  ھـ                ٠←ھـ               
  )س  ( ق  –)ھـ ( ق×)س(ق  ٣                   
ــــــ    =        نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  ھـ                ٠←ھـ          
  ) ١ –)ھـ ( ق×  ٣)(س(ق                 

ـــــــــــــــــــــــــــــــ    =   نھـــــــا  ــــــــــــــــ
  ھـ                ٠←ھـ   

  )س(ق ) = س ( اذن قَ      
  

  ):    ٥٣(    مثال
                 ٣  

  س      ) = س ( ھـ   
  ،  ٠= متصل عند س ) س (ھـ  أنبین  .١
   لإثباتثم استخدم تعریف المشتقة  .٢

  ٠= انھ غیر قابل للاشتقاق عند س        
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

------------------------------------- -------------  
  ):    ٥٤(    مثال

  وكان ١= كان ق اقتران قابل للاشتقاق عند س إذا
  )      ھـ  +  ١( ق                 

 ٥= نھـــــــا  ــــــــــــــــــــــــــ      
  ھـ        ٠ ←ھـ     

  ) ١( ، قَ ) ١( جد ق 
  :الحل 

  بما ان ق قابل للاشتقاق  اذن ق متصل 
  

  )ھـ  +  ١( ق  اـــــــنھ )  = ١( ق 
   ٠←ھـ                 

  )        ھـ  +  ١( ق                     
   ٠=  ٠×  ٥= ھـ × نھـــــــا  ــــــــــــــــــــــــــ =    

  ھـ                               ٠ ←ھـ     
  )  ١( ق  –) ھـ  +  ١( ق                              

ــــ    ) =  ١(  قَ     نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  ھـ             ٠←ھـ                    

  صفر  –) ھـ  +  ١( ق                              
ــــ    ) =  ١( قَ     نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  ھـ             ٠←ـ ھ                   
               =٥  

  مھمـــــــــــــــــــــــــــــــــة جداً  --یا بني  -ملاحظة  -
یفضل حل جمیع الأسئلة على ھذا الموضوع باستخدام 
النظریتان السابقتان وباستخدام قواعد الاشتقاق لاحقاً 

   ٠إلا إذا حدد السؤال الطریقة التي یجب أن نسلكھا
 -------- ------------------------------------------ -  
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٢٢

  ): ٥٥( مثال
                             

  ٣<  ،  س              ٢+   م س                      
  ) = س ( ق 

  ٣  ≥، س        ب       +  ٢س                        
  موجودة)  ٣( جد قیم م ، ب التي تجعل قَ 

  : : الحل
  فان  ٣= ن ق قابل للاشتقاق عند سبما ا

  )  ٣( ق) = س( نھا ق  ←متصل                       
  ٣ ←س                                     

  )  ٣( قَ ) =  ٣( ق َ                       
                                    + -    

ــــا س                            ٢+   م س  نھـــــــــــــا=  ب  +  ٢نھــــــــــ
  ٣ ←س                        ٣ ←س
  )١......( ٧= ب  –م  ٣ ←   ٢+ م  ٣= ب +  ٩  
  

  )  ٣( قَ ) =  ٣( ق َ                   لكن
                                    + -    

   ٢–م٣–٢+م ع                ب  –٩–ب+ ٢ع       
  نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــ    = ــــــــــــــــــــــ نھـــــــا  ـ

       ٣  - ع        ٣←ع           ٣  -ع       ٣←ع 
           ٣+ ع               

  )  ٣–  ع( م                       ٩  – ٢ع           
  ــــــــــــــــــــــــ    نھـــــــا  ـــ= نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــ 

       ٣  -ع        ٣←ع           ٣  - ع       ٣←ع
  

  م    =        ٦       
  ) ١( ……… بالتعویض في  

  ١١= فان ب  
 --------------------------------------------------  

  ): ٥٦(  مثال
                       ٣ -                         ١  

ـــــ     ) = س (  ق ــــــ   ــــــــ ≠س :    ــــــــ
  م        م س               +  ٣                 

  أوجد قیمة م ٢) = ١(وكانت قَ 
  :ج
  ٣= م
  
  
  
  
  
  
  

  ):  ٥٧(    مثال
)  ٠( قَ  أنفبین  |س | + |  ٢ –س |)= س(كان ق إذا

   .موجودةغیر 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ):   ٥٨(     مثال
                           

  ١<  ،  س   س ١٤+  | ٢س  – ١|                      
  ) = س ( ق 

  ١  ≥، س    ١٠) + س (  ٢س ھـ                        
  :قابلاً للاشتقاق ) س ( وكان ھـ 

فابحث في قابلیة الاقتران  ٢)= ١(ھـَ )=  ١( ھـ 
  ١= للاشتقاق عند س ) س (ق
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٢٣

  ):  ٥٩(  مثال
                             

  ١ - < ،  س    ٣+  س ٤                     
  ) = س ( ق 

  ١- ≥، س    ١+  ٢س                       
                             

  ١ -< ،  س     ٢س  ٣ – ٥                     
  ) = س ( ق 

  ١-  ≥، س        ١+  س٢                       
) س(ابحث قابلیة ل) س(ھـ )+ س(ق) = س(وكان ل

   ١-= للاشتقاق عند س
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ):    ٦٠(    مثال
ابحث ]  ٢،  ٠[س  ،|جاس| س )= س(لیكن ق

  = في قابلیة الاقتران ق للاشتقاق عند س 
  :الحل 

  
  
  
  

 --------------------------------------------------  
  )    ٦١(    مثال

  فان    ٥ ) =١(وكان قَ  ٣- )= ١(ذا كان ق
ــــــــنھ  ))=س(ق ٢ -س ( ا ــــــــــ
 ١ ←س    
  ٦) د          ٦-) جـ         ٧- ) ب     ٧) أ√

 --------------------------------------------------  
  :) ٦٢(  مثال

  متصل على ح وكان) س(إذا كان ق
ـــنھ     ٥) = س(، وكان قَ  ٣٫٥) = س(ا قـــــ

                                               ٣ ←س   
                )=٣(فان ق

  ٣) د        ٣٫٥-) جـ       ٣٫٥) ب√        ١٫٥) أ

حلول تدریبات وتمارین ومسائل 
  تقاقــــــــــشصال والاــــــــــالات

  ١٠١ص ):    ١(     ت
                             

  ٤  ≤،  س                   ١+  ٢س                     
  ) = س ( ق 

  ٤> ، س                  ١ - س   ٣                     
  ٤= ابحث في اتصال ق  عند س  .١
  ٤= ابحث قابلیة ق للاشتقاق عند س  .٢

  :  :الحل
 حث في الاتصال نب .٣

  ١٧) =  ٤( ق          
ـــــــنھ،    ١١ )=س(ا قـــــــــنھ      ١٧ )=س(ا قــ
  -٤  ←س                     +٤  ←س    

            م. غ   )=س(ا قـــــــــنھ  
                    ٤  ←س                    
     غیر متصل ) س ( ق 

٤.   ٤= غیر متصل عند س) س ( ق   ،  
     نظریة( ٤= غیر قابل للاشتقاق عند س ) س ( ق (  

  ١٠٢ص ):    ٢(     ت
                             

  ٢< س < ٠س           ، + ٣س                     
  ) = س ( ق 

  ٥<  س  ≤٢،         ٢+  ٢س ٢                     
  ٢= ابحث قابلیة ق للاشتقاق عند س 

  :  :الحل
 نبحث في الاتصال :اولاً 
 ١٠) =  ٢( ق          

  ١٠ )=س(ا قـــــــــنھ،  ١٠ )=س(ا قـــــــــنھ   
  - ٢  ←س                 +٢  ←س    

            ١٠  )=س(ا قـــــــــنھ  
                  ٢  ←س                    
     ٢= متصل عند س ) س ( ق   

  ١٠)=  ٢( ق )=س(ا قـــــــنھ )=س(ا قــــــنھ لان
  - ٢  ←س       +٢  ←س       

  : ثانیاً 
  )  ٢( ق  –) ع ( ق                                  

 نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    ) =  ٢(  قَ **  
         ٢  -ع              ٢←ع+                  

      
  )  ١٠(   –)  ٢+   ٢ع٢(              

ــــــــ =  ـــــــــــــــــــــــــ  نھـــــــا  ــــــــــــــــ
          ٢  -ع                   ٢←ع    
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٢٤

  )  ٢  - ع  )(  ٢+ ع ( ٢              
ــــــــــــــــــــــ =   ٨= نھـــــــا  ــــــــــــــــ
        ٢  - ع            ٢←ع    
  )  ٢( ق  –) ع ( ق                                    

 نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    ) =  ٢( قَ **  
             ٢  -ع              ٢←ع          -       

  )  ١٠(   –) ع+ ٣ع(              
ـــــــــــــــــــــــــــــــــ =   نھـــــــا  ــــــــــــــــ
          ٢  -ع           ٢←ع    

    ١٠  -ع+ ٣ع                 
ـــــــــ =  ــــ = نھـــــــا  ــــــــــــــــ  ٨ =ــــــــ
        ٢  - ع        ٢←ع    

  )  ٥+  ع ٢+٢ع)(  ٢ - ع(              
ـــــــــــــــــــــ =   ١٣= نھـــــــا  ــــــــــــــــ
        ٢  - ع               ٢←ع    

  )    ٢( قَ  ≠)  ٢( قَ          
                       +-  

    ٢= بل للاشتقاق عند س غیر قا) س ( ق  
في الاشتقاق عند التعویض نعوض في   ملاحظة

  القاعدة المطلوب مشتقتھا  ولیس في المساواة 
 ---------------------------------------------------  

  ١٠٤تمارین ومسائل  ص 
 --------------------------------------------------  

  )  ١(  س
  لانھ غیر معرف  ٢= تصل عند سغیر م) س ( ق ) ا  
    نظریة( ٢= غیر قابل للاشتقاق عند س ) س ( ق (  

    ٢-= عند س )*** ب 
  ٨                ٧              :الحل 

  ]س  ٣- ٢[
          -٧/٣-                   ٢-                ٥/٣  

  ٨ )=س(ھـ ا ـــــــــنھ،    ٧ )=س(ھـ ا ـــــــــنھ   
  - ٢-  ←س                 +٢-   ←س    

            م. غ  )=س(ھـ ا ـــــــــنھ  
                    ٢-  ←س                    
     غیر متصل  )س(ھـ 
    نظریة( ٢-= ق عند س غیر قابل للاشتقا) س(ھـ (  

  ١/٢= عند س ***
   ١- )=س(ھـ   

  )نظریة(متصل لانھ  ثابت )س(ھـ 
  

  )  ١/٢( ق  –) ع ( ق                                  
 نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    ) =  ١/٢(  ھـ َ** 

             ١/٢  -ع              ١/٢←ع+                  
  

                                    -١- (  – ١  (  
 صفر = نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــ ) =  ١/٢(  ھـ َ** 

          ١/٢  - ع      ١/٢←ع+                  
           ٠= عند س       ]س[| ٢س|)= س(ل) جـ 

  ١ -                 ٠                   :الحل 
  ] س[ 

            ١ -                   ٠                  ١  
  ٢س               ٢س                          

  |٢س|
                 ١ -++++++++   ٠+++++++  ١  

  ٢س -              ٠                          
  ]س [ |٢س|

                 ١ -++++++++   ٠+++++++  ١  
  متصل لان ) س ( ل         ٠= س  عند
  ٠)=  ٠( ل ) = س(ل  اـــــــــنھ) = س ( ل  اـــــــنھ
  - ٠←س               + ٠←س  

  )  ٠( ل  –) ع ( ل                                  
 نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    ) =  ٠( ل َ **
           ٠  -ع              ٠←ع+                

  صفر                    
 صفر=  نھـــــــا  ــــــــــــــ = 
  ع         ٠←ع    

  )  ٠( ل  –) ع ( ل                                  
 نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    ) =  ٠( ل َ ** 

             ٠  - ع              ٠←ع           -       
        ٢ع - )               ٠(  –)  ٢ع-(             

 صفر =نھـــــــا  ــــــــ = نھـــــــا ـــــــــــــــــــــــ  = 
  ع     ٠←ع         ٠  - ع        ٠←ع    

            ٠) =  ٠( ل  َ ) =  ٠( ل َ        
                       +-  

                              : د
  ١  ≤، س             ٣س                   

  ١= عند س ) =                                     س ( ق 
  ١> ، س  ٥+ س ٣- ٢س ٣                  

  :  :الحل
 نبحث في الاتصال :اولاً 
 ١) =  ١( ق          

  ١ )=س(ا قـــــــــنھ،  ٥ )=س(ا قـــــــــنھ   
  -١ ←س                 +١  ←س    

            م. غ   )=س(ا قـــــــــنھ  
                  ١  ←س                    
     ١= غیر متصل متصل عند س ) س ( ق   

  )س(ا قـــــــنھ ≠ )س(ا قــــــنھ لان
  -١  ←س         +١  ←س       
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٢٥

    نظریة( ١= غیر قابل للاشتقاق عند س ) س ( ق (  
  

  متصل لان كثیر حدود) س ( و        ١-= عند س 
  )  ١- ( و  –) ع ( و                                 

 نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    ) =  ١-( و َ **
             ١-   -ع           ١-←ع               

  )                   ١(  –)  ٣/٢+  ٢ع١/٢-(             
ــــــــــــــــــ =  ـــــــــــــــــــــــــ  نھـــــــا ـ
         ١+ ع          ١- ←ع    

  )  ١/٢+  ٢ع١/٢-(             
ــــــ =  ـــــــــــــــــــــــــ  نھـــــــا ـ
        ١+ ع          ١- ←ع    

  )  ١ – ٢ع(١/٢-(             
ــــــ =  ـــــــــــــــــــــــــ  نھـــــــا ـ
         ١+ ع          ١- ←ع    

  ) ١+ ع ) ( ١ –ع (١/٢-(              
ـــــــــــــــ =  ـــــــــــــــــــــــــ   ١= نھـــــــا ـ
         ١+ ع             ١- ←ع    

  متصل لان ) س ( و        ١= عند س 
  ١)=  ١( و ) = س(و  اـــــــــنھ) = س ( و  اـــــــنھ
  - ١←س               + ١←س  

  )  ١( و  –) ع ( و                                  
 نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    ) =  ١( و َ ** 

     ١  -ع            ١←ع+                  
                  ١         

           ١ –ــــــــ                 
  ع                           

ــــــــــــــــــــــ  =   =  نھـــــــا ـ
            ١  -ع      ١←ع    

  ع  -  ١                    
      ١ -=  نھـــــــا  ــــــــــــــــــــــــ=   

    ) ١  - ع ( ع     ١←ع     
  )  ١( و  –) ع ( و                                  

 نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    ) =  ١( و َ ** 
     ١  -ع            ١←ع           -       

                 - ٣           ١    
      ١ - ـــــــ + ٢ــ عــــــ                

                  ٢            ٢      
ــــــــــــ  =  ـــــــــــــــــــــــــ  =  نھـــــــا ـ
            ١  - ع            ١←ع    
  

                 - ١           ١    
  ـــــــ + ٢ــــــــ ع                

                  ٢            ٢      
      ١ -= نھـــــــا  ــــــــــــــــــــــــ =   

     ١  -ع        ١←ع     
  
  

  ) ١+ ع ) ( ١ –ع (١/٢-                 
      ١ - = نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ =   

     ١  -ع                 ١←ع     
    َ١- = ) س( و    

  :  ٢س 
  فان  ٢= بما ان ق قابل للاشتقاق عند س

  )  ٢( ق) = س( نھا ق  ←متصل                       
  ٢ ←س                                     

  )  ٢( قَ ) =  ٢( ق َ                       
                                    + -    

ب س                   - ٢نھـــــــا أ س=  أ س+ ٣ب س -٤نھــــــا 
  ٢ ←س                          ٢ ←س

  )١....( ٤= ب  ٦+أ ٢← ب٢ -أ  ٤= أ٢+ب  ٨-  ٤  
  )  ٢( قَ ) =  ٢( ق َ                   لكن

                                    + -    
  )             أ٢+ب٨-٤(–)أع+٣ب ع -٤(      

  =ــــا  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ نھ
            ٢  -ع               ٢←ع

  )ب  ٢ –أ  ٤(  - ) ب ع  – ٢أ ع(                
  ــــــــــــــــــ    ــــــــــــــــــــــــــــــنھـــــــا ــــــ 
                       ٢  -ع            ٢←ع 

            أ٢-أع +ب٨+  ٣ب ع -       
  =نھــــا  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ 

                    ٢  -ع               ٢←ع
  ب ٢+ ب ع  –أ ٤ – ٢أ ع              

  ــــــــــــــــــ    ــــــــــــــــــــنھـــــــا ــــــ 
                  ٢  -ع            ٢←ع 

          )٢-ع (أ+)٨ – ٣ع(ب  -       
  =نھــــا  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ 

                    ٢  -ع               ٢←ع
  ) ٢ -ع (ب –) ٤ – ٢ع(أ               

  ــــــــــــــــــ    ــــــــــــــــــــنھـــــــا ــــــ 
                  ٢  -ع            ٢←ع 

          )٢- ع (أ+)٤+ع ٢+٢ع)(٢ –ع (ب  -       
  =ــــــــــــــــــ ـــــــــــــــــــــــــنھــــا  ــــــــــــــــــــــ

                    ٢  -ع                  ٢←ع
  ) ٢ -ع (ب –) ٢+ع)(٢ –ع (أ               

  ــــــــــــــــــ    ـــــــــــــــــــــــــــــــــنھـــــــا ــــــ 
                  ٢  -ع                      ٢←ع 
  )٢....(٠= ب ١١+ أ ٣ب ومنھا  –أ  ٤= أ + ب  ١٢-

  )٢(، ) ١(من 
  )٤= ب  ٦+أ ٢(٣ 
  )٠=ب ١١+ أ ٣( ٢-

 ---------------------  
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٢٦

  ١٢= ب  ١٨+أ ٦     
  ٠=ب ٢٢- أ ٦-

----------------------- --  
  ١١=أ) ١(في  ضوبالتعوی  ٣- = ومنھا ب ١٢= ب  ٤- 

  :          ٣س
        :الحل 

  ١س                 - ٣          ٣ –س   
  
١                    ٢                ٣               ٤        
  متصل ثابت  ٢< س< ١

   ٠) = س (قَ : وقابل للاشتقاق 
  متصل كثیر حدود  ٣< س< ٢
    ١-) = س (قَ : ابل للاشتقاق وق 

  متصل كثیر حدود  ٤< س< ٣
  ١) =س (قَ : وقابل للاشتقاق  

  غیر متصل لان غیر معرف ) س ( ق  ،   ٢= عند س 
    نظریة( ٢= غیر قابل للاشتقاق عند س ) س ( ق (  

  متصل لان ) س ( ق         ٣= عند س 
  ٠)=  ٣( ق ) = س(ق  اـــــــــھن) = س ( ق  اـــــــنھ
  - ٣←س               + ٣←س  

  )    ٣( قَ  ≠)  ٣( قَ          لكن
                       +-  

    نظریة( ٣= غیر قابل للاشتقاق عند س ) س ( ق (  
    ٤، ١= عند س         

  غیر قابل للاشتقاق اطراف فترة ) س ( ق 
  

  :  ٤س 
  س                     

  س –] ـــــــ [                  
ـــــــــــ) = س ( ھـ   ٥                        ــــــــــــــ

  ١+ س                   
  :فابحث في قابلیة ھـ للاشتقاق عند

  ٥= ، س  ٢ - = س  
  : الحل 

  ٢- = عند س         
  س - ١-                 

ــــ ـ) = س ( ھـ     ١ - =  ـــــــــــــ
  ١+ س                   

   ٠)=   ٢- (ھـ َ◌َ : متصل لانھ ثابت وقابل للاشتقاق 
  ٥= عند س         

  س -س                     – ١          
ــــــ            ــــــــــــــــ               ــــــــــــ

   ١+ س                    ١+ س           
  

     ٠                                ٥                     ١٠        

  نلاحظ انھ غیر متصل  
    َ   ) نظریة( ٥= غیر قابل للاشتقاق عند س ) س (  ھـ

  
  مھمـــــــــــــــــــــــــــــــــة جداً  --یا بني  -ملاحظة  -

ذا الموضوع باستخدام یفضل حل جمیع الأسئلة على ھ
النظریتان السابقتان وباستخدام قواعد الاشتقاق لاحقاً 

   ٠إلا إذا حدد السؤال الطریقة التي یجب أن نسلكھا

  )١(تقاقــــــــد الاشـــــــــقواع
  ١ قاعـــــــــــــــــــــــــــــــدة

  صفر)= س(جـ ثابت فان قَ : جـ )= س(كان ق إذا
**********************************  

   ):    ٦٣(  مثال    
ــــــــــــــــــــدةبرھن    ١ قاعـــــــــــ

  
  )س   ( ق  –) ع ( ق                                   

 نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ    ) = س ( قَ   
  س  –س           ع  ←ع                   

  جـ  –جـ                                    
 صفر= نھـــــــا  ـــــــــــــــــــــــــ =              

  س  –س      ع  ←ع                  
 -------------------------------------------------- -  

  ):   ٦٤(    مثال
   )٣(، قَ ) س(قَ   اوجد  ٧)=س ( كان ق إذا

  :الحل 
  صفر) =  س( ق َ 
  صفر) =  ٣( ق َ 

 -------------------------------------------------- -  

  ٢ قاعـــــــــــــــــــــــــــــــدة
فان  موجب،ن عدد صحیح  :ن س)= س ( كان ق إذا 

   ١- نن س )= س ( قَ 
**********************************  

  
  

  ): ٦٥(  مثال
ــــ برھن ــــــ   ٢ ــــــــــدةقاعـــــــــــ

  )س  ( ق  –) ع ( ق                                  
 نھــــــــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    ) = س ( قَ   

                           س  -س             ع   ←ع                 
  نس   -   نع                       

ــا=  ــــــــــــــــ     نھــــــــــ  ـــــــــــ
             س  -س        ع   ←ع    
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٢٧

  ) ١ –نس+...+س٢ –نع+١ –نع)(س -ع(               
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   =   نھــــــا  ـــــــــــــــــ
  س  -س        ع   ←ع    
  ١ –ن ن س =  ١ –ن س + ....+  ١ –ن س +  ١ –ن  س= 

 --------------------------------------------------  
  ):٦٦( مثال

  للاقترانات التالیة ) س(اوجد قَ 
  ٤س)= س(ق .١
  ٦س ٣-)= س(ق .٢
  ٥/س ) = س(ق .٣
  :الحل 
  ٣س ٤)= س(ق َ .١
  ٥س ١٨ -)= س(قَ  .٢
  ٥/  ١) = س(ق َ .٣

 -------------------------------------------------- -  

  ٣ ـــــــــــــــــــــدةقاعــــــــــ
  اقتران قابل للاشتقاق عند س ، ) س(كان ق إذا 

، فان الاقتران )س(جـ ق) = س(جـ عدد ثابت وكان د
  )س(جـ قَ ) = س(قابل للاشتقاق عند س وان دَ ) س(د

------------------------------------------------- -  
  ): ٦٧(  مثال

  ٣ ـــــــــدةقاعــــــــــــــــــــــ برھن
  

  )س   ( د  –) ع ( د                                   
ـــــــــــــــــــــــــــــ    ) = س ( دَ     نھـــــــا  ــــــــــــــــ

  س  –س           ع  ←ع                   
  )س   ( جـ  ق  –) ع ( جـ  ق                              

ــــــــــــــــــــــــــــــــــ     =               نھـــــــا  ـــــــــــ
  س  –س           ع  ←ع                   

  ) )س   ( ق   –) ع ( ق ( جـ                             
ــــ    =              ـــــــــــــــــــــــــ  نھـــــــا  ــــــــــــــــ

  س  –س           ع  ←ع                   
  )س(جـ  قَ ) =  س(دَ 
  

  ): ٦٨(  مثال
قابلاً ) س ( ، وكان ق)س ( ق ٨) = س ( كان ل إذا 

   ). ٥( فجد لَ  ٣)=  ٥( للاشتقاق ، قَ 
  : : الحل

  ،)س ( قَ  ٨) = س ( لَ 
            =٢٤=     ٣×  ٨  

  
  

  ٤ قاعـــــــــــــــــــــــــــــــدة
م قابلا للاشتقاق عند  ل، نانییالاقتركان كل من  إذا

  فان  ،)س ( م  ±) س ( ل) = س  (وكان ق س،
  )س ( مَ    ±) س ( لَ ) = س ( قَ            

 -------------------------------------------------- -  
  ): ٦٩(  مثال 

ــــــــــــــــــــدة برھن   ٤ قاعـــــــــــ
  )س  ( ق  –) ع ( ق                                  

 نھــــــــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    ) = س ( قَ   
             س  -س             ع   ←ع                 

  ))س(م )+س(ل( –))ع(م )+ع(ل(                        
ــا  ــــــــــــ=               ـــــــــــــــــ    ــــــــــــــــــــــــنھــــــــــ

             س  -ع        س           ←ع          
   

  ))س(م -)ع(م))              (س(ل -)ع(ل(               
ــــــــــــــــــــــــ    + نھــــــــــــا  ـــــــــــــــــــــــ =      نھـــــا ـــ

          س  -س       ع ←ع        س  -س       ع   ←ع
  

  ) س ( م َ ) + س ( لَ = 
------------------------------------------------- --  

  بصورة عامة  
  ن، ق ٠٠٠،  ٢، ق  ١كان كل من الاقترانات ق إذا

  قابلا للاشتقاق عند س وكان
  نق  ±٠٠٠ ±) س(٢ق ±) س(١ق)= س ( ل 

  فان
  نقَ  ±٠٠٠ ±) س(٢قَ  ±) س(١قَ )= س ( لَ 

*********************************  
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٢٨

  ٥قاعـــــــــــــــــــــــــــــــدة 
  الاقتـــــــــــران المـــــــــتشعب

  كان لدیك اقتران على صورة  إذا
  أ  ≥،   س )         س ( م                        

  ) = س (  ق 
  أ <   ،   س)        س ( ھـ                       

  
  أ ، > موجودة لكل س ) س ( وكان مَ  

  فان         أ < موجودة لكل س ) س ( ھـ َ       
  أ > ،   س )         س ( م َ                       

  أ ≠س) =                                         س (  قَ 
  أ < ،   س  )        س ( ھـ َ                       

  
  النقطة أ ھناك حالتان عند 

 غیر قابل للاشتقاق   -----     لغیر متص .١
 متصل    ھناك حالتان .٢

ل حیث ل ثابت                               ) = س(ھـَ )= س(مَ   - أ
 ل ) = س ( قَ  ---  قابل للاشتقاق ---- 

 غیر قابل للاشتقاق  -- ) س(ھـَ  ≠) س(مَ   - ب
-------------------------------------------- ------ 

  ):    ٧٠(   مثال
  اذا كان 

   ٢ ≥س          ،   س  ٢ – ٣س                        
  ) = س (  ق 

  ٢< ،   س     ١٢ –س  ٦+  ٢س                       
  

   )س(اوجد قَ 
  : : الحل

   على ح ق  متصل 
  

   ٢> ،   س          ٢ – ٢س  ٣                       
  ) = س (  قَ 
  ٢< ،   س              ٦+ س  ٢                      

   ٢= عندما س 
  ١٠=  ٢ – ٢)  ٢( ×  ٣) =   ٢( قَ 
  +  

  ١٠=  ٦) +  ٢( ×  ٢) =   ٢( قَ 
   -  
  
  
  
  

  ٦قاعـــــــــــــــــــــــــــــــدة 
  ةــــــــــة المطلقــــــــــــالقیم

   ھناك حالتان 
ري ثم ااجب التعریف إعادةعلى فترة وھنا  .١

 الاشتقاق بطریقة الاقتران المتشعب 
  عند نقطة وھنا بطریقة بسیطة جد اً  .٢

  
  

  ـــامــــــبـــــــــــــــــشكل عـــــــ
  فان |   ) س ( د | ) = س ( اذا كان ق

  | ) س ( د | ) . س ( دَ                      
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ) = س ( قَ   

  )س ( د                             
  

  ٠> )  س ( ،  د )        س ( دَ                        
                 =  

  ٠< ) س ( ،  د )         س ( ـــ دَ                       
 

  ٧قاعـــــــــــــــــــــــــــــــدة 
  

  عـــدد صـــحیح اقتــران أكبـــر
  ھناك حالتان 

  إجباريالتعریف  إعادةعلى فترة وھنا  .١
  عند نقطة وھنا بطریقة بسیطة جداَ  .٢

  
   

  

تعویض 
 رمباش

  صلا
  المشتقة 

 صفر= 

ص  
المشتقة غیر 

   ةموجود

 ةصفرا عاد
التعریف 
 إجباري

 رتعویض مباش

سالب نضربھا 
شتق في سالب ن

 ثم نعوض

  موجب
نشتق عادي ثم 

 نعوض 

صفر إعادة 
التعریف 

  يإجبار
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٢٩

  ) :      ٧١(     مثال 
  لكل مما یلي) س ( جد قَ 
 / ١) = س(ق  - أ
 ١+ س  ٢ -  ٣س+  ٥س) = س(ق  - ب
 جا) = س(ق  - ت
 ن ثابت: ن )= س(ق  - ث

                        ١    
ــــــــــ )= س(ق  - ج  ) ٩ –س ٢+  ٧س(ــــ 

                               ٣  
  :الحل 
 صفر ) = س(قَ   - أ
  ٢ -  ٢س٣+ ٤س٥) = س(قَ   - ب
 صفر) = س(قَ   - ت
 صفر ) = س(قَ   - ث

                        ١    
ــــــــــ )= س(قَ   - ج  ) ٢+ ٦س٧(ــــ 

                               ٣  
 -----------------------------------------------  

  ) :     ٧٢(    مثال

  ١ ≤س  ≤ ٠،   ٢+ س  ٢ – ٢س                    
  ) = س ( ق 

   ٣ ≤س <  ١س      ،  ٣] + س [                    
  

  )س ( اوجد قَ 
  تمرین للطالب:الحل 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ) :      ٧٣(   مثال
      ، ) س ( ھـ  ٣) + س ( ق )= س ( إذا كان ل    

  )٢(جد لَ  ٥ -)= ٢( ، ھـَ  ٤) = ٢(وكان قَ     
  :الحل 

  )س ( ھـَ  ٣) + س ( قَ ) = س ( ل َ     
  ) ٢( ھـَ  ٣) +  ٢( قَ ) =  ٢( ل َ     

                  =١١ -) =  ٥ -( ×  ٣+       ٤  
------- --------------------------------------- --  

  ) :    ٧٤(     مثال
وكان )س(ھـ٥ –) س(ق٦) = س(اذا كان ل

  )(جد ھـَ  ١٠)= (، قَ   ٥٠)=(لَ 
  :الحل 

  )س ( ھـَ  ٥ - ) س ( قَ  ٦) = س ( ل َ     
  )(ھـَ  ٥ - ) (قَ  ٦) = (ل َ     

  )(ھـَ  ٥   -   ١٠×   ٦=    ٥٠        
  )(ھـَ  ٥   -=    ١٠  -       

  ٢) = (ھـَ         
 ------------- --------------------------------- -  

  ) :   ٧٥(    مثال
اقترانین قابلین للاشتقاق ، ) س(، ھـ )س(إذا كان ل 

  )٢(جد قَ  ٥ - )= ٢(، ھـَ  ٤)= ٢(ل َوكان 
  في كل مما یلي    

 )س(ھـ ٢)+ س(ل٥)=س(ق  - أ
 )س(ھـ  ٣ –) س(ل)= س(ق  - ب

  :الحل 
 )س(ھـَ  ٢)+ س(لَ ٥)=س(قَ   - أ

 ) ٢( ھـَ  ٢ )+ ٢( لَ ٥)= ٢( قَ          
 ) ٥ - ( ×  ٢+  ٤×  ٥)= ٢( قَ          

                     =١٠=  ١٠ – ٢٠   
 )س(ھـَ ٣ - )س(لَ )= س(قَ   - ب

 ) ٢( ھـَ  ٣ -) ٢( لَ )=  ٢( قَ          
 ) ٥ -( ×  ٣ -  ٤)=   ٢( قَ          

                     =١٩=  ١٥+  ٤   
 --------------------------------------- --------  
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٣٠

  ) :     ٧٦(    مثال

   ٩+ س  ٦ – ٢س     ٢س) = س ( ق 

  ٣= ابحث في قابلیة ق للاشتقاق عند س

  :الحل 

   ٢)  ٣ –س (      ٢س) =  س ( ق 

  |  ٣ –س |  ٢س ) = س ( ق

  |   ٣ –س | 
  س  – ٣                 ٣ –س                   

             ++++++++++++------ ------------  
       

                                     ٣  
  )  س ( ق 

  ) س   – ٣(   ٢س )        ٣ –س (  ٢س             
             ++++++++++++ ------------------  

       
                                     ٣  

  متصل على ح لانھ حاصل ضرب متصلین ) س ( ق

   ٣ ≥،   س         ٢س ٣ – ٣س                        
  ) = س (  ق 

  ٣< ،   س          ٣س  – ٢س ٣                      
  

   ٣> س     ،   س  ٦ – ٢س  ٣                       
  ) = س (  قَ 

  ٣< ،   س       ٢س  ٣ –س  ٦                      
   ٣= عندما س 

  ٩=  ٣×  ٦ – ٢ ) ٣( ×  ٣) =   ٣( قَ 
  +  

  ٩ - =  ٢)  ٣( ×  ٣ –)  ٣( ×  ٦) =   ٢( قَ 
   -  

   ٣= اذن غیر قابل للاشتقاق عند س 
 --------------------------------------------------  

  ) :    ٧٧(     مثال
   )٢(، جد قَ ]٠٫٥+ س  [ – ٣س)= س(إذا كان ق

  : : الحل
  ٢] = ٠٫٥+ س [یكون      ٢= عندما س 

  ٢ – ٣س)= س(نھا قوم
     ١٢)= ٢(ومنھا    قَ     ٢س٣)= س(قَ         

  

  

   ) :    ٧٨(     مثال

بدأ شخص بنفخ بالون على شكل كرة ، جد 

عامة لحساب معدل تغیر  قاعـــــــــــــــــــــــــــــــدة

حجم البالون بالنسبة الى نصف قطره ، ثم جد معدل 

  سم  ١٠= تغیر الحجم عندما نق 

  : : لالح

  تذكر ان معدل التغیر یعني المشتقة الاولى 

                 ٤  
   ٣ــــــــــ نق = ح الكرة 

                 ٣  
  د ح                  

   ٢نق  ٤= ــــــــــ 
  د نق          

          ٤= عندما نق 
  ح                د                  

    ٤٠٠=  ٢)  ١٠(  ٤= معدل التغیر ــــــــــ 
  د نق                         

 --------------------------------------------------  

  ) :    ٧٩(     مثال

  س ، جـ ثابت وكان  ٣+  ٢جـ س )= س(اذا كان ق

  )  ٢( ق  –) ھـ +  ٢( ق                      
ـــــ  ــــــ ـــــــــــــــــــ ــــــ ــــــــا ـــــــــ   ٩ - = نھــــــــــ

  ھـ                        ٠ ←ھـ 
  جد قیمة جـ

  : : الحل
  )  ٢( ق  –) ھـ +  ٢( ق                  

ــــــــــ ــــــ ـــا ــــــــــــــ ــــــ نھــــــــــ   ) ٢( قَ = ـــــــــ
  ھـ                        ٠ ←ھـ 
  
    ٣+ جـ س ٢)= س ( قَ 
  ٩ - =   ٣+  ٢× جـ ٢)=  ٢( قَ 

  ٣ -= ومنھا جـ    ١٢ -= جـ  ٤              
 --------------------------------------------------  
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٣١

  ٨قاعـــــــــــــــــــــــــــــــدة 
  شتقة الجــــــــــــــذور مــــــــــ

  يــــذر التربیعــــشتقة الجــــم
  
   )س ( ھـ   ) = س( ق
  

  فان 
  ) س ( ھـ َ                     

ـــــــــــ) = س ( ق َ    ــــــــــــــ
  ) س ( ھـ     ٢                

  

  امـــــــــــــــكل عـــــــــــــــــبش
  اذا كان

  ) س (  ھـ   ن ) = س( ق
  

  فان 
  ) س ( ھـ َ                     

ـــــــــــ) = س ( ق َ    ــــــــــــــ
   ١ - ن ))س ( ھـ ( نن                 

  ٩قاعـــــــــــــــــــــــــــــــدة 
  ضرب الــــــــــــشتقة ــــــــــــم

  اذا كان م ، ل اقترانین قابلین للاشتقاق عند س 

  )س(ل × )س(م)= س(وكان ق

  :فان الاقتران ق قابل للاشتقاق عند س وان

  )س(مَ  ×)س(ل)+ س(لَ  ×)س(م)=  س(قَ 

  مشتقة الاول× الثاني + مشتقة الثاني× الاول =  
 --------------------------------------------------  

  ):    ٨٠(     مثال
  للاقترانات التالیة)س (جد قَ 

  )١ –س ٢)(٦+  ٢س ٣)= (س(ق )١

  ) ٢س ٢ – ١)(٢+  ٢س( س )= س(ق )٢

  )١+ س +  ٢س(|١- س| )=س(ق )٣

  :الحل 

 )س  ٦)(١ –س ٢) + (٢)(٦+  ٢س ٣)= (س(قَ  )١

 ) ٢س ٢ – ١)(س٢+  ٣س)= ( س(ق )٢

  + ) س٤–)(س٢+٣س)= ( س(قَ     

 ) ٢+  ٢س٣)( ٢س٢–١(                                   

  )١+ س +  ٢س(|١-س| )=س(ق  )٣

  ١ ≥، س )  ١+ س  + ٢س)(١-س(               
  )=س(ق

  ١< ، س )  ١+ س +  ٢س)(س  -١(                 

  متصل لانھ حاصل ضرب متصلین 

  ١ >س   ، )  ١+س+٢س+()١+س٢)(١-س(               
  )=س(قَ 

  ١<س،  ١-×)١+س+٢س)+(١+س٢)(س - ١(    
  ١= عندما س 

  ٣- ) =  ١( قَ           ٣) =  ١( قَ 
                     +                     - -  

  ٣اذن غیر قابل للاشتقاق عند 
 --------------------------------------------------  

  ):    ٨١(     مثال

 ٣)= ٢(أ ثابت وكان ھـَ : أ )= س(ھـ×)س(اذا كان ل

  ) ٢( جد لَ    أ      ٢-)= ٢(،ھـ

  :الحل 

  صفر ) = س(لَ◌َ × ) س(ھـ ) + س(ھـ َ × ) س(ل   
  صفر ) = ٢(لَ◌َ × ) ٢(ھـ ) + ٢(ھـ َ × ) ٢(ل   

  أ      
  صفر=  )٢(لََ◌ × أ          ٢-+  ٣×  ــــــــــــــــــ

  )  ٢( ھـ  
  أ      

  صفر=  )٢(لََ◌ × أ          ٢-+  ٣×  ــــــــــــــــــ
  أ         ٢- 

  
  أ      

    )٢(لََ◌ × أ          ٢=   ٣×  ــــــــــــــــــ
  أ         ٢- 

  
  أ  ٣    

    )٢(لَ َ=    ــــــــــــــــــ
   -٤       
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٣٢

  ):    ٨٢(     مثال

  اوجد       ٢=  ) ١ (قَ  ، ٣- =)  ١ (اذا كان ق

  )  ١) ) َ( س ( س  ق (       

  ٠٫٥ج      :الحل 

  

  

  

 --------------------------------------------------  

  ):   ٨٣(      مثال

 ١)=٢(، ھـ ٤)= ٢(، لَ  ١-)=  ٢( ن لاذا كا

  للاقتران)٢(جد قَ  ٥-)=٢(ھـَ 

  )س( ھـ × )س(ل = )س(ق                   

  :الحل 

  )س(لَ × ) س(ھـ) +   س(ھـَ × ) س(ل) = س(قَ 

  ) ٢( لَ × )  ٢( ھـ) +  ٢( ھـَ × )  ٢( ل) =  ٢( قَ 

  ٩=  ٤×  ١+  ٥ -×  ١ -) =  ٢( قَ 

 ------------------------ --------------------------  

  ١٠قاعـــــــــــــــــــــــــــــــدة 
  القـــــــــــــسمةشتقة ـــــــــــم

  اذا كان م ، ل اقترانین قابلین للاشتقاق عند س 
  ، وكان ٠ ≠)س(وكان ل

  ) س ( م                   
ـــــ) = س ( ق  ــــــ   ــــــــ

  ) س ( ل                  
  :ل للاشتقاق عند س فانقاب

  ) س(ل َ× )س(م –)س(م َ ×)س(ل                
ـــ) = س ( قَ  ـــــــــــــــــــ ــــــ   ـــــــــــــــــــــــــــــــــ

  ٢) ) س ( ل (                            
  

  م المقام  × البسط  –م البسط × المقام                
ــــــــــــــ) = س ( قَ  ـــــــــــــــــــ ــــــ   ــــــــــــــــــــــ

  ٢) المقام (                            
  
  

  نتیجـــــــــــــــــــــــــــــــة
  اذا كان م اقتران قابل للاشتقاق عند س ، أ عدد ثابت 

  ، وكان
  أ                       

  ٠ ≠) س ( م : ـــــــــــــــــــ ) = س ( ق 
  ) س ( م                   

  
  :قابل للاشتقاق عند س فان

  )س(م َ ×  ١ -                 
ـــــــــــــــ) = س ( قَ  ــــــ   ــــــــ

  ٢) ) س ( م (                    
  

  م المقام ×  ١ -                 
ـــــــــــــــ) = س ( قَ  ــــــ   ــــــــ

  ٢) قام  الم(                    
 --------------------------------------------------  

  ):   ٨٤(   مثال
  للاقترانات التالیة ) س ( جد قَ 

  ١+  ٢س                          
ـــــ ) = س ( ق  )١ ــــــ   ٠ ≠س  :    ــــــــ

  س  ٢                          
                          ١  

ـــــــ ـــــ) = س ( ق  )٢   ٠ ≠س  :    ـــ
   ٢س                          

  :الحل 
  )٢)(١+  ٢س(  –) س  ٢)(س ٢(                      

ـــــــــــــــــــــــ) = س ( قَ  )١ ـــــــــــــــــــ ــــــ   ــــــــ
  ٢س ٤                                     

  ٢ - ٢س٢ – ٢س  ٤                       
ـــــــــــــــــــــ =                     ــــــــــــــ

  ٢س ٤                                
                          ٢              ١  

ـــــــــــ =                     ــــــــــــــ ـــــ ـــــ
  ٢س  ٤          ٢س  ٢                       

  ٢ -س            ٢ -                         
ــــــ ) = س ( قَ  )٢ ــــــ   ــــــــــــ= ــــــــ

  ٣س             ٤س                            
------------------------------------------------- -  
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٣٣

  ):   ٨٥(   مثال
  اذا كان 

                   ٢  
  ١ ≥، س                 ـــــــــــــ                  

  س                  
  )=س(ق

  ١< ، س               ١+    ٢س                   

   )س(اوجد قَ 
  :الحل 

اذن غیر قابل للاشتقاق     ١= غیر متصل عندما س 
  اذا كان  ١= عند ما س 

                   - ٢  
  ١> ، س  ـــــــــــــ                                 

  ٢س                   
  س ٢)=                س(قَ 

  ــــــــــــــــــــــــــــ                 
  ١< ، س          ١+    ٢س    ٢                  

 --------------------------------------------------  

  ):   ٨٦(      مثال
 ١)=٢(، ھـ ٤)= ٢(، لَ  ١-)=  ٢( اذا كان ل

  للاقتران )٢(جد قَ  ٥-)=٢(ھـَ 
  )س ( ل                          

  ٠ ≠) س ( ھـ :    ـــــــــــــــــــ ) = س ( ق  )١
  )  س ( ھـ                         

  )س ( ل                            
  ٣-  ≠) س ( ھـ : ــــــــــــــــــــــــــ ) = س ( ق  )٢

  )  س ( ھـ +   ٣                       
  :الحل 

  )س ( ھـَ )س(ل –) س ( لَ )س(ھـ                      
ـــــــــــــــــ) = س ( قَ  )١   ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  ٢))س ( ھـ (                                    
  ) ٢( ھـَ )٢(ل –)  ٢( لَ )٢(ھـ                    

ــــــــــــــــــــ) =  ٢( قَ  ـــــــــــــــــــــــــ   ـــــــــــ
  ٢)) ٢( ھـ (                                    

                    )٥ -)(١ -( –) ٤(× ) ١  (  
ـــــــــــــــــ) =  ٢( قَ  ـــــــــــــــــــــــــ   ــــــــــــــ

                                     )٢) ١  
   ١ - ) =  ٢( قَ 

  )س ( ھـَ )س(ل –) س ( لَ ))س(ھـ+٣(                      
ــــــــــــــــــــ) = س ( قَ  )٢   ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  ٢))س ( ھـ +  ٣(                                  
  ) ٢( ھـَ )٢(ل –)  ٢( لَ ))٢(ھـ+  ٣(                 

ـــــــــــــــــــــــــــ) =  ٢( قَ  ـــــــــــــــــــــــــ   ـــــــــــــ

  ٢)) ٢( ھـ +  ٣(                                  
  

                 )٥ -) (  ١- ( –)  ٤)( ١+  ٣ (  
  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ) =  ٢( قَ 

                                  )٢) ١+  ٣  
  

                 )١١)            ٥(  –)  ١٦  
ـــــ= ـــــــــــــــــــــــــــــ ) =  ٢( قَ  ــــــ   ــــــــ

                       )١٦                 ٢) ٤  
 --------------------------------------------------  

  ) : ٨٧(   مثال
  اقتران قابل للاشتقاق عند ) س ( ن ھـ اذا كا 

   ٢) =  ٢ -( ، ھـ َ  ١) =  ٢ -( ، ھـ  ٢ -= س 
  في كل مما یلي )  ٢ - ( فجد قَ 

  
 ) س ( ھـ ×  ١+  ٢س ) =   س ( ق  )١

  س  – ٢س                         
ــــــــــــــ) = س ( ق  )٢ ــــــ   ــــــــ

  )س (  ٢ھـ                          
  )س ( ھـ                                          

  ـــــــــــــــــــــــ - ) س ( ھـ ) = س ( ق   )٣
  س                                            

  تمرین للطالب :الحل 
 --------------------------------------------------  

  ) :  ٨٨(  مثال
  ] ٣/ س – ٢[ × س ) = س ( اذا كان ق  

  ) ٣( فجد قَ 
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٣٤

  ) : ٨٩(  مثال
  اذا كانت العلاقة

   ١             ١            ١  
  ـــــــــــــــ+ ــــــــــــــ = ـــــــــــ 

  ع           س            ص   
س ، ص . لعدسة محدبة ) ع (تربط بین البعد البؤري 

، وبعد تمثلان بعد جسم موضوع امام العدسة 
الصورة المتكونة لھ عن مركز العدسة على الترتیب 

  :جد  ٢= اذا كانت ع.
صیغة عامة لایجاد معدل تغیر ص بالنسبة   - أ

 الى س 
معدل تغیر ص بالنسبة الى س عندما تكون   - ب

 سم  ١٢= س 
  

  : : الحل
    - أ
   ١             ١            ١  

  ـــــــــــــــ+ ــــــــــــــ = ـــــــــــ 
  س            ص           ٢   

   ١             ١            ١  
  ـــــــــــــــ  -ــــــــــــــ = ـــــــــــ 

  س            ٢ص             
  ٢ -س             ١   

  ـــــــــــــــــــــــ= ـــــــــــ 
  س ٢ص             

  س  ٢            
  ـــــــــــــــــــــ= ص 

   ٢ –س            
  معدل التغیر ص َ 

  )  ١) ( س  ٢ ( - ) ٢)(  ٢ –س (             
ـــــــــــــــــــــــ= صَ    ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  ٢)  ٢ –س (                        
  

               - ٤  
  ــــــــــــــــــــــــــ= صَ 

  ٢ ) ٢ –س (            
                             - ١-        ٤-                ٤  

ــــــــــــ = صَ      - ب ــــــ   ــــــــ= ـــــــــــ = ــــــــ
                         )٢٥      ١٠٠      ٢)  ٢ – ١٢  

  ١٢= س           
  
  
  
  

  ):   ٩٠(   مثال
  اذا كان 

  ١   ≤، س              ٢س ٣                  

  )=س(ق
  ١>  ب        ، س + أ س                 

  
  . فجد كلاً من أ ، ب ١= قابلاً للاشتقاق عند س

  :الحل 
  بما انھ قابل للاشتقاق فانھ 

  ق متصل                               
  

  ) ١( قَ ) =  ١( ق َ                     
                                +   -  

  بما انھ متصل 
ــــــا ق    ) س ( نھــــــــــــــــا ق ) = س ( نھــــــــــ

  -١ ←س                        +١ ←س 
ــــــا أ س      ٢س ٣نھــــــــــــــــا = ب  + نھــــــــــ

  -١ ←س                        +١ ←س 
  )  ١.......................(  ٣= ب + أ       

  ا انھ قابل للاشتقاقبم
  ) ١( قَ ) =  ١( ق َ        
                     + -  
  س ٦= أ         

  ١= س                   
  ٣ - = ب )   ١( وبالتعویض في     ٦= أ           

------------------------------------------------- -  
  )    ٩١(    مثال

لنسبة الى محیطھ جد معدل تغیر مساحة المربع با
  .سم )  ٢٤( عندما یكون محیطھ 

 
  سم / ٢سم٤) بسم                 / ٢سم٣)أ√
  سم     / ٢سم٢) دسم                 / ٢سم٦) جـ
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٣٥

  )    ٩٢(    مثال
نصف قطر  مثالمخروط من الثلج ارتفاعھ ثلاثة أ

قاعدتھ، اخذ المخروط بالذوبان بحیث یحافظ على 

معدل تغیر حجم المخروط بالنسبة لارتفاعھ  شكلھ، جد

  .سم ١٠عندما یكون نصف قطر قاعدتھ 

  :الحل 

  نق  ٣ = ع 

  ع           
  ــــــــــــ= نق 

            ٣  
                      ١                

  ع× × ٢نق × ــــــــــ = ح المخروط  
                      ٣               
  ٢ع                     ١                      

ــــــ  = ح المخروط     ع×  ×    ــــــــــ      ـــــــــ
                      ٣             ٣  
  ٢ع               ١                      

ــــ    ×ــــــــــ = ح المخروط   ــــــ  ـــ   ع×  ×  ــ
                      ٩              ٣  
                        

      ٣ع × ــــــــــ = ح المخروط  
                      ٢٧                

  
                          ٢ع ×  ٣× دح             

  ــــــــــ ــــــــــــــــ= ــــــــــ 
                 ٢٧       د ع         

  ٣٠= فان ع       ١٠= عندما یكون نق 
  
                          ٢)  ٣٠(×  ٣× دح             

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــ = ــــــــــ 
  ٢٧د ع                    

  دح                       
     ١٠٠= ــــــــــ 

  د ع                   
  
  
  
  
  

حلول تدریبات وتمارین ومسائل 
  )١(تقاقــــــــد الاشـــــــــقواع

 
  ١٠٨ص ):    ١(     ت
  س٨- ) = س ( ق َ ) ٢صفر  ، ) = س ( ق َ ) ١
  / ١) = س  (ق َ )  ٣

 ---------------------------------------------------  
  ١١٠ص ):    ٢(     ت
    ٢س ٢) = س ( ق َ ) ١
  جـ + بس ٢+ ٢أس٣) = س ( ق َ ) ٢

 ---------------------------------------------------  
  ١٠٤تمارین ومسائل  ص 

 ------------------------ --------------------------  
  )  ١(  س

    صفر) = س ( ق َ ) أ
  صفر ) = س ( ق َ ) ب
  ١١س  ٣٦-) = س ( ق َ ) جـ
  ) س ( ھـَ  ١/٢) = س ( ل َ ) د

  )  ٢(  س
    س٦-= ص َ ) أ

  ١+س١٠- ٢س ١٨= ص َ ) ب
  س ٢/٥= ص َ ) جـ
  ١ -س+  ٢س – ٣س= ص َ ) د

  )  ٣(  س
  ٨= | ٢س ٢= ص َ ) أ

  ٢ -  =س                   

   ١٢-س٣+٢س= تكون ص   ٥= عند  س )ب 
  ١٣= | ٣+   س ٢= ص َ 

  ٥ =س                   

   ٣+٢س٨= تكون ص  ١٫٢= عند  س )جـ 
  ١٩٫٢= |  س ١٦= ص َ 

  ١٫٢ =س                   

  ١- س٢=س+ ١- +س= تكون ص ١-= عند س )د 
  ٢= |  ٢= ص َ 

  ١ - =س          

  )  ٤(  س
  )س(ھـَ ٢)+س(لَ ٥)= س(قَ ) أ

  )٢(ھـَ ٢)+٢(لَ ٥)= ٢(قَ   
          =١٠=  ١٠ -+  ٢٠  

  )س(ھـَ ٣ -) س(لَ )= س(قَ ) أ
  )٢(ھـَ ٣ -) ٢(لَ )= ٢(قَ   

           =١٩=  ١٥+  ٤  
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٣٦

حلول تدریبات وتمارین ومسائل 
  )٢(تقاقــــــــد الاشـــــــــقواع

 ١١٣ص ):    ١(     ت
  ) س+٣س٧)(١- ٢س٤) = (س(ق)  ١

  : ل الح
  س – ٣س٧ – ٣س٤+ ٥س٢٨) = س(ق

  س – ٣س٣ – ٥س٢٨=          
  ١ –٢س٩  - ٤س١٤٠) = س(قَ 
  )  ١/٤ – س٢)(  ٦+  ٢س٣) =  ( س(ق)  ٢

  : الحل 
  )س٦)( ١/٤ – س٢)+ (٢)(  ٦+  ٢س٣) = (س(قَ 

  س ٣/٢ – ٢س١٢+  ١٢+  ٢س٦=          
  ١٢+ س  ٣/٢ –٢س١٨=          

  
  ١١٤ص ):    ٢(     ت

  ) س ٢) (  ١+س  ٤(  - ) ٤)(  ٥ – ٢س(             
ـــــــــــــــــــــــ= صَ    ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  ٢)  ٥ – ٢س(                        
  ) س ٢ -  ٢س  ٨ – ٢٠ – ٢س٤(     
ـــــــــــــــــــــــ=  ـــــــــــــــــــــــــ   ــــــــــــــ

  ٢)  ٥ – ٢س(                        
   ٢٠ -س ٢ - ٢س٤-     
ـــــــــــــــــــــــــ=    ــــــــــــــ

  ٢)  ٥ – ٢س(            
  

  ١١٥ص ):    ٣(     ت
  ١٥  -           ٢س٣×٥-     ) ١

  ــــــــــــــ=  ــــــــــــــــــــــ = صَ 
  ٤س              ٢)٣س(            

٢(  
         ٢س   -   ٢             

  ـــــــــــــــــــــــــ  = ص 
                  ٣س             
             ١                 ٢         

  ــــــــــ      -ـــــــــــــــ   = ص 
  س                     ٣س             
                

         ١        ٢ س ٣×    ٢    -          
  ــــــــــ  +    ـــــــــــــــــــــــــــ   = صَ 

         ٢س                 ٦س                    
  
  
  

                
          - ١               ٢   ٣         

ـــ   = صَ  ــ  +    ــــــــــــــ   ــــــــ
         ٢س             ٤س               

  اذا كان    ١١٨ص ):    ٤(     ت
                   ٢  

  ١ ≥ـــــــــــــ                   ، س                
  س                  

  )=س(ق
  ١< ، س               ١+    ٢س                   

  
   )س(اوجد قَ 

  
  :الحل 

                   - ٢  
  ١> ــــــــ                   ، س ـــــ               

  ٢س                   
  س ٢)=                س(قَ 

  ــــــــــــــــــــــــــــ                 
  ١< ، س          ١+    ٢س    ٢                  

  غیر متصل لان    ١= عندما س 
  ) س(ق  اـــــــــنھ  ≠) س ( ق  اـــــــنھ
  - ١←س               + ١←س  
   ١= اذن غیر قابل للاشتقاق عند ما س  

 ---------------------------------------------------  
  ١١٩تمارین ومسائل  ص 

 --------------------------------------------------  
  :  ١س

  )س٢)(٣س - ١)+(٢س٣-(٢س= صَ  ) أ  
  ٤س٢ –س  ٢+   ٤س ٣- =              

  س ٢+   ٤س ٥- =              
  ٦ - س٤٠- = صَ  )  ب

                 - ٤٠   
  ــــــــــــــ  =             

  ٦ س                  
  )جـ

  )٤- س٤)(٥-س٦)+(٦)(١+س٤- ٢س٢= (صَ 
  
   )  د

  ٢س- س٢)     ١- )(٢س(–)س٢)(س  –١(       
ـــــــــــــــــــــــــــــــــ = صَ  ـــــ  ـــ= ــــــــــــــ   ـــــ

  ٢)س–١(          ٢)س  – ١(                         
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٣٧

   )  ھـ
      ٢٣)         ٣)(٥–س٤( –)٤)(٢+س٣(       
ــــــــ = صَ    ـــــــــــــــ  = ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  ٢)٢+س٣(           ٢) ٢+س ٣(                     
  :  ٢س

  )أ 
  )٢+٢س٣)(٢س٢-١)+(س٤- )(س٢+ ٣س= (صَ   

  
  )ب 

   ١>،  س)١)(١+س+٢س)+(١+س٢)(١-س(       
  )= س(قَ 

  ١<، س)١-)(١+س+٢س)+(١+س٢)(س - ١(       
  متصل لان  ١= عندما س ***

  ٠)=١(ق) =س(ق  اـــــــــنھ) =  س ( ق  اـــــــنھ 
  - ١←س               + ١←س  

  لكن 
  ٣-)=  ١( ، قَ     ٣) =  ١( قَ 

  +                                  -  

   ١= اذن غیر قابل للاشتقاق عند س 
  )جـ 

  )٩-)(٢س٣+س-٨(–)س٦+١- )(س٩-٢(          
ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ) = س ( قَ       ــــــــــــــ

  ٢)س٩-٢(                                     
  ٧٠+ س ١٢+٢س ٢٧-               

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــ=                    ــــــــ
  ٢)س٩- ٢(                        

  ) د  
  )   ١-س)(٣ –س ( - )           ١- س)(٣ –س (  
  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــ    ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ     

  ) ١ –س ( س          )   ١ –س ( س      
   ++++++++++++++ ---------------------  

 ١                            ٣                              ٤  
                 ٣                       ٣  

      ١  -ــــــــــــــ                ــــــــــ   -  ١     
  س             س                           

   ++++++++++++++ ---------------------  
 ١                            ٣                               ٤  

                   - ٣  
  ٣< س <  ١ـــــــــــــ                 ،                

  ٢س                   
  ٣)=            س(قَ 

  ٤< س <  ٣ــــــــــــــ                ،                  
                ٢س                   

  غیر متصل لانھ غیر معرف  ١= عند س 
  غیر قابل  للاشتقاق  

  غیر قابل  للاشتقاق لانھ طرف فترة  ٤= عند س 

  متصل لكنھ  غیر قابل  للاشتقاق ٣= عند س 
  ) س(قَ   ≠) س ( قَ   
                  +-  

  :  ٣س
  )س(لَ ٥ –س ٦) = س(قَ  ) أ 
  )٣(لَ ٥ –  ٣×  ٦) = ٣(قَ        

            =٢-=٢٠- ١٨=٤×٥ –  ٣×  ٦  

  ) ب
  )س(لَ )١+ س ٢(–) ٢(×)س(ل                   

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ) = س ( قَ      ــــــــــــــ
  )س(٢ل                                     

  )٣(لَ )١+  ٣×٢(–) ٢(×)٣(ل                   
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ) =  ٣( قَ      ــــــــــــــ

  )٣(٢ل                                     
     ) -٢٨- ٤- )     ٤) (١+  ٣×٢(–) ٢(×)٢  
ـــــــــــــ=       ٨ -= ـــــــــــ = ـــــــــــــــــــــ ــــــــــــــ

                        ) -٤                    ٢)٢  
  ) جـ

  )       س(لَ ٦-                      
ـــــــ ) = س ( قَ      ــــــــــــــ

  )س(٢ل                      
  ٤×  ٦ -)       ٣(لَ ٦-                   

ـــــ = ــــــــــ ـــــ) =  ٣( قَ      ٦-= ــــــــــــــ
  ٢) ٢ -)        (٣(٢ل                    

                     ) د
  ٢س  ٣×)س(ل) + س(لَ ×  ٣س ) = س ( قَ   
  ٢) ٣( ٣×)٣(ل) + ٣(لَ ×  ٣) ٣) = ( ٣( قَ   

             ) =٢) ٣( ٣×)٢- ) + (٤(×  ٣) ٣  
              =٥٤=  ٥٤-  ١٠٨  

   : ٤س
  ) س(لَ ×)س(ھـ) + س(ھـَ ×)س(ل٢) = س(قَ  ) أ 

  ) ٣-(لَ ×)٣-(ھـ) + ٣-(ھـَ ×)٣-(ل٢) = ٣-(قَ      
               =١- (× )٣-) + (٢(× )١٠(×٢ (  

                =٤٣=  ٣+  ٤٠  
  ) س(ھـَ ×)س(ل–)  س(لَ ))س(ھـ+٤(              ) ب

ـــــ) = س ( قَ  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   ـ
  ٢ ))س(ھـ+٤(                               

  ) ٣-(ھـَ ×)٣- (ل–)  ٣-(لَ ))٣-(ھـ+٤(                
ــــــــــــــــــــ) =  ٣- ( قَ    ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  ٢ ))٣- (ھـ+٤(                                     
                )٢(×)١٠( –)١-( ))٣-( +٤ (  

ـــــــــــ ) =  ٣- ( قَ                                   ٢١- = ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
                              )٢ ))٣-+ (٤  

http://www.facebook.com/na


  

 ) ٠٧٨٨٢٤١٧٢٤(للاستفسار ت 
  ثانویة اربد

  لمزید من الاسئلة المقترحة على كل وحدة ومتابعة كل ما ھو جدید  تابعونا على  
  sser.theynathttp://www.facebook.com/naصفحة الاستاذ ناصر الذینات وعلى نفس الموقع بالاضافة 

٣٨

  :  ٥س
   ١٫٢= عند س ) أ 

                        ٣                  
  ــــ             ــــــــــ) = س ( ق     

  س                         
                 -  ٣                  

  ــــــــــــــ             ) = س ( قَ 
  ٢س                    

                   -  ٣ -              ٣             
ــــــ    ) =  ١٫٢( قَ  ــــ          = ــــــــ   ــــــــ

                   )١٫٤٤         ٢) ١٫٢  
  ) ب

  س                 ٣ – ١                     
  ــــــــــــــــــــ             ) = س ( ق     

  ٢ - ٢س                        
  )          س٢)(س ٣ – ١( –) ٣-)(٢ – ٢س(                

ـــــــــــــــ) = س ( قَ    ــــــــــــــــــــــــــــــ             ــــــــــــــ
  ٢)٢ – ٢س(                              

              )٢٧)        ٦)(٩ – ١( –) ٣-)(٢ –٩    
ــــــــــ ) =  ٣( قَ  ـــــــــــــــــــــــــ   ــــــــ            = ــــــــــــــ

                            )٤٩                   ٢)٢ –٩  
  |           ٢س - ١|) = س ( ق) أ 

            ١ - ٢س) = س ( فان    ق  ٢-= عند س 
              ٤-) =  ٢- ( س  ومنھا  قَ  ٢) = س ( قَ       

  :  ٦س 
  )) َ= س(ھـ)س(م)س(ل( 
    )) َس(م) س(ل( ) س ( ھـ + )س(ھـَ ×  ))س(م)س(ل(

  ) +س(ھـَ  ))س(م)س(ل(= 

  ) س (ل َ ) س ( م ) + س(م َ) س(ل)    س ( ھـ 

  )     +س(ھـَ ) س(م) س(ل=   

  )س(ل َ ) س ( م ) س ( ھـ )   +  س(م َ×)س(ل) س ( ھـ  

  )) َ= س(ل)س(ل)س(ل:  ( ٧س 

    )س(ل) س(لَ ) س ( ل) +س(لَ × )س(ل)س(ل

  )س(لَ .٢))س(ل(٣= ) س(ل) س(ل)س(لَ + 

  

  

  

  

  

   ١< ،   س             س  ٦:                ٨س 

  ) = س (  قَ 
  ١> ،   س           ٢س ٦                       

  متصل لان  ١= عندما س 
  ٣)=١(ق) =س(ق  اـــــــــنھ) =  س ( ق  اـــــــنھ
  - ١←س               + ١←س  

    ٦) =   ١( ،  قَ       ٦) =   ١( قَ 
  +                                     -  

    ٦) =   ١(  اذن قَ 
  

  :  ٩س 
  )س ٣+  ٢س(|س| )=س(ق  )٤

  ٠ ≥، س )     س٣+  ٢س)(س(               
  )=س(ق

  ٠< ، س )  س  ٣+ ٢س)(س  -(                

  متصل لانھ حاصل ضرب متصلین 

  ٠>، س)         س٣+٢س)+(٣+س٢)(س(                  
  )=س(قَ 

  ٠<، س  ١-×)س٣+٢س)+(٣+س٢)(س - (       
  ٠= دما س عن

  ٠) =  ٠( ،      قَ        ٠) =  ٠( قَ 
                                          +                     - -  

  ٠) =  ٠( قَ اذن 
  : ١٠س 

  اذا كان 
  ١   ≤، س              ٢س ٣                  

  )=س(ق
  ١>  ب        ، س + أ س                 

  .فجد كلاً من أ ، ب  ١= عند س قابلاً للاشتقاق
  بما انھ قابل للاشتقاق فانھ :الحل 

  ق متصل                               
  

  ) ١( قَ ) =  ١( ق َ                     
                                   +-  

  بما انھ متصل 
ــــــا ق    ) س ( نھــــــــــــــــا ق ) = س ( نھــــــــــ

  -١ ←س                        +١ ←س 
ــــــا أ س      ٢س ٣نھــــــــــــــــا = ب  + نھــــــــــ

  -١ ←س                        +١ ←س 
  )  ١.......................(  ٣= ب + أ       

  بما انھ قابل للاشتقاق
  ) ١( قَ ) =  ١( ق َ        
                     + -  
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٣٩

  س ٦= أ         
  ١= س                   

  ٣ - = ب )   ١( وبالتعویض في     ٦= أ           

  المــــــــشتقات العلیـــــــــــــا
 قابل للاشتقاق) س(ق= اذا كان ص  

  )س(قَ = المشتقة الاولى  صَ 

  َقابل للاشتقاق)س(قَ = اذا كان ص  

  المشتقة الاولى للاقتران السابق

  )س(ق= قة الثانیة صوھو المشت) س(قً = صً 

  ًقابل للاشتقاق) س(قً = اذا كان ص  

  المشتقة الاولى للاقتران السابق

  )س(قً = وھو المشتقة الاولى صً ) س()٣(ق= )٣(ص

  )س(ق= وھو المشتقة الثالثة ص

  ) س  ( قَ   ویرمز للمشتقة الاولى

  )س  ( قً  ویرمز للمشتقة الثانیة

  )  س  ( ) ٣( ق  ویرمز للمشتقة الثالثة

  )  س  ( ) ٤( ق  ویرمز للمشتقة ارابعة

*******************************  

  ):   ٩٣(     مثال

  ٥+ س  ٤ – ٣س)= س(اذا كان ق

  : : الحل )١(، قً )  ١( جد قَ 

  :الحل 

   ٤ –٢س٣)= س(قَ  .١

  س   ٦)= س(ق ً .٢

 -------------------------------------------------  

  

  

  

  

  

  ):   ٩٤(     مثال

  تران كثیر حدود من الدرجة الثالثة حیث جد اق

   ٢-)= ١- (، قً   ٣)= ١-(، قَ  ٠)=١- (ق

  ٦)=  ١- ()٣(، ق  

  : : الحل

  د + جـ س +  ٢ب س +  ٣أ س  =  )س ( ق

  جـ + ب س ٢+  ٢أ س  ٣ =  )س ( قَ 

  ٣) =  ١ - ( لكن قَ 

  جـ +  )  ١ - ( ب ٢+  ٢ ) ١ - ( أ٣ =  ٣

  )  ١.......( .............. ٣= جـ + ب  ٢ –أ  ٣

  ب  ٢+ أ س  ٦) = س ( قً 

  ٢ - ) =  ١ - ( لكن قً 

  ب  ٢)  +  ١ -(أ  ٦=  ٢-

  )  ٢......................(  ٢ -= ب  ٢+ أ  ٦ -

  أ٦)= س ()٣(ق

  ٦)=  ١- ()٣(لكن    ق

  ١= أ         أ    ومنھا  ٦=  ٦

  )  ٢.........( بالتعویض في 

    ٢= ومنھا    ب  ٢ -= ب  ٢+  ١×  ٦ -

  )  ١.........( بالتعویض في 

   ٤= ومنھا    جـ  ٣= جـ +   ٢×  ٢ – ١×  ٣

   ٠) =  ١-( ق : بالتعویض في المعادلة الاصلیة  

  د +  )١-(جـ +  ٢)١ - (ب +  ٣)١ -(أ  = )١- (ق

  ٣= د     ومنھا د +  ٤ -٢+  ١-= صفر 

  اذن

   ٣+ س  ٤+  ٢س  ٢+  ٣س  =  )س ( ق 

  

  مھمــــة جــــداً  - یا بني  -ملاحظة  -
  لا تـــــنسى ذكــــــــر الله أولاً 
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٤٠

لا تنسى عند ایجاد المشتقات العلیا الفحص المتتالي 
لقابلیة الاشتقاق سواء للاقتران الاصلي  او للمشتقات 

  المتعاقبة
----------------------------------------------- -  

  ):   ٩٥(     مثال

للاشتقاق عند س ، وكان لً قابلا  لَ ، اذا كان ل،

  )س()٣(فجد قً ، ق)س(س ل)= س(ق

  : : الحل

  ل، قابل للاشتقاق

  ) س (ل ) + س(س لَ )= س(قَ 

  لَ قابل للاشتقاق

  ) س (لَ )  + س (لَ ) + س(س ل ً )= س(ق ً 

  )  س (لَ ٢) + س(س ل ً )= س(ق ً 

  لَ ًقابل للاشتقاق

  ) س(ل ً  ٢)  +س(ل ً ) + س()٣(س ل) = س()٣(ق

  ) س(ل ً  ٣) + س()٣(س ل) = س()٣(ق

 ------------------------------------------------  

  ) :٩٦( مثال
  حس)  س ( فجد قً | س | )= س(اذا كان ق

  :الحل 
  س -                          س              

   +++++++++++   ---------------- -----  
  

  صفر                             
  متصل على ح ) س ( ق

                       
  صفر > ،   س            ١                      

  ) = س ( ق َ 
  صفر< ،   س          ١ -                      

  
  صفر غیر قابل للاشتقاق لان = عندما س 

  ) ٠( ق َ ) =  ٠( قَ 
        +     -  

  صفر  = غیر متصل عندما س ) س ( قَ 
                       

  صفر > ،   س            ٠                      
  ) = س ( قً 

  صفر< ،   س             ٠                     

  صفر غیر قابل للاشتقاق لان = عندما س 
  غیر متصل 

 ----------------------------------------------- -  
  ) :٩٧( مثال

، )  ٣/٤( فجد قَ ] س ٢)= [ س(اذا كان ق
  ) ١/٢(قَ 
  

   : الحل
  ؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟       ٠) =  ٣/٤( قَ 
  

  م    ؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟؟       . غ ) =  ١/٢( قَ 

حلول تدریبات وتمارین ومسائل 
  المــــــــــشتقات العلیــــــــــــــا 

  ١٢٢ص:  ١ت 
   )٢- (س جد قً +  ٢س ٥ – ٣س٧)= س(قاذا كان 

  :الحل 

   ١+ س ١٠ –٢س٢١)= س(قَ 

  ١٠ -   س ٤٢)= س(ق ً

  ٩٤-=  ١٠ -  ٢- × ٤٢)= ٢-(ق ً

  : ٢ت 

 ٣أ س ) = س()٤(وكان ق نس ٣)= س(اذا كانت ق

  ٠، فجد قیمة أ

   ١ –ن ن س  ٣) = س(قَ 
  ٢ –ن س ) ١-ن(ن ٣) = س(ق ً
  ٣ –ن س ) ٢-ن)(١- ن(ن ٣) = س()٣(ق

  ٤ –ن س ) ٣- ن)(٢-ن)(١- ن(ن ٣= ) س()٤(ق

  ٣أ س =  ٤ –ن س ) ٣-ن)(٢- ن)(١-ن(ن ٣

  ٧= ومنھا ن ٣=  ٤ –ومنھا ن 
  ٢٥٢٠=  ٤×  ٥×  ٦× ٢١= أ

 ---------------------------------------------------  
  ١٢٣تمارین ومسائل  ص 

 --------------------------------------------------  
  :  ١س
  ١+س ٥ -٢س٢١= صَ ) أ 

  ٥- س٤٢= صً       
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٤١

  ١             )  ب
ــ+    ١= ص    ــــــــ

  س                   
            -  ١  

  ــــــــــــ=  صَ 
  ٢س             
  ٢)         س  ٢(  ١-  -            

  ـــــــــــــ= ــــــــــــــــــــــــــ =  صً 
  ٣س            ٢ ) ٢س (             

  
  فجد صً  | س | ) س٣+٢س=(ص) جـ 

  :الحل 
  س -                          س              

   +++++++++++    ---------------------  
  

  صفر                                                
  صفر  ≥،     س  ٢س٣+٣س                      

  ) = س ( ق 
  صفر< ،   س  ٢س٣ -  ٣س -                      
                       

  صفر > س      ،   س  ٦+  ٢س٣                      
  ) = س ( ق َ 

  صفر< س      ،   س  ٦ - ٢س٣ -                      
   ٠= صفر متصل عند س= عندما س 

  ٠) =  ٠( ومنھا ق َ  ٠) =  ٠( ق َ ) =  ٠( قَ 
             +-                 

  صفر > ،   س          ٦+ س  ٦                      
  ) = س ( قً 

  صفر< ،   س            ٦ -س  ٦-                      
   ٠= متصل عند س) س ( صفر   ، ق َ = عندما س 

  ٠)=٠(ق) =س(قَ  اـــــــــنھ) =  س ( قَ  اـــــــنھ
  - ٠←س               + ٠←س  

  لكن 
   ٦-) =  ٠( ،  قً     ٦=  ) ٠( قً  

                      +-            
  غیر موجودة  )   س ( اذن قً       
  :  ٢س 
  ) ١+ س ٢ – ٣س)(٢+  ٢س٣)= ( س(ق

  ٢١٠)= ١(قًً◌ً◌◌ً ×) ١(قَ    اثبت ان

  :  :الحل

  )س ٦()١+س٢ –٣س( +)٢–٢س٣)(٢+٢س٣)= (س(قَ   

  )س ٦+٢س١٢–٤س٦( + )٤-٤س٩)= (س(قَ       

  ٥) = صفر (  + ) ٥ )= (١(قَ        

  ٦+س٢٤–٣س٢٤  + ٣س٣٦)= س(◌ً  ق     

  ٤٢=   ٦ +  ٢٤– ٢٤  + ٣٦)=  ١( ◌ً  ق     

  ٢١٠ =  ٤٢×  ٥ )=١(قًً◌ً◌◌ً  ×) ١(قَ 

  :  ٣س 
              ٢  

  )٢(قً  ٤ -)= ١(قَ    فاثبت ان ـــــــــ)= س(اذا كان ق
  س                  

  :الحل 
                   - ٢  

   ٢- )=  ١( ــــــــــــــ      ومنھا قَ ) = س ( ق َ 
  ٢س                     

  ٨س                                ٤                 
  ـــــــــــ)=  ٢( ــــــــــــــــــ  ومنھا قً ) = س ( قً 

  ١٦                           ٤س                     
                   - ٨×  ٤        

ـــــــــــ =  )٢(قً  ٤ -   ٢ - = ــــــــ
                      ١٦  

  : ٤س 
   ٦ - س٥ – ٤س ٥= صَ ) أ  

  ٧ - س ٣٠+  ٣س ٢٠= صً 
   ٨ - س ٢١٠ – ٢س ٦٠=  ) ٣(ص 

  
   ب+ ٢أ س٣= صَ ) ب 

  أس٦= صً 
  أ ٦=  ) ٣(ص 

  
  :  ٥س 

  س ٦) = س ( قَ ) أ 
  ٦)= س ( قً 
  صفر ) = س (  ) ٣(ق
  صفر ) =  ٢(  ) ٣(ق

  س   ٨ – ٤س  ٣٠) = س ( قَ ) ب 
  ٨ -  ٣س١٢٠)= س ( قً 
  ٢س٣٦٠) = س (  ) ٣(ق
  ٣٦٠) =  ١(  ) ٣(ق

  ٢- س) =  س ( ق ) ب 
   ٤-س ٣- ) = س ( قَ  

  ٥- س ١٢)= س ( قً 
  ٦ - س٦٠-) = س (  ) ٣(ق
  ٧ -س٣٦٠) = س (  ) ٤(ق
  ٣٦٠) =  ١(  ) ٤(ق
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٤٢

  ـةمــــشتقة الاقترانــــات الدائریــ
  جا س)= س(ق

            ←جا س    )= س(ق .١
  جتا س)=س(قَ                           

                       ←)     س(جا ھـ)= س(ق .٢
  ) س(جتا ھـ)س(ھـَ  )=س(قَ                           

              ←      ن)جا س )=( س(ق .٣
  جتا س١- ن )جا س(ن)=  س(قَ               
 ---------- ------------------------------------  

 جتا س)= س(ق  
                  ←جتا س         )= س(ق .١

  جا س -)= س(قَ                           
                 ←)           س(جتا ھـ)= س(ق .٢

  ) س(جا ھـ)س(ھـَ  - )=س(قَ                           
              ←      ن)جتا س )=( س(ق .٣

  جا س١-ن )جتا س(ن -)= س(قَ               
--------------------------------------------- -  

 ظا س) = س(ق  
                  ←ظا س         )= س(ق .١

  س ٢قا)= س(قَ                      
                            ←)  س(ظا ھـ)= س(ق .٢

   )س(ھـ ٢قا )س(ھـَ  )=س(قَ               
                   ←   ن)ظا س )=( س(ق .٣

  س ٢قا -ن )سظا (ن)= س(قَ               
  
  
  
 ي ــــــــــــیا بن -ظة ـــــــــــملاح -

  البرھان مطلوب للجمیع
 قا س) = س(ق  
                        ←قا س     )= س(ق .١

  قاس ظاس )= س(قَ                      
                          ←)    س(قا ھـ)= س(ق .٢

  )س(ھـ ظا) س(ھـ قا )س(ھـَ  )=س(قَ               
                   ←   ن)قا س )=( س(ق .٣

  قاس ظاس  ١  - ن )قا س(ن)= س(قَ               
  
  

 س قتا ) = س(ق  
                           ←  قتاس )= س(ق .١

  ظتا س قتا س -)=س(قَ           
                            ←)  س(ھـ قتا)= س(ق .٢

   )س(ظتا ھـ  )س(قتا ھـ )س(ھـَ  -  )=س(قَ       
               ←       ن ) قتاس)=( س(ق .٣

  ظتا س قتاس١ -ن )س قتا(ن -)= س(قَ        
 ---------------------------------------------  

  ظتا س) = س(ق
                         ←ظتا س    )= س(ق .١

  س ٢قتا -)= س(قَ                      
                            ←)  س(ظتا ھـ)= س(ق .٢

  ) س(ھـ ٢قتا )س(ھـَ   -)= س(قَ               
                  ←    ن)ظتا س )=( س(ق .٣

  س ٢قتا ١-ن )ظتا س(ن -)= س(قَ               
--------------------------------------------- -  

  ):   ٩٨(     مثال
  )س (،جد قَ ) س - (جا )= س (اذا كان ق

  :الحل 
  )س - (جتا  - )= س (قَ 

 ----------------------------------------------
  ):   ٩٩(     مثال

  )٤/(س ظتا س فجد قَ )= س(اذا كان ق
  :الحل 

  ظتا س ) + س  ٢قتا  - (×س )= س (قَ 
  )٤/( ظتا ) + ٤/(  ٢قتا  -× )٤/)= (٤/(قَ 

            = - )/١) + ٢   
 ----------------------------------------------  

  ):   ١٠٠(     مثال
  ،جد ) س( ٢جا)= س (اذا كان ق

  خدماً مشتقة حاصل ضرب اقترانینمست)س (قَ 
  :الحل 

  جا س× جا س )= س (ق
  جتا س  × جا س + جتا س  × جا س )= س (قَ 

  جا س جتا س   ٢=           
 -------------------------------------------------  

  ):   ١٠١(     مثال
  س جا س                          

ـــــــــ)= س (اذا كان ق   )س (جد قَ   ـــــــــــــ
  ظا س+  ١                        
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٤٣

  :الحل 
  )س٢قا)(س جا س( –)جا س+ا ستس ج()ظا س+ ١(                

ــــــــــــــــــــ)= س ( قَ  ـــــــــــــــــــــــــ   ـــــــــ ــــــــــــــــــــ
  ٢)  ظا س+  ١(                         

---------------- ---------------------------------  
  ):   ١٠٢(     مثال

  اذا كان 
                                                     ٢  

ــــ<  س  ≤  ٠جا س         ،                   ــــــــ
                                                            ٣    

  ) =                                             س (  ق
                                          ٢     

  ٢   ≤س  ≤ب   ،   ــــــــــ  + م س              
                                    ٣  

                                      ٢     
  فجد قیم أ ، ب  ـــــــــــــــ= قابلاً للاشتقاق عند س 

                                     ٣  
     ٢                                    :الحل 

  ــــــــــــ= بما ان ق قابل للاشتقاق عند س
                                              ٣      

  )   ٣/٢(ق) = س( نھا ق ←متصل                       
    ٣/٢ ←فان                                    س 

  )   ٣/٢(قَ ) =   ٣/٢(ق َ                       
                                         +-    
ــــا م س          نھـــــــــــــا جا س                  =  ب  + نھــــــــــ

    ٣/٢ ←س                   ٣/٢ ←س
  یكمل من قبل الطالب

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ):   ١٠٣(     مثال
  د ص         

  للاقترانات التالیة ــــــــــ اوجد  
  د س          

 ظتا س ٢+ قتا س  ٤ -= ص .١
 )س بالدرجات ( ٥جا س = ص .٢

  ١ –جتا س                      
ــــــــــــ= ص .٣   ــــــــــــــ

   ١+ جتا س                     
  : : الحل

 س ٢تا ق ٢ -  ظتا س  ا سقت ٤= صَ  .١
                               
 تدریب للطالب = صَ ...  جا ــــــــــ س= ص  .٢

                ١٨٠  
  )جاس -() ١–جتا س( –)جاس -)(١+جتا س (                        

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ= صَ  .٣   ـــــــــــ
  ٢) ١+ جتا س(                                     

 -------------------------------------------------  
  ):   ١٠٤(     مثال

  س٢جتا )= س(اذا كان ق
   )س()٤(اوجد ق 

  :الحل 
  س ٢جا  ٢ - ) = س ( ق َ    

  س ٢جتا  ٤ - ) = س ( ق ً  

  س ٢جا  ٨) = س() ٣ (ق 

  س ٢جتا   ١٦ -) = س() ٤ (ق 

 ---------------------------------------------  
  ):   ١٠٥(     مثال
   للاقتران ص َ اوجد 

  ١٢/= س  ، عندما س٤ ٣جا = ص 

  :الحل 

  س      ٤جتا × س ٤ ٢جا  ٤×  ٣= صَ 

       ١٢/= عندما س 
                                                 ٩  

ـــــــــــ                                                                                 =    ـــــــــــجتا  ـــــــ  ٢جا  ٤×  ٣= صَ 
                          ٢            ٣            ٣  

 ------------------------------------------------  
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٤٤

  ):   ١٠٦(     مثال

                        اوجد    س  ٢جتا ) = س ( اذا كان ق
  ) س ( ق  ٦) + س ( قً 
  
  
  
  
  
  
  

 ------------------------------------------------  
  ):   ١٠٧(     مثال

  س ٢جتا  ٥+ س ٢جا  ٣) = س(اذا كان ق
   )س( )٤(اوجد ق 

  :الحل 

  س ٢جا  ١٠ - س ٢جنا  ٦) = س(قَ 

  س ٢جتا  ٢٠ -س ٢جا  ١٢ -) = س(ق ً

  س ٢جا  ٤٠+ س  ٢جتا  ٢٤ -) = س() ٣(ق

  س ٢جتا  ٨٠+ س  ٢جا  ٤٨) = س() ٤(ق

 ---------------------------------------------- --  
  ):   ١٠٨(     مثال

  س ٢ ٣قا =  )س(اذا كان ق
  )٦/( ◌َ اوجد ق 

  :الحل 

  ٢×س ٢س ظا ٢قا × س ٢ ٢قا ٣) = س(ق َ

  س٢ظا س ٢ ٣قا  ٦=           
  = ...........  ٣/ظا   ٣/ ٣قا  ٦) =٦/(ق َ

 --------------------------- --------------------  

حلول تدریبات وتمارین ومسائل 
  مشتقة الاقترانات الدائریة 

  ١٢٥ص  ١ت 
   ٢ –جتا س ٦)= س (لَ◌َ 

 ---------------------------------------------- 
  ١٢٧ص  ٢ت 

  جتا س +س جا س -)= س (قَ◌َ 
 ----------------------------------------------  

  
  
  

  ١٢٧ص  ٣ت 
  جتا س                           

ــ  جد قَ = ظتا س )=س (ق)  أ  ــــــ   )س (ــــــــ
  جا س                            

  :الحل 
  )سجتا)(ا ستج( –)جا س - )(س جا(                         

ـــــــــــــــــــــ )= س (قَ    ـــــــــــــــــــــــــــــــــ
  س ٢جا                             

  ١-           )س ٢اتج+ س ٢جا( -                   
  س ٢قتا -= ـــــــــــــــ = ـــــــــــــــــــــــــــــ )= س (قَ 

  س ٢س             جا  ٢جا                
                                ١  

          ــــــــــــ= قا س = )س(اذا كان ق) ب 
  جتا س                                       

  :الحل 
  ) جا س  -(  ١  -                   

  ظا س        قاس= ــــــــــــــــــــــــــــــ  ) = س ( ق َ 
  س ٢جتا                       

                                 ١  
          ــــــــــــ= قتا س = )س(اذا كان ق) جـ 

  جا س                                          
  :الحل 

  ) جتا س ( ١  -                 
  ظتا س        قتاس - = ـــــــــــــــــــــــــــ ) = س ( ق َ 

  س ٢جا                       
 ---------------------------------------------------  

  ١٢٣تمارین ومسائل  ص 
---- ----------------------------------------------  
  :  ١س
  )أ 

  جتا س ٣ -جاس٢-= صَ            
  ) ب

  جاس  –س جتا س          
ــــــــــــــــــــــ= صَ    ــــــــــــــ

  ٢س                                  
  ) جـ 

  ٢     - ظا سقاس = صَ            
  ) د 

  س ٢× تا س ج+ جا س  ٢س -=صَ 

  س جتا س  ٢+ جا س  ٢س -=   
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٤٥

  ) ھـ 

  ٢س ٣×س٣قتا –٣×س٣س ظتا٣قتا) ١+٣س( -                     
ــــــ= صَ  ـــــــــــــــــــــــــ   ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  ٢)  ١+  ٣س(                                       
  ) و 

 WHYصفر    = صَ 

  ) ز

 س ٢قتا  ٢ -قتا س ظتا س   ٤+   ١ =صَ 

  :٢س 

  )أ 
  س ٢جا ١/٢)= س (ق
  س   ٢جتا)= س (قَ 
  صفر) = ٢/(جتا)= ٤/(قَ 

  
  )ب 
  ) س -(جا )= س (ق
  :الحل 

  )س - (جتا  - )= س (قَ 
  ١/٢ -) = ٣/- (جتا  - )= ٣/(قَ 

  )جـ  
  )جاس - ()جا س( –)استج )(١+جتا س (                             

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ)= س (قَ 
  ٢) ١+ جتا س(                                     

  ٢)١( )+صفر (                             
ــــ  )= ٢/(قَ    ١=   ــــــــــــــ

                               )٢) ١  
  )د 

  ١× جتا س + س جا س  - )= س (قَ 

  ١  -)=(قَ 
  

  جاس = جتا س ، ص= اثبت ان ص:  ٣س 

  صفراً = صً + ص  ةحلولاً للمعادل

  :  :الحل

  جتا س   = ص 
  جا س  -= ص َ 
   جتا س -= ص ً 

  بالتعویض بالمعادلة 
  صفر ) = جتا س  - + ( جتا س 

  جتا س  حل للمعادلة = اذن ص 
 جا س   =ص  

  جتا س = ص َ 
  جا س  -= ص ً 

  بالتعویض بالمعادلة 
  صفر ) = جا س  -+ ( جا س 

  جا س  حل للمعادلة = اذن ص 
  

التي ]٢،  ٢-[جد قیم س في الفترة :  ٤س 
  صفراً لكل مما یاتي) = س(تحقق المعادلة قَ 

  جتا س+ س )= س(ق .١
 قا س)= س(ق .٢
  : : الحل 

 جا س  -  ١) = س(ق َ .١
  صفر = جا س   - ١                

   ١= جا س                   
  ٢/٣،  ٢/،   ٢/ - ،  ٢/٣- = س  

 قا س ظا س )= س(قَ  .٢
   ٠=قا س ظا س      

  وبالتالي مستحیل  ٠= اما قا س 
    ٠= او ظا س 

  ٢، ،  ٠، ٢ ، - -= س 
-٢،٢  مرفوضات اطراف فترة  

  أ ، ب: ب جتا س + أ جا س = اذا كان ص :  ٥س

  ٢ب +  ٢أ =  ٢ ص+  ٢)صَ (اثبت ان    

  :  :الحل

  ب جا س  –أ جتا س = ص َ        

  بالتعویض في المعادلة        

  =٢)ب جتاس+ أجاس+(٢)ب جاس –أجتاس(     

  + س٢جا٢ب+ تا سأب جاس ج٢ –س٢جتا ٢أ   

  =س ٢جتا٢ب+ أب جاس جتا س٢+ س ٢جا ٢أ  

س ٢جتا٢ب+ س ٢جا ٢أ+ س٢جا٢ب+ س ٢جتا ٢أ   

  )س ٢جا+ س٢جتا(٢ب)+ س٢جا+ س ٢جتا( ٢أ= 

  ٢ب+  ٢أ= 
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٤٦

  :  ٦س 

  قتا س = ص ) أ 

  ظتا سقتا س  - = صَ 

  )قتاس ظتا س -  - (ظتاس )+س٢قتا -(قتا س -=صً 

  س قتاس ٢ظتا +س ٣قتا=     

  جتا س  ٣ –س جا س = ص ) ب

  جا س ٣+ جا س  + س جتاس = صَ   

  جا س  ٤+ س جتاس =        

  جتا س ٤+ جتاس  ) + جا س -(س= صً 

  جتاس   ٥+ س جا س  -=      

   ) جـ
  )جاس -() ١–جتا س( –)جاس -)(١+جتا س (        
ــــــــــــــــــــــــ= صَ  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   ـ

  ٢) ١+ جتا س(                                     
   جاس–جتا سجا س + جاس –جا س  جتا س -      
ـــــ= صَ  ـــــــــــــــــــــــــ   ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  ٢) ١+ جتا س(                                     
    جاس ٢ –           

  ــــــــــــــــــــــــــــ= صَ 
  ٢) ١+ جتا س(                      

  

  تمرین للطالب= ص ً 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

   قاعـــــــــــــــدة السلـــــــــــــــسلة    
   تركیب اقترانین

  ، )ع (ق= ص : اذا كان ق ، ھـ اقترانین 

  Ø ≠مجال ق  ∩وكان مدى ھـ )س ( ھـ = ع 

  فانھ یمكن كتابة ص على الصورة 

  ))س(ھـ (ق)= ع(ق= ص

  )س ) ( ھـ  ٥ق = (أو ص 

  قاعـــــــــــــــدة السلــــــــــــــــسلة
اذا كان كل من الاقترانین ق ، ھـ قابلین للتركیب 

  قابلاً للاشتقاق عند س ) س ( وكان الاقتران ھـ 

  ص للاشتقاق عند النقطة\وكان الاقتران ق قابلا

 ) س ( )ھـ  ٥ق (، فان الاقتران المركب ) س ( ھـ  

  یكون قابلاً للاشتقاق عند س ویكون 

  )١(قاعـــــــــــــــــــــــدة 
  
 )س(ھـَ × ))س (ھـ (قَ = )س) َ (ھـ  ٥ق (
  

  )٢(قاعـــــــــــــــــــــــدة 
  د ص        د ص          د ع 

  ـــــــــــــــ× ــــــــــــــ = ــــــــــــ 
  د س   د س         د ع         

  
  )٣(قاعـــــــــــــــــــــــدة 

  قابلاً للاشتقاق عند س ، ) س( اذا كان ھـ 

  ص ، ن :  ن)) س (ھـ = ( وكان ص 

  فان

  )س ( ھـَ .  ١ –ن )) س ( ھـ ( ن = صَ  

  یا بني  - ملاحظة   -
یمكن اشتقاق جمیع الجذور بنفس القاعدة الثالثة بعد 

  شكل اسس تحویلة الى
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٤٧

                ):   ١٠٩(     مثال
                                                        ١  

  ــــــــــ = )س ( ، ھـ  ٥+  ٢س )= س(اذا كان ق
  س                                                         

   )س) َ (ھـ  ٥ق (اوجد 
  :الحل 

  س  ٢) = س ( قَ 
             - ١  

  ـــــــــــ)= س ( ھـ َ 
   ٢)س (             

  )س ( ھـ َ × ) ) س ( ھـ ( قَ ) = س) َ (ھـ  ٥ق (
                      ١ -            ١  

ــــ × )  ـــــــــــ ( قَ =              ــــــــ
             ٢س            س                      

                     ٢ -           ١ -            ١  
  ــــــــــــ= ــــــــــــ × )  ـــــــــــ ( ٢=           

  ٣س           ٢س            س                    
 -------------------------------------------------  

  ):   ١١٠(     مثال
   ٤) س  ٢ – ٢س )= (س(اذا كان ق

   )س( ) َق(اوجد 
  : : الحل

  ) ٢ –س  ٢( ٣) س  ٢ – ٢س (٤)= س(قَ 
   ٣) س  ٢ – ٢س )( ٨ –س  ٨)= (س(قَ 

 -------------------------------------------------  
  ):   ١١١(     مثال

   ٩٩)   ٥+ س  ٣ – ٢س )= (س(اذا كان ق
   )س) َ (ق(اوجد 
  :الحل 

  )  ٣ –س  ٢( ٩٨)   ٥+ س  ٣ – ٢س (٩٩)= س(قَ 
     ٩٨)   ٥+ س  ٣ – ٢س )( ٢٩٧ –س ١٩٨= (        

 ----------------------------------------------  
  ):   ١١٢(     مثال

   س ٤جا ٦)= س(اذا كان ق
   )س) َ (ق(اوجد 
  :الحل 

  جتا س  س ٣جا ٢٤)= س(قَ 
  ---------------------------------------------  

  ):   ١١٣(     مثال
،  ٥) =  ١( كثیر حدود وكان ھـ ) س(اذا كان ھـ 

   ) ١) َ (  ٢ھـ (اوجد   ١ - ) =  ١( ھـ َ 
  
      
  

  ):   ١١٤(     مثال 
  ،  ٢جا س)= س(اذا كان قَ 

  ١ - س  ٢               
ـــ ( ق = ص    اوجد صَ )       ــــــــــــــ

  ١+ س                 
  :الحل  

  )١- س٢(- )٢)(١+س(     ١ –س  ٢               
ـــ ( قَ = ص َ  ــــــ   ـــــــــــــــــــــــــــــــــ )  ــــــــ

  ٢) ١+ س (             ١+ س                  
  

  )١-س٢(-)٢+س٢(     ١ –س  ٢               
ـــ ( قَ = ص َ  ــــــ   ـــــــــــــــــــــــــــــــــ )  ــــــــ

  ٢) ١+ س (             ١+ س                  
  

  ٣             ١ –س  ٢               
ـــ ( قَ = ص َ  ــــــ   ـــــــــــــــــــــــــ )  ــــــــ

  ٢) ١+ س (         ١+ س                  
                                                      

  ٢   ١ –س  ٢                 ٣               
  ـــــــــــــــــ    جا    ـــــــــــــــــ = ص َ 

   ١+ س            ٢)١+ س (           
   -------------------------------------------------  

  ):   ١١٥(     مثال
  ،  ٣م س ) = س(اذا كان ع

  ١+ س ) =     س ( ق
  فما قیمة م؟   ١٢) =  ٣) َ (ق  ٥ع (وكان 

  :الحل 
   ٢م س  ٣) = س ( عَ 

                        ١  
ـــ) =   س ( قََ◌َ◌◌َ  ـــ ــــــــ ــــــ ــــ ـــــــ ــ   ــ

  ١+ س     ×٢                 

     ١٢) =  ٣ (ق َ )) ٣(ق( عَ    

     ١٢) =  ٣ ( ق َ )  ٢( عَ    

               ١  
  ٤= ومنھا      م     ١٢= ــــــــــــ × م  ١٢

               ٤  
 ----------------------------------------------  

  ):   ١١٦(     مثال
    ١+ م  ٢ – ٢م  ٣=  اذا كان ص 

   ٣+ س  ٢= م                
  اوجد        د ص

  صفر = عندما س   ـــــــــــــ            
  د س              
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٤٨

  ):   ١١٧(     مثال
  جد بدلالة قَ 
  د              

 )) ١+  ٢س (ق(  ــــــــــ  .١
  د س  

 د   
  ) ٣+  ٢))س(ق(( ـــــــــ .٢

  د س 
  : : الحل

  د              
 س ٢×)١+٢س(قَ ))= ١+٢س(ق(ــــــــــ    .١

  د س  
 د   

  ) س(قَ ×)س(ق٢=) ٣+٢))س(ق((ـــــــــ  .٢
  د س 

  
 ------------------------------------------- -  

  ):   ١١٨(     مثال
  جا ن                             د ص= س اذا كان 

  اوجد       ـــــــــــــ                                      
  ن                        د س ٢جتا = ص          

  
  : : الحل

  د س   
  جتا ن =  ـــــــــــ  

  دن    
  د ص   

  ن  ٢جا ٢ -=  ـــــــــــ  
  دن    
  

  د ن          د ص        د ص 
ــــــ = ــــــــــــ    ـــــــــــــــ× ــــــــ

  د س         د ن           د س 
  
  ١د ص                               

  ـــــــــــــــ× ن  ٢جا  ٢ - = ــــــــــــ 
  د س                            جتا ن   

  
  جان جتان  ٤ -د ص      

  س ٤-= ـــــــــــــــــــ  ـــ= ـــــــــــ 
  د س          جتا ن   
  
  
  

  ):   ١١٩(     مثال
  ظا س ، فبرھن ان = اذا كان ص 

  س ٢قا  ٤ –س  ٤قا  ٦=  )٣(ص

  :الحل 

  س ٢قا = صَ 

  س ظا س ٢قا  ٢= قا س ظا س ×قا س٢= ص ً 

  قاس ظا س × قاس٤×ظاس+ س٢س قا٢قا٢=  )٣(ص

  س   ٢قا س ٢ظا٤+ س ٤قا٢=  )٣(ص

  س   ٢قا)  ١ –س ٢قا(٤+ س ٤قا٢=  )٣(ص

  س   ٢قا ٤ –س ٤قا ٤+ س ٤قا٢=  )٣(ص

  س   ٢قا ٤ –س٤قا٦=  )٣(ص

----------------------------------------------- -  
  ):   ١٢٠(     مثال

   ٥+ س  ٣= ، ع  ١+  ٢ع = اذا كان ص 
   ٧+ ل  ٢= ، س

  اوجد  د ص  
  ١=  ـــــــــــ          عند ل        

  د س              
  : : الحل

  
  د ص             د ع               د س      

ــــ  ٣= ع ، ــــــــــ ٢=ـــــــــــ    ٢= ،   ـــــــ
  د ع              د س               د ل   
  

  د ص         د ص          د ع           د س     
ــــــ× ــــــــــــ ـــ× ــــــــــــــ = ــــــــــــ    ــــــــ

  د س         د ع           د س           د ل  
  

  ع ١٢=  ٢×  ٣× ع  ٢=             
   ٩= فان س  ١= عندما ل 
  ٣٢= فان  ع  ٩= عندما س

  ومنھا 
  د ص               

  ٣٨٤=  ٣٢×  ١٢= ــــــــــــ 
  د س            
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٤٩

  ):   ١٢١(     مثال
  ٣+ س  ٢= ، م ١+ م  ٢ – ٢م  ٣= ص  .١

  صفر= عندما س                
  د ص                      د م                  

                          ٢= ، ــــــــــ  ٢ -م  ٦ =ـــــــــــ 
  د م                       د س  

  د ص        د ص          د م                
ــــــ = ــــــــــــ    ـــــــــــــــ × ــــــــ

  د س         د م           د س     
  )     ٢)( ٢ -م  ٦(=         
  )    ٢)( ٢ – )٣+ س  ٢( ٦(=         
  )    ٢)( ٢ – ١٨+ س ١٢= (         
     ٣٢+ س   ٢٤=         

  د ص          
  ٣٢=  ــــــــــــ  

 د س         
  صفر = س   

  س ٤             
   ٢ل = ـــــــــــــــــــ   ، ص=  ل  .٢

  ١+ س  ٢           
         ) ٢) ( س  ٤(  –)  ٤) ( ١+ س  ٢( د ل          

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ                         =ـــــــــــ 
  ٢)  ١+ س  ٢(د س                    
  د ص                    ٤د ل                  

  ل                         ٢= ــــــــــــــــــــــــــــــ   ، ـــــــــــ  =ـــــــــــ 
  د ل           ٢)  ١+ س  ٢(د س        

                لد ص        د ص          د   
ــــــ = ــــــــــــ    ـــــــــــ ــــ× ــــــــ

  د س               لد س         د  
  د ص        د ص          د ل                

ــــــ = ــــــــــــ    ـــــــــــــــ × ــــــــ
  د س         د ل           د س     

                     ٤د ص                           
ــــــــــــــــ   ــــــ×    ل  ٢= ـــــــــــ    ــــــــ

           ٢)  ١+ س  ٢(د س                     
                     ٤س                      ٨د ص             

  ــــــــــــــــــــــــــــــ   ×    ـــــــــــــــــــــــ = ـــــــــــ 
           ٢)  ١+ س  ٢(            ١+ س  ٢د س        

  س                    ٣٢د ص              
  ـــــــــــــــــــــــــــــــ    = ـــــــــــ 

           ٣)  ١+ س  ٢(د س         
  
  
  

  ):   ١٢٢(     مثال
  د س لكل مما یلي / اوجد د ص 

        ٣      
         ٢)  ١+ ع  ١٠ – ٢ ع(     = ص .١
 

 ١+  ٣س = ع       
  

       ) ١٠ –ع  ٢()  ١+ ع  ١٠ – ٢ع ( ٢ص       د 
ــــــــــــــــــــ                         =ـــــــــــ  ـــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــ

          ٤)  ١+ ع  ١٠ – ٢ع (    ٣د ع               
                  ٣  

  د ع            
                          ٢س  ٣  =ـــــــــــ 

  د س     
  د ص        د ص          د ع                

  ـــــــــــــــ × ــــــــــــــ = ــــــــــــ 
  د س         د ع           د س     

       ) ١٠ –ع  ٢()  ١+ ع  ١٠ – ٢ع ( ٢د ص      
ــــــــــــــــــــــــ =ـــــــــــ  ــــــــــــــــــــ ــــــــــــــ س                                               ٣×ـ

          ٤)  ١+ ع  ١٠ – ٢ع (    ٣              سد  
                  ٣  

  یجب التعویض محل كل ع بقیمتھا :  ملاحظة
  
  

 )س ٢ظا(جا = ص .٢
  د ص         

  س  ٢قا × ظا س  ٢× ) س ٢ظا( جتا = ــــــــــــ 
  د س           
  د ص         

  )  س ٢ظا( س جتا ٢ظا س قا٢= ــــــــــــ 
  د س           

      ٣  
  ٥) ٢+ ع  ٣(   = ص .٣

             ٨  
ـــــ   =  ع   ــــــ   ــــــــ

  ٣+  ٢س         
  تمرین للطالب :الحل 
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٥٠

                                  ظا ن ،= ص  .٤
  ــــــــــ = س  عند                                  

                      ٦                                    س ١٢ =ن 
  :الحل 

  د ص                                 د ن                   
                          ١٢= ن               ،  ــــــــــ  ٢قا  =ـــــــــــ 

  د ن                                   د س  
  د ص        د ص          د ن                

ــــــ = ــــــــــــ    ـــــــــــــــ × ــــــــ
  د س         د ن           د س     

         ١٢× ن   ٢قا =         
  )       س ١٢(٢قا   ١٢=        

            ١د ص          
ــــــ = ــــــــــــ    ١=  ١٢× ــــــــ

            ٢ ٢جتاد س      
 ---------------------------------------------- -  

   صً اوجد ):   ١٢٣(     مثال

  س                                               
 ـــــــــــــ    - س  ٣ – ٢س =    ص .١

  س  - ١                                            
 ١) + ظا س (  ٣قا = ص .٢

  
  : : الحل

  
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  ):   ١٢٤(     مثال

  اذا كان ق قابلاً للاشتقاق وكان 
  ]٣/ ،  ٠( س: س  ٢قتا )= س  ٢جا ( ق 

             ١  
ــــ  (جد قَ     )ــــ

            ٢  
  :الحل 

  ؟ ؟ ؟  حددت الفترة : ملاحظة 
  س ٢س ظتا٢قتا٢- = س ٢جتا٢×)س٢جا(قَ 

                   ١  
  ـــــــــــــ= س  ٢جا 

                   ٢  
   ١٥٠،  ٣٠= س  ٢ومنھا 

   ة ؟ضمرفو ٧٥،   ١٥=  اذن س     
  ٤-= ج كمل ا ٣٠ظتا×٣٠قتا٢-= ٣٠جتا٢×)٣٠جا(قَ 

--------------------------------------------- --  

  ):   ١٢٥(     مثال
،    ٠> أ س  ، أ  ٢+  ٢س  ٤) =  ٢س( اذا كان ق
  ،   اوجد قیمة أ  ٢)= ٩(وكانت قَ 

  : : الحل
  أ     ٢+ س  ٨= س   ٢× )  ٢س( قَ 

   ٣ ±= ومنھا س     ٩=  ٢لكن س 
  أ    ٢+٣×٨ =٣×٢×)٩(ومنھا   قَ  ٣= عندما س 

  مرفوضة ٦ -= أ   ومنھا أ  ٢+  ٢٤=  ٣×  ٢×  ٢
  أ    ٢+٣- ×٨= ٣- ×٢×)٩(ومنھا  قَ  ٣-= عندما س 

   ٦= أ   ومنھا أ  ٢+  ٢٤-=  ٣ -× ٢×  ٢
--------------------------------------------- --  

  ):   ١٢٦(     مثال
  س) =   س ( قَ ،   ٢س ) = س ( اذا كان ھـ 

  )٤) َ(ھـ  ٥ق ( اوجد 
  : : الحل

     س  ٢) =  س ( ھـ َ
                     ١  

  ــــــــــــــــــ) = س ( قَ 
  ١      س               ٢                  

  ١=  ـــــــــــــ× )١٦(ق َ)= ٤(ھـ َ))٤(ھـ(ق َ  
                                             ٤  

 --------------------------------------------- --  
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٥١

  ):   ١٢٧(     مثال
  د ن                              

  ،  ٢=  ــــــــــظتا ن ، = إذا كان ص .
  د س                               

                           د ص         
ـــــــفجد    تساوي     ــــــــــ =عندما ن  ـــــــ

  ٦د س                             
  ٨ - ) د√    ٤٨ ) جـ     ٨) ب       ٤/٣)أ

--------------------------------------------- --  
  ):   ١٢٨(     مثال

  ٤) = ١(إذا كان ق اقتران معرفاً على ح ، وكان ق.

فان قیمة  ١٦)=١)  َ(ق ٥ھـ (،  ٣ – ٢س) = س(،ھـ 

  ي  تساو) ١(قَ 

  ٢) د√    ٨) جـ      ١٢) ب         ٢٤) أ
 ------------------------------------------- --  

  ):   ١٢٩(     مثال
 ٣) =١(وكان ھـَ  ٧)|س|(س ) = س(إذا كان ق.

  )١) َ  (ھـ ٥ق(فما قیمة  ١)= ١(،ھـ
  ١٠-)د          ٧) جـ         ٢٤- ) ب        ٢٤)أ√
  

  :ملاحظة 
   ١ -) =  ١( خرى عندما ھـ حل السؤال مرة أ 

--------------------------------------------- --  
  ):   ١٣٠(     مثال

  ن  ٢ – ٢ن  ١/٢= ، س  ن  ١/٣ – ٢ن = ص 
  ص  ٢اوجد        د 

   ٦= ـــــــــــــ   عندما ن              
   ٢د س               

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  ):   ١٣١(     مثال

فان قیمة   ٢س) = س(س ، ھـ  )= س(إذا كان ق . 

  تساوي  ) ٤) َ(ھـ ٥ق(

  ١٦) د          ١) جـ√      ٤) ب     ٣٢) أ

--------------------------------------------- --  
  ):   ١٣٢(     مثال

  ٨ + ٢س=  )س(، ق ١٦) = ٤) َ( ھـ ٥ق(إذا كان  . 

  )= ٤(فان ھـ ٨) = ٤(، ھـ َ 

  ٦) د     ٣) جـ   ١) ب√   صفر) أ

 ---------------------------------------------- --  

  ):   ١٣٣(     مثال

                          ١  
  صفر ، ≠، س  ــــــــــــ)= س(إذا كان ق. 

  س                           
   = )١) َ(ھـ ٥ق(س  ، فان قیمة   – ٣س٢) = س(ھـ 

  ٥-) د√          ١  - ) جـ       ٥) ب        ١)  أ

 ---------------------------------------------- --  

  ):   ١٣٤(     مثال

،     ٦) =٢(س ، وكانت ھـَ ٢ – ٢س)= س(إذا كان ق. 

  ؟  ) ٢(فما قیمة ھـ  ٤٨) = ٢) َ(ھـ ٥ق(

  ٥) د√            ١٢) جـ  ٨) ب      صفر) أ

 ---------------------------------------------- --  

  ):   ١٣٥   (  مثال

س فان قیمة  ٢) = س(جاس ، ھـ)= س(إذا كان ق. 

  تساوي  ) ٦/) ً (ق ٥ھـ (

  ٣   ) د√         ١-) جـ       ٩/٢) ب      ١)  أ

  :ملاحظة 

  حل السؤال مرة أخرى لو كان المطلوب  

   )٦/() َ ق ٥ھـ (
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٥٢

  ):   ١٣٦(     مثال

  ، فما  قیمة  ٢ - ٣س)= س(إذا كان ق. 

  تساوي  ) ١) َ(ق ٥قَ ( 

  ١٨) د    ٩) جـ    ٩-) ب  ١٨ -) أ√

 ---------------------------------------------- --  

  ):   ١٣٧(     مثال

  تساوي ) س(س جاس فان قً ) = س(إذا كان ق.

  جتا س ٢+ س جاس  –) ب√       س جتا س    - )  أ

  جا س –) د      اسس جاس جت –) جـ

 ---------------------------------------------- --  

  ):   ١٣٨(     مثال

،  ٥)= ١(، ھـً  ٣=  )١(،  ھـ  ٢س=  )س(إذا كان ق.

  یساوي)١)ً)ھـ٥ق(فان  ٢-=  )١(ھـَ 

  ٣٨) د√  ٣) جـ        ٤) ب           ٢٦)أ

 --------------------------------------------------  

  ):   ١٣٩(     مثال

  تساوي )١(فان قَ   ٢س٣)= س(إذا كان ق.

  ١٫٥)د  ٣٫٥) جـ    ٦) ب√       س ٦)أ

--------------------------------------------- --  

  ):   ١٤٠(     مثال

اقترانین قابلین للاشتقاق ) س(، ھـ ) س(إذا كان ق.

، فان ) س(ق - )=س(، ھـَ ) س(ھـ) = س(بحیث أن قَ 

  تساوي    )س) (٤(ق

  )س(ھـ  - )د  )س(ق) جـ√  )س(ق - ) ب  )س(ھـ ) أ

 --------------------------------------------------  

  

  

  

  

  

  ):   ١٤١(     مثال

،   ٩ - ٢س)= س(، ق ١٥) =  ٣ ) َ(ھـ ٥ق(إذا كان  

  )=  ٣ (فان ھـ ٥) =  ٣ (ھـ َ 

  ٦) د     ٣) جـ  ١٫٥) ب√   صفر) أ

---------------------------------------------- --  

  ):   ١٤٢(     مثال

  ٢س ) = س( ھـ  ، ٢س + ٣س)= س(إذا كان ق. 

  تساوي  ) ١) َ( ھـ ٥قَ  (قیمة    فان 

  ١٦) د      ١٠) جـ       ٦) ب    ١٢) أ√

 ---------------------------------------------- --  
  ):   ١٤٣(     مثال

 ٤) =٢(وكان ھـَ  ٥) |س| (٢س ) = س(إذا كان ق.

  )٢) َ(ھـ ٥ق(فما قیمة  ١-)= ٢(،ھـ

  ١٠-)د          ٧) جـ      ٢٨) ب        ٢٨-)أ√

 ---------------------------------------------- --  

  ):   ١٤٤(     مثال

  قابلاً للاشتقاق ، وكان) س(إذا كان ق.

  ) ٩ (فان قَ  ،     س  = ) ١ + ٣س(ق 

  ٢)د        ١) جـ       ١/٦) ب        ١/١٢)أ√

--------------------------------------------- --  

  ):   ١٤٥(     مثال

 ٢-  )=٢(، ھـَ   ٣ )=٢(، ھـ ٢س )=  س (اذا كان ق

   )٢) ً(ھـ ٥ق ( اوجد   ٥)= ٢(ھـً 
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٥٣

  اذا كان):   ١٤٦(     مثال

 ص ٢د                   ن٣ – ٣ن= س 
ــــــــ   اوجد ،   ن ٣+  ٣ن = ص          ـــــ

  ٢د س                                            
  ١= عندما ن                                                

  ١/٦=ج :الحل 
  د س                           د ص                   

                        ٣ + ٢ن ٣= ،  ــــــــــ     ٣ – ٢ن ٣ =ـــــــــــ 
  د ن                             د ن  

  د ص        د ص          د ن                
ــــــ = ــــــــــــ    ـــــــــــــــ × ــــــــ

  د س         د ن           د س     
                        ٣+  ٢ن ٣د ص          

ـــ= ــــــــــــ  ــــــ   ـــــــ ــــــــ
      ٣ – ٢ن ٣د س          
  )                                         ن  ٦)(٣+  ٢ن ٣( –) ن  ٦)( ٣ -  ٢ن ٣(ص      ٢د

ـــــــــــــــ= ــــــــــــ  ـــــــــــ ـــــــــــــــــــــــــــــــ   ــــــــــ
    ٣)  ٣ – ٢ن ٣ (                         ٢د س
 --------------------------------------------- --  
  ):   ١٤٧(     مثال

  ) س ( ھـ =     اذا كان ص 
  

  ) س ( اثبت ان            ھـ َ 
  ــــــــــــــــــــــــــــــــ= ص َ        

  )س ( ھـ     ٢                   
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ):   ١٤٨(     مثال
  

  صَ اوجد  ٢س  ٥+  ٣س  ٢ =    ص  اذا كان 

  ٢= عندما س 

  : : الحل

  س ١٠+  ٢س  ٦                
ــــ= ص َ    ــــــ   ـــــــــــــــــــــــــــــــــ

    ٢س  ٥+  ٣س  ٢   ٢             
  ٢= عندما س 

           ٤٤  
  ــــــــــــــ= صَ 

           ١٢  
 ------------------------------------ -----------  

  ):   ١٤٩(     مثال

  ٥+س٣–٢س٤+٣س=  )١+س٢(اذا كان ق

   ) ٧( جد قَ 

  :الحل 

   ٣ –س  ٨+  ٢س ٣=  ٢× )١+س ٢( قَ 

  ٣= ومنھا س  ٧=  ١+س ٢لكن 

   ٣ – ٣×  ٨+  ٢)  ٣( ٣=  ٢× )٧( قَ 

   ٤٨=  ٢× )٧( قَ 

   ٢٤=  )٧( قَ 
 -----------------------------------------------  

  ):   ١٥٠    ( مثال
  ، ع     ٣+  ٢ع )= ع(ق= اذا كان ص

  ٤ – ٣س) = س (ھـ = ع  

   )١) َ(ھـ  ٥ق (اوجد  
  :الحل 

  ٢س٣) = س (ھـ َ،         ٣+  ع ٢)= ع(قَ 

  )  ١( ھـ َ ) )  ١( ھـ ( قَ = )١) َ(ھـ  ٥ق (

  )  ١( ھـ َ )  ٣ - ( قَ =                    

                   ) =٢)١( ٣)( ٣ ) + ٣ -( ٢ (  

                    =-٩ -=  ٣×  ٣  
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٥٤

  ):   ١٥١(     مثال

  س ٨                       
ـــــ ، ھـ ) = س ( اذا كان  ق    قاس ) = س ( ــــــــــــــ

   ١+  ٢س                      
                            

  )ــ ـــــ) َ( ھـ  ٥ق ( اوجد 
                          ٣  

  

  

  

  

  

  

  

  

 -----------------------------------------------  
  ):   ١٥٢(     مثال

  ) ٢(  اوجد لَ  ٤) س  ٣ – ٥(  ٢س ) = س ( ل 

  : : الحل

  س٢×٤)س٣–٥()+٣- (٣)س٣–٥(٤×٢س)= س(ل

  ٤×٤)١–()+٣-(٣)١–(٤×٤)= ٢(ل

       =٥٢=  ٤+  ٤٨  

 ----------------- ----------------------------  

  ):   ١٥٣(     مثال

  )  ١ -( اوجد قً  ٣)١+س٢( )=س(اذا كان ق

  : : الحل

  ٢×  ٢)١+س٢(٣ )=س(قَ    

   ٢)١+س٢(٦ )=س(قَ    

  ٢× )١+س٢(١٢ )=س(ً◌  ق   

  )١+س٢(٢٤ )=س(ً◌  ق   

  ٢٤-=  )١+)١- (٢(٢٤ )=١-(ً◌  ق   

حلول تدریبات وتمارین ومسائل 
  ـــدة السلـــــــــــــسلة قاعــــــــــ

  ١٣٣ص  ١ت 
   ٤) س  ٢ – ٢س )= (س(اذا كان ق)   ١

   )س) َ (ق(اوجد       
  :  الحل

  ) ٢ –س  ٢( ٣) س  ٢ – ٢س (٤)= س(قَ 
   ٣) س  ٢ – ٢س )( ٨ –س  ٨)= (س(قَ 

                                                       ١  
  ــــــــــ) = س ( ، ھـ  ٥+ ٢س)= س(اذا كان ق)  ٢

  س                                                        
   )س) َ (ھـ  ٥ق (اوجد               

  :الحل 
  س  ٢) = س ( قَ 

             - ١  
  ـــــــــــ)= س ( ھـ َ 

   ٢)س (             
  )س ( ھـ َ × ) ) س ( ھـ ( قَ ) = س) َ (ھـ  ٥ق (

                      ١ -            ١  
  ــــــــــــ × )  ـــــــــــ ( قَ =           

             ٢س            س                      
                     ٢ -           ١ -            ١  

  ــــــــــــ= ــــــــــــ × )  ـــــــــــ ( ٢=           
  ٣س           ٢س             س                   

  ١٣٥ص  ٢ت 
  س  ٢جتا ٢) = س ( قَ )  ١
  )  س٦ – ٢س٣(×٨)٧+٢س٣- ٣س(٨)=س( قَ ) ٢
  س ٥جتا × س  ٥ ٢جا١٥) = س ( قَ )  ٣
  ١٣٥ص  ٣ت 

              ١  
ـــ    اوجد قَ )= ٣س( ق    )  ٨( ــــــــ

  س                 
  : الحل 

   ٢= ومنھا س  ٨=  ٣س 
                         - ١  

ـــ      )=  ٣س( قَ  × ٢س ٣   ــــــــ
     ٢س                          

                        - ١  
   ١/٨- )=  ٨( قَ   ومنھاـــــــــ )=  ٨( قَ  × ٢) ٢(  ٣

                        )٢) ٢     
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٥٥

 ---------------------------------------------------  
  ١٣٧مارین ومسائل  ص ت

 --------------------------------------------------  
  :  ١س
  )٢+٢س٣( ١٤)١+ س ٢+٣س(١٥= صَ   )أ 
  ) ٨(  ٧ -)٧ -س ٨( ٦ - = صَ   ) ب

   ٧ - )٧ -س ٨( ٤٨ - =         
  ) جـ 

         ٤س                 
ــــــــ                        =   ص          ــــــــــــــ

           ٤) ١-٢س(              
     ٤س                    

  ــــــــــ                              =     ص 
            ١- ٢س            

         )س٢(س – ١× )١-٢س(  ٣      س              
ــ   ٤=صَ  ـــ    ــــــــ ــــــ   ــــــ                        ـــــــــــــــــــــــــــــــــ

  ٢)١-٢س(         ١- ٢س            
           ١ -  ٢س -       ٣س                         

  ــــــــــ    ــــــــــــــــــــــــــــــ                      ٤  =  صَ 
  ٢)١- ٢س(         ١-٢س                  

           ١+  ٢س        ٣ س                       
  ــــــــــ    ــــــــــــــــــــــــــــــ                      ٤ -=  صَ 

  ٢)١-٢س(         ١- ٢س                 
  )س - ٢س( جتا)١- س ٢= (صَ   ) د 

  :  ٢س 
  ٤ – ٣س) = س (ھـ ،     س ٣+  ٢ س)= س(ق

   )٢) َ(ھـ  ٥ق (اوجد  
  :الحل 

  ٢س٣) = س (ھـ َ،         ٣ +  س٢)= س(قَ 
  )  ٢( ھـ َ ) )  ٢( ھـ ( قَ = )٢) َ(ھـ  ٥ق (

  )  ٢( ھـ َ )  ٤( قَ =                    
                   ) =٢)٢( ٣)( ٣) +  ٤( ٢ (  
                    =١٣٢=  ١٢×  ١١  

اذا كان ق، ھـ اقترانین معرفین على ح وقابلین :٣س
  ،  ٢ - )=  ١٠( ھما وكان قللاشتقاق في مجالی

  )١٠) َ(ق ٥ھـ (اوجد ٠٫٥)=٢ -(، ھـَ ٢)=١٠(قَ  
  :الحل 

  ) ١٠( قَ ) )  ١٠( ق( ھـ َ) = ١٠) َ(ق ٥ھـ (

  )    ١٠( قَ )  ٢-( ھـ َ=                      

                      =١=   ٢× ٠٫٥  
  

ص اثبت ن  )) : س(ھـ( نجا = إذا كان ص :  ٤س

   ))س(ھـ(جتا) ) س(ھـ(  ١ - نجا ) س(ن ھـَ = أن صَ 

  :الحل 
  ))س(ھـ(جا = نفرض ان ع 

  نع = ص             

  )س ( ھـ = نفرض ان ل                              
  جا ل= ع                                            

       د ل                         د ع              
جتا ل                       = ، ــــــــــ ) س ( ھـ َ =ـــــــــــ 

  د س                        د ل 
  د ع         د ع            د ل                

  ـــــــــــــــ × ــــــــــــــ = ــــــــــــ 
  د س         د ل           د س     

  )س ( ھـ َ    × جتا ل =          
  د ع                         
  )      س (ھـ َ× )) س(ھـ(جتا = ــــــــــ   

  د س                  
  د ص               

   ١ -ن ن ع = ــــــــــــ 
  د س          

  د ص         د ص          د ع            
  ـ ــــــــــــــ× ــــــــــــــ = ــــــــــــ 

  د س         د ع           د س      
  )س ( ھـ َ× )س ( جتا ھـ ×  ١ –ن ن ع =              

  )س ( ھـ َ× )س ( جتا ھـ ×  ))س(ھـ(١- ن  جان =  

  :  ٥س
  ):   ١٤٧(     مثال

  ،  ٤) =  ٤(، وكان ھـ ))س(ھـ(ق)= س(اذا كان ل  
  )٤(فجد ھـَ  ٥ -)= ٤(، قَ  ٢) = ٤(لَ    

  :الحل 

  )س(ھـَ  ×)) س(ھـ(قَ = )س(لَ 

  )٤(ھـَ  ×)) ٤(ھـ(قَ )= ٤(لَ 

  )٤(ھـَ × )  ٤( قَ =  ٢      

  )٤(ھـَ ×  ٥ - =   ٢      

                 - ٢  
ـــــ=  )٤(ھـَ       ــــــــ

                   ٥  
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٥٦

  :  ٦س
  س +  ٣س  ٤= ظا ع ، ع = ص .٣
  د ص                  د ع                   

                       ١+  ٢س  ١٢= ع ، ــــــــــ  ٢قا  =ـــ ــــــــ
  د ع                     د س 

  د ص        د ص          د ع                
ــــــ = ــــــــــــ    ـــــــــــــــ × ــــــــ

  د س         د ع           د س     
  ) ١+  ٢س  ١٢(× ع ٢قا =         

  )    ١+  ٢س  ١٢)(س +  ٣س  ٤( ٢قا =         
         

  ٤ – ٣س = م  ، م  ٣+  ٢ م= ص .٤
  د ص                     د م                   

                          ٢س  ٣= ، ــــــــــ  ٣+ م  ٢ =ـــــــــــ 
  د م                        د س  

           د ص        د ص          د م       
ــــــ = ــــــــــــ    ـــــــــــــــ × ــــــــ

  د س         د م           د س     
  )     ٢ س  ٣)(٣+ م  ٢(=         
  )    ٢ س  ٣)(٣+  ) ٤ – ٣س ( ٢(=         
  )    ٢ س  ٣)(٣+   ١٢ – ٣س  ٢= (         
  )    ٢ س  ٣)(  ٩ – ٣س  ٢= (         
      ٢ س  ٢٧ – ٥س ٦  =         

  اثبت ان ) ٢/+ س ( جتا = اذا كان ص : ٧س
  صفر= صًَ◌ + ص 

  :  :الحل

  )٢/+ س ( جا  -=  صَ 
   )٢/+ س (جتا  -= صً  
  ))٢/+س(جتا - ) +(٢/+ س ( جتا = صً + ص 
  صفر= صً + ص 

  
  :  ٨س

                               ١  
  س  ٣ـــــــ ظا + ظا س = اذا كان ص 

                                ٣  
  د ص               

  س ٤قا = برھن      ــــــــــــــ 
  د س                

  :  :الحل
  س  ٢قا × س  ٢ظا + س  ٢قا = ص َ 
  س ٢قا )   ١ –س  ٢قا +( س  ٢قا =       
  س   ٢قا  –س  ٤قا + س  ٢قا =       
  س    ٤قا =         
  

  :  ٩س
  ٣× س ٣جتا ×س  ٣جا  ٢= صَ ) أ 

  س  ٦جا ٣=           
   ٠)= (جا٣=             

  ) ب
                       ١                ١  

ـــــ  –س (٣= صَ    )ـــــــــ  +  ١(  ٢)ــــ
  ٢س              س                      
                      ١                ١  

  )ـــــــــ  +  ١(  ٢)ـــــــــ  – ٢(٣= صَ 
                     ٤                  ٢  

  
  ،) س(س ھـ = اذا كان ص اوجد ص َ )جـ 

   ٣ -)=  ٩( ، ھـ  ٥ - )= ٩(، علماً ھـ َ ٩= عند س

  :الحل 

  )س(ھـ ) + س(ھـَ × س = صَ 

  )٩(ھـ ) + ٩(ھـَ ×  ٩= صَ 

   ٤٨ -) =  ٣ -+ (  ٥ -×  ٩= صَ 

  
  : ١٠س

  اوجد صً 
 ) ٢س  ٣( جا = ص.  ١

                       ١    
 )ـــــــــــــ ( س ظا = ص 

 س                      
  

  :  :الحل
  

  س ٦× )  ٢ س ٣( جتا = صَ  )١

  س٦×)٢س٣(جا - ×س٦+٦×)٢س٣(جتا= ص ً

  )٢س٣(جا ٢س ٣٦ -) ٢س٣(جتا ٦=      

  تمرین للطالب )  ٢
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٥٧

  :  ١١س
  اذا كان ق قابلاً للاشتقاق وكان 

  ]٣/،   ٠( س: س  ٢قتا )= س  ٢جا ( ق 
             ١  

  )ــــــــ ( جد قَ  
            ٢  

  :الحل 

  ؟ ؟ ؟  حددت الفترة : ملاحظة 
  س ٢س ظتا٢قتا٢- = س ٢جتا٢×)س٢جا(قَ 

                   ١  
  ـــــــــــــ= س  ٢جا 

                   ٢  
   ١٥٠،  ٣٠= س  ٢ومنھا 

   ة ؟ضمرفو ٧٥،   ١٥=  اذن س     
  ٤-= اكمل ج  ٣٠ظتا×٣٠قتا٢-= ٣٠جتا٢×)٣٠جا(قَ 

  :  ١٢س
   ٥)= ٣(، قَ ) س  ٢+  ٢س ( ق= ا كان ص اذ

  ١= اوجد صَ عند س 
  :  :الحل
  )  ٢+ س  ٢( )س  ٢+  ٢س ( قَ = صَ 

  )  ٢+  ١×  ٢( ) ١×  ٢+  ٢)  ١( (قَ = صَ   
  ١= س   

  )  ٤( ) ٣( قَ = صَ   
  ١= س   

   ٢٠=  ٤×  ٥= ص َ 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  يضمنــــــــــــتقاق الـــــــــــــــــالاش

  
  د ص                 
  أو ص َ    ــــــــــــــ      لإیجاد
  د س                

  ل نعامل كل حد من الحدود على انھ اقتران مستق
  د ص                                                       

  ـــــــص َ أو ـــــــ   وعند اشتقاق الصادي نضربھ بـ
  د س                                                       

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

العلاقة 
 نوعان

  ضمنیة
لا یمكن فصل السینات 
 عن الصادات بسھولة

  )مثال(
=  ٢س ص ٤+  ٣س 

  ٣ص ٧+ س ٥
 

  صریحة 
یمكن فصل السینات 
  عن الصادات بسھولة

  )مثال(
  ص٢  - ٣س =  ص
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٥٨

  ):   ١٥٤(     مثال
  د ص               
  للعلاقات التالیة   ــــــــــــــ     أوجد

  د س              
 ) ١، ٢/(ص عند النقطة ) = س ص (جا )١

  : : الحل

  صَ )= ص + س صَ ( )س ص( جتا 

  صفر = ومنھا صَ 

 -----------------------------------------------  
 ))س(ل (  نجا = ص  )٢

 :الحل 

  )س( لَ ×))س ( ل(جتا))س(ل(  ١- نن جا = صَ 

 -----------------------------------------------  
 ) ٢،  ٨(س ص عند النقطة = ٣ص + س   )٣

  :الحل  

  ص + صَ × س  =صَ ×  ٢ص  ٣+  ١   

  ٢+ صَ  ٨= صَ  ١٢+  ١

   ١= صَ  ٤

             ١  
  ــــــــــــــ= صَ 

             ٤  
 -----------------------------------------------  

 ) ٢،  ١(عند النقطة  ٢=  ٢ص س  – ٢س ص  )٤

  :الحل  

  ٠)=صَ  ٢س+ س٢×ص( –٢ص+ ص صَ ٢×س

  ٠) = ص َ +  ٤(  – ٤+ صَ  ٤

  ٠= ص َ    - ٤  – ٤+ صَ  ٤

  ٠= ومنھا   ص َ     ٠= صَ   ٣

 -----------------------------------------------  
 

  

 

 

 ١= عند ص، ٣ = )١(س وكان قَ )=  ٢ص (ق )٥

 : : الحل

   ١= ص صَ  ٢× )  ٢ص (قَ 

   ١= صَ  ٢× )  ١(قَ 

   ١= صَ  ٢×  ٣

   ١= صَ  ٦

                ١   
  ـــــــــــــ = صَ 

            ٦  
 -----------------------------------------------  

 ٢= عند ص ٤)=  ٥(قَ   ،) ١+  ٢ ص( ق= س )٦

  :الحل 
  )ص صَ ٢)( ١+  ٢ ص( قَ = ١
  )صَ  ٤)( ٥( قَ = ١
  )صَ  ٤( ٤= ١
                ١   

  ـــــــــــــ = صَ 
           ١٦  

 ------------------------------------------------  
 ٢= عند س ،    ١=    س ص        )٧

  : : الحل

  ص+ صَ × س   
  ٠= ـــــــــــــــــــــــــــــــ 

  ١س ص                                
  ــــــــ= فان ص        ٢= عندما س 

                                         ٢  
  بالتعویض 

  ١ -                        ٠٫٥+ صَ × ٢   
  ـــــــــــــ= صَ    ٠= ـــــــــــــــــــــــــــــــ 

         ٤                         ٠٫٥×  ٢     
 -----------------------------------------------  

 ٢= س  ، ٤)=٦(،قَ )س  – ٢س ٢(ق= ص٢ )٨

  :الحل   
  ) ١ –س  ٤) ( س  – ٢س  ٢( قَ = صَ  ٢
  ) ٧) ( ٦(قَ = صَ  ٢
  ) ٧( × ٤= صَ  ٢
  ١٤= صَ    
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٥٩

 صفر)= س ص ( ظا + س  )٩

  :الحل  

  ٠) = ص + س صَ ) ( س ص (  ٢قا +  ١     

  ٠)  = س ص( ٢ص قا ) + س ص( ٢س صَ قا + ١   

  ١ - )  س ص(  ٢ص قا  -                   
ــــــ=  ص َ         ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  ) س ص(  ٢س  قا                     
  ----------------------------------------------  

 س ص= ص + س  )١٠

  : : الحل

  ص + س صَ = ص َ +   ١   

   ١ –ص = س صَ  -ص َ  

  ١ –ص ) = س  – ١( صَ  

  ١ –ص                  
  ــــــــــــــــــــــــــ = صَ    

  س  –  ١                
 ----------------------------- ------------------  

 
 ) ٠،  ٤( عند   ٦٤=س ص  ٤ – ٣ص+  ٣س )١١

  : : الحل       

  ٠) = ص  ٤+س صَ ٤( –ص َ ٢ص ٣+٢س ٣     

  ٠= ص   ٤-س صَ ٤–ص َ ٢ص ٣+٢س ٣     

   ٢س  ٣ –ص  ٤) = س ٤– ٢ص ٣( ص َ         

   ٢س  ٣ –ص  ٤            
  ــــــــــــــــــــــــــ = صَ    

  س٤– ٢ص ٣             
 -----------------------------------------------  

  ن عدد نسبي / م :  ن/ مس = اذا كان ص  )١٢
  ١ -ن / من س / م= اثبت ان ص َ 

  
  
  
  
  
  
  
  

  ٤)= ٥(، قَ  ٣س )= ١+ ص (ق )١٣

  ٤= عند ص  ٨)= ٥(، ق               

  :الحل 

  ٢س  ٣=  صَ × )  ١+ ص ( قَ     

  .........انتبھ انتبھ  امامك     

    ٣س)  =  ٥( ق        ٤= عندما ص 

  ٢= ومنھا س   ٣س =  ٨اذن     ٨)=  ٥( لكن ق

  بالتعویض    

  ٢)  ٢( ٣=  صَ × )  ٥( قَ     

  ١٢=  صَ ×  ٤              

  ٣=  صَ                     

 -----------------------------------------------  
 ) ٣،  ١- (،   ٢٥+ س ص  ٤= ٢س ٤+ ٢ص )١٤

  :الحل 

  ٠+  ٤×ص + س صَ  ٤=س  ٨+ ص صَ ٢

   ١٢+ صَ ×  ٤ -=    ٨ -+ صَ  ٦

   ٣= صَ  ١٠

             ٢٠  
ـــ = صَ       ٢= ــــــــ

                   ١٠  
 -----------------------------------------------  

 ٣س +  ٢ص س  ٣=  ٢ص  )١٥

  :الحل   

  ٢س٣+ص ٣َ×٢س+ س٢×ص٣=ص صَ ٢  

  ٢س٣+ص ٢َس٣+ س ص ٦=ص صَ ٢  

  ٢س٣+ س ص ٦=ص َ ٢س٣ -ص صَ ٢  

  ٢س٣+ س ص ٦)= ٢س٣ -ص ٢(ص َ    

  ٢س٣+ س ص ٦             
ــــــــــــــــــ= صَ     ــــــ   ــــــــ

  ٢س٣ - ص ٢                      
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٦٠

 ٤٥=  ٢س  ٣+ ص  ٨+  ٢ص ٤ )١٦

   ٠= س  ٦+ صَ  ٨+ ص ص َ  ٨

   ٠= س  ٦) +  ٨+ ص  ٨( صَ 

  س  ٦  -               
  ـــــــــــــــــــــــ= صَ    

  ٨+ ص  ٨                     
 -----------------------------------------------  

 ٣= ظا ص عند س= س  )١٧

  :الحل             

  صَ × ص  ٢قا=  ١        

               ١  
  ــــــــــــــــ= صَ    

  ص ٢اق                   

  .........انتبھ انتبھ  امامك     

  ١+ ص  ٢ظا = ص  ٢لكن    قا

  ١+  ٢س =                    

                    =١٠=  ١+  ٩  

               ١  
  ــــــــــــــــ= صَ    

                    ١٠  
 ------------------------------------------------ 

 )٢،  ١( عند   ٩= ٢ص ٢س ٢+  ٤س )١٨

   :الحل 

=  س ٤×٢ص+ ص صَ ٢×٢س٢+  ٣س ٤

    ٣س ٤ -  ٢س ص ٤-+ = ص صَ ٢س٤

    ٣س ٤ -  ٢س ص ٤-            
ـــ= صَ       ـــــــــــــــــــــــــــــــــ

  ص٢س٤                         
               - ٢٠ -         ٤ – ١٦   

ـــــــ= ــــــــــــــــــــــــ = صَ       ـــــ
                         ٨                ٨  

 ------------------------------------------------ 
  

  

  

  ):   ١٥٥(     مثال

  جا س                               
 ٠ ≠، س  ــــــــــــــ= اذا كان ص  .١

 س                                
  صفر=  س ص+ صَ  ٢+ س صً   ان  اثبت

  :الحل 

  نستطیع ضرب تبادلي  ٠ ≠س     انتبھ عندما

  جا س = س ص 

  جتا س = ص + س صَ 

  جاس  -= صَ + صَ  + س صً 

  جاس  - = صَ    ٢+ س صً 

  س ص - = صَ    ٢+ س صً 

  ٠= س ص + صَ  ٢+ س صً 

 ------------------------------------------------ 
 س ظا س = ص .٢

  س ٢قا  ٢= س  ٢ ص قا ٢ –صً   اثبت ان

  :الحل 

  ظا س + س  ٢س قا = صَ 

  س ٢قا+ س٢قا)+ قا س قا س ظا س٢(س= صً 

  س  ٢قا٢+ س ظا س ٢س قا ٢=  صً 

  س  ٢قا٢= س   ٢ص قا ٢  -صً 

 ----------------------------------------------- 
  ن )ظا س + قا س = ( ص .٣

  ن ص قا س= صَ   اثبت ان

  :الحل 

  )س ٢قا+ قاس ظاس(١ – ن)ظاس+ قاس(ن= صَ 

  )س  قا+ ظاس( قاس ١ –ن )ظاس+ قاس(ن= صَ 

     ن)ظاس+ قاس(ن قاس = صَ 

     ن  ص قاس  = صَ 
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٦١

 س ٢قا = ص  .٤

  صفر= ص  ٤+  ٣ص  ٨ –صً    اثبت ان
  :الحل 
  س  ٢س ظا  ٢قا  ٢= صَ 
  س ٢س ظا٢قا٤×س٢ظا+ س٢٢قا٢×س٢قا٢=ص ً
  س ٢٢س ظا٢قا٤+ س٢٣قا٤= ص ً
  )  ١ –س ٢٢قا(س ٢قا٤+ ٣ص ٤= ص ً
  )  ١ – ٢ص (ص ٤+ ٣ص ٤= ص ً
  ص   ٤ – ٣ص   ٤+ ٣ص ٤= ص ً
  صفر= ص  ٤+  ٣ص  ٨ –صً 

 ----------------------------------------------- 
 ١|  <  س |   :        س = جا ص  .٥

  اثبت ان

  ١د ص                   
  ــــــــــــــــــــــ= ـــــــــــــــــ 

          ٢س  – ١         د س      
  ص ٢ظا ص قا= صً  أو    

  :الحل 

   ١= جتا ص صَ 

  ١د ص                   
  قا ص=  ــــــــــــــــــــــ= ـــــــــــــــــ 

  د س            جتا ص               
  ١= ص  ٢جتا + ص  ٢لكن جا 

  ١= ص  ٢جتا +  ٢س        

   ٢س    -  ١=    جتا  ص       

  ١د ص                        
  ١ــــــــــــــــــــــ وھو المطلوب = ـــــــــــــــــ 

         ٢س  – ١د س                    
     ٢المطلوب 

  ٠= جا ص ص َ  -× صَ + جتا ص صً 

  جا ص    ٢) صَ (             
ــ  =  ص ً   ـــــــــــــــــــــــــــــــــ

  جتا ص                             
  ظا  ص    ٢) صَ =   (  ص ً
  ظا  ص    ٢) قا ص =   (  ص ً
  ص ٢ظا ص قا= صً 

  

  

 س ص = ص + س  .٦

  ٣ص  ٢                     
ـــ= اثبت ان     ص ً    ــــــــــــــ

   ٣س                             
  : : الحل

  ..................انتبھ انتبھ  امامك 
  ص + س صَ = ص َ +  ١        

  ص َ + صَ   + س صً =  ص ً                
  صَ        ٢=  س صً   -ص ً                
  ص َ ٢) = س  – ١( ص ً                

  ◌َ ص ٢             
ـــــــــ= ص ً           )  ١..( ……    ــــــــ

  س   – ١                 
   س = ص  - لكن   س ص      

 س ) =  ١ –س ( ص        
  س                       

  )  ٢..( ……ـــــــــــــــــ ) =  ١ –س (      
  ص                              

  ١ - ص =  س صَ    - كذلك       ص َ 
  ١ -ص )  =  س   -  ١( ص َ         

  ١ - ص                       
ــــــــــــــ= ص َ                     ـــ

  س  -  ١                          
  س -          ١ –ص                  

ـــــــــــــ   ٢= ص ً           ــــــــــــــ   ÷ ــــ
  س           ص – ١                       
  ص -          ١ –ص                  

ـــــــــــــ   ٢= ص ً              ــــــــــــــ× ــــ
  س           س – ١                       

 ---------------------------------------------- 
 )س ص ( ظا = ص  .٧

  اثبت ان

   ٣ص+ د ص              ص  
ــــــــــــــــــــــــــــــ= ــــــــــــ    ــــــــ

  ) ٢ص+  ١( س  – ١د س          
  :الحل 

  )ص + س صَ )( س ص (  ٢قا = صَ      
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٦٢

  )س ص (  ٢ص قا ) = س ص (  ٢س صَ قا  -صَ 

  )س ص (  ٢ص قا )) = س ص (  ٢س قا    -١(صَ 

  ) ١+ )س ص( ٢ ظا(د ص          ص  
ـــــــــــــــــ= ــــــــــــ  ـــــــــــــــــــــــ ــــــ   ـــــــــ

  ) ١)+ س ص ( ٢ظا (س   - ١ د س          
  ) ١+ ٢ص(د ص          ص  

ــ= ــــــــــــ  ــــــ ـــــــــــــــــــ   ــــــــــــــ
  ) ١+ ٢ص (س   - ١د س           

   ٣ص + د ص                  ص 
ــ= ــــــــــــ  ــــــ ـــــــــــــــــــ   ــــــــــــــ

  ) ١+ ٢ص (س   - ١د س           
--------------------------------------------- --- 

 جتا س+ جا س = ص  .٨

  س ٢جا  -=  ١+ ص صً    اثبت ان

  : : الحل

 جا س  -جتا س = صَ       

 جتا س  - جا س  - =  ص ً      

  ١)+جتاس+جاس)(جتاس+ جاس( - =١+ص صً 

  ١+س٢جتا -    جاس جتا س٢–س٢جا - =         

  س٢جا+ جاس جتا س ٢–س٢جا - =         

  س ٢جا  - =         

----------- ------------------------------------- 
 قا س+ ظا س = ص  .٩

  قا س ٢ص= صً    اثبت ان
  :الحل 

  قا س ظا س + س٢قا= صَ   

  ظاس قا س ظاس + س٢قاس قا+ قاس قاس ظاس٢=صً     

 س قاس ٢ظا+ س٣قا+ س ظاس٢قا٢=صً     

 قا س+ ظا س = ص       لكن 

   س  ٢قا + ظا س قا س  ٢+ س  ٢ظا =  ٢ص      

  بالضرب قا س طرفي المعادلة 
  س   ٣قا+ س ٢ظا س قا٢+س ٢قا س ظا= قا س  ٢ص   

   صً =                   

  

 

 ٤) جتا س + جا س = ( ص  .١٠
 اثبت ان

  س ٢ ٢جتا  ١٢= ص  ٤+ صً 
  :الحل 

 )جا س  –جتا س ( ٣)جتا س + جا س ( ٤= صَ 
 ) + جتاس  –جاس -( ٣)جتاس+جاس(٤=صً 

  )جا س  –جتا س (٢)جتاس+جاس(١٢×)جا س  –جتا س ( 
 ٢)جا س  –جتا س (١٢+  ٤)جتاس+جاس(٤- =  
  ٢)جتاس+جاس(

  ٢)جتاس+جاس( ٢)جا س  –جتا س (١٢+ ص٤-= 
   ٢)س ٢جا –س  ٢جتا(١٢+ ص٤-= 

  س ٢ ٢جتا  ١٢= ص  ٤+ صً 
 ----------------------------------------------- 

 : ظا س  ، فاثبت ان = اذا كان جا ص  .١١
  صً                                     

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ= ظا ص          
   ٢) ص َ + ( س  ٢قا  ٢                        

  :الحل 

  س   ٢قا = صَ ×  جتا ص 

  قاس ظاس  ×قا س٢=صَ ×جاص - ×ص َ+صً ×جتاص

  س  ظاس   ٢قا٢=جاص ٢)ص َ ( -صً ×جتاص

  س  جا ص ٢قا٢=جاص ٢)ص َ ( -صً ×جتاص

  بالقسمة على جتا ص 

  س  ظا ص ٢قا٢=ظاص ٢)ص َ (  - صً  

  ظاص٢)ص َ + (  س  ظا ص ٢قا٢=صً 

  )٢)ص َ + ( س   ٢قا٢(ظاص  = صً 
  صً                                     

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ= ظا ص          
   ٢) ص َ + ( س  ٢قا  ٢                        
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٦٣

١٢.   
                       ١  

  س ٣ظا ـــــــــــ+ ظاس = ص 
                       ٣  

  س٤قا= صَ    اثبت أن
  :الحل 

                            
  س                   ٢قا  س٢ظا  +  س ٢قا =  صَ 

  س  ٢قا )  ١ –س  ٢قا (   +  س ٢قا =  صَ 

  س  ٢قا  –س  ٤قا    +  س ٢قا =  صَ 

  س٤قا= صَ 

 ----------------------------------------------- 
١٣.   

  س٢جتا= ص 

  صفر=جاس٤+  قاس صَ    اثبت أن

  :الحل 

   س٢جا٢- =  صَ 

   جاس٤+ قاس صَ          بالتعویض في 

  =  جاس٤+ س   ٢جاقاس  ٢ -   

  جا س جتا س ٢×  ٢  -
ــــــــ  ـــــــــــــــــــــــــــــــ   صفر =  جا س  ٤+ ــ

  جتا س           
 -----------------------------------------------  

  
  س اوجد صَ =  ٣ص + اذا كان ص  )١٩

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 

  س اثبت ان =     اذا كان ص .١٤
  

  د                    د ص     
ـــــ    × ـــــــــــــــ    ص    صفر=  ــــــــ

  د س            د س         
  

  : : الحل
  بتربیع الطرفین 

  س=  ٢ص 
   ١= صَ ص  ٢

              ١  
  ــــــــــــــ= ص َ 

  ص ٢           
  ) َص ص َ ( المطلوب 

                          ١  
  صفر ) َ  = ــــــــــــــ × ص  = ( ص َ 

  ص ٢                       
 ------------------------- ----------------------  

  س جتا –جاس = ص  .١٥

  ٢=  ٢ص+  ٢) صَ (     اثبت أن

  :الحل 

  س جا+ س  اتج= ص َ    

 = ٢) س اتج - س جا+ (٢)س جا+ س اتج(

  +  س٢جا  +جاس جتا س٢+  س٢اتج 

  

  س ٢جا  + جاس جتاس ٢-    س٢اتج

 =٢=  ١+  ١   
 -----------------------------------------------  

 س  ٤جا= ص  .١٦
  س ٢جا ١٢= ص  ١٦+ صً   اثبت أن

  : : الحل
 حتا سس  ٣جا٤=  صَ  

 جتا س  س٢جا١٢×جتاس+حاس - ×س٣جا٤= صً 
    س٢جاس ٢جتا ١٢+  س٤جا٤-=    
    س٢جا) س٢جا  - ١(١٢+  س٤جا٤- =
 س٤جا ١٢-   س٢جا ١٢+  س٤جا٤- =
      س٢جا ١٢+  س٤جا١٦- =

  س ٢جا ١٢= ص  ١٦+ صً اذن     
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٦٤

  صن  )) : س(ھـ( نا ج= ص   .١٧
  اثبت أن

  ))س(ھـ(جتا))س(ھـ( ١- نجا )س(ن ھـَ = صَ 
  محلول سابقاً تمرین للطالب  :الحل 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 -----------------------------------------------  
للاشتقاق عند  اقتران قابل) س(إذا كان ق .١٨

  ص ن )) : س(٢ق(نجتا = س ، وكانت ص 
 ،اثبت أن

  )) س(٢ق(١-نن جتا ٢ - = صَ 
  )س(قَ )س(ق))س(٢جا ق×                            

 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  س = ص ظا  .١٩
  ص  ٢جا  -  = ) ٢س +  ١( صً     اثبت أن

  : : الحل
  ١= صَ × ص ٢قا
  ١= صَ )  ١+ ص ٢ظا(
  ١= صَ )  ١+  ٢س (
  ٠= س  ٢× صَ + صً )  ١+  ٢س (

                                ١  
   )  ظا ص ٢(  ـــــــــــــــ -= صً )  ١+  ٢س (

  ص٢قا                                
  جتا ص          جا ص                             

  )  ــــــــــــ  ٢( ص   ٢جتا  -= صً )  ١+  ٢س (
  جتا ص                                                 

  جتا ص جا ص    ٢-= صً )  ١+  ٢س (
  ص ٢جا  -   =صً )  ١+  ٢س (

 -----------------------------------------------  
  س٢قا= ص .٢٠

  ٠=ص ٤+  ٣ص ٨ - صً   اثبت ان

  :الحل 

  س  ٢ظا  س٢قا٢=  صَ        

  س  ٢ص ظا ٢=  صَ        

  صَ  ٢×س ٢ظا + س  ٢ ٢قا٢× ص٢=  صً        

  س ٢ص ظا ٢×٢×س٢ظا+٢ص٢×ص٢= صً        

  س   ٢٢ص ظا ٤+ ٣ص٤= صً        

  )   ١ –س ٢٢قا( ص  ٤+ ٣ص٤= صً        

  )   ١ – ٢ص( ص  ٤+ ٣ص٤= صً        

  ص ٤  -  ٣ص ٤+ ٣ص٤= صً        

  ٠=ص ٤+  ٣ص ٨ - صً اذن            

 -----------------------------------------------  
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٦٥

 اذا كان .٢١

  ) ١+ س ٢ – ٣س)(٢+  ٢س٣)= ( س(ق

  ٢١٠)= ١(قًً◌ً◌◌ً ×) ١(قَ    اثبت ان

  : : الحل

  )س ٦()١+س٢ –٣س( +)٢–٢س٣)(٢+٢س٣)= (س(قَ   

  )س ٦+٢س١٢–٤س٦( + )٤-٤س٩)= (س(قَ       

  ٥) = صفر (  + ) ٥ )= (١(قَ        

  ٦+س٢٤–٣س٢٤  + ٣س٣٦)= س(◌ً  ق     

  ٤٢=   ٦ +  ٢٤– ٢٤  + ٣٦)=  ١( ◌ً  ق     

  ٢١٠ =  ٤٢×  ٥ )=١(قًً◌ً◌◌ً  ×) ١(قَ 

 -----------------------------------------------  
                             ٢  

 ــــــــــــــ)= س(اذا كان ق .٢٢
  س                                  

  )٢(قً  ٤ -)= ١(قَ    فاثبت ان
  :الحل 

                   - ٢  
   ٢- )=  ١( ــــ      ومنھا قَ ــــــــــ) = س ( ق َ 

  ٢س                     
  

  ٨س                                ٤                 
ــــ  ومنھا قً ) = س ( قً  ــــــ   ـــــــــــ)=  ٢( ــــــــ

  ١٦                           ٤س                     
                   - ٨×  ٤        

ــــ=  )٢(قً  ٤ -   ٢ - = ـــــــ ــــــــ
                      ١٦  

 -----------------------------------------------  
   نس )= س(اذا كان ق .٢٣

  . فجد قیمة ن   ٣ –ن س  ٦٠)= س()٣(وكان ق

  : : الحل

  ١ -نس  ن )=س(قَ 
  ٢ -نس  ) ١ –ن (ن )=س(ً◌  ق
     ٣ –ن س  ) ٢ –ن ( ) ١ –ن (ن)= س()٣(ق
     ٣ –ن س  ٦٠=   ٣ –ن س  ) ٢ –ن ( ) ١ –ن (ن
  ٦٠=  ) ٢ –ن ( ) ١ –ن (ن

  ٥= ومنھا ن 
  
  

   نس ٣)=س(اذا كان ق .٢٤

  . فجد قیمة أ   ٣أ س)= س( )٤(وكان ق

  :الحل 

 ١ -  نس ن  ٣ )=س( قَ 

 ٢ -  نس )   ١ –ن ( ن ٣ )=س( قً 

     ٣ –ن س )٢–ن)(١–ن(ن٣)= س()٣(ق

  ٤ –ن س )٣–ن)(٢–ن)(١–ن(ن٣)= س()٤(ق

     ٣أ س=  ٤ –ن س )٣–ن)(٢–ن)(١–ن(ن٣

   ٤= ومنھا   ن     ٣=   ١ –ن 

     ٣أ س= ٣س  ١× ٢×٣×٤×٣ 

  ٧٢= ومنھا أ 

 --------------------------------------------------  

اذا كان ل ، لَ ، لً قابلا للاشتقاق عند س ، وكان  .٢٥

 )س()٣(،ق) س(فجد قً ) س(س ل ) = س(ق

  : : الحل

  )س ( ل+ )س( لَ  س) = س(◌َ  ق

  )س ( لَ )+ س (لَ +  )س(س لً ) = س(◌ً  ق

  )س (لَ ٢+  )س(س لً ) = س(◌ً  ق

   )س(لً  ٢+   )س(لً +  )س()٣(لس = )س()٣(ق

    )س(لً  ٣+  )س()٣(لس = )س()٣(ق

 --------------------------------------------------  

  )  ٢/+س (جتا = ص .٢٦

  صفر  =صً + ص     :ن فاثبت ا          

  :الحل 

  )  ٢/+س (جا  - =  صَ        

  )  ٢/+س (ا تج - =  صً        

  ٠= ) ٢/+س (ا تج -) ٢/+س (جتا =صً + ص
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٦٦

  أ ، ب ثوابت: ب جتا س + أ جاس = اذا كان ص  .٢٧

  ٢ب+  ٢أ=  ٢ص+  ٢)صَ (    اثبت ان                 

  :الحل 

  ب جا س -اس تأ ج=  صَ 

  ٢ ) جتاس ب+ أجاس(+٢)جاس ب -استأج(=٢ص+٢)صَ (

  + س٢جا ٢ب+ أ ب جا س جتا س  ٢  -س٢اتج٢أ=  

   س٢اتج ٢ب+ أ ب جا س جتا س  ٢  +س٢جا٢أ    

  س٢اتج ٢ب+ س٢جا ٢ب+ س٢جا٢أ+  س٢اتج٢أ=  

  )س٢اتج+ س٢جا( ٢ب)+ س٢جا+ س٢اتج(٢أ=  

  ١×  ٢ب+   ١× ٢أ=  

   ٢ب+    ٢أ=  

 --------------------------------------------------  

 ٠=  ٧ – ٢ص  ٤+ س ص  ١٢+  ٢س  ٩ .٢٨

  صفر= صً   اثبت ان

  : : الحل

 ٠= ص صَ ٨+  ١٢×ص + س صَ  ١٢+ س  ١٨

 ٠= ص صَ ٨+ ص ١٢+س صَ  ١٢+ س  ١٨

  س ١٨ - ص ١٢- ) =ص ٨+ س  ١٢(صَ 

  س ١٨ - ص  ١٢-          
  ــــــــــــــــــــــــــــ= صَ 

   )ص ٨+ س  ١٢(        
  )س  ٣+ ص  ٢( ٦-          

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــ= صَ 
 )ص  ٢+ س  ٣(٤           

  ٠= ومنھا  صً 
  

  

  

  

  

  

  

 أ ثابت :  ٢ أ=  ٢ص +  ٢اذا كان س  .٢٩

  فبین ان         

  ١           ص ً                           
ـــــــــــ     ــــــــــــ   =     ــــــــــــــــــــــــ
  أ             ٣)  ٢) ص َ + (  ١(      

  : : الحل
  ٠= ص ص َ  ٢+ س  ٢

  س -          
  ــــــــــــ= صَ 

  ص           
 ٠= صَ  ٢× ص َ + صً × ص  ٢+  ٢
 ٠=  ٢)ص َ ( ٢+ ص صً  ٢+  ٢
  ٠= ص صً  ٢) +  ٢)ص َ + (  ١(٢
 ٠= ص صً ) +  ٢)ص َ + (  ١( 

  ) ٢)ص َ + (  ١( -          
ـــــــــــــــــــ=  صً       ــــــــــــــ

  ص                    
                              

          والقیمة المطلقة  للطرفین   ٣)  ٢) ص َ + (  ١( بالقسمة على      
  ) ٢)ص َ + (  ١( - صً                            

ـــــ     ـــــــ ــ ـــ ــ ــ ـــــ ــ ــــــ ــ ــ ــ ـــ ــ ــ ـــ ـــ     =       ـ ــــ ــــــــــــــــ ــ   ــــ ـــــــ ــ ــ ــ ـــ ــ ــ ــ ـــ ــ ــ ـــــ   ــ

    ٣)٢)ص َ + (  ١( ص             ٣)  ٢) ص َ + (  ١(    

  ١-          صً                          
ــــــــــ ــــــ ـــــــ ــــ ــ ــــــــــ ـــ ـــ ــ ــ ـــ     =   ـــــــ ــ ــــــــــــــــ ــ ــ ــ   ــ ــ ـــ ــ ــ ـــ ــــ ــ ــ ـــ ــ ــ   ــ

                                   ) ٢)ص َ + (  ١(  ص           ٣)٢)ص َ + (  ١( 

  ١ -                                ص ً   
ــ ـــ ــ ـــ ـــــــ ــ ـــــ ــ ـــــ ــ ــــــ ــــ ـــــــ ــ ـــ     =   ــــ ـــ ــ ـــــ ــ ــ ــ ــــ ـــ ـــ ــــــــ   ــــــــــــ ــ ـــــ ــ ـــــــــ   ــ

  ٢س                           ٣)  ٢) ص َ + (  ١( 
  )ـــــــــــ   +    ١(    ص                              

                        ٢ص                                                   
  ١ -ص ً                                     

ــــــ   ــ ــــــــ ــ ـــــــــــــــ ــ ـــــــ ــ ـــ ــــ ــ ـــ     =   ــ ــ ـــ ـــــــــــــــ ـــ ـــ ـــــ ــ ــ   ــــــــ ـــــ ــ ــ ــــ ـــ ــ ـــ   ــ

  ٢ص +  ٢س                    ٣)  ٢) ص َ + (  ١(     
  )ــــــــ   ــــــــــــــــ(    ص                              

  ٢ص                                               
  ١                ١ - ص ً                           

ـــ      ــ ـــ ــ ــ ــــــــ ــ ـــ ــ ــ ــ ـــــ ــــــــــــ ــــ           =   ــــــــ ـــــــــ ــــ ــ   =    ــ ــ ـــــــــ ــ ـــ   ـ

  أ               ٢أ           ٣)  ٢) ص َ + (  ١(       
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٦٧

 س ص ) = ص + س ( اذا كان  جا  .٣٠

  صَ   أوجد     

  : : الحل

  ص+ ◌َ س ص)= صَ +١)(ص+س(جتا 

+ ◌َ س ص)= ص+س(صَ جتا )+ص+س(جتا

  ص

 -  )ص+س(جتا)= ص+س(صَ جتا -  ◌َ س ص

   ص

   ص - )ص+س(جتا= ))ص+س(جتا -س (صَ 

  ص - )ص+س(جتا          
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ = صَ 

   )ص+س(جتا -س           
 ------------- -------------------------------------  

 اذا كان .٣١
  

  ٢س +  ١+   س =     ص 
  

  ص = ص َ ×  ٢س +  ١    ٢اثبت ان 
  : الحل

  بتربیع الطرفین 
  

   ٢س +  ١+   س =      ٢ص
 س  ٢                              

  ـــــــــــــــــــــــــــ+    ١= ص صَ  ٢
  ٢س +  ١  ٢                           

 س                                   
  ـــــــــــــــــــــــــــ+    ١= ص صَ  ٢

  ٢س +  ١                                 
  

 س +       ٢س +  ١                    
ـــ= ص صَ  ٢ ــــــ ـــــــــــــــــــ ــــــ   ــــــــ

  ٢س+  ١                               
  ٢ص                                     

  ـــــــــــــــــ = ص َ ×  ٢س +  ١   ٢
  ص                                    

  
  ص= ص َ ×  ٢س +  ١    ٢ اذن    

  
  

  
  
  
صفیحة معدنیة مستطیلة  الشكل تتمدد بانتظام  .٣٢

بحیث یبقى طولھا یساوي ثلاثة امثال عرضھا اوجد 
ة ھذه الصفیحة بالنسبة الى التغیر في مساح عل م

 سم ١٥طولھا عندما یكون طولھا 
   : الحل

  س = نفرض ان العرض 
   ص= الطول                

  العرض × الطول = م                    
   س × ص = م                   
                 ١  

  ــــــــــ  ص = لكن س 
                ٣  

                 ١  
  ٢ــــــــــ  ص = اذن   م  

                ٣        
  ٢د م                     

  ــــــــــ  ص = اذن   ــــــــــــ  
  ٣د ص                  

                 ١٥= عندما ص    
  د م                      

   ١٠= اذن   ــــــــــــ  
     د ص                

 ----------------------------------------------  
  

  اوجد المشتقات المتتالیة  .٣٣
  ٠= عندما س  ٤/٣س = )س ( ق 

  : : الحل
  ١ -٤/٣س ٤/٣) = س ( قَ  

  ١/٣س ٤/٣) = س ( قَ 
  ٠) =  ٠( قَ   

  ٢/٣ - س ٤/٩) = س ( قً 
  م . غ ) =  ٠( قً 
  ٥/٣-س  ٨/٢٧-) = س (  )٣(ق
  م. غ = )  ٠(  )٣(ق
  
  
  م. غ = )  ٠(  )ن(ق

 ----------------------------------------------  
 ٣/=) ١(، ھـ ) ص(جاھـ ) = ص(لیكن ق   .٣٤

  اوجد  ٣) =  ١( صفر ، ھـ ً ) =  ١( ھـ َ       

  علماً بان ق، قً قابلان للاشتقاق )  ١( قً        
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٦٨

  

  

  : : الحل

  ) ص ( ھـ َ  ) ص ( ھـ جتا ) =  ص ( قَ   

  )ص( ھـَ )ص(جاھـ)(ص(ھـ َ + )ص( ھـ ً)ص(ھـجتا =)ص(قً   

  )١( ھـَ )١(جاھـ)(١(ھـ َ )+ ١(ھـ ً )١(ھـجتا)= ١(قً   

  )١( ھـَ )١(جاھـ)( ٠+ ( ٣/جتا٣)= ١(قً   

  صفر+ ٣/جتا٣)= ١(قً   

  ٣/٢)= ١(قً    

 ------------------ ----------------------------------  
 اوجد صَ )) ظا  س ( جا ( جتا = ص  .٣٥

    : الحل
                                                               ١  

 ـــــــــــ×س   ٢قا×)ظا   س(جتا×))ظا   س(جا(جا -=صَ  
  س  ٢                                                                    

 ----------------------------------------------------  
 )٢،١/(عند  اوجد صَ ) س ص ( جا = ص  .٣٦

  : : الحل
   

  
  
  
  
  

  
  

 ----------------------------------------------------  
  +.........  !٣/  ٣س+   !٢/  ٢س+ س +  ١= ص  .٣٧
  ص ً = َ◌  ص –ص  ٢اثبت ان  

  : : الحل
  
  
  
  
  
  

   
  ):   ١٥٦(     مثال

  اوجد |    س |  - |  ١ –س | )= س(اذا كان ق
 } ١،  ٠{ عند     +قَ  .١

  } ١،  ٠{ عند      - قَ  .٢
)  ١،  ٠( حدد فیما اذا كان قابل للاشتقاق عند النقطة 

  ام لا ؟
  س  – ١          ١ –س :                الحل 

                 ++++++ +++++ ---------------  
  | ١ –س | 

                                       ١  
  س -س                                                         

  ---- +++++++++++++++++++ |    س |     
  

                                                           ٠  
  ١س        ٢ - ١              ١ –                          

  +++ ----------- )  ++++++++++++ س ( ق   
  

                                         ٠                ١  
          ١،  ٠= ق متصل عند س            

   ٠< صفر          ،    س                             
  ١< س <   ٠،            ٢ -   ) =      س ( ق َ     

                         ١> صفر         ، س                             
   ٠) =  ٠(  - ،       ق َ         ٢ - ) =  ٠(  +ق َ

  ٠= اذن غیر قابل للاشتقاق عنما س 
  ١ق عند.اذن غ٢ -) =  ١(  - ،  ق َ  ٠) =  ١(  +ق َ

 -------------------------- --------------------------  
  ):   ١٥٧(     مثال

اقتران متصلاً على |  ٢س – ٤| )= س(اذا كان ق
) س(ح فجد قیم س التي لایكون عندھا الاقتران ق

  .مبیناً السبب .   قابلاً للاشتقاق 
  :  :الحل

        ٤ – ٢س       ٢س – ٤       ٤ – ٢س          
         ------------- ++++++++ -----------  

  
                         ٢ -               ٢  

   ٢-< س        ،    س  ٢                             
  

  ٢< س <   ٢-س      ،  ٢ - ) =        س ( ق َ     
  

                         ٢> س       ، س  ٢                             
  

   ٤- ) =  ٢-(  - ،       ق َ         ٤-) =  ٢- (  +ق َ
  م. غ ) =  ٢-( اذن ق َ 

  كذلك
   ٤-) =  ٢(  - ،       ق َ         ٤) =  ٢(  +ق َ

  م. غ ) =  ٢(  اذن ق َ 
 ------------------------------------------------  
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٦٩

  
  
  

  ):   ١٥٨(     مثال
  اذا كان

                       ١  
ــ ـــــــــــــ) = س ( ق     ١  ≠س  :  ـ

  س  – ١                   

   )س()٤(اوجد ق         

  :الحل 

                   -١ - ( ١ (  
ـــــــــ ) = س ( قَ      ١  ≠س  :  ــــــــــــــ

   ٢) س  – ١(                    

                             ١  
ـــــــــــــــــ=                 ١  ≠س  :  ــ ــــــــــــــ

   ٢س+ س ٢ – ١                   

  )س  ٢+  ٢-(  ١ -                   
  ١  ≠س  :  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ ) = س ( ق ً   

   ٢)  ٢س+ س ٢ – ١(                   

  س  ٢ - ٢         
ـــــــــــــــــــ =     یكمل الحل ١  ≠س  :  ــــــــــــــ

   ٢)  ٢س+ س ٢ – ١(     

 ----------------------------------------------------  
  ):   ١٥٩(     مثال

  ٢س  ٢+ |  ٣ –س | س)= س(اذا كان ق
   )س(◌َ اوجد ق 

  :الحل 
  س -  ٣           ٣ –س             

  | ٣ –س |         ---------------- ++++++++++    

                        ٣  

                 ٢س٢)+س - ٣(س     ٢س٢)+٣–س(س 
  )س ( ق         ---------------- ++++++++++    

                        ٣  

                        ٣  

  س              ٣+  ٢س            س ٣ – ٢س٣    
  )س ( ق         ---------------- ++++++++++    

                        ٣  

  

  

  متصل على ح 
   ٣> ، س            ٣ –س  ٦                     

  ) = س ( ق 
  ٣< ، س            ٣+ س  ٢                     

   ٣= عندما س 
   ٩) =  ٣(  -،       ق َ         ١٥) =  ٣(  +ق َ

  م. غ ) =  ٣( اذن ق َ 
  

----------------------------------------------- --  
  ):   ١٦٠(     مثال

س  )ھـ(،   الاقتران ) س(ھـ. س)= س(اذا كان ق
  قابل للاشتقاق

 )س()٤(اوجد ق 
  :  :الحل

  )س(ھـ) + س(ھـ َ. س)= س(قَ 

  )س(ھـ َ ) +س(ھـ َ) + س(ھـ ً. س)= س(ق ً

  ) س(ھـ ٢َ) + س(ھـ ً. س =          

 ) +س(ھـ ً) + س(◌ً ) ٣( ھـ. س)= س(◌ً ) ٣( ق

  )س(ھـً ٢

  )س(ھـً ٣) + س(◌ً ) ٣( ھـ. س=              

 ٣( ھـ٣) +س(◌ً ) ٣( ھـ) + س(◌ً ) ٤( ھـ. س)= س(◌ً ) ٤( ق

  )س(◌ً )

  ) س(◌ً ) ٣( ھـ٤) + س(◌ً ) ٤( ھـ. س=              
 ----------------------------------------------  

  ):   ١٦١(     مثال
  | ١ -س|  -|  ١+س | )= س(اذا كان ق

  اوجد 
  )١-( - قَ . ٢ )        ١- ( +قَ  .١

  ام لا ؟ ١- =حدد فیما اذا كان قابل للاشتقاق عند س
   ١ -س  -                 ١+ س :                الحل 

                  +++++++++++++++ ----------  
  | ١+ س | 

                                                - ١  
  س   -  ١              ١ - س                    

  ----  -------------------++++++|     ١-س |  
  

                             ١  
  ٢ -س           ٢              ٢                   

  ++++++ --------------- )+++++++س ( ق 
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٧٠

  
                          ١-                   ١        

  
  
  
  
  
  

  متصل على ح         ق                 
  

   ١-< صفر          ،    س                             
  

  ١< س <   ١-،            ٢) =          س ( ق َ     
  

                           ١> صفر         ، س                             
  

   ٠) =  ١- (  -،       ق َ         ٢) =  ١- (  +ق َ
  ١- = یر قابل للاشتقاق عنما س اذن غ

  ٢) =  ١(  - ،       ق َ         ٠) =  ١(  +ق َ
  ١= اذن غیر قابل للاشتقاق عنما س 

 ----------------------------------------------------  
  ):   ١٦٢(     مثال

  اوجد ص َ للاقتران

   ٢< س <  ١، ]            ٠٫٢+ س [                

  = ص 

   ٤ ≤س  ≤ ٢، |              ١+ س  ٣|               

  ٢= عندما س 

  :الحل 

  ]            ٠٫٢+ س [ |            ١+ س  ٣|        

  

١                         ٢                          ٤  

   ١+ س  ٣       

    +++++++++++++١            ٢         

١          ١٫٨        ٢                          ٤    

   ٢،  ١٫٨= غیر متصل عندما س 

  اوجد ص َ للاقتران

  ١٫٨< س < ١صفر           ،                

  ٢< س <  ١٫٨صفر          ، =        صَ 

   ٤ ≤س  ≤ ٢،              ٣                

  اطراف فترة  ٤،  ١= غیرقابل للاشتقاق عند س 

  غیر متصل  ٢،  ١٫٨= قاق عند س غیرقابل للاشت

  

  ):   ١٦٣(     مثال

  ) ١) )٢َق (اوجد | س  – ٣| )= س(اذا كان ق

  :الحل 

  س  – ٣) = س ( فان ق  ١= عندما س 

  ٢س + س  ٦ – ٩= ٢) س  – ٣) = ( س ) ( ٢ق (

  س  ٢+  ٦ -) = س ) (٢ق (

   ٤ - =  ١×  ٢+  ٦ -) = ١) )٢َق (

  حقاً وھناك طریقة اخرى سنتعلمھا لا

 ------------------------------------------------  

  ):   ١٦٤(     مثال

 ٣) = ١(، وكان ھـ ١) = س (ھـ × )س(اذا كان ق

  )١(اوجد قیمة قَ  ٥)= ١(، ھـ َ

  :الحل 

  صفر)   = س (قَ × )س(ھـ ) + س (ھـ َ× )س(ق

  صفر)   =  ١(قَ × )١(ھـ ) +  ١(ھـ َ× )١(ق 

  صفر) =  ١( ق َ ×    ٣ +         ٥×  ؟ ؟ ؟  

                         ١             ١   
ــــ ) =  ١( لكن ق   ـــــــــــ= ــــــــــــــ

  ٣)            ١( ھـ                     
  ومنھا 

   ١  
  صفر) =  ١( ق َ ×    ٣+          ٥×  ــــــــ  

   ٣  
                          ٥        

  ــــ ـــــــــــ  )  =   ١( ق َ 
                         ٩  

 ------------------------------------------------  
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٧١

  

  

  

  

  ):   ١٦٥(     مثال

)  ٠( فبین أن قَ | س | + |  ٢ –س |)= س(إذا كان ق

   .غیر موجودة

  :الحل 

  |س | +   ٢ –س )= س(ق     ٠= عندما س 

                          

               ٢ -                     ٢ -س  ٢    
  )س ( ق         ---------------- ++++++++++    

                        ٠  

  متصل على ح 

   ٠> ، س            ٢                     
  ) = س ( ق 

  ٠< صفر       ، س                      
   ٠= عندما س 

   ٠) =  ٠(  - ،       ق َ         ٢) =  ٠(  +ق َ
  م. غ ) =  ٣( اذن ق َ 

 ------------------------------------------------  
  ):   ١٦٦(     مثال

، ١) = ٣(، وكان ق ٥) = س (ھـ × )س(اذا كان ق
   )٣(اوجد قیمة قَ  ٤)= ٣(ھـ َ

  :الحل 

  صفر)   = س (قَ × )س(ھـ ) + س (ھـ َ× )س(ق
  صفر)   =  ٣(قَ × )٣(ھـ + )  ٣(ھـ َ× )٣(ق 

  صفر) =  ٣( ق َ × ؟ ؟ ؟   +          ٤×    ١   
                         ٥               ٥   

ــــ ) =  ٣( ھـ  لكن   ٥= ـــــــــــ = ــــــــــــــ
  ١)            ٣( ق                     

  ومنھا 
  صفر) =  ٣( ق َ ×    ٥+          ٤×    ١

                          ٤        
  ــــ ـــــــــــ  )  =   ٣( ق َ 

                         ٥  
 ------------------------------------------------  

  

  

  

  

  ):   ١٦٧(     مثال
  ) ٢( اوجد  قَ | س ٣ – ٢|)= س(إذا كان ق

  :الحل 

   ٢ -س  ٣) = س ( تكون ق     ٢= عندما س 

   ٣) =  س( ق َ

   ٣) =  ٢( ق َ

 -----------------------------------------------  
  ):   ١٦٨(     مثال

  اوجد ٢)= ٤(، قً  ١ - )= ٤(، قَ  ٥)= ٤(اذا كان ق
  ق                        

  ) =   ٤) َ ( ـــــــــــ (  
  قَ                                  
  :الحل 

  )٤(قً × )٤(ق –) ٤(قَ × )٤(قَ   ق                      
ـــــــــ) =   ٤) َ ( ـــــــــــ (     ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  ٢)) ٤( قَ (  قَ                                   
                             ) -٢( ×)٥( –) ١-(×)١ (  

ـــــــ ـــــــــــــــــــــــ=                           ٩- = ــــــــــــــــ
                                     )- ٢)  ١  

 ------------------------------------------------  
  ):   ١٦٩(     مثال

  | ٩ –س  ٢|  -|س  ٣| ) = س(اذا كان ق
  ) ١(  ◌َ اوجد ق 

  :الحل 

  س  ٣= | س  ٣| ←  ١= عندما س 
  س ٢ – ٩=  |  ٩ –س  ٢| ←  ١= عندما س 

  )  س ٢ - ٩( - )س  ٣() =  س(ق ومنھا  

    ٩ -س  ٥) =  س(ق  

     ٥) =  ١( قَ  ←  ٥) = س ( قَ 
 -------------------------------------------------  
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٧٢

  
  
  
  
  
  

  ):   ١٧٠(     مثال
  ] ١+ س  ٢[                              

ــــــــ) = س ( اذا كان   ھـ    ـــــــــــــــــ
  ) س ( ل                     

    ١                        ١  
  ١ -) = ــــــــ ( ، ھـ َ   ٢) = ــــــــ ( وكان ھـ 

   ٣                        ٣  
              ١  

  ) ـــــــ ( اوجد لَ 
              ٣  

  ١:          الحل 
  ١] =  ١+ س  ٢[ـــــــــــ     یكون  = عندما س 

                  ٣  
                                  ١  

  ــــــــــــــــــ) = س ( ھـ             
  ) س ( ل                  

  
                                       ١  

ــــ) = س ( ومنھا       ل       ــــــ   ــــــــ
  )س ( ھـ                        

                          ١            ١  
  ــــــــــــــ) = ــــــ ( ومنھا       ل      

             ٢             ٣  
  ) س ( لَ ×  ١-                               

  ـــــــــــــــــــــــــــ) = س ( ھـ َ            
   ٢) ) س ( ل(                    

         ١                 ١                      ١  
  ٢) ) ـــــــــ ( ل(  ×)ــــــــــ ( ــــ ھـ َ) = ـــــــــ ( ل َ◌َ  

            ٣                  ٣                     ٣     
        ١                 ١  

  ــــــــــــــ  ) =   ـــــــــ ( ل َ◌َ  
           ٤                ٣        

حلول تدریبات وتمارین ومسائل 
  الاشـــــــــتقاق الــــــــــضمني

  
  ١٤١ص  ١ت 
١  (  

  ٠= ص صَ  ٤ –س  ٨
  س ٨             

  ــــــــــــــــ= صَ   
  ص ٤           

  
  
٢  (           
  ٣× ص + س صَ  ٣= صَ  ٢ص  ٣+  ٢س  ٣  
   ٢س  ٣ - ص ٣= س صَ  ٣ - صَ  ٢ص  ٣  

  ٢س  ٣ -ص ٣           
ـــــــــــ= صَ      ــــــــــــــ

  س  ٣ - ٢ص٣           
٣ (  
  جتا ص صَ = س  ٢

  س  ٢            
  ـــــــــــــــ= صَ   

  جتا ص            
  

  ١٤٤ص :  ٢ت 
١  (  

  صَ  
  ٠= جتا س  -ـــــــــــــــ  

  ص    
  

  ص  جتا س    =    صَ 
٢  (  

  س١٠                 
  صَ    ٢ص٣× ١+  ٢س ٥+  ــــــــــــــــــــ ×٣ص= صَ 

        ١+  ٢س ٥   ٢       
  

  ١٤٥ص :  ٣ت 
  

 )٢/،  ٠(  س        ص = جا ص  

  اثبت ان

  ١د ص                   
  ــــــــــــــــــــــ= ـــــــــــــــــ 

          ٢س  – ١س             د   
  :الحل 

   ١= جتا ص صَ 

  ١د ص                   
  قا ص= ــــــــــــــــــــــ = ـــــــــــــــــ 

  د س            جتا ص               
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٧٣

  ١= ص  ٢جتا + ص  ٢لكن جا 

  ١= ص  ٢جتا +  ٢س        

   ٢س    -  ١=    جتا  ص       

  

  ١             د ص           
  ــــــــــــــــــــــ = ـــــــــــــــــ 

         ٢س  – ١د س                    
  

  ١٤٥ص  ٤ت 
  ن            ٢جتا = ن  ،   ص ٢جا = اذا كان س 

  ص ٢د                               
  ٤/=اوجد  ـــــــــــــ عندما ن                       

  ٢د س                                
  : : الحل

  د س   
  ن ٢جتا  ٢= ـــــــــــ  

  دن    
  د ص   

  ن  ٢جا ٢ -=  ـــــــــــ  
  دن    

  د ص        د ص           د ن
ــــــ = ــــــــــــ    ـــــــــــــــ× ــــــــ

  د س         د ن           د س 
  
  ١                         د ص      

  ـــــــــــــــ× ن  ٢جا  ٢ - = ــــــــــــ 
  ن   ٢جتا٢د س                             

  
  س  -ن         ٢جا   -د ص      

  ـــــــــــــ  = ـــــــــــــــــــ = ـــــــــــ 
  ن          ص ٢د س         جتا 
  صَ × س) +  ١  -( ص       ص  ٢د

  ــــــــــــــــــــــــــــــــ  = ـــــــــــ 
  ٢)ص (               ٢د س 
  ص/ ٢س –ص  - ص        ٢د

  ــــــــــــــــــــــــــــــــ  = ـــــــــــ 
  ٢)ص (               ٢د س 
  
  

  

  

  

  

  

  

 ---------------------------------------------------  
  ١٤٦تمارین ومسائل  ص 

 --------------------------------------------------  
  :  ١س
  د ص               

  أوجد     ــــــــــــــ   للعلاقات التالیة
  د س              

 ١٠=  ٢ص +  ٢س )  أ

  :  :الحل

 ٠= ص صَ  ٢+ س  ١٦    

  س  ٨س        ١٦ -          
ــ = صَ      ــــــــــ= ــــــــــــــ

  ص         ص ٢             
  )ب

  س ١٠+  ٢س٣د ص             
  ـــــــــــــــــــــــــــــــ= ـــــــــــــــــ 

  ٢س ٥+ ٣س     ٢د س             
  ص ٢ظا ص قا= أو     صً 

  ) جـ 

 س ص  ٦=  ٣ص – ٣س

  :  :الحل       

  ص  ٦+س صَ  ٦= ص َ ٢ص ٣-٢س ٣     

   ٢س  ٣+ ص ٦-=  )س ٦+ ٢ص ٣( ص َ         

  ص  ٦ -  ٢س  ٣           
ــــــــــــ = صَ     ــــــ   ــــــــ

  س ٦+ ٢ص ٣            
 س) =  ٢ص ٢س(جا ) د 

 :الحل 

  ١)=  ٢ص ٢س(جتا)س٢×٢ص+ص صَ ٢×٢س(
  ١)=  ٢ص ٢س(جتا٢س ص٢)+ ٢ص ٢س(ص صَ جتا٢س٢

   ) ٢ص ٢س(جتا٢س ص٢ -  ١            
ـــ= صَ     ــــــ   ــــــــــــــــــــــــــ ــــــــ
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٧٤

   ) ٢ص ٢س(ص جتا٢س٢              
  
  
  
  
  

  ) ھـ 

  ) ١)(س(–) ١)( ١+ س (                   
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــ = ص  صَ ٢   ــــــــ

  ٢) ١+ س (                           
                  ١   

ــــــــــــ= صَ  ـــ ــــــــــــــ   ـــــــــــــ
  ٢) ١+ س ( ص  ٢            

  اوجد صً لكل ممایلي:  ٢س 

  ) أ  

 ٠= صَ ص  ٨ -  س  ٦        

  س ٣س          ٦            
  ــــــــــــــ = ـــــــــــــــ  = صَ 

  ص ٤ص        ٨            
  صَ       ٤× س  ٣ -  ٣× ص ٤          

ــــ= صً    ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
          ٢ص ١٦                    

  صَ      ×  س  ١٢ -ص    ١٢         
ــــــــــ=      ــــــ ـــــــــــــــــــ ــــــ   ــــــــ

          ٢ص ١٦                    
  ص    / ٢س ٩ - ص    ١٢        

ــــــــــــــــ=      ــــــــــــــــــــــــ ــــــ   ـــ
          ٢ص ١٦                    

      ٢س ٩ -   ٢ص ١٢         
ــ=      ـــــــــــــــــــ ــــــ   ــــــــ

        ٣ص ١٦                    

  ) ب 

  ٠= ٢س٣×٣ص+صَ  ٢ص٣×٣س

  ص -      ٣ص ٢س٣ -             
  ــ ـــــــــــ= ــــــــــــــــــــــ = صَ    

  س        ٢ص ٣س٣              
        ١× ص - -صَ   -×س          

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــ= صً    ــــــــــــــ
          ٢س                    

  ص ٢ص        + س   /ص -- × س  -          
ـــــــــــــــــــــــــــــــــــ = صً    ــــــــــ= ــــــــــــــ

     ٢س                            ٢س                    
  
  
  
  
  

  صَ = جتاص + جاص صَ  -×س ) جـ 
  جتاص ) =  ١+ س جاص ( صَ           

  جتاص                     
ـــــــــــــ= صَ     ــــــ   ــــــــ

    ١+ س جاص               
  )جاص+صَ  س جتاص)(جتاص( -)جاص صَ  -)(١+س جاص(     
ــــــــــــــــ= صً     ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   ــــــــــــــ

  ٢)  ١+ س جاص (                
  )د 

  صَ     
   ٠= جتا س  - ـــــــــــــــــــ   

  ص   ٢
  

  ص  جتا س    ٢= صَ 

  صَ                                                  
  جتا س ــــــــــــــ ٢+ ص  جـاس    ٢ -= ً◌  ص

  ص    ٢                                                
  

  ص  جتا س    ٢                                           
  جتا س ــــــــــــــــــــــــ ٢+ ص جـاس   ٢ -= ص ً 

  ص    ٢                                           
       

  س  ٢جتا ٢+ ص جـاس   ٢ -= ص ً 
 -----------------------------------------------  

  : ٣س 
 )٢/،   ١(عند ٢=جا ص+س ص٢) أ 

  :الحل  

  ٠= جتا ص صَ +ص  ٢+صَ × س ٢   

   ٠= صَ ) ٢/(جتا  ++ صَ  ٢
          -   

  ــــــــــــــ= صَ 
             ٢  

  
 )  ٣- ،  ٢(عند  ٠=  ١ -٣ص –ص٢س –٣س٢) ب 

  :الحل  
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٧٥

  ٠=ص َ ٢ص٣)+ س ص٢+ صَ × ٢س(  – ٢س٦
  ٠=ص ٢٧َ) + ١٢ - صَ × ٤(  – ٢٤
  ٠=ص ٢٧َ+ ١٢+ صَ × ٤– ٢٤
   ٣٦/٢٣= صَ   ٠= صَ  ٢٣– ٣٦

  

  ) جـ 

    ٣              ١   
  )٦، ٢( عند    ٠= ــــــــــــــ  +   ــــــــــــ  

  س               ص   

  : الحل 

  صَ  ٣-            ١-   
    ٠= ــــــــــــــــ  +   ــــــــــــ  

  ٢ص             ٢س   

  صَ  ٣            ١-   
    ٠= ــــــــــــــــ     -ــــــــــــ  

    ٣٦            ٤  

  ٣ -= ومنھا ص َ    ٠  = صَ  ١٢ - ٣٦ -       
 جد النقطة على المنحنى العلاقة    : ٤س 
  ٢- = التي تحقق العلاقة صَ  ٣= ص  +    س         

  :  :الحل
  صَ           ١            

  ٠=  ـــــــــــ   + ــــــــــــ 
  ص    ٢س        ٢

              ١          ١  
  ـــــــــــ   = ــــــــــــ 

  س           ص   ٢
  

  ص=      س      ٢
   ٣= س    ٢+ س 

 
  ٤=، ص  ١= ومنھا س   ٣= س      ٣         
  :  ٥س 
   ٥ –س  ٢  ٣=  ص  

                       ٢  
  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ= صَ   

  ٢) ٥ –س  ٢(     ٣            
  :  ٦س 

  ص ٢ظا ص قا= س اثبت ان صً = جا ص 
  :الحل 

   ١= جتاص صَ 
  ٠= جا ص ص َ  -× صَ + جتا ص صً 

  جا ص    ٢) صَ (             

ــ  =  ص ً   ـــــــــــــــــــــــــــــــــ
  جتا ص                             

  ظا  ص    ٢) صَ =   (  ص ً
  ظا  ص    ٢) قا ص =   (  ص ً
  ص ٢ظا ص قا= صً 

  
  :  ٧س 

  =ص٢جا+ص صَ ٢س جتا٢ 
  ص صَ ٢جتا+ ص صَ ٢ص جا٢-                    

  /جتا  ٢  َجتا + صفر = صفر + ص  َص  
   -/٠= صَ    ومنھا صَ   -= صَ   ٢  
  

  : ٨س 
  جا س اثبت ان  = اذا كان ص س 

صفر ویمكن ان = س ص + صَ  ٢+ س صً  
  یكون السؤال على صورة                          

  جا س                               
ــــ= اذا كان ص               ٠ ≠ــ ، س ــــــــ

 س                                
  :الحل 

  نستطیع ضرب تبادلي  ٠ ≠س     انتبھ عندما

  جا س = س ص 

  جتا س = ص + س صَ 

  جاس  -= صَ + صَ  + س صً 

  جاس  - = صَ    ٢+ س صً 

  س ص - = صَ    ٢+ س صً 

  ٠= س ص + صَ  ٢+ س صً 

  :  ٩س

  اذا كان
  ص ٢د                                             سد  

ــــــــــــ اوجد ، ن٢+  ٣ن= ص،  ن ٤= ــــــــــ    ـ
 ٢د س                                            د ن    

  ١= ن                                                           
  :الحل 

  د ص                  
                        ٢+  ٢ن ٣= ــــــــــ 

  د ن                             
  د ص        د ص          د ن                

  ـــــــــــــــ × ــــــــــــــ = ــــــــــــ 
  د س         د ن           د س     
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٧٦

                        ٢+  ٢ن ٣د ص          
ـــــــ= ــــــــــــ  ــــــ   ـــ ــــــــ

  ن  ٤د س             
                                         ١)         ٤)(٢+  ٢ن٣( –)ن٦)(ن ٤(ص      ٢د

ــــــــــــــــ = ــــــــــــ  ـــــــــــــــــــ ــــــ   ـــــــــــ= ــــــــ
  ١٦                  ٣)ن   ٤(                          ٢د س

 ---------- -----------------------------------------  
  ١٤٧مراجعة   ص 

 --------------------------------------------------
ظا س فاثبت ان متوسط التغیر ) = س ( اذا كان ق

  للاقتران ق یساوي 
  س ظا ھـ  ٢قا         

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ      
  ) ظا ھـ  ظا س – ١( ھـ      

  ھـ+  ١الى س ١اذا تغیرت س من س 
  

  :الحل 
  ) ١س(ق  –) ھـ+  ١س(ق          ق ∆      
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ = ـــــــــ       
          ھـ                      س ∆     
  ١س ظا  –) ھـ+  ١س(ظا           ق ∆      
  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ـ= ـــــــــ       
          ھـ                      س ∆     

  
  ظا ھـ+  ١ظا س                         

ـــــ  ـــ ظا س                        ١ـــــــــــــــــــــــــــــ
   ظا ھـ     ١س ظا – ١           ق ∆      
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــ= ـــــــــ       
          ھـ                      س ∆     

  
   ظا ھـ     ١س ٢ظا + ١ظا س ظا ھـ ـــ+ ١ظا س            
ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ              ـــــــــــــــــــــــــــــ

   ظا ھـ     ١س ظا – ١           ق ∆      
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ = ـــــــــ       
             ھـ                      س ∆     

  
    ظا ھـ     ١س ٢ظا +ظا ھـ            ق ∆

ـــــــــــــــ = ـــــــــ   ــــــ ـــــــــــــــــــــــــ   ــــــــ
          )    ظا ھـ  ١س ظا – ١( ھـ          س ∆
    )     ١س ٢ظا +١( ظا ھـ              ق ∆

ـــــــــــــــ = ـــــــــ   ــــــ ـــــــــــــــــــــــــ   ــــــــ
          )    ظا ھـ  ١س ظا – ١( ھـ          س ∆
        ١س ٢ظا ھـ قا             ق ∆

ـــــــ ـــــــــــ= ـــــــــ   ــــــ   ــــــــــــــــــــــ

          )    ظا ھـ  ١س ظا – ١( ھـ       س ∆
 ---------------------------------------------------   

  س  جد  ٣جا ) = س ( إذا كان ق ) أ :  ٢س 
  باستخدام تعریف المشتقة)  ٣/( قَ              
  )س  ( ق  –) ع ( ق                                      

 نھــــــــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ    ) = س ( قَ   
     س  -س             ع   ←ع                 

  جا   –ع   ٣جا                      
 ــــــــــ    نھــــــــــــا  ــــــــــــــــــــــ= 
                                                     -ع                 ←ع   

  ٠  –ع   ٣جا                      
 نھــــــــــــا  ــــــــــــــــــــــــــــــــ    = 
                                                     -ع                 ←ع   

  )+  ص (  ٣جا                      
 ـــــــــا  ــــــــــــــــــــــــــــــــ    نھـــ= 
  ص            ٠  ←ص   

  )٣+  ص ٣( جا                      
 نھــــــــــــا  ــــــــــــــــــــــــــــــــ    = 
  ص            ٠  ←ص   

  ٣ص جا٣جتا  + ٣ص جتا٣جا                
 نھـــــــــا  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ    = 
  ص                 ٠  ←ص   

  ص ٣جا  -                   
  ٣ -= نھـــــــــا  ــــــــــــــــــ = 
  ص        ٠  ←ص   
  )                           ب 
  ١  ≤س ≤ ٠،     ٢+س  ٢-  ٢س                     

  ) = س ( ق 
  ٣ ≤س <  ١س        ، ٣+]س[                    

  
      ٢+س  ٢-  ٢س         س        ٣+]س[      

  
 ٠                              ١                                  ٣     

      ٢+ س ٢-  ٢س     س     ٣+  ١س     ٣+  ٢ 
  

 ٠                              ١               ٢                ٣                                               
  ١< س<  ٠،  ٢-س  ٢                    

  ٢< س<  ١،          ٣) =      س ( قَ 
  ٣< س <   ٢،           ٣                    

  غیر قابل اطراف فترة  ٣،  ٠= عند س 
  ) ١( قَ  ≠)   ١( غیر قابل لان قَ  ١= عند س 

                                                + -    
  غیر متصلغیر قابل لان  ٢= عند س 
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  :  ٣س 
 س ظا س = اذا علمت ان   ص) أ  

  س ٢قا  ٢= س  ٢ص قا  ٢ –اثبت ان  صً 

  :الحل 

  ا س ظ+ س  ٢س قا = صَ 

  س ٢قا+ س٢قا)+ قا س قا س ظا س٢(س= صً 

  س  ٢قا٢+ س ظا س ٢س قا ٢=  صً 

  س  ٢قا٢= س   ٢ص قا ٢  -صً 

 ١|  <  س | :   س        = جتا ص ) ب

  اثبت ان

  ١  -د ص              
ــــــــ= ــــــــــــ    ]٢/،  ٠[ ص  ــــــــــــــ

          ٢س  – ١د س             
  :الحل 

   ١= جا ص صَ  -

  ١ - د ص                 
  ــــــــــــــــــــــ = ـــــــــــــــــ 

  د س            جا ص               
  ١= ص  ٢جا + ص  ٢لكن جتا 

  ١= ص  ٢جا +  ٢س        

   ٢س    -  ١=    جا  ص       

  ١            د ص            
  ــــــــــــــــــــــ = ـــــــــــــــــ 

         ٢س  – ١د س                    
 

  اذا كان:  ٤س 
  د ص                                         سد  

  ١/٣ –ن  ٢= ،   ــــــــــــ  ٢ -ن  = ــــــــــ 
                                                                            د ن                                    د ن    
  د ص        د ص          د ن                

ــــــ = ــــــــــــ    ـــــــــــــــ × ــــــــ

  د س         د ن           د س     
  ١/٣ –ن  ٢د ص          

  ـــــــــ ـــــــــــــــ= ــــــــــــ 
  ٢ –ن د س             

  
  

)                                          ١)( ١/٣ –ن  ٢( –)  ٢)(٢ –ن (ص      ٢د
ـــــــــــــــــــ= ــــــــــــ  ــــــ   ـــــــــــــــــــــــــــــــــ

  ٣)٢ –ن (                         ٢د س
  
  )١/٣ – ١٢( –)  ٨ (ص      ٢د

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــ= |ــــــــــــ 
  ٣)٤ (              ٦=ن ٢د س

  :  ٥س 
  ) س  –٢س٢(ق=  ٣، ص) س ( ق=  لیكن ص 

، اوجد صَ  ٤- = )٦(، ق ٤) =  ٦( وكان قَ 
  ٢= عندما س 

  :  :الحل
  ) ١ –س  ٤( )س  –٢س٢(ق َ= َ◌ ص  ٢ص ٣  
  
  )١–س٤()س –٢س٢(ق َ= َ◌ ص  ٢))س –٢س٢(ق(  ٣ ٣ 
  )١–س٤()س –٢س٢(ق َ= َ◌ ص  ٢))٦(ق(  ٣ ٣ 
  ) ٧( ) ٦(ق َ= َ◌ ص  )٢( ٣ 
  ) ٧(  ٤= َ◌ ص  ٦        

  ٦/  ٢٨= َ◌ ص            
  :  ٦س 

  اقتران قابل للاشتقاق عند ) س ( اذا كان ھـ 
   ٢) =  ٢ -( ، ھـ َ  ١) =  ٢ -( ، ھـ  ٢ -= س 

  في كل مما یلي)  ٢ - ( فجد قَ 
  

 ) س ( ھـ ×  ١+  ٢س ) =    س( ق  )٤
  س٢                                                       

  ـــــــــــــــ ×)س(ھـ)+ س(ھـَ × ١+  ٢س ) =   س ( قَ  
        ١+ ٢س                                                     

                                                  - ٤  
  ـــــــــــــــ ×) ١)+ ( ٢(×  ١+  ٤) =      ٢- ( قَ  

                                                    ١+ ٤        
                           ٤  

  ـــــــــــــ  -   ٥   ٢) =  ٢- ( قَ  
                           ٥                           

  س  – ٢س                         
ــــــــــــــ) = س ( ق  )٥ ــــــ   ــــــــ

  )س (  ٢ھـ                          
  )س(ھـَ )س(ھـ٢×)س –٢س(-)١–س٢)(س(٢ھـ      

ــــــــــــــــــــــــــ)= س(قَ    ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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  )س (  ٤ھـ                          
          )٢)(١)(٢(× )٦( - )٥-()١(  

ــــــــــــــــ )= ٢-(قَ  ـــــــــــــــــــ ــــــ   ٢٩-= ــــــــ
                     )١ (  

  
  

  )س ( ھـ                                          
ـــــــــــــــــــ - ) س ( ھـ ) = س ( ق   )٦   ــــ

  س                                            
  )س ( ھـ  -)س ( س ھـَ                                   

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ -) س ( ھـَ ) = س ( قَ  
  ٢س                                            

  ) ٢-( ھـ  - ) ٢-( ھـَ  ٢-                                  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ - )  ٢- ( ھـَ ) =  ٢- ( قَ  

                                            )-٢)٢  
  ) ٢-( ھـ  - ) ٢-( ھـَ  ٢-                                  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ - )  ٢- ( ھـَ ) =  ٢- ( قَ  
                                            )-٢)٢  

                                  -١(  -) ٢(   ٢ (  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ -)  ٢) =  (  ٢- ( قَ  

                     ٤                 ١  
  ٣ـــــــــــــ =              

                     ٤  
  ))س ( ھـ  ( ظا ) = س ( ق )  ٤
  
  ))س ( ھـ  (  ٢قا) س ( ھـ َ ) =س ( قَ    
  )) ٢-( ھـ  (  ٢قا)  ٢- ( ھـ َ ) = ٢-( قَ    
   ٢) =١) (  ٢( ) = ٢-( قَ    

  :  ٧س 

 ٣/=) ١(، ھـ ) ص(جاھـ ) = ص(لیكن ق 

  اوجد  ٣) =  ١( صفر ، ھـ ً ) =  ١( ھـ َ       

  علماً بان ق، قً قابلان للاشتقاق )  ١( قً        

  :  :الحل

  ) ص ( ھـ َ  ) ص ( ھـ جتا ) =  ص ( قَ   

  )ص( ھـَ )ص(جاھـ)(ص(ھـ َ )+ ص(ھـ ً )ص(ھـجتا)= ص(قً   

  )١( ھـَ )١(جاھـ)(١(ھـ َ )+ ١(ھـ ً )١(ھـجتا)= ١(قً   

  )١( ھـَ )١(جاھـ)( ٠+ ( ٣/جتا٣)= ١(قً   

  ٣/٢)= ١(قً    ومنھا  صفر+ ٣/جتا٣)= ١(قً   

  :  ٨س 

  ٢س ٣) = س( ھـ  ،س٢ + ٣س)= س(إذا كان ق. 

  ) ١) َ(ھـ  ٥قَ  (   - ١اوجد قیمة  

   ) ١) )ًھـ ٥قَ  (   - ٢               

  

  : الحل 
   ٦)=س()٣(س، ق٦)=س(، قً ٢ + ٢س٣)= س(قَ 
  ٦) = س ( س     ، ھـً ٦) = س( ھـ َ 

 )١(ھـَ ×))١(ھـ(قً = )١) َ(ھـ  ٥قَ  ( .٥
  ١٠٨=٦×١٨=٦×)٣( قً =                          

  )) ١َ(ھـَ ×))١(ھـ(قً   = ()١) )ًھـ ٥قَ  (   -  ٢
  )١(ھـَ ))١(ھـ()٣(ق×)١(ھـَ )+١(ھـً ))١(ھـ(قً = 
  )١(ھـَ )٣()٣(ق×)١(ھـَ )+١(ھـً )٣(قً = 
 =٣٢٤= ٢١٦+  ١٠٨= ٦×٦×٦+٦×١٨  

 ---------------------------------------------------  
  ١٤٩ص    الاختبار الذاتي

 --------------------------------------------------  
  : ١س
١٠  ٩  ٨  ٧  ٦  ٥  ٤  ٣  ٢  ١  
  جـ  ب  د  أ  جـ  د  د  جـ  أ  جـ
  ٢س

   ٢< ،  س        ب س   +  ٣ أ س               

  ) = س ( ق
   ٢ ≥، س  ١٢ -ب س  ٩+  ٢أ س                   

  موجودة )  ٢( اوجد قیمة أ ، ب التي تجعل قَ 
  فان  ٢= بما ان ق قابل للاشتقاق عند س

  )  ٢( ق ) =س( نھا ق  ←متصل                       
  ٢ ←س                                     

  )  ٢( قَ ) =  ٢( ق َ                       
                                    + -    

  ب س            + ٣أ سنھـــا= ١٢-ب س٩+ ٢أ سنھــــــا 
  ٢ ←س                          ٢ ←س

   ب٢+ أ  ٨= ١٢-ب ١٨+ أ ٤  
  )١...................( ١٢- = ب  ١٦- أ ٤←

  )  ٢( قَ ) =  ٢( ق َ     لكن
                      +-    

   |ب+  ٢أس٣=|ب٩+أس ٢         
  ٢=س          ٢=س                
  ب+ أ ١٢= ب ٩+أ  ٤
  )٢...................(   ٠= ب  ٨ -أ  ٨

  )٢(، ) ١(من 
    ١٢- = ب  ١٦- أ ٤  ←

  )     ٠=  ب  ٨ - أ  ٨( ٢ -
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  )١...................( ١٢- = ب  ١٦-أ ٤        
  )٢...................(  ٠=  ب  ١٦+ أ  ١٦ -
  ١= ومنھا أ  ١٢-= أ  ١٢-

  ١= ینتج ب ) ٢( وبالتعویض في 
  
  

  جد ص َ : ٣س 
  س                                        

 ـــــــــــــ    - س  ٣ – ٢س =    ص .١
  س  - ١                                       

 ١) + ظا س (  ٣قا = ص .٢
  : الحل 

١ .  
  ) ١-)(س( –) س  - ١(        ٣ –س  ٢             
  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــ -ـــــــــــــــــــــــــــــــ = صَ  
  ٢)س  - ١(           س ٣ – ٢س    ٢       

   ١              ٣ –س  ٢             
  ـــــــــــــــــ -ـــــــــــــــــــــــــــــــ = صَ  

  ٢)س  - ١(س     ٣ – ٢س    ٢       
  
  س ٢قا)ظاس(ظا)ظاس(قا)ظاس(٢قا٣=صَ . ٢
 
  : ٤س  

    ١+ م  ٢ – ٢م  ٣=  اذا كان ص ) أ 
   ٣+ س  ٢= م                

  اوجد        د ص
  صفر = ندما س ع  ـــــــــــــ            

  د س              
  :الحل 
  د ص              

  ٢ -م ٦=   ـــــــــــــ            
  د م               

  مد                
  ٢=    ـــــــــــــ            

  دس               
  ص           د م د          د ص              

ـــ ـ=   ـــــــــــــ             ــــــ   ـــــــــــــ× ـــــــ
  د س          د م             د س               

             د ص              
  ٤ - م  ١٢)=٢(×) ٢ –م ٦= (  ـــــــــــــ            

  د س                          
  
  
  

  
  
  
  
  

  
  جا س  ٣+  ٤=   اذا كان ص ) ب  

  اثبت ان         
   ٤=  ٢ص +  ٢) ص َ (  ٢+  ص صً◌َ ٢

  :الحل 
  جا س ٣+  ٤=    ٢ص
  جتا س ٣= ص صَ ٢
  جا س ٣ - = صَ صَ  ٢+ ص صً  ٢
  ) ٤ – ٢ص(    - =   ٢) صَ (  ٢+ ص صً  ٢
  ٤=  ٢ص+    ٢)صَ (  ٢+ ص صً  ٢
  
  ) ١،  ٢/(اوجد صَ عند ) س ص ( جا = ص) جـ 

  :الحل 
  )س ص  (جتا ) ١×ص + س صَ = (صَ 
  
  )س ص ( جتا ) ص+ س صَ = (   

  ) ١،  ٢/(عند 
   ) =/(جتا ) ١+ صَ  ٢/صفر) = ٢  
 
)   ٣س(٢ق= اذا كان ق قابلاً للاشتقاق  وكان ص) د 

   ١٠٠=، صَ   ١)=  ٨( علماً بان ق)  ٨( ، اوجد  قَ 

  ٢= س                                                    

  :الحل 

   ٢س  ٣× )  ٣س ( قَ × )  ٣س ( ق ٢= ص َ 

  ١٢× )  ٨( قَ × )  ٨( ق ٢=       

  ١٢× )  ٨( قَ × )  ٨( ق ٢=       

   ١٢× )  ٨( قَ ×  ١×  ٢= ١٠٠

   ١٠٠/٢٤) =   ٨( قَ  

   
  

   
  

  
  
  

http://www.facebook.com/na


  

 ) ٠٧٨٨٢٤١٧٢٤(للاستفسار ت 
  ثانویة اربد

  لمزید من الاسئلة المقترحة على كل وحدة ومتابعة كل ما ھو جدید  تابعونا على  
  sser.theynathttp://www.facebook.com/naصفحة الاستاذ ناصر الذینات وعلى نفس الموقع بالاضافة 

٨٠

  

http://www.facebook.com/na

