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رقم                 الوحدة فهرس
 الصفحة

 2 الفصل الأول : التكامل

 2 أولا : التكامل غير المحدود
 8 ثانيا : التكامل المحدود

 11 ثالثا : خصائص التكامل المحدود
 17 رابعا : التكامل بالتعويض

 23 الفصل الثاني : تطبيقات التكامل
 23 أولا : تطبيقات هندسية
 26 ثانيا : تطبيقات فيزيائية

 29 ثالثا : المساحة
 36 الفصل الثالث : الاقترانان اللوغاريتمي الطبيعي والأسي الطبيعي وتطبيقاتهما

 36 أولا : الاقترانان اللوغاريتمي الطبيعي والأسي الطبيعي
 42 ثانيا : النمو والاضمحلال

 دبيالرياضيات التوجيهي الأ

إجابات أسئلة وتدريبات وحدة 
 التكامل وتطبيقاته

 : إلمعلمة سلسبيل إلخطيب إ عدإد
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 الـفـصــل الأول : الـتـكـامــل

 ـتـكـامــل غــيــر الـمـحـدودال : أولا 
 

 161ة ـحـفـ( ص1<< تـدريـب )

 1-إذا كان ص =                       د س  ،   فجد               عندما س = 

 

 ل : ـحـال

 ،، نقوم باشتقاق الطرفين
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 163حة ـفـ( ص2<< تـدريـب )
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 أولا التكامـل غيـر المـحدود
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 164حة ـفـ( ص3<< تـدريـب )

 جد كلا من التكاملين الآتيين :

س3)(   1
2

س3)=       د س (          – 
2

س3)=       د س (          – 
2

 س    ( د س    6   – 

 

= س 
3

+ جـ  = س               6 – 
3
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2
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2
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 165حة ـفـ( ص4<< تـدريـب )

 كلا من التكاملات الآتية : جد

(3س + 2)(   1
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 هنا نفك القوس أولا ..تذكر 
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  4-  ≠د س  ،  س                     (   4

 

=                                             د س =   )س د س                         
2

 ( دس16س + 4 – 

 

س 2  -=           س + جـ 16  +         4  – =           
2
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 165( صـفـحة 5<< تـدريـب )

س3جد قاعدة الاقتران ق الذي تعطى مشتقته بالقاعدة ق )س( = 
2

 7( = 0)، علما بأن ق  5س + 6 – 

 الـحـل : 

س3)   ق )س( د س =     ق )س( =
2

(  د س = س5س + 6 – 
3
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2
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  7==<     جـ =        7( + جـ = 0) 5+  

س=  ق )س( ⸫
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س  – 2جـ(    )
2
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 : جد كلا مما يأتي( 2

س10)أ(    
2

قا 3 +               -  
2

س10)=     س س( د
2

قا 3س    +     - 
2

    س س( د

 

 ظا س  +  جـ 3+                -ظا س  +  جـ  =              3+                 -=                 

 

س4 – 2س +  8)=     ( د س1س + 4س( ) – 2)ب(   
2

  س( د س – 

  

س4 – 2س +  7)       
2

 + جـ             –س 2( د س  =             +  

 

  جا س د س  3  جتا س  د س  =×               3     ظا س  جتا س د س = 3جـ(    

 

 جـ  + س  جتا 3-=     جتاس + جـ  -×  3 = 

    2-  ≠د س     ،   س                            د( 

 

 س + جـ4( د س =         + 4د س  =   )س +                               د س =                              

 

  0 ≠د س  ، س  ،  حيثُ ص =                       5جد             عندما س =  (3

 ل : ـحـال

 ،، نقوم باشتقاق الطرفين

 د س                    )مشتقة التكامل تعطي ما داخل التكامل( ، إذن:           =            =                  
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س8  -س  6إذا كان ق اقترانا قابلا للاشتقاق  ،  وكان  ق )س(  =   (4
3

  2( = 1-ان  ق )،  وك  5+    

 ، فجد قاعدة الاقتران ق .

 الـحـل : 

س 8 – س6)   ق )س( د س =     ق )س( =
3

س3(  د س = 5+  
2

س 2 – 
4

 س + جـ5+  

(1-) 3( = 1-ق )
2

  - 2 (-1)
4

   2( + جـ = 1-)5+  

 6==<    جـ  =        2+  جـ  =    4-==<         2+  جـ  =    5  -  2  -  3    

س3=  (ق )س ⸫
2

س 2 – 
4

 6س + 5+  

 

س6إذا كان   ع )س( د س =  (5
3

س 3 – 
2

 ( .1،   فجد  ع )   5 –س 6+  

 الـحـل :

 نقوم باشتقاق الطرفين ،، 

س6ع )س( د س = )               
3

س 3 – 
2

 (    5 –س 6+  

 

س18ع )س( =     
2

(1) 18( = 1ع ) ==<     6س + 6 – 
2

  18 ( =1) <  ع==  6( + 1) 6 – 

 

 (.1،  فجد قيمة ق)  4( = 2ق )، وكان  5 –س 2إذا كان ق اقترانا قابلا للاشتقاق ، وكان ق )س( =  (6

 الـحـل :

( د س  = س5 –س 2ق )س( د س  =   )   ق )س( = 
2

 س + جـ 5 – 

(2( = )2ق )
2

 10==<     جـ =     4+ جـ  =   10 – 4==<         4( + جـ = 2) 5 – 

)س( = س ق ⸫
2

(1( = )1==<   ق)    10س + 5 – 
2

 6( = 1==<   ق )  10( + 1) 5 – 

 

س4س( + 5 – 6س )3إذا كان ق اقترانا قابلا للاشتقاق ، وكان ق )س( = ( 7
3

،   1-( = 2،  وكان ق )  

 (.1فجد قيمة ق )

 الـحـل :
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س15 –س 18)     ق )س( =    ق )س( د س  =
2

س4+  
3

س9( د س = 
2

س 5 – 
3

+ س 
4

 + جـ 

(2)9( = 2ق )
2

– 5 (2)
3

 ( +2)
4

  13-==< جـ =   1-+ جـ =   16+  40 - 36==<    1-+ جـ =  

س9ق )س( =  ⸫
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س 5 – 
3

+ س 
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 صفرا ، وكان  ≠، س                           إذا كان ق اقترانا قابلا للاشتقاق ، وكان ق )س( =   ( 8

 ، فجد قاعدة الاقتران ق. 12( = 1ق )

 الـحـل :

 ق )س( د س =                                د س =                                  د س    ق )س( = 
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3
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 169ة ـحـفـ( ص1<< تـدريـب )

  جد قيمة كل مما يأتي :

         12=           ×  6س    د س =  6=              د س =      د س(              1

 

   =12       -   12            =12  -   24     =- 12  

     6=              ×  3×  14=       ×                 4د س =  )س(   14ب(    

 

    =6            -  6              =6 

 

 170ة ـحـفـ( ص2<< تـدريـب )

 ق )س( د س  4   ، فجد قيمة التكامل الآتي :   5( = 2، ق )  3( = 1-إذا كان ق )

 ل : ـحـال

 ((  1-ق )  –( 2)ق ) 4ق )س(     =   4د س =  ق )س(      4ق )س( د س =  4   

                                                                          =4 (5 – 3  = )4  ×2  =8 

 170ة ـحـفـ( ص3<< تـدريـب )

 ،  فجد قيمة الثابت ب .   9س  د س  =  6  إذا كان  

  الـحـل :

    

س3==<         9س  د س =  6       
2

)ب(3==<     9=      
2
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 احسب قيمة كل مما يأتي : ( 1

  10-=  5×  2-( = 1 – 6) 2- د س  =   2 -    أ(

 

 ×د س  =             س   د س =                              =    د س                    ب(
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( =8  +2 – 4 )– (-8  +2  +4 = )6  -  -2    =8 

 

 

 ،  فجد قيمة الثابت م .   20دس  =   4    إذا كان  (2

 

 الـحـل : 

   

 4< م = == 5=  1==< م +  20( = 1+  )م 4==<     20( = 1- -)م  4==<      20دس =  4     
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 (1ق) –( 5، فجد قيمة ق) 1س + 2[ ، وكان ق )س( = 5،  1إذا كان الاقتران ق معرفا على الفترة ] (3

 ل : ـحـال

 ( 1ق )  –( 5ق )س( د س  =  ق )س(    = ق )    

 

( د س = )س1س + 2)   
2

+ س(   =  ) 
2
5  +5 )– (

2
1  +1 = )30 – 2  =28  

 

س6 –س 4احسب قيمة التكامل الآتي :    ) (4
2

 .( د س 3+  

 الـحـل : 

س6 –س 4)    
2

س2( دس = )3+  
2

س2 – 
3

 س(     3+  

                                   (( =2(2)
2

 – 2(2)
3

  +3(2  ))–  ((2(2)
2

 – 2(2)
3

  +3(2)) 

 = صفر 2+  2=  2- - 2-(  = 6+  16 – 8)   -(  6+  16 – 8= )                                   

 وهذه من خضائص التكامل المحدود    ق )س( دس = صفر

 

 -احسب قيمة كل من التكاملات الآتية : (5

س2 – 4س )3أ(    
2

س6 –س 12)   ( دس = 
3

س6(  دس = )
2

س        - 
4

 ) 

 ( =6  ×
2
2 -          ×

4
2 )– (6  ×

2
1  -          ×

4
1 ) 

 =         = )            (   -( =  صفر         - 6)   -(  24 – 24=  )

 

(3 –س 2ب(    )
2

س4د س =    ) 
2

( دس =  )      س9س + 12 – 
3
س6 – 

2
 س( 9+  

 

( ×      ( =-1)
3

  -  6 ( ×-1)
2

    +9  ×-1 )–  ×       (
3
1  -  6  ×

2
1    +9  ×1 ) 

         ( =- 15  )-    +        (3        =  )- 15 -        -3    =-        - 18   =-  
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 ( دس 7جـ(                             دس =                                   دس  =    )س + 

 

   12-=  14 – 2صفر   =   –( 2-×  7س(    = )             + 7= )        +  

 

 (  2،  فجد قيمة ق)  17-( = 5،   وكان  ق)  13ق )س( دس =     إذا كان  (6

 الـحـل :

 ( 5ق) –( 2ق )س(  دس =  ق)    

 

  4-( = 2==<    ق )  17( + 2= ق) 13==<         17 - -( 2=  ق)         13       

  
 

 173ة ـحـفـ( ص1<< تـدريـب )

 ، فجد قيمة كل مما يأتي :  5 ،    ع)س( دس =  2-ل)س( دس = 2إذا كان    

 

 =   5× ع)س( دس  =            ع)س( دس =         × (                   دس  =            1

 

 س دس2    -ل)س( دس     3 –ع)س( دس     2س( دس = 2 –ل)س( 3 –ع)س(  2(   )2

 

 من معطيات السؤال  ،،، الآنتحتاج إلى معرفة    ل)س( دس  لحل المسألة  

  1-ومنه            ل)س( دس =             2-ل)س( دس =  2     

 

س  – 1-×  3 – 5×  2س( دس = 2 –ل)س( 3 –ع)س(  2)      ⸫
2

     =10  +3 – ((2)
2

 – (-1)
2

 ) 

  

                                                      =10  +3 – (4 – 1 = )13 – 3  =10 

-2 

 

 
0 

 

س
2

  7 –س 6+  

  1 –س 

 (7( )س + 1 –)س 

  1 –س 

-2 

 

 
0 

 

-2 

 

 
0 

 
-2 

 

 0 

 

 

] 
 

 

س
2

 

2 
(-2)

2
 

2 

2 

 

 
5 

 2 

 

 
5 

 

2 

 

 
-1 

 

2 

 

 
-1 

 
2 

 

 
-1 

 

 ع)س( 5

2 

2 

 

 
-1 

 

5 
2 

5 
2 

2 

 

 
-1 

 

5 
2 

25 
2 

2 

 

 
-1 

 

2 

 

 
-1 

 

2 

 

 
-1 

 

2 

 

 
-1 

 2 

 

 
-1 

 

2 

 

 
-1 

 

2 

 

 
-1 

 
2 

 

 
-1 

 

2 

 

 -1 

 

 

] 
 

 

 خصائص التكامـل المـحدود    ثالثا

هذه الوحدة  شرحتجد  ملاحظة

على  حلول أسئلة الكتابمع 

باسم  في اليوتيوبقناتي 

 "سلسبيل الخطيب"

 
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 175( صـفـحـة 2<< تـدريـب )

 ، فجد قيمة كل مما يأتي :   4،     ق)س( دس =   5إذا كان                 دس = 

 

   ق)س( دس     2ق)س( دس =  2(   1

 

  15==<   ق)س( دس =  5==<            ق)س( دس =   5من معطيات السؤال                 دس = 

 

  15 -ق)س( دس =     -ق)س( دس =      ⸫

 

  30-=  15-×  2ق)س( دس =  2المطلوب :      ⸫

 

  6          2         1-ق )س( دس                   ( 2

 

 ق )س( دس =     ق)س( دس +    ق)س( دس     

  

 11-+      ق )س( دس          ومنه       ق)س( دس =       15=         4       

 

  11ق)س( دس = +    -المطلوب :    ق)س( دس =  ⸫

 

          175ة ـحـفـ( ص3<< تـدريـب )

 ، فجد قيمة التكامل الآتي     ق)س( دس.  18( دس = 4 –ق)س(  3إذا كان    )

 الـحـل : 

  18دس  =  4     -ق)س( دس    3ومنه        18( دس = 4 –ق)س(  3)    

 

2 

 

 
-1 

 

 ق)س(

3 

6 

 

 
-1 

 
-1 

 

 
2 

 

-1 

 

 
2 

 

2 

 

 
-1 

 

 ق)س(

3 
1 

3 

2 

 

 
-1 

 

2 

 

 
-1 

 
-1 

 

 
2 

 

2 

 

 
-1 

 
-1 

 

 
2 

 

2 

 

 
6 

 6 

 

 
-1 

 

2 

 

 
-1 

 

6 

 

 
2 

 

6 

 

 
2 

 

6 

 

 
2 

 

2 

 

 
6 

 

6 

 

 
2 

 

5 

 

 
2 

 

5 

 

 
2 

 5 

 

 
2 

 

5 

 

 
2 

 

5 

 

 
2 
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 ومنه     18=  12 –ق)س( دس     3ومنه        18( = 2 – 5)4 -ق)س( دس     3  

 

 10ومنه     ق)س( دس =     30ق)س( دس =    3  

 

 176ـة حـفـ( ص4<< تـدريـب )

 ،  فجد قيمة الثابت م    0ق)س( دس =   إذا كان   (1

 

 الـحـل :

= م 7-
3

= م 8 -==<       1+  
3

  2-م =      ⸫وبأخذ الجذر التكعيبي للطرفين          

 

 ،  فجد قيمة الثابت  ن.   0( دس = 3 –س 2إذا كان    ) (2

 ل :ـحـال

)س
2

  0س(    =  3 – 

 

((1)
2

)ن –( 1×  3 – 
2

  0ن( = 3 – 

ن – 3 – 1 
2

ن – 2-==<       0ن = 3+  
2

 وبإعادة ترتيب المعادلة ينتج :  0ن = 3+  

ن - 
2

( وذلك لجعل معامل ن1-الآن اضرب المعادلة بـ )  0=  2 –ن 3+  
2

  =1 

ن   
2
  الآن حلل العبارة التربيعية  0=  2ن + 3 – 

 {2،  1ومنه  قيم ن هي : }    0( = 2 –( )ن 1 –)ن  

 

 

 

 

5 

 

 
2 

 

5 

 

 
2 

 
5 

 

 
2 

 

5 

 

 
2 

 

-7 

 

 
م

3
  +1 

 

1 

 

 ن 

 
1 

 

 ن  

 

 

] 
 

 

 كن كالنخيل عن الأحقاد مرتفعاً ،، يرمى بصخرٍ  فيعطي أطيبَ الثمر 
 



 

    

 

14 

 

 

 :قيمة كل مما يأتي ،  فجد   4،       ق)س( دس =   12ق)س( دس =  2إذا كان    (1

 

 ق )س( دس    3ق)س( دس =  3    أ(

 

 6ومنه     ق)س( دس =    12ق)س( دس =     2ق)س( دس  =   2ت السؤال    من معطيا

 

 6 -ق)س( دس =      -ق)س( دس =       ⸫

 

  18 -=  6-×  3ق)س( دس =  3المطلوب :      ⸫

 

 5        4          1ق)س( دس                 ب(

 

 10=      4+      6ق)س( دس =    ق)س( دس +    ق)س( دس   =        

 

  10 -ق)س( دس =    -المطلوب :    ق)س( دس =  ⸫

 

+ س 4-س دس  = 2س( دس =    ق)س( دس +    2)ق)س( +    جـ(
2

    

 

      =-4  (  +
2
4 – 

2
5 = )-4 ( +16 – 25 = )-4  +-9  =- 13 

 

 فجد قيمة كل مما يأتي : ،   5( دس = 1،     )هـ)س( +   3إذا كان                دس =  (2

 

 أ(     هـ )س( دس 

 يتبع <<       5دس =  1( دس =   هـ )س( دس +    1من معطيات السؤال :    )هـ )س( + 

 ةـلـئـالأس

4 

 

 1 

 

5 

 

 4 

 

1 

 

 4 

 

1 

 

 4 

 
4 

 

 1 

 

4 

 

 1 

 

4 

 

 1 

 
1 

 

 4 

 

4 

 

 1 

 
1 

 

 4 

 
1 

 

 5 

 
5 

 

 1 

 

4 

 

 1 

 

5 

 

 4 

 1 

 

 5 

 

5 

 

 1 

 
4 

 

 5 

 

4 

 

 5 

 

4 

 

 5 

 

4 

 

 
5 

 

 

] 
 

 
2 

 

 -1 

 

 )س(ل

2 

-1 

 

 2 

 

-1 

 

 2 

 

-1 

 

 2 

 

-1 

 

 2 

 

-1 

 

 2 

 

هذه الوحدة  شرحتجد  ملاحظة

على  حلول أسئلة الكتابمع 

باسم  قناتي في اليوتيوب

 "سلسبيل الخطيب"

 
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 8ومنه            هـ )س( دس =           5( = 2 – 1-) 1هـ )س( دس  +        

  

 ل )س( دس    3س دس + 2    -دس  هـ )س(    3ل )س(( دس  = 3س + 2 –هـ )س(  3)   ب( 

 

 )من فرع )أ((     8 -هـ )س( دس =     -**    هـ )س( دس = 

 

 

 )من معطيات السؤال(     6==<    ل )س( دس =       3**               دس =            ل )س( دس = 

 

س  -  8 -×  3ل )س(( دس  = 3س + 2 –هـ )س( 3المطلوب   ) ⸫
2

     + 3  ×6  

  

                                                                 =- 24 –   ((
2
2  -  (-1)

2
  +  )18   

                                                                 =- 24 – 3  +18  =- 9  

 

 ،  فجد قيمة الثابت  أ .   0إذا كان      ق)س( دس =  (3

 

 الـحـل : 

 2-==<   أ =    8 -أ =  4==<       1-=  7أ +  4==<          1  -=  أ   7أ  +   5

 

 ،  فجد قيمة الثابت م .   0س( دس = 4 – 2إذا كان     ) (4

 الـحـل :

س2 –س 2)
2

  =   )0 

 

م2 –م 2)
2

 )– (2×3 – 2(×3)
2

م2 –م 2(  =  
2

 نتج :بإعادة ترتيب المعادلة ي   0=  18+  6 – 

م2-
2

 ينتج  :     2-بالقسمة على       0=  12م + 2+  

م
2

 {2-،  3ومنه  قيم م هي : }     0( = 2( )م + 3 –ومنه    )م        0=  6 –م  – 

-1 

 

 2 

 

-1 

 

 2 

 2 

 

 -1 

 

2 

 

 -1 

 

2 

 

 -1 

 

2 

 

 -1 

 2 

 

 -1 

 

-1 

 

 2 

 
 ل)س(

2 

2 

 

 -1 

 

1 

2 

2 

 

 -1 

 

2 

 

 -1 

 
2 

 

 -1 

 

2 

 

 -1 

 

 

] 
 

 

 7أ+5

 

 
 1-أ

 

 م

 

 
3 

 
 م

 

 3 

 

 

] 
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 ( دس1ق)س( + 2، فجد قيمة التكامل الآتي :     )  9( دس = 5 –ق)س(  3إذا كان    ) (5

 

 ل : ـحـال

 دس    1ق)س( دس +        2( دس = 1ق)س( + 2)    

 

 من معطيات السؤال 

     9(  = 4 – 1) 5 -ق)س( دس     3ومنه       9دس =  5    -ق)س( دس    3( دس =  5 –ق)س( 3)   

 

 2-ومنه    ق)س( دس =     6-ق)س( دس =    3ومنه      9=  15ق)س( دس +    3 

 

 2ق)س( دس =     -ق)س( دس =     ⸫

 

 دس   1ق)س( دس +        2( دس = 1ق)س( + 2لمطلوب :    )ا ⸫

 

                                               =2  ×2    +1 (4 – 1 = )4  +3  =7 

 ،  فجد قيمة الثابت ل .  6( دس = 1 –س 2إذا كان    ) (6

 ل : ـحـال

)س
2

  6س(     =  – 

)ل
2

     6( = 0) –ل(  – 

ل
2

==<    ل      6ل =  – 
2
  0( = 2()ل + 3 –==<   )ل     0=  6 –ل  – 

 {2-،  3قيم الثابت ل هي } ⸫

 

 

 

1 

 

 
4 

 

4 

 

 
1 

 
4 

 

 
1 

 

4 

 

 
1 

 

4 

 

 
1 

 

1 

 

 
4 

 

1 

 

 
4 

 

1 

 

 
4 

 

1 

 

 
4 

 1 

 

 
4 

 

1 

 

 
4 

 

1 

 

 
4 

 
4 

 

 
1 

 

1 

 

 
4 

 
4 

 

 
1 

 

4 

 

 
1 

 

4 

 

 
1 

 
 ل

 

 
0 

 ل 

 

 0 

 

 

] 
 

 

 الله    إرادةُ فيذ تـنعك ،،  هو  فعله  مَ ونطيعُفأقصى ما يستَ  ر  البشر ،،ـدابيلا تقلقْ  من  تَ 
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 179ة ـحـفـ( ص1<< تـدريـب )

س3) 21    جد قيمة التكامل الآتي : 
2

س( )س4+  
3

س2+  
2

)
7

 دس  

 الـحـل : 

افرض ص = س
3

س2+  
2

س3==<              =     
2

 س   ==<    دس = 4+  

 

س3) 21    ⸫
2

س( )س4+  
3

س2+  
2

)
7

س3) 21دس  =    
2

س( )ص(4+  
7

  

 

ص 21=   
7

دص =                 +  جـ  =          )س 
3

س2+  
2

)
8

 +  جـ      

 

          182ة ـحـفـ( ص2<< تـدريـب )

 دس      ( باستخدام قيم ص بالتعويض في حدود التكامل              2( من المثال )4حل الفرع )

 الـحـل :

 ==<   دس =      5=              ==<     1س + 5افرض ص = 

 16=   1+  3×5،   ص =        3عند س =  -

  1=  1+  3×0،   ص =        0عند س =  -

 ص   دص            دس =                             =                      دص =                      ⸫

                    

                =                    =                     =-                          =-           =-  

 

 

 

 

 

 

 

 دص

 دس
 دص

س3
2

 س   4+  

 

 

 

 

 

 

 دص

س3
2

 س   4+  

 

 

 

ص 21
8

 

8 
21 

8 

 1س + 5

1 

  

 1س + 5

1 

  

 دص

 دس
 دص

5 

0 

 

3 

0 

 

3 

1 

 

16 

1 

 ص  

 دص

5 
1 

5 

1 

 

16 

- 1 

2 

1 

 

16 

1 

 ص

  

 1 

2 

1 

5 

1 

5 

 ص

  

  

 1 

2 

 1 

2 

1 

 

 16 

 

 

] 
 

 

2 

5 
 ص

1 

 

 16 

 

 

] 
 

 

2 

5 
1 16 2 

5 

2 

5 
8 

5 

6 

5 

 رابعا بالتعويضالتكامـل         

هذه الوحدة  شرحتجد  ملاحظة

على  حلول أسئلة الكتابمع 

باسم  قناتي في اليوتيوب

 "سلسبيل الخطيب"
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  182ة ـحـفـ( ص3<< تـدريـب )

 -جد قيمة كل من التكاملات الآتية :

س )س3(   1
2

  +1)
-5

 دس 

ص = س
2

 س    ==<    دس = 2=           ==<       1 + 

س )س3   ⸫
2

  +1)
-5

س )ص(3=     دس 
-5

=           ص             
-5

 جـ×            + دص =         

 

ص        -=                                   
-4 

)س        -+  جـ  =   
2

  +1)
-4

 + جـ 

س قا2(   2
2

س – 1)
2

  ( دس

س – 1=  ص
2

 س    ==<   دس = 2-=          ==<      

س قا2   ⸫
2

س – 1)
2

س قا2=     ( دس
2

قا    -)ص(            = 
2

 ظا ص + جـ  -ص دص = 

س – 1ظا) -=                                                                                                
2

 ( + جـ

 

  دس               ( 1 –س 4) (  3

 

س2 –ص = س 
2

 س     ==<  دس = 4 – 1==<               =    1 – 

(1× ) 2 – 1ص =   ،     1عند س =  -
2

 2-==<  ص =   1 – 

(1-× ) 2 – 1ص =    ،   1-عند س =  -
2

  4-==< ص =   1 – 

 دص              - =                       (    1 –س 4=    )  دس              (   1 –س 4)    ⸫

 

 =                 1-ص   دص  =     -=  

 

(       =            -                       (       =  )-            ) 

 

 

 

 

 

 

 

 

-1 

 

1 

س2 –س 
2
 – 1  

3 

  

 دص

 دس
 دص

  س2

 

 

 

 

 

 دص

 س2

3 

2 

 

 

 

3 

2 

ص
-4

 

-4 

3 

8 
3 

8 

 دص

 دس

 دص

 س2-
 

 

 

 

 

 

 دص

 س2-

 

 

 

 دص

 دس
 دص

 س4 – 1

-1 

 

1 

س2 –س 
2
 – 1  

3 

  

-4 

 

-2 

 ص
 دص

 س4 – 1
3 

  

-4 

 

-2 

 3 ص

  

-4 

 

-2 

1 
3 

 ص
4 
3 

4 
3 

-4 

 

 -2 

 

 

] 
 

 

-3 
4 

ص
4

 3 

  

-4 

 

 -2 

 

 

] 
 

 3 

  
(-4)

4
 

3 

  
(-2)

4
 

-3 
4 

3 

  
256 3 

  
 16  

-1 

  

-3 
4 
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 (     1)س +    (    دس  =    1=                    دس =    )س +   دس                   ( 4

 

         =                                    (       =-                                      = )-  

 

          182ة ـحـفـ( ص4<< تـدريـب )

 جد قيمة كل تكامل مما يأتي :

   1-  ≠ن   ،  0 ≠) أ س  +  ب (  دس  ، حيثُ  أ  ،  ب  ثابتان  ،  أ    (1

 افرض    ص = أ س + ب   ==<             =  أ     ==<  دس =  

) ) أ س  +  ب (  دس  =     ص ⸫
ن

=            ص               
ن

 د ص =                        +  جـ 

 

 =                     + جـ

  

 0 ≠تان  ،   أ جتا )أ س + ب( دس  ،  حيثُ  أ  ،  ب  ثاب    (2

 افرض    ص = أ س + ب   ==<             =  أ     ==<  دس =  

 جتا )أ س + ب( دس =    جتا ص             =           جتا ص دص =          جاص + جـ     ⸫

 

 =                        +  جـ

 

          183ة ـحـفـ( ص5<< تـدريـب )

 -كامل مما يأتي :جد قيمة كل ت

س(2 – 1)6    (1
5

س(2 – 1)   6دس =  
5

  س( 2 – 1)        -×                       =  6دس =  

 

 ( (  = صفر3)  -(  3-))        -( ( = 1-×2 – 1) -(  2×2 – 1))       -= 

 

3 

 

0 

1 

 1س +   
5 

3 

 

0 

3 

 

0 

- 1 

5 
1 

5 

1 

 ( 1)س + 

3 

 

 
0 

 

 

] 
 

 

4 

5 5 

4 

5 

4 
(1)س +  5

4
 

3 

 

 
0 

 

 

] 
 

 

5 

4 
(3  +1)

4
 5 (0  +1)

4
 5 5 

4 (4)
4

 5 5 

4 

 ن
 

 

 دص 

 دس
 دص

  أ

 

 

 ن
 

 

 

 صد

 أ

1 

 أ

 

 

 

1 

 أ

ص
 1ن+

 1ن + 

 1ن+
)أس + ب(
  

 (1ن + أ )

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 دص

 أ

1 

 أ

 

 

 

1 

 أ

 دص

 دس
 دص

 أ

جا )أ س + ب(
 

 أ

2 

 

-1 

2 

 

-1 

س(2 – 1)
 

6  ×-2 

6 

1 

2 

6 
2 

 

 
-1 

 

 

] 
 

 

2 

 

 
-1 

 

 

] 
 

 1 

2 

6 6 1 

2 

6 6 
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 س( + جـ4 – 1جتا ) 3جـ  =  ×                           +  12س( دس =  4 – 1جا ) 12    ( 2

 

 

 

  -اكتب التعويض المناسب لإيجاد قيمة كل تكامل من التكاملات الآتية : (1

س –س( )س 2 – 1أ(   )
2

)
4

س –،،،       ص = س     دس             
2

 

 

س6ب(   
2

س2ص =  ،،،           دس                                   
3

 – 2  

 

س3 –س 2)  جـ( 
2

( قا
2

)س
3

س – 
2

( دس      ،،،        ص = س
3

س – 
2

  

 

د(                           دس                        ،،،        ص = س
2

 س 6 – 

 

 -جد قيمة كل من التكاملات الآتية : (2

 +  جـ           (  دس =                        + جـ =             2 –س 3دس =   )                      أ(

 

س2( )1 –)س    ب(
2

(1س + 4 – 
5

 دس  

س2ص = 
2

 ==<   دس =     4 –س 4==<              =       1س + 4 – 

س2( )1 –)س    ⸫
2

(1س + 4 – 
5

( )ص(1 –دس =   )س  
5

=          ص                
5

 دص 

 ـ  =                                +   جـجـ  =            +  ج=        ×            +   

 

قا 2    جـ(
2

 س( + جـ – 2ظا ) 2-+  جـ  =                         2س( دس =  – 2)

 

 

 

 

س(4 – 1جتا ) -
 

-4 

 ةـلـئـالأس

 

 

 
 

 

 

5 
س2)

3
 – 2)

2
 

 

 

 
 

 

 

 9 –س 3
 

)س
2

س(6 – 
2

 

 

 

 

3 
(2 –س 3)

2
 

 

 

 

2 

3 
5 
3 

( 2 –س 3)
 

  

5 

3 

3 × 

( 2 –س 3)
 

  

5 

3 

5 

 

 

 
 دص

 دس
 دص

  4 –س 4
 

 

 

 

 

 

 دص

  4 –س 4

 (1 –)س 4

1 

4 

 

 

 

1 

4 

ص
6

 

6 

ص
6

 

24 

س2)
2

(1س + 4 – 
6

 

24 

 

 

 

 س( – 2ظا )

-1 

ذه الوحدة ه شرحتجد  ملاحظة

على  حلول أسئلة الكتابمع 

باسم  قناتي في اليوتيوب

 "سلسبيل الخطيب"
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س2   د(
3

جا )س 
4

 ( دس1+  

افرض    ص = س
4

س4==<             =      1+  
3

 ==<   دس =       

 

س2   ⸫
3

جتا ص + جـ  =        جتا)س        -جاص دص =  جا ص            =           
4

 ( + جـ1+  

 

 -احسب قيمة كل من التكاملات الآتية : (3

 =                        2(  دس = 1س + 4دس =   )                   أ(

 

                      (         =-                    (         = )27 – 1 ×        = )26  = 

 

س3     ب(
2

)س 
3

 – 1)
3

 دس = صفر ، لأن     ق)س( دس = صفر 

 

 س                  دس  2   جـ(

 

افرض    ص = س
2

 س     ==< دس  =         2=             ==<      1 – 

 0،   فإن    ص =     1عند س =  -

 1- ،   فإن   ص =    0عند س =  -

 ص           س                      =     ص   دص = 2=    س                   دس 2    ⸫

 

  =                     =                  (-             =  ) 

 

 دس                         د(

 

افرض  ص = س
2

  ==<  دس =     3 –س 2س   ==<             =  3 – 

 

 

 دص 

 دس

 

 

 

1 

2 

 

 

 

1 

2 

-1 

2 

2 

 

0 

 

 1س + 4

2 

 

0 

1 

 (1س + 4) 2

3  ×4 

3 

2 2 

 

 
0 

 

 

] 
 

 

1 

6 

2 

 

 
0 

 

 

] 
 

 
1 

6 

1 

6 

1 

6 

26 

6 

-1 

 

-1 

 أ

 

 أ

0 

 

1 

س
2

 – 1  
3 

 دص

 دس

 دص

 س2

0 

 

1 

س
2

 – 1  
3 

-1 

 

0 

 ص
 دص 3

 س2

-1 

 

0 

3 
4 

1 

3 
4 

3 

-1 

 

 
0 

 

 

] 
 

 
3 
4 

)ص(
4

 
3 

-1 

 

 
0 

 

 

] 
 

 

3 
4 

 (-1)
4

 
3 

 (0)
4

 
3 3 

4 

2 

 

1 

 دص

 دس

 دص

  3 –س 2

 دص

س4
3

 

 دص

س4
3

 

(4×2  +1)
3

 (4×0  +1)
3

 

(1س + 4)
3

 

 س 2 – 3

)س
2

س(3 – 
2
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 2-،   ص =    1عند س =  -

  2-،   ص =    2عند س =  -

 =               دص = صفر              × دس =                                              ⸫

 

س3، فجد قيمة التكامل الآتي:      6-= ( 27، ق) 5( = 8 -إذا علمت أن ق) (4
2

)س ق 
3

 ( دس

 الـحـل :

ص = س
3

س3==<                =    
2

 ==<     دس =              

  8 -،   ص =   2-عند س =  -

 27، ص =   3عند س =  -

س3    ⸫
2

ق )س 
3

س3( دس  =    
2

 ( 8-ق)  –( 27ق )ص(             =     ق )ص( دص  = ق) 

                                                                                                  =-6 –  5   =-11   

س ق )س 8،  فجد قيمة التكامل التالي :       3إذا علمت أن    ق)س( دس =  (5
2

 ( دس.1+  

 الـحـل :

ص = س
2

 س    ==<   دس = 2==<               =    1+  

  2،   فإن ص =   1-عند س =  -

  5= ،   فإن ص    2عند س =  -

س ق )س 8    ⸫
2

 12-=  3-×  4ق)ص( دص =    4س ق)ص(             = 8( دس =   1+  

 

 س                دس2جد قيمة التكامل الآتي :    (6

 الـحـل :

ص = س
2

 س       ==<    دس = 2==<              =     9+  

  9،   ص =    0عند س =  -

 25،   ص =    4عند س =  -

2 

 

1 

 س 2 – 3

)س
2

س(3 – 
2

 

 س 2 – 3

ص
2

 

-2 

 

-2 

 دص

  3 –س 2

-2 

 

-2 

-1 

ص
2

 

3 

 

-2 

 دص

 دس

3 

 

-2 

27 

 

-8 

 دص

س3
2

 

27 

 

-8 

2 

 

5 

2 

 

-1 

 دص

 دس

 دص

 س2

2 

 

-1 

5 

 

2 

 دص

 س2

5 

 

2 

4 

 

0 

س
2

  +9  
 

 دص

 دس

 دص

 س2

 دص

س3
2
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 دص س                        =               دص  =    ص  2س                 دس =    2   ⸫

 

           ( =27 – 125)( =                -           =      )=                        =      ص                   =  

 

 ـقـات الـتـكـامــلالـفـصــل الـثـانـي : تـطـبـي

 
 186( صـفـحـة 1<< تـدريـب )

( ، وأنّ ميل المماس لمنحنى الاقتران ص = 2،  1-جد قاعدة الاقتران ق ، علما بأن منحناه يمر بالنقطة )

  1 –س 2ق)س( عند النقطة )س ، ص( يعطى بالقاعدة : ق )س( = 

 الـحـل :

  1 –س 2م = ق )س( = 

( دس = س1 –س 2=    )ق )س( =    ق )س( دس  
2

 س + جـ  – 

 

(1-( = )1-ق )
2

  0==<   جـ =       2+ جـ =  1+  1==<       2( + جـ = 1-) – 

ق)س( = س ⸫
2

 س   – 

 

 187( صـفـحـة 2<< تـدريـب )

( ، علما بأن ميل المماس لمنحنى الاقتران ص = ق)س( عند النقطة )س ، ص( يعطى 14جد قيمة ق)

 ( .5،  0،  وأن منحناه يمر بالنقطة )                  6=  بالقاعدة : ق )س(

 الـحـل :

 جـ×                    +  6(  دس = 1 –س 2)  6دس =                   6ق )س( =    ق )س( دس =    

 

     جـ +                            ق )س( =  ⸫

 ==<   جـ =     5==<        +  جـ  =       5+  جـ  =  ( =                          0ق )

4 

 

0 

س
2

  +9  
 

25 

 

9 

 ص
 دص

 س2

25 

 

9 

 ص

25 

 

9 

1 

2 

 ص2

3 

3 
2 

25 

 

 9 

 

 

] 
 

 

2 
3 

3 
2 

25 

 

 9 

 

 

] 
 

 

2 

3 

25 

 

 9 

 

 

] 
 

 

2 
3 

2 
3 

196 

3 

 أولا تطبيقات هندسية

 

 

 

 

  1 –س 2
3 

 

 

 

 

  1 –س 2
3 

 

 

1 

 (1 –س 2)  3

 2    ×0   4 

3 

4 

3 

9 
4 

(1 –س 2)
4

  
3 

9 
4 

(2×0 – 1)
4
  

3 9 
4 

11 
4 
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 ق)س( =                            + ⸫

 185+        =   81( =                            +       =       × 14ق)   

 

 

 

س + 2 – 6إذا كان ميل المماس لمنحنى الاقتران ص = ق)س( عند النقطة )س ، ص( يساوي ) (1

س9
3

  5( = 0( ، فجد قاعدة الاقتران ق ، علما بأن ق)

 الـحـل :

س9س + 2 – 6ق )س( =   ق )س( دس  =   )
3

س  –س 6( دس = 
2

  +          + جـ 

(0) – 0×  6( = 0ق)
2

 5==<    جـ =     5+             +  جـ  =  

س  –س 6ق)س( =  ⸫
2

   +          +5 

 

ران ق ، إذا كان ميل المماس لمنحنى ص = ق)س( عند النقطة )س ، ص( يعطى جد قاعدة الاقت (2

 (.4،  0بالقاعدة : ق )س( =                  ، وكان منحناه يمر بالنقطة )

 الـحـل :

 ق )س( =    ق )س( دس =                      دس = 

 

افرض   ص = س
2

 <   دس = س      ==2==<               =      8+  

 

 دص =    ص   دص                 = دص                 ×             =  ق )س( =                       ⸫

 

+  جـ  =      )س  =      ص  
2

 (    +  جـ  =                         +  جـ 8+  

  2-==<  جـ =    4+  جـ  =    4==<        ×        4(  =                          +  جـ = 0ق)

 

          2 -ق)س( =                          ⸫

9 
4 

(1 –س 2)
4

  
3 11 

4 

9 
4 

(2×14 – 1)
4

  
3 11 

4 

9 
4 

11 
4 

 ةـلـئـالأس

س
2

  +8  
3 

 س2

  

 

 

 

 

س9
4

 

4 

9(0)
4

 

4 

س9
4

 

4 

 

 

 

 
 دص

 دس

 دص

 س2

 

 
 ص 

3 

 دص

 س2

 

 

1 

 ص   
3 

 

 

1 

 ص   
1 

3 

 

 

-1 

3 

3 
2 

2 

3 
3 
2 

2 

3 
3 
2 

)س
2

  +8)
2
  

3 

3 

2 ((0)
2

  +8)
2
  

3 

3 
2 

)س
2

  +8)
2
  

3 

3 
2 
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 س2
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 ( ، علما بأن ميل المماس لمنحنى ص = ق)س( عند النقطة )س ، ص( يساوي 1جد قيمة ق)( 3

(4س +5) 25
4

 (.7،  1-، وأن منحنى الاقتران ق يمر بالنقطة ) 

 الـحـل :

(4س + 5) 25ق )س( دس =     )س( = ق 
4

(4س + 5جـ = )×                   +   25دس =  
5

 + جـ 

 

(4+  1-×5( = )1-ق)
5

 8==<   جـ =    7+ جـ =  1-==<          7+ جـ =  

(4س + 5ق )س( = ) ⸫
5

(4+  1×  5( = )1==<   ق )  8+  
5

  +8  =
5
9  +8  =59057 

  

 – 4س )2قتران ل عند النقطة )س ، ص( يعطى بالقاعدة : ل )س( = إذا كان ميل المماس لمنحنى الا (4

 (.3،  0س( ، فجد قاعدة الاقتران ل علما بأن منحناه يمر بالنقطة )3

 الـحـل :

س6 –س 8س( دس =    )3 – 4س )2ل )س( دس =    ل )س( =   
2

س4( دس = 
2

س2 – 
3

   + جـ 

(0× ) 4( = 0ل)
2

 – 2 (0)
3

  3جـ = ==<       3+ جـ =  

س4ل )س( =  ⸫
2

س2 – 
3

  +3 

 

، فجد   0 ≠إذا كان ميل المماس لمنحنى الاقتران هـ يعطى بالقاعدة هـ )س( =                     ، س ( 5

 ( .5،  1-( ، علما بأن منحنى الاقتران هـ يمر بالنقطة )2هـ )

 ل :ـحـال

( دس = س5 –س 2)  س  = هـ )س( =   هـ )س( د س =                        د
2

 س + جـ5 – 

(1-( = )1-هـ )
2

 1-==<   جـ =     5+ جـ =  5+  1==<         5+ جـ =  1-×  5 – 

هـ )س( = س ⸫
2

  1 –س 5 – 

(2( = )2هـ )  
2

 -  5  ×2 – 1   =4 – 10 – 1  =-7  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(4س + 5)
5

 

5  ×5 

س2
2

 س5 – 

 س

س2
2

 س5 – 

 س

 أن تحـقــق هدفـاً صـغـيـراً كـل يـوم  يـعـلـو  بـك علـى سـلم الـنـجـاح ،،  خـير لـك 

 مــن الــوقـوف في  مـكـانــك  و انـتــظــار المـجــهــول .
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          190ة ـحـفـ( ص1<< تـدريـب )

( م/ث ، حيث ن : الزمن 5 –ن 2، وتعطى سرعته بالعلاقة : ع)ن( = ) يتحرك جُسيم على خط مستقيم (1

 م.3( = 0بالثواني. جد موقع الجسيم بعد ثانيتين من بدء الحركة، علما بأن موقعه الابتدائي ف)

يتحرك جُسيم على خط مستقيم بحيث إن سرعته بعد مرور )ن( ثانية من بدء الحركة تعطى بالعلاقة :  (2

ن(2 – 1)6ع)ن( = )
2

( م/ث. جد موقعه بعد مرور ثانية واحدة من بدء الحركة، علما بأن موقعه الابتدائي 

 م.5( = 0ف)

 الـحـل :

( دن = ن5 –ن 2ف )ن( =    ع )ن( دن =    ) (1
2

 ن + جـ5 – 

(0==<      )      3( = 0ف) 
2

 3==<      جـ =       3( + جـ = 0) 5 – 

ف )ن( = ن  ⸫
2
       3ن + 5 – 

(2( = )2ف)     
2

 م3 -=  3+  10 – 4=   3( + 2)5 – 

ن(2 – 1)6ف )ن( =    ع )ن( دن =    ) (2
2

ن4ن + 4 – 1) 6( دن =   )
2

 ( دن 

ن24ن + 24 – 6=   )     
2

ن12 –ن 6( دن = 
2

ن 8+  
3

 + جـ  

(0)×12 – 0×6( = 0ف )
2

  +8 (×0)
3

 5==<   جـ =     5+ جـ =  

ن12 –ن 6ف)ن( =  ⸫
2

ن 8+  
3

  +5 

(1)×  12 – 1×  6( = 1ف)  
2

  +8 ( ×1)
3

 م 7=  5+  8+  12 – 6=  5+  

 191( صفحة 2<< تـدريـب )

م/ث 12-يتحرك جسيم على خط مستقيم ، وبتسارع ثابت مقدارة ت)ن( = 
2

. إذا كانت سرعته الابتدائية 

 م، فجد :3( = 0م/ث ، وموقعه الابتدائي ف) 5( = 0ع)

 ور أربع ثوانٍ من بدء الحركة.سرعة الجسيم بعد مر (1

 موقع الجسيم بعد مرور ثلاث ثوانٍ من بدء الحركة. (2

 ثانيا يقات فيزيائيةتطب
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 ل : ـحـال

 ن + جـ12-دن  =   12-ع )ن( =    ت )ن( د ن =     (1

  5==<   جـ =    5+ جـ =  0×  12-( = 0ع)     

       5ن + 12-ع )ن( =  ⸫

 م/ث 43-=  5+  48-=   5+  4×  12-( = 4ع )   

ن6-( دن = 5ن + 12-ف )ن( =    ع )ن( دن =    ) (2
2

 ن + جـ5+  

(0)×6-( = 0)ف  
2

 3==<  جـ =    3+ جـ =  0×5+  

ن6-ف)ن( =  ⸫
2

 3ن + 5+  

(3)6-( = 3ف )   
2

 م/ث 36 -=  3+  15+  54-=    3+  3×5+  

 

 

كته تعطى بالعلاقة : يتحرك جسيم على خط مستقيم بحيث إن سرعته بعد مرور ن ثانية من بدء حر (1

(( م/ث . جد القاعدة التي تمثل موقع الجسيم بعد مرور ن ثانية من بدء 1 –ن 2جتا ) 12ع)ن( = )

 الحركة.

 الـحـل :

 جـ  ×                     +   12( دن =  1 –ن 2جتا ) 12ف )ن( =   ع )ن( دن =   

 (  +  جـ1 –ن 2جا ) 6ف )ن( =   ⸫

 

بحيث إن سرعته بعد مرور ن ثانية من بدء حركتها تعطى بالعلاقة  دية على خط مستقيمتتحرك نقطة ما (2

( م/ث. جد موقع النقطة المادية بعد مرور أربع ثوانٍ من بدء حركتها ، علما بأن 8ن + 4: ع)ن( = )

 م.2( = 0) موقعها الابتدائي ف

 الـحـل :

ن2( دن = 8ن + 4ف )ن( =    ع )ن( دن =    )
2

 + جـن 8+  

(0)2==<     2( = 0ف )
2

 2==<    جـ =     2( + جـ = 0)8+  

ن2ف )ن( =  ⸫
2

(4)2( = 4==<   ف )    2ن + 8+  
2

 م66=   2+   4×  8+  

 (1 –ن 2جا )

2 

 ةـلـئـالأس

هذه الوحدة  شرحتجد  ملاحظة
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 إذا كان تسارع جسيم يسير بخط مستقيم بعد مرور ن ثانية من بدء الحركة تعطى بالعلاقة :  (3

ن(2 – 1) 48ت )ن( = 
3

م/ث 
2

( = 0م ، وسرعته الابتدائية ع)3( = 0تدائي ف)، وكان موقعه الاب 

 م/ث، فجد :2

 سرعة الجسيم بعد مرور ثانية واحدة من بدء الحركة. أ(

 موقع الجسيم بعد مرور ثانيتين من بدء الحركة. ب(

 الـحـل :

ن(2 – 1) 48ع )ن( =    ت )ن( دن  =     أ(
3

 جـ  = ×                     +  48دن =  

ن(2 – 1) 6-=             
4

 + جـ  

(0×2 – 1) 6- ( =0ع ) 
4

 8==<  جـ =      2+ جـ =  

ن(2 – 1) 6-ع )ن( =  ⸫ 
4

  +8   

(1×2 – 1) 6-( = 1ع )    
4

 م/ث2=  8+  6-=  8+  

ن(2 – 1) 6-ف )ن( =   ع )ن( دن =    ) ب(
4

 ن  + جـ  8×                    +  6-( دن = 8+  

ن(2 – 1=         )               
5

    ن + جـ8+  

(0×2 – 1( =         )0ف )     
5

 ==<  جـ =     3==<           + جـ =     3+ جـ =  0×8+  

ن(2 – 1ف )ن( =         ) ⸫ 
5

 ن +    8+  

(2×2 – 1( =         )2ف )    
5

 م ( =          2+              ==<      ف ) 2×8+  

 

جسيم على خط مستقيم بحيث إن سرعته بعد مرور ن ثانية من بدء الحركة تعطى بالقاعدة :  يتحرك (4

 ( م/ث. جد:1ن + 4( )1 –ن 3ع)ن( = )

 القاعدة التي تمثل موقع الجسيم بعد مرور ن ثانية من بدء الحركة. أ(

 م.7( = 0موقع الجسيم بعد مرور ثانيتين من بدء الحركة ، علما بأن موقعه الابتدائي ف) ب(

 الـحـل :

ن12( دن =   )1ن + 4( )1 –ن 3ف )ن( =    ع )ن( دن =   ) أ(
2

 ( دن1 –ن  – 

ن4ف )ن( =  ⸫
3

 ن  +  جـ        –          – 

ن(2 – 1)
4

 

-2  ×4 

ن(2 – 1)
5

 

-2  ×5 
3 

5 
3 

5 
3 

5 

12 

5 

3 

5 
12 

5 

12 

5 

3 

5 
-637 

5 

ن
2

 

2 
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(0)4( = 0ف ) ب(
3

   7==<  جـ =      7+ جـ  =   0 -          - 

ن4ف )ن( =  
3

     7ن  +    –          – 

(2) 4( = 2ف ) 
3

 م 35=  7+  2 – 2 – 32=    7+  2 -             - 

 

 

 

 198( صـفـحـة 1<< تـدريـب )

جد مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بين منحنى الاقتران ص = ق)س( ، ومحور السينات على الفترة 

 -المحددة في كل مما يأتي:

 [2،  1س        ،   على الفترة ]4 – 12( ق)س( = 1

س3( ق)س( = 2
2

 [2،  0س   ،   على الفترة ]12 – 

 [4،  1س          ،   على الفترة ]2 – 6( ق)س( = 3

 ل :ـحـال

 [2،  1س        ،   على الفترة ]4 – 12ق)س( =  (1

     3==<   س =    0س = 4 – 12

س2 –س 12س( دس  = )4 – 12ق )س( دس =    )     
2

   ) 

                                                   ( =12  ×2 – 2  ×
2
2 )– (12  ×1 – 2  ×

2
1 ) 

                                                   ( =24 – 8 )– (12 – 2 = )16 – 10  =6  

 وحدة مربعة  6م =    | ق)س( | دس =   ⸫

 

س3ق)س( =  (2
2

 [2،  0س   ،   على الفترة ]12 – 

س3
2

 4،  س =   0==<  س =    0=  (4 –س )س 3 < ==  0س  = 12 – 

س3ق )س( د س =    )    
2

س( دس =  )س12 – 
3

س6 – 
2

 )   (( =2)
3

 – 6 (2)
2

 16-صفر( =  – 

 

 وحدة مربعة 16| ق)س( | دس =    م =  ⸫

(0)
2

 

2 

ن
2

 

2 

(2)
2

 

2 

 ثالثا الـمـسـاحــة

2 

1 

2 

1 

2 

1 

2 

 

 1 

 

 

] 
  

 

2 

0 

2 

0 

2 

 

 0 

 

 

] 
  

 
2 

0 

هذه الوحدة  شرحتجد  ملاحظة
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 [4،  1س          ،   على الفترة ]2 – 6ق)س( =  (3

 لفترة تقع ضمن ا 3لاحظ أن س =    3==<   س =     0س = 2 – 6

س –س 6س( دس = )2 – 6ق )س( دس =    )    *
2

( =   )6×3 – (3)
2

 )– (6×1 – (1)
2

 ) 

                                                                      ( =18 – 9 )– (6 – 1 = )9 – 5  =4  

 وحدة مربعة 4=   | ق )س( | دس =  1م ⸫

 

س –س 6دس = )س( 2 – 6ق )س( دس =   )    *
2

( =   )6×4 – (4)
2

 )– (6×3 – (3)
2

  ) 

                                               ( =24 – 16 )– (18 – 9 = )8 – 9  =-1 

 وحدة مربعة 1=    | ق )س( | دس =  2م ⸫

 

 وحدات مربعة  5=  1+  4=  2+ م 1المساحة الكلية = م ⸫

  

 198( صـفـحـة 2<< تـدريـب )

مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بين منحنى الاقتران ص = ق)س( = سجد 
2

، ومحور  3 –س 2 – 

 السينات.

 الـحـل :

س
2

 1-،  س =   3==<   س =     0( = 1( )س + 3 –= صفر     ==<   )س  3 –س 2 – 

)س   
2
س  –( دس = )        3 –س 2 – 

2
 س(   3 – 

                                          ( =- (3)
2

 – 3×3 )–          (- (-1)
2

 – 3×-1) 

                                 =(9 – 9 – 9 )–         (– 1  +3 )  =-9 –   +        (2 = )-9 -       = 

 م =   | ق )س( | دس =       وحدة مربعة ⸫

 

 

 

3 

1 

3 

1 

3 

 

 1 

 

 

] 
  

 
3 

1 
4 

3 

4 

3 

4 

 

 3 

 

 

] 
  

 
4 

3 

 2م 1م

4 3 1 

 ا نجزأ لتكاملنإذن ه

 تعتبر حدود التكامل

3 

-1 

س
3

 

3 

3 

 

 -1 

 

 

] 
  

 
-1 

3 

(3)
3

 

  3  

(-1)
3

 

   3  

-1 

3 
5 

3 

-32 

3 
3 

-1 

32 

3 

كــنه  يــســرق مــتــعــة الـيــــــوم .  الـقــلـق  لا  يـمـنــع  ألــم   الــغــد  ،،  لـ
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 199( صـفـحـة 3<< تـدريـب )

وحدات مربعة ،   8=  1منحنى الاقتران ص = ق)س( ، فإذا كانت المساحة م يمثل الشكل المجاور

 وحدات مربعة ، فجد قيمة كل مما يأتي ، مبررا إجابتك . 5=  2والمساحة م

 

 ؛ لأن ق )س( تحت محور السينات  8-ق )س( دس  =    (1

 

 ؛ لأن ق )س( فوق محور السينات 5ق )س( دس = +   (2

 

  3-=  5+  8-ق)س( دس +    ق)س( دس =   ق)س( دس =    (3

 

 مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بين منحنى الاقتران ق ومحور السينات على الفترة ]أ ، جـ[ (4

 وحدة مربعة 13=  5+  8=  2+ م 1م = م

 

 

لمنطقة المغلقة المحصورة بين منحنى الاقتران ص = ق)س( ، ومحور السينات جد مساحة ا (1

 -يمين المحددين في كل مما يأتي :والمستق

 2،  س =   1-،    س =                  12أ( ق )س( = 

 2،  س =   2-س =    س       ،  2 – 5ب( ق )س( = 

س3جـ( ق)س( = 
2

  4-،  س =   2-س =     ،       3 – 

 ل :ـحـال

 يقطع محور السينات  المنحنى اقتران ثابت لا     2،  س =   1-،    س =    12ق )س( =  أ(

  36=  12+  24( = 1-×  12 – 2×  12س     = )12دس =  12ق )س( دس =       

 

 وحدة مربعة 36م =    | ق )س( | دس =  ⸫

 

 ب

 أ

 جـ

 ب

 جـ

 أ

 ب

 أ

 جـ

 ب

 ةـلـئـالأس

2 

-1 

2 

-1 

2 

-1 

2 

 

 -1 

 

 

] 
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 2،  س =   2-س       ،     س = 2 – 5ق )س( =  ب(

 [2،  2-لا تقع ضمن الفترة ]    2.5==<   س =       0س = 2 – 5

س  –س 5)س( دس = 2 – 5)  ق )س( دس =     
2

)   (  =5×2 – (2)
2

 )– (5×-2 – (-2)
2

 ) 

                                                                      ( =10 – 4  )– (-10 – 4 = )6  +14  =20 

 وحدة مربعة 20| ق )س( | دس =     م =  ⸫

 

س3ق)س( =  جـ(
2

 4- ،  س =  2-،     س =       3 – 

س3
2

 [4-،  2-لا يقع أي منهما ضمن الفترة ]    1-،  س =   1==<   س = +    0=  3 – 

س3ق )س( دس =   )    
2

( دس = )س3 – 
3

(2-س(    = ))3 – 
3

 – 3  ×-2 )– ((-4)
3

 – 3  ×-4) 

                                                                       ( =-8  +6 )– (-64  +12 = )-2  +52  =50 

 وحدة مربعة 50| ق )س( | دس =     م =  ⸫

 

جد مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بين منحنى الاقتران ص = ق)س( ، ومحور السينات على  (2

 -الفترة المحددة في كل مما يأتي :

س6 - 6أ( ق )س( = 
2

 [0،  2-،   على الفترة ]         

س4ب( ق )س( = 
3

 [1،  1-،   على الفترة ]            

س3جـ( ق )س( = 
2

 [5،  3،    على الفترة ]   48 – 

س -د( ق )س( = 
2

 [1،  1-،   على الفترة ]       4 – 

 ل : ـحـال

س6 - 6ق )س( =  أ(
2

 [0،  2-،   على الفترة ]         

س6 – 6
2

   1-، س =  1==<  س = +    0=  

س6 – 6)   *
2

س2 –س 6( دس =  )
3

   ) =  (6×-1 – 2(-1)
3

 )– (6×-2 – 2(×-2)
3

) 

                                                       (  =-6 - -2 )– (-12 - -16 = )-4 -4  =-8  

2 

-2 

2 

-2 

2 

 

 -2 

 

 

] 
  

 
2 

-2 

-2 

-4 

-2 

-4 

-2 

 

 -4 

 

 

] 
  

 -2 

-4 

 2م 1م

0 -1 -2 

 ا نجزأ لتكاملذن هنإ

 1-لاحظ أن س = 

 تقع ضمن الفترة المعطاة
-1 

-2 

-1 

 

 -2 

 

 

] 
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 وحدة مربعة 8=   | ق )س( | دس =  1م ⸫

 

س6 – 6*    )
2

س2 –س 6( دس =  )
3

( =    )6×0 – 2(0)
3

 )– (6×-1 – 2(-1)
3

 ) 

  4=  4- - 0( = 2+ 6-) –= صفر                                                        

 وحدة مربعة 4=   | ق )س( | دس =  2م ⸫

 

 وحدة مربعة 12=  4+  8=  2+ م 1المساحة الكلية = م ⸫

 

س4ق )س( =  ب(
3

 [1،  1-،    على الفترة ]            

س4
3

 فترة المعطاةتقع ضمن ال  0==<   س =    0=  

 

س4*    
3

سدس =   
4

    =  (0)
4

 – (-1)
4

  (   =0 – 1 = )-1 

  

 وحدة مربعة 1=   | ق )س( | دس =  1م ⸫

 

 

س4*    
3

دس =  س 
4

    (  =1)
4

 – (0)
4

    =1 – 0  =1 

  

 وحدة مربعة 1=   | ق )س( | دس =  2م ⸫

 

 وحدة مربعة 2=  1+  1=  2+ م 1المساحة الكلية = م ⸫

س3ق )س( =  جـ(
2

 [5،  3،    على الفترة ]   48 – 

س3
2

 4،  س = +  4-س = ==<     0=  48 – 

 

 

س3*    )
2

دس = )س (48 – 
3

(4س(      =  ))48 – 
4
 – 48  ×4 )– ((3)

3
 – 48  ×3  ) 

                                                          (  =64 – 192 )– (27 – 144 = )- 11 

-1 

-2 0 

-1 

0 

 

 -1 

 

 

] 
  

 
 0 

-1 

 2م 1م

1 0 -1 

 ا نجزأ لتكاملذن هنإ

0 

-1 

0 

 

 -1 

 

 

] 
  

 

 0 

-1 

 1 

 

  0  

 

 

] 
  

 

1 

 0  

1 

0  

 2م 1م

5 4 3 

 ا نجزأ لتكاملذن هنإ

 4أن س = لاحظ 

 تقع ضمن الفترة المعطاة

 4 

 

  3  

 

 

] 
  

 

4 

3  
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 وحدة مربعة 11=   | ق )س( | دس =  2م ⸫

 

 

س3*    )
2

دس = )س (48 – 
3

(5س(      = ))48 – 
3

 – 48 ×5 )-  ((4)
4
 – 48  ×4 ) 

                                                          (  =125 – 240 )– (64 – 192 = )13 

 وحدة مربعة 13=   | ق )س( | دس =  2م ⸫

 وحدة مربعة  24=  13+  11=  2+ م 1ساحة الكلية = مالم ⸫

 

س -ق )س( =  د(
2

 [1،  1-،   على الفترة ]       4 – 

س -
2

 عبارة تربيعية لا تحلل     0=  4 – 

س -)    
2

 (1-×  4 -            -) –( 1×  4 -         -س(   =  )4 -         -( دس = )4 - 

                                                     =-        - 4 –  +       (4 = )-       - 8  =- 

 م =   | ق )س( | دس =        وحدة مربعة ⸫

 

جد مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بين منحنى الاقتران ص = ق)س( ، ومحور السينات في كل  (3

 -مما يأتي :

س –س 4أ( ق )س( = 
2

                                         

س4ب( ق )س( = 
3

س12 – 
2

  

 الـحـل : 

س –س 4ق )س( =  أ(
2

                                         

س –س 4
2

  4،   س =    0س = ==<            0س( =  – 4==<      س )      0=  

س –س 4)   
2

س2( دس = )
2

 –         )    ( =2 ( ×4)
2

 =        - 32صفر =  –(          – 

 

 وحدة مربعة  م =   | ق )س( | دس =        ⸫

4 

 3 

5 

 4 

 5 

 

 
 4  

 

 

] 
  

 
4 

 3 

1 

 -1 

س
3

 

3 

 1 

 

 
-1 

 

 

] 
  

 

(1)
3

 

3 
(-1)

3
 

3 

1 

3 

1 

3 
2 

3 
26 

3 1 

-1 

26 

3 

 تعتبر حدود التكامل

4 

 0 

س
3

 

3 

 4 

 

 
 0 

 

 

] 
  

 

(4)
3

 

3 
64 

3 

32 

3 

4 

 0 

32 

3 
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س4ق )س( =  ب(
3

س12 – 
2

 

س4
3

س12 – 
2

س4==<         0=  
2

  3،  س =   0==<  س =    0( = 3 –)س 

س4)   
3

س12 – 
2

( دس = )س
4

س4 – 
3

(( =  )3)
4

 – 4 ( ×3)
3

 27 -=  108 – 81صفر =  –( 

 

 وحدة مربعة  27دس =  م =   | ق )س( | ⸫

 

 2وحدة مربعة ، والمساحة م 13=  1يمثل الشكل منحنى الاقتران ص = ق )س( ، فإذا كانت المساحة م (4

 وحدات مربعة ، فجد قيمة   ق)س( دس ، مبررا إجابتك. 3= 

 الـحـل :

 ق)س( دس =    ق)س( دس  +    ق)س( دس    

 

 

 قتران ق فوق محور السينات لأن منحنى الا   13*    ق)س( دس = +

 

 

 لأن منحنى الاقتران ق تحت محور السينات   3-*   ق)س( دس = 

 

 10=  3-+    13= ق)س( دس     ⸫

 

 

 م ، 2يمثل الشكل نافذة على شكل مستطيل طول قاعدته  (5

 م ، يعلوه منحنى يعطى بالقاعدة 1وارتفاعه 

س – 2ص = ق)س( = 
2

  

 النافذة ، وكانت تكلفة المتر المربع إذا أردنا وضع زجاج على

 الواحد منه خمسة دنانير ، فما التكلفة الكلية لزجاج النافذة ؟ 

3 

 0 

 3 

 

 
 0 

 

 

] 
  

 

3 

 0 

3 

-5 

3 

-5 

0 

-5 

3 

 0 

0 

-5 

3 

 0 

3 

-5 
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 ل :ـحـال

 تكلفة المتر المربع الواحد× * التكلفة الكلية للنافذة = مساحة النافذة 

 5×         =        م                                    

 تطيل + المساحة تحت المنحنى = مساحة المس    * م  

 

م 2=  1×  2العرض = × مساحة المستطيل = الطول  -
2

 

 

س – 2المساحة تحت المنحنى =    | ق)س( | دس =    | ) -
2

 (           -س 2= ) ( | دس

                               ( =2×1 -         )– (2×-1 -         ( = )2 –        )– (-2 –       ) 

 =         وحدة مربعة        – 4=          – 2+          – 2=                                

 

 +        =       وحدة مربعة 2* م      = مساحة المستطيل + المساحة تحت المنحنى = 

 

 =         دينار.  5×  التكلفة الكلية =          ⸫

 لثالث : الاقترانان )اللوغاريتمي الطبيعي والأسي الطبيعي وتطبيقاتيهما(الفصل ا  

  
 

 203ة ـحـفـ( ص1<< تـدريـب )

 ، وكان م اقترانا قابلا للاشتقاق ، فأثبت أن    0إذا كان ق )س( = لو م)س(  ،   م)س( < 

 .ق )س( =                مستخدما قاعدة السلسلة

 :  الـحـل

 ع = م )س(             ===<                  =  م )س(                افرض  

 ص = ق)س( = لو م)س( = لو ع          ===<                 = 

 =م )س(  ×  م )س( =             ×          =  ×                        =                 ⸫

 النافذة

1 

-1 

1 

-1 

س
3

 

3 

  1  

 

  -1 

 

 

] 
  

 
(1)

3
 

3 

(-1)
3

 

3 
1 

3 
-1 

3 

1 
3 

1 
3 

2 
3 

10 
3 

 النافذة

 النافذة

10 

3 

16 
3 

16 
3 

80 
3 

 م )س(

 م )س(

 ص د

 س د

 أولا
 الاقترانان : اللوغاريتمي الطبيعي

 والأسي الطبيعي 
 

 هـ

 هـ هـ

 ص د

 ع د

 ع د

 س د

1 

 ع
 ع د

 س د

 ص د

 ع د
1 

 ع

1 

 م )س(

 م )س(

 م )س(
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 204ة ـحـفـ( ص2<< تـدريـب )

  -جد ق )س( في كل مما يأتي :

 ق)س( = لو جتا س( 1

 0( ق)س( = لو         ،   س  < 2

( ق)س( = لو )س3
3

 2-(   ،  س  <  8+  

 ل :ـحـال

 ق)س( = لو جتا س         ،،،،،      ق )س( =  (1

 

 =                 =                  ق )س( = ،،،،،                 0( ق)س( = لو         ،  س < 2

 

( ق)س( = لو )س3
3

 ،،،،،   ق )س( =      2-(   ،  س  <  8+  

 

 204ة ـحـفـ( ص3<< تـدريـب )

 ، فجد قيمة الثابت أ.  1( = 2-(  ، حيثُ  أ  ثابت ،  وكان ق )3إذا كان ق)س( = لو )أس + 

 ل :ـحـال

 1( =                   = 2-ق )س( =                       ==<   ق )

 

  1==<   أ =     3أ = 3==<        3أ + 2-أ = 

 

 204ة ـحـفـ( ص3<< تـدريـب )

 ( ، فجد ق)س(. 0 ≠إذا كان ق)س( = لو| س | )حيثُ س 

 ل : ـحـال

 أعد تعريف الاقتران دون استخدام رمز القيمة المطلقة  

 | س | = 

 

 ==<   ق )س( =      0ق )س( = لو س    عندما س < 

 =         ==<  ق )س( =     0س   ،  عندما س >  -ق )س( = لو 

2 
 س

 هـ

 هـ

 هـ

 هـ

 جاس -

 جتاس  

2 
 2 هـ س

 س

 س×  2-   

س×  2
2

 

- 1 

 س 

س3
2

 

س  
3

  +8 

 أ

 3أس + 

 أ

 3+  2-×أ

 هـ

  0س <      ،      س    

 0،      س >       س -

 هـ

1 

 هـ س

-1 

 س -
1 

 هـ س

- 2 

س  
2
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 205ة ـحـفـ( ص5<< تـدريـب )

 -جد قيمة كل تكامل مما يأتي :

 لو | س | + جـ 3-دس =          3-،،،،                  دس  =       0 ≠دس ، س          (1

 

س6) ( 2
2

( )س4 – 
3

(1س + 2 – 
-1

 =                             دس  دس  

افرض  ص = س
3

 1س + 2 – 

س3=          
2

 ==<   دس =     2 – 

 

 دص          2دص =        دس =                                           =                               ⸫

 

لو | س 2لو | ص | + جـ   =   2=                                     
3

 | + جـ 1س + 2 – 

 

 206( صـفـحـة 6<< تـدريـب )

 اقترانا قابلا للاشتقاق ، فأثبت أن  إذا كان ق )س( =   هـ      ،   وكان ل )س(

 .مستخدما قاعدة السلسلةل )س( هـ       ق )س( = 

 :  الـحـل

 ===<                  =  ل )س(                  افرض  ع = ل )س(           

 ص = ق)س( =  هـ     =  هـ       ===<                 =  هـ

 ل )س( = ل )س( هـ ×  ل )س(  =  هـ    ×  هـ   =              ×                =                ⸫

 

 207( صـفـحـة 7<< تـدريـب )

 -يأتي : جد ص في كل مما

 س هـ  2-( ص =  هـ           ==<    ص = 1

 س هـ 2جا2-ص =     ( ص = هـ            ==<2

 

 

-3 

 س

 

 

 

 

-3 

 هـ س

س6
2

 – 4  

س
3

 1س + 2 – 

 

 

 

 

1 

 س

 دص

 دس

س6
2

 – 4  

س
3

 1س + 2 – 

 

 

 

 

س6
2

 – 4  
 ص

  (2 – 2س3) 2

 

2 

 ص

 

 

1 

 ص

 هـ هـ

 )س( ل

 )س( ل

 ص د

 س د

 ص د ع

 ع د

 ع د

 س د

 ع د

 س د

 ص د

 ع د

 ع )س( ل

 )س( ل )س( ل ع

س  – 3
2

 

 س2جتا 

س  – 3
2

 

 س2جتا 

 دص

س3
2

 – 2  

 دص

س3
2

 – 2  



 

    

 

39 

    )مشتقة ضرب(  ( ص = هـ   لوس  3

 =          +  هـ  لوس   هـ× لوس ×         +   ص  = هـ   

 

 ( ص =                    )مشتقة قسمة(4

 ص =  

 

 207( صـفـحـة 8<< تـدريـب )

 0 ≠+  جـ   ، حيثُ   أ ، ب  عددان حقيقيان  ، أ             اثبت أن    هـ   دس  = 

 ل :ـحـال

 =  أ   ==<  دس =           افرض ص = أس + ب   ==<  

 +  جـ      +  جـ =        =          هـ   دص =         هـ   +  جـ  =                هـ     دس =   هـ          ⸫

 

 208( صـفـحـة 9<< تـدريـب )

 -جد قيمة كل من التكاملات الآتية :

 هـ   دس =       هـ   + جـ          (1

 

 جـ  =            +  جـ×             +  هـ       دس =                  (2

 

س3+  2)  (3
2

  ( هـ             دس

ص = سافرض  
3

س3=             ==<     1 –س 2+  
2

 ==<  د س =   2+  

 

س3+  2)   ⸫
2

س3+  2( هـ           دس =   )
2

 ( هـ                    =   هـ   دص = هـ  +  جـ 

 = هـ             +  جـ                                                                                                        

 س

 هـ

 س

 هـ

 1 س
 س

 هـ 
 س

 س

 س

 هـ

 س3
 هـ 

س
2

  +1 

 س3
)س

2
 س2× هـ    -هـ   3( × 1+  

)س
2

  +1)
2

 

 س3

 

 

 أس + ب

 هـ 
 أ

 أس + ب

 ص د

 س د

 ص د

 أ
 

 

 أس + ب

 

 

 ص د

 أ

 1 ص

 أ

 

 

 1 ص

 أ

 هـ ص

 أ

 ص
 أس + ب

 هـ 
 أ

 

 

1 

2 

 1 س

2 

 س

 

 

1 

3 

 1 س 6 - 1

3 

 س6 - 1

 هـ 
-6 

 س6 - 1

 هـ 
-18 

 1-س 2+  3س
 

 ص د 

 د س

 ص د

س3
2

  +2 

 1-س 2+  3س
 

 

 

 

 ص د

س3
2

  +2 

 ص

 

 

 ص ص

 1-س 2+  3س



 

    

 

40 

 هـ        دس    )) حسب قوانين الأسس           =  هـ   (( 6=                 د س =                     (4

 

 هـ       +  جـ 3+  جـ  =                6=                       

 

 

 

 -جد ق )س( في كل مما يأتي : (1

  0،  س <    6هـ   +  7+  لو س  +            )س( =  ق أ(

س –هـ       2 –لو س  3ق )س( =  ب(
2

 0،  س <   

 لو )جتا س(  2 –ق )س( = هـ   جـ(

 ل : ـحـال

 هـ 14+         +           -=   هـ   2×  7+          +            -ق )س( =  أ(

 

 س2 –هـ       4=          +  س2 –    هـ  2-×  2 – ×         3ق )س( =  ب(

 

 ظاس2جتاس هـ   +  ×               =  2 –جتاس هـ  ق )س( =  جـ(

 

 -جد قيمة كل من التكاملات الآتية :( 2

س3+           –هـ   2)   أ(
2

لو | س | + س  –هـ 2( دس = 
3

 + جـ 

 

 هـ     + جـ 12+ جـ  =      ×        24هـ     دس =  24   ب(

 

 س هـ      دس 2   جـ(

س – 1افرض ص = 
2

 س    ==<  دس = 2-=            ==<     

 

 هـ    +  جـ -هـ  +  جـ  =  -هـ   دص =  -س هـ             =    2س هـ     دس =  2    ⸫

 

 

 

 س2 - 1

 دس 6

 هـ  

 

 

 س2 - 1

6  

 هـ  

 

 

 1 س2+ 1-

 هـ
 س

 س -

 س2+  1-

 هـ 
2 

 س2+ 1-

 ةـلـئـالأس

1 

 س

 س2

 هـ

 س2- 3

 جاس

 هـ

 هـ

1 

س
2

 

1 

 س

 س2

1 

 س

 س2- 3

 جاس - جاس

 جتاس

1 

س
2

 

1 

 س

 س2

3 

 س
 س2- 3

 جاس

 

 

1 

 س

 س س

 هـ

 

 

 س1+2
 س2+  1

 هـ 
2 

 س1+2

 

 

س - 1
2

 

 دص

 دس

 دص

 س2-

 

 

س - 1
2

 
 

 

 دص ص

 س2-

 

 

س - 1 ص ص
2
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 س + جـ4 –هـ   –لو | س |  5س + جـ = 4 –×          3 – لو | س |  5 = ( دس4  – هـ  3  –    )    د(  

 

 دس                   هـ(

افرض   ص = س
2

 س    ==<   دس =    2==<             =      4+  

 

 لو | ص | + جـ  4دس  =                            =             دص =                     ⸫

لو | س 4=                                                                                   
2

 | + جـ 4+  

 

 إذا كان ميل المماس للاقتران ص = ق)س( عند النقطة )س ، ص( يعطى بالقاعدة : (3

 (. 4،  0س  ، فجد قاعدة الاقتران ق ، علما بأن منحناه يمر بالنقطة )2هـ  +  2ق )س( = 

   الـحـل : 

هـ + س2س( دس = 2هـ  + 2ق )س( دس =   )  ق )س( = 
2

 + جـ 

(0هـ  + )2( = 0ق )
2

 2==<   جـ =     4+ جـ =  2==<      4+ جـ =  

+ س  هـ2ق )س( =  ⸫
2

  +2 

 

 تتحرك نقطة مادية على خط مستقيم بحيث إن سرعتها بعد ن ثانية من بدء حركتها تعطى بالقاعدة :( 4

 ، جد الاقتران الذي يمثل موقع النقطة المادية بعد مرور ن ثانية   0ن < ،  ، وإن     +      )ن( = هـ  ع 

 من بدء حركتها.

 ل : ـحـال

 لو | ن | + جـ 8ف )ن( =   ع )ن( دن = )هـ    +         ( دن =  هـ    + 

 

 

 

 

 

 

 

5 

 س

 هـ س3

3 

 س3
 س3

 هـ هـ

 

 

 س 8

س
2

  +4 

 

 

 س 8

س
2

  +4 

 دص

 دس

 دص

 س2

 

 

 س 8

 ص

 دص

 س2

 

 

4 

 هـ ص

 هـ

 س

 8 1ن+

 ن

 

 

 

 

 س س

0 

 س

 

 

8 

 ن

 1ن+ 1ن+

 هـ

 ♥ح  ــجــأن أن…  ا  ـوإمّ… ح  ـــجـــأن   ا  أنـّإمـدف  ، ،   فــاله  وغ ـلـب  ىــلـصمم عـــُا مـأن 
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 212( صـفـحـة 1<< تـدريـب )

دينار من مصرف يحسب ربحًا مركباً وفق قانون النمو ، بنسبة ربح مقدارها  10000افترض يمان مبلغ 

 % سنويا. جد جملة المبلغ الذي سيسدده يمان للمصرف بعد مرور خمس وعشرين سنة.4

 الـحـل :

     25،   ن =              =  0.04،    أ =      10000=  0ع

 هـ   ×  0جملة المبلغ = ع )ن( = ع

 دينار 27000=  2.7×  10000(  =  2.7× ) 10000(    =   2.7× ) 10000( = 25) ع    

 

 212( صـفـحة 2<< تـدريـب )

% سنويا. 5يتناقص ثمن عقار بمرور الزمن ، وبصورة مستمرة منتظمة وفق قانون الاضمحلال بمعدل 

 سنة؟ 40دينار ، فكم يصبح ثمنه بعد مرور  80000فإذا كان ثمنه الأصلي 

 ـحـل :ال

 40=              ،   ن =  0.05 -،    أ =      80000=  0ع

 هـ  ×  0= ع )ن( = ع ثمن العقار

 دينار 10973.9×           =  80000(   = 2.7× ) 80000=        ( 2.7× ) 80000( = 40ع )    

 

 

% في الساعة. جد عددها بعد 200تتكاثر البكتيريا بصورة مستمرة ومنتظمة وفق قانون النمو بنسبة  (1

 (.500000نصف ساعة، علما بأن عددها الابتدائي )

 الـحـل : 

 ،   أ =              ،    ن =        ساعة     500000=  .ع

 هـ× عدد البكتيريا = ع )ن( = ع. 

  1350000( = 2.7× ) 500000(         = 2.7× ) 500000ع )     ( =      

 ةـلـئـالأس

 النمو والاضمحلال ثانيا
 

 أن

      ×25 

4 

100 

4 

100 1 

 أن

-5 

100 

      ×40 
-5 

100 -2 1 

(2.7)
2

 

200 

100 

1 

2 

 أن

1 

2 

× 
200 

100 
1 

2 1 
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% 8ثمن سيارة بمرور الزمن، وبصورة مستمرة منتظمة وفق قانون الاضمحلال، وبمعدل يتناقص  (2

 سنة. 25دينارا، فجد ثمنها بعد مرور  12580سنويا. فإذا كان ثمنها الأصلي 

 ل :ـحـال

   25ن =    =              ،   0.08 -،   أ =      12580=  .ع

 هـ× ثمن السيارة = ع )ن( = ع. 

 1725.65×            =  12580( = 2.7× ) 12580(         = 2.7× ) 12580( = 25ع )    

 

 يذوب ملح في الماء، وتخضع كتلة الملح المتبقية من دون الذوبان في الماء لقانون الاضمحلال. (3

 حعد مرور ربع ساعة، فجد كتلة الملكيلوغرامات من الملح في الماء، فذاب نصف الكمية ب 10إذا وضعت 

 المتبقية من دون الذوبان في الماء بعد ساعة وربع الساعة.

 ل :ـحـال

 )كمية الملح دون ذوبان بعد ربع ساعة( معطيات 5،  ع )      ( =          =  1،    أ = ؟؟     ،    ن     10=  .ع

 أي بعد ساعة وربع المطلوب : كتلة الملح المتبقية دون الذوبان في الماء بعد ساعة وربع الساعة ، 

 ( = ع )      (2=        +        =         ساعة  ؛ أي ع )ن  1ساعة =        +  1ساعة +        

 هـ   ×  0( = ع1ع )ن:  الآن من هذه المعطيات 

 =            ==<   هـ هـ        10=    5==<               هـ×  10=  5

 هـ× ( = ع. 2)ن وب :   علطالم

 0.3125×         =         =  10× )     (  =  10=  (  هـ ×  )  10هـ        = ×  10ع )     ( = 

  

% سنويا. فإذا 0.8يتزايد عدد سكان مدينة ما بصورة مستمرة منتظمة وفق قانون النمو، بنسبة مقدارها ( 4

 م؟2135غ عدد سكانها عام م ، فكم سيبل2010نسمة عام  600000بلغ عدد سكانها 

 الـحـل :

        سنة 125=  2010 – 2135=  ،    ن   =              % 0.8،    أ =     600000=  .ع

 1620000=  2.7×  600000(           = 2.7× ) 600000هـ    = ×  0عدد السكان = ع )ن( = ع

 أن

- 8 

100 

      ×25 
-8 

100 -2 1 

(2.7)
2

 

 1أن

1 

4 

1 

4 

1 

4 

1 

4 

1 

4 

4 

4 

5 

4 
5 

4 

 × أ 
1 

4 

 أ
1 
4 1 

2 

 2أن

5 

4 

 ×أ 
5 

4 

 أ
4 

 أ

4 
5 5 1 

32 

5 

16 

8 

1000 

 أن
 ×125 

8 
1000 
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