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 یكُتب تكامل الاقترانس{ق{ ق ت:الآتيفي الریاضیات على الشكل}ءس}س. 
 التكامل والاشتقاق مفھومان متضادان في الریاضیات. 

  
  

 ج ي ح   حیث،  ج  + اس =  ءساتویسمى الثابت ج بثابت التكامل.( 

    : 

 ج+ س ٤=  ءس٤ت )١

  ج+ س ٩-=  ءس٩-ت )٢

 س=  ءسنست	
١ ن

١  . ١ –ن لآ ، ج   +  ن

 س× ا= ءسنس تا=  ءسنسات	
١ ن

١  . ١ –ن لآ ، ج   +  ن

  :  

	س=  ءسست  )١
١ ١

١ ١
= ج +  

س
	

٢

 .ج+  ذ

	س ٧=  ءس^س٧ت )٢
٧

٧
 .ج+  ٧س=   ج+  

 
 

  هءس ت_  ءسق ت= ءس}ه_ ق {ت. 

  : 

	س٥ = ءسس٣ت- ءس@س٥ت= ءس}س٣ - @س٥{ت )١
٣

٣
	س٣ – 

٢

٢
 .ج+  

 



  

0779 909 516    ٥ 

	س=  ءس}١% +-س٤ -* س{ت )٢
٩

٩
 - 

س٤
	

٤

٤
	س= ج  + س +  

٩

٩
	س+  

 .ج+ س + ٤

 
 ج+ س =  ءست )٣

 
 ج= ج +  ٠= ج ! + س× صفر=  ءس)صفر(ت )٤

 

	ست= ءسوست )٥

١

	س=  ءس٢
١

١

٢

١
١

٢

	س= ج +  

٣

٢

٣

٢

= ج +  
س٢

	

٣

٢

٣
 ج/ + #س[  ٣؛@= ج +  

 

	س × ١-س+  ٤-س٦{ت= ءس}سس؛:ش؛س     + ٤سس؛ ^ {ت )٦
١
	س+  ٤-س٦{ت= ءس}٢

١
 ءس}٢

 =٦ 
س
	

٣

٣
  +

س
	

١

٢

١

٢

  ج+  ٣سس؛@؛   -/ س [ ذ= ج +  

  
 :  یتوزع على عملیتي الضرب والقسمة لاولكن یتوزع التكامل على عملیتي الجمع والطرح. 

  
 ءس}٤ –س ذ -# س٤+ $ سذ{ت= ءس}٤+ س ذ} {١ -# س{ت )٧

 ج+ س ٤ -@ س -$ س% + س ٥؛@ =ج + س ٤ - @ س ٢؛@ -$ س ٤؛$% + س ٥؛@ ئ

 

	ست= ءس}؛#؛ ؛؛_؛؛؛؛س ؛؛؛سس؛؛؛؛؛؛؛؛شش؛؛؛@؛؛؛+؛؛؛؛؛؛؛؛؛@س؛؛  {ت )٨

١

	س{ت= ءس}٣ –س ذ+ @ س{٢

٣

سذ+ ٢
	

١

س ٣ –٢
	

١

  ءس}٢

	س ٥؛@= 

٥

	س ٣؛$+ ٢

٣

	س ٦ -٢

١

  ج+ ٢
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 ج+  س -=  ءسست )١

 ج+  س = ءسست )٢

 ج+  س=  ءسس@ت )٣

 ج+  س -=  ءسس@ت )٤

 ج+  س=  ءسسست )٥

 ج+  س -=  ءسسست )٦

  
  : 

 ءس}س٦+  سذ{ت )١

 : ذ{تذ -=  ءس}س٦+  سس  +
٦

٢
 ج+ @ س٣+  سذ -= ج + @ س 

 
 ءس}س@٣+  سس٧{ت )٢

 : ٧{تس٣+  س@٧-=  ءس}س٣+  سج+  س 

 
 ءسبخس؛؛#؛ ؛+؛ ؛س ؛٢)لآ؛بحس؛ت )٣

  :وفي مثل ھذه ، ) لیس مجدولاً (روف تكاملھ مباشرة عكما نلاحظ أن ھذا المقدار غیر م
  .الحالة نلجأ إلى طریقة الفرض لحل السؤال

دص=  ءستت ءس٩=  تتءص ٣+ س ٩= ص
٩

  

دص صت؛٢= ! ءسبخس؛؛#؛ ؛+؛؛ ؛س ٢)لآ؛بحس؛تإ 
٩

  ج +  ص -×  ١؛!٨؛=   ءصصت١؛!٨؛ =  
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  ج)+٣+س٩( ١؛!٨؛  - ئ

  
  ت}ب+اس{أ؛! -=  ءس}ج+ } ب+اس 

 .بشرط أن تكون الزاویة خطیةوتنطبق ھذه القاعدة على جمیع الاقترانات المثلثیة 

  
  :  

 ءس٣س؛   ٣س؛  ت )١

  :ت  ٣س؛   ٣-= ءس٣س؛  ج+  ٣س؛ 

 
 ءست )٢

  :ت ت= ءس×   ت= ءس؛لآ؛ة س سس؛ءس  = - ج+  س 

 
 ءسس@ت )٣

  :ت@ت=ءس س}@ءس }١-س= س–ج+  س 

 
  ءس}س٥@ - ١ذ{ت )٤

  :١ذ{ت - @١ذ{ت= ءس}س٥ – }@١٣{ت= ءس}}١ -س ٥ - @ءس}س٥ 

  ج+  س ٥ ٥؛+ !س ١٣ئ 

  
 ءس}}س{ق ×}س{ه + } س{ ه× }س{ق {ت )٥

  :س{ق {ت{ × ه}س{ه + } س{× ق}ج+س}ه×ق{=  ءسس}َه×ق{ت= ءس}}س 
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  ءس}س٧@٣ – ٥{ت )٦

  :٣–٥{ت@١{٢؛!{٣ –٥{ت=ءس}س٧ – ٢؛#+  ٢؛# -٥{ت=ءس}}}س١٤ ءس}س١٤ 

  ج+ س ١٤؛ ٢ ٨؛#+ س  ٢؛&=  ءس}س١٤ ٢؛#+  ٢؛&{تئ 

  
 ؟} ب –ا {وجد أ ،  ءسس٢ض؛ ؛سس ت=ب ،      ءسس@ت=ا إذا كان  )٧

  : ت=ب  –ا @ت= ءسس٢ض؛ ؛سست - ءسس}@ ءس}؛؛ ؛ض؛ ؛س؛٢سس_؛س؛ ؛ ؛@قاس؛ ؛{ ت= ءس}س٢ض؛ ؛سس  -س 

  ج+ ض؛ س؛سس =  ءسَ}ض؛ س؛سس{تئ

  
  ءس}س٥@٣ –س ٥@٣{ت )٨

  :٣{ت@٣ –س ٥@{ت٣=  ءس}س٥@س ٥– @ءس} س٥ 

  }س١٠= س ٥@ –س ٥@ئ  س@ –س @= ذس{........ ءسس١٠ت٣ئ 
  ج+ س ١٠ ١؛ ٠؛#ئ 

  
  ءسس٧ س٣ت )٩

 :تس٣ ت٢؛= ! ءسس٧}}س١٠{ + }-ءس}}٤ 

  ج+ } س٤ ٤؛+ !س ١٠؛ ١ ٠؛!{٢؛= ! ءس}س٤ + س١٠{ ت٢؛!إ 

  
 ءسس س ت )١٠

  :نلأ  ذ= ذسس تت  سس ؛س؛ ٢؛@؛لآ=  س 

  ج+ ذس  ٢؛! - ×٢؛= ! ءسذس ت٢؛= ! ءس؛س؛ ٢؛@؛لآ ت= ءسس ستإ 
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	(ت )١١ 
	





 	
	

	

 	
	(ءس 

  :ت)	 
	





 	
	

	

 	
	(ت= ءس 

	



(

 		


 	)	


ت= ءس 

	






	




 ت٤= ءس 
	



 
	

ءس 

  ج+ } س –س  -{٤=  ءس}١ –س @{ ت٤ = ءسس@ت ٤ئ 

  
)ت )١٢ )	



 
	


	

 ءس

  :ت( )	


 
	


	

 ت= ءس 
	


 

 
	

ت= ءس ) 
	



 
	

 +


 
	

 −


 
	

(ءس 

+س@(تئ  ١
س
×

س

س
٢ −@(ت=ءس)س@ذ–سسس+)@ءس))١ - س  

  ج+ س  –س ذ+ س ذ-= ءس)١ -س  سذ –س @ذ(تئ 

  
س٢ ت )١٣ ١

س س
 ءس 

  :ت س٢ ١

س س
		 ت= ءس   

	


 

	


	

  ت= ءس ( )	


  ءس 

  ج+  س – س -=  ءس)س – س( تئ 

  
  :تج+ } س{ق= ءس}س{ق 
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  وھكذا....ج  + } س{ق= ءس}س{قت

  
  : س{ق { =٩ –س ٤ ،  ق}ذ { =٣ ق}س{ 

  : س{ق {=ت ق}ج+ س ٩ - @ ذس= ءس}٩ –س ٤{ت= ءس}س 

  ١٣= ئ ج  ٣= ج +  ١٨ – ٨ئ   ٣= ج + ذ ×٩ – ٤×ذ= } ذ{ئ  ق   ٣= } ذ{ق ، لكن
  ١٣+ س ٩ -@ ذس= } س{إ ق 

  
  : @


 }ن { 

  : 
 :}یأخذ التسارع قیمة سالبة ھنا لأن الحركة عكس الجاذبیة(١٠-= } ن (        

  ٣٥= }٠{ع 
: }؟؟= }ن  

  ٣٥=  ١ج + ن ١٠- ئ  ٣٥= }٠{ع  لكن، ١ج + ن ١٠-= ءن}١٠-{ت= ءن}ن{ت= } ن{ع 
  ٣٥+ ن ١٠-= } ن{إع ،  ٣٥=  ١ئ ج  ٣٥=  ١ج +  ٠×١٠-ئ  ٠= ن  وعندما

  ٢ج + ن ٣٥+ @ ن٥-= ءن}٣٥+ ن ١٠-{ت=ءن}ن{ع ت=} ن{ف 
   ٠=  ٢ج +  ٠+  ٠= } ٠{ فإ )لأن الجسم ابتدأ الحركة من سطح الأرض( ٠= } ٠{ ف لكن

  ن٣٥+ @ ن٥-= } ن{ف إ ،   ٠=  ٢ئ ج 

  
  : س{ق {  ١+س٦=}س{ق

س{ق {ق}س{ 
  : 
  : 
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 )لأنھ من الدرجة الثالثة(د + ج س + @ ب س+ # اس= } س{ق  )١
٢(  ١+ س ٦= } س{ق 
 ٠= } ٠{ئ ق  ١= } ٠{ق  )٣
  : ؟؟=  }س{ق 

 س{ق {=ت ق}١+ س ٦{ت=ءس}س{لكن،  ١ج + س + @ س٣= ءس  ق}٠= } ٠  

 ءس}س{ق ت=} س{ق  وكذلك، س + @ س٣= } س{إ ق ،   ٠=  ١ئ ج  ٠= ١ج +  ٠+  ٠ئ 

  ١=} ٠{ق  لكن،   ٢ج + ٢؛@س + #س=} س{ئ ق ءس}س+ @ س٣{ت

  ١+   ٢؛@س +  # س= } س{إ ق،   ١=  ٢ئ ج  ١=  ٢ج +  ٠+  ٠ئ 
 

  :  }ن { }٤+ن٦=} ن


 ذ{ذ{
  : 
 : 
 ذ١= } ذ{ف ،       ذ= } ٠{ع ) ٢،       ٤+ ن ٦= } ن{ت )١
  :؟؟=} ٣{ ف 

  ذ=  ١ذ ئ ج = } ٠{ع  لكن، ١ج +ن٤+@ن٣=ءن }٤+ ن ٦{ت= ءن}ن{تت=} ن{ع 

  ءن}ذ+ ن ٤+ @ ن٣{ت= ءن}ن{ع ت=} ن{ ف،  ذ  +ن٤+@ن٣=} ن{إ ع 
  ١=  ٢ج ذ ئ ١=  ٢ج +٤+٨+٨=} ذ{فذ ئ ١=} ذ{ف لكن،  ٢ج +ذن +@ذن+#ن ئ
  م٥٢=  ١+  ٦+  ١٨+  ٢٧= } ٣{ف ئ  ١+ذن +@ذن+#ن= } ن{ فإ 

  
  :    س{ق{      

س{ق{=٨–س١٨  ق}س{ 
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 : 
  : 
 ١٠= } ١{ق } ٢،    ١-= } ١{ق  )١
  : ؟؟=  }س{ق 

 س{ق {=ت ق}٨ –س ١٨{ت= ءس}س{١ج +س٨-@س٩= ءس  ، إ ق}١ج +س٨-@س٩= } س  
  ٩+س٨-@س٩= } س{إ ق ،  ٩=  ١ئ ج  ١٠=  ١ج +  ٨ – ٩ئ  ١٠= } ١{ق  لكن

  ٢ج + س ٩+ @ س٤ -# س٣= ءس}٩+س٨-@س٩{ت= ءس}س{ق ت=} س{ق 
  ٩- =  ٢ئ ج  ١-=  ٢ج +  ٩+  ٤ – ٣= } ١{ئ ق  ١-= } ١{ق  لكن

  ٩ –س ٩+ @ س٤ -# س٣= } س{إ ق 

  
  ت ج+ } س{ق =  ءس}س{ق 

  
  : ٣٠{تد - ؟ءس}س٣ 

  :٣٠{تد - ٣٠=  ءس}س٣  - س٣ 

  
  :  د  ؟؛ءس٩ س؛-؛ ٢؛؛؛؛سس   ت= ص 

  :؛٩ س؛-؛ ٢؛؛؛؛سس   =  دئ  ؛ءس٩ س؛-؛ ٢؛؛؛؛سس   تد=  د 

  
  : س{ق ت{١+ ذس + @ س -# س=  ءس  ،  ق}-؟}٣ 

  :ذ+ ذس  -@ س٣= } س{ئ ق } ١+ ذس + @ س -# س{د=  ءس}س{ق تد 

 س{ئ ق { =ذ  –س ٦ ، إ ق}-ذ٠ -= ذ  – ١٨-= } ٣  
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  : س{ق ت{ءس  =@ ذس + ج + س ،  ق}
٤

 ؟}

  :{د=  ءس}س{ق تد@ذس+٤= } س{ئ ق } ج+س ذس ذس +@س 

  )س سذ= ذس ... (س @+ س ٤ذ= } س{ئ ق 

٨=}س{إقذ+سس×س٨=سذ+س٤@س  ٨= س٢+س٤

س 
	

٢×
س

س
  

 إ ق}
٤

{  =٨}٢+ } بب

٤

	

٤×٢


٤
  =٤-=  ١×٤+  ١-×٨  

  
  :}ذس+}س{ق{١+@اس+#س = ءس،  ق}٧= } ذ{ق ،  ٥= } ١ ،  

١( }ا{ 
 }٤{ق }   ،   ٠{ق  )٢
  : 

 ذاس+@س٣=  ذس+}س{ ئ ق} ١+ @ اس+ # س{د=  ءس}ذس+}س{ ق{تد )١

س{ ئ ق { =ذس –ذاس +@س٣ ،  ق}١ { =٥  ئ ق}ذ= ئ ا  ٥= ذ - ذا+٣= } ١  

  ٧= } ذ{ق  ،  ج+ @ س+ # س=  ءس}سذ+@س٣{ت= ءس}س{ ق{ت=} س{ق  )٢

  ٥ -@ س+ # س= } س{ق  إ،    ٥ -=  ١ذ -  ٧= ئ ج  ٧= ج +  ٤+  ٨= } ذ{ق إ 
  ٥٦=  ٨+  ١٦×٣= } ٤{ق ،   ٥ - = } ٠{إ ق 

 
  

 
    

س ت )١ ق× س 	ه س ه× س ق

(س) ق
	

 ءسذ

 ءس@}س+  س{ت )٢
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س ت )٣

س
 ءس

١ ت )٤

س 
	

٢
٣ ٣

 ءس

٩ ت )٥ س 
	

٣

س 
	

٢
١

 ءس 

 سءس٥س ٣ذت )٦
   

 }ن { ع}ن١٠–٤٠= } ن
  

    س٣{ق ت{٤+ @ س٦+ # س=  ءس  ،  ق}؟}٣  
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  :س{م متصلاً على مجالھ فإن الاقتران }س{ق إذا كان{ ّالاقتران البدائي "ىیسُم

 .}س{ق مجالس ي ششن} ، س{ق = } س{م  إذا كان "}س{ق للاقتران

  
  : س{ق { =س٤#،  ق}س{: 
  س= } س{م$ 
  ١$ _ س= } س{م 
  ٩ $ _س= } س{م 
  ٥؛$ _ #س= } س{م 
  ن ي ح، ن $ _ س= } س{م 

  }س{ق= } س{ئ م  ءس} س{قت= } س{م  :وبصورة عامة فإن

  
  : س{م{  ق}س{  

 ٥+@س٣= } س{ق، س ٥+#س= } س{م )١
 ِ؛ سس؛#؛ِ  ٦؛ِ=+؛سسِ ؛٢؛ شش؛س   = } س{ق، /  س/٦/ +/ @س=  [} س{م )٢
  : 
١( س{ق=  ٥+ @ س٣= } س{م{ 
٢( س{ق =سسِ ؛ ؛#؛ِ  ٦؛ِ=+؛سسِ ؛٢؛ شش؛س    =} س{م{ 

  
  :  ١-@اس+#س =} س{م     س{ق{  ق}ذ٤=}ذ
 ا 
  : س{م{ ھو اقتران بدائي ق}س { ئ م}ق = ذاس + @س٣ئ }س{ق = } س

  ٣= ئ ا   ١ذ= ا ٤ذ ئ ٤= ذ ×ذا+  ٤×٣ذ ئ ٤=}ذ{ق } س{
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  :إذا كانس{م{ للاقتراناقتران بدائيق}س{ فإن التكامل المحدود للاقترانق}س{ 

 ُ  :كتب على الصورة التالیةی
  –=} ا{م  –} ب{م =بي]‘}س{م= ءس}س{ق بي]ت

  
  :في التكامل المحدود) ج(لا یوضع ثابت التكامل. 

  
  
 ك ي ح}  ، ا –ب {×ك=  بي]‘}س{×ك=  ءسبي]تك=  كءسبي]ت )١

  )طول الفترة×الثابت= تكامل الثابت : (أي أن

 }!+نا – !+نب{×١؛ ؛! =؛نن ؛  = بي]‘}!+نس{×؛١ ؛ ! =؛نن ؛ =  ءسنسبي]ت )٢

  
  : 

 ءس}٣- @س- س٤{$١ت )١

  :١‘}س٣ -# س٣؛! - @ذس{=  $١‘}س٣ -# س٣؛! -@س٢؛{$=  ءس}٣-@س-س٤{$١ت$ 

  ٠=  ٣؛$+  ٣؛$ -= } ٣ – ٣؛! -ذ { –} ١ذ -؛ ^٣؛$ - ١٦×ذ{ئ 

  
 ءس/س [س !٠ت )٢

  :س×س!٠ت=  ءس/س [س !٠ت
	

١

س !٠ت= ءس٢
	

٣

=  ءس٢
س
	

٥

٢

٥

٢

 ٥؛@= } ٠ – ١{ ٥؛@=  !٠‘

 
 ءس!؛+شش سس؛: ؛ش س؛   $١ت )٣
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  :س+  ١{$١ت= ءس}سسشش ؛+   !سس: ؛ش س؛شش{  $١ت= ءس!؛+شش سس؛: ؛ش س؛   $١ت
	

١

سذ -س {=  ءس}٢
	

١

١‘}٢$ 

  ١= } ١-{ – ٠= } ذ – ١{ –} ٤ – ٤{ئ 

  
	،٠[س ي ،  ءس}س - س{ت )٤

بب
 ] ذ

  :ت}س - {=  ءس}سس  +بب/ذ٠‘)س  =}}بب/ذ { +}بب/ذ {{– 
}}٠ { +}٠=  ١ – ١= } ١+  ٠{ –} ٠+  ١{=}} ٠ 

  
 }بب/٦، بب /٣{س ي ،  ءسس ست )٥

  :تس ءسس  =-}@١ - =  بب/٣‘بب/٦}س

س ا
	
 ٣؛* -= } ٣؛$ - ٤{ -=  بب/٣‘بب/٦ ٢

 
٦(   س{م{=ج+س٣-@س ق}س{  ]٥,٢[  ،

 ءس}س{ق%٢ت 

  :س{ق اقتران بدائي للاقتران} س{م بما أن{   إ م}س{ق= } س{ 

  ١٠,٥-=٢+١٢,٥-=%٢‘@}س٢؛# - @س{= ءس}٣-ذس{%٢ت= ءس}س{ق%٢تئ} س{ق=٣-ذسئ 

  
 ]بب،٠[ص ي ،    ءس}ءصص٣ت+س٣{*٠ت  )٧

  :٣+س٣{*٠ت×٠‘صπ{٠ت= ءس*}٣+س٣}π-ءس}}٠{٣+س٣{*٠ت= ءس}}٠ 

  ٩٦= } ٦٤{٢؛#= *٠‘@}س{٢؛#=  ءسس٣*٠تئ 

  
٨(  ١٦=  ءسا#٠ت ؟ا 
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  :؛!٣؛^= ئ ا  ١٦= ا ٣= } ٠-٣{ئ ا ١٦=  ءسا#٠ت 

 
٩(  }ن {  س  

 ءسنس!٠تذ=ءس نس!١ت قق

  :ءسنس!٠تذ=ءس نس!١ت قق  

  !٠‘!+ن} س{×؛١؛١ =؛نن@؛  =!١قق ‘!+ن} س{×؛١ ؛؛ ! =؛نن ؛  ئ 
  ]٠ - !+ن}١{[؛١ =؛نن@؛=  ]!+ن}١-{ -!+ن}١{[؛١ ؛؛ ! =؛نن ؛  ئ 
  ١- !=+ن}١-{ذ ئ = !+ن}١-{ - ١؛ ئ ١ =؛نن@؛=  ]!+ن}١- { - ١[؛١ ؛ ؛! =؛نن ؛  ئ 

  مجموعة الأعداد الزوجیةئ ن ي  مجموعة الأعداد الفردیةي  ١+إ ن
  .قیم س ھي مجموعة الأعداد الزوجیةإ 

  
١٠(  ذ٠ - =ءس }مءم٣"٠تذ-@س٣{#١تق قق ، 

  : ًنحسب التكامل الداخلي أولا ءس}"٠‘@م٣-@س٣{#١تق قق= ءس}مءم٣"٠تذ-@س٣{#١تق قق 

  #١قق ‘]س@ -#س٣؛![٣= ءس @} -@س{#١تق قق٣= ءس @}٣- @س٣{#١تق ققئ 
  ٤٨= @١ذذ ئ ٠-= @ ١ذ -ذ٨ذ ئ ٠ -=  ]@}+  ٣؛! -{-@}٣-٩{[٣ئ 
  ذ_=  ئ  ٤= @ئ 

  
١١(  س{ق{  ق!١ت قق}؟ذ=ءس }س{ق#١ت، ٤ =ءس }س 

  :٤= ءس }ب +اس{!١ت ققئ  ٤=ءس }س{ق!١ت قق لكن،ب  +اس= } س{ق 

  ذ= ئ ب  ٤= ئ ذب  ٤=} ب – ٢ا؛{- }ب+٢ا؛{ئ  ٤= !١قق ‘}ب س+@س٢ا؛{ئ 
  ذ+اس= } س{إ ق
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 ً   ذ=  #١‘}ذس+@س٢ا؛ {ذ ئ =ءس }ذ+اس{#١تذئ =ءس }س{ق#١ت ولكن أیضا
  ٢؛! -=ئ ا ذ- =ا٤ذ ئ = ٤+ا٤ذ ئ =} ذ+ ٢ا؛{- }٦+ ٢ا؛×٩{ئ 

  ذ+س٢؛! -=} س{إ ق

  
١٢( ٦{ق،  ٧=}ذ{ق{=١٠ ٢ت^}ءس}ذ+}س{ق 

  :٢ت^}س{ق{+{^٢ت= ءس}ذق}ذ-٦{ذ+̂ ٢‘}س{ق= ذءس ^٢ت + ءس}س{ 

  ١١=  ٨+  ٧ – ١٠=  ٨+ } ذ{ق –} ٦{ئ ق

  
١٣( ت}@ س- @س{ق}س{ ٨= ءس – @س ٦، ق}س{ 

  :ت}@ س - @١{تئ ءس}س{ق}س

س 	جا
س - ٢ 	جتا

٢

س 	جا
 س٦@ – ٨= ءس }س{ق}٢

ستئ  	جتا
٢

١

س 	جا
ستءس ئ }س{ق ٢ 	جا

٢

س 	جا
  س٦@ – ٨ = ءس}س{قتءس ئ }س{ق ٢

  س٦ س٦ ×س١٦ذ= } س{ئ ق} س٦@ – ٨{د= ءس }س{قتدئ 
  س٦س ٦@١ذ= } س{ئ ق

 
  
   )ءس }س{قمأ]ت =.( 

  ءس}س{قت مأ شمس-= ءس }س{قسمس]ت 

 
  : س{ق%١ت{ ٣= ءس  ، ٥ت!}؟ءس}٣+}س{ذق 

  :٥-١{٣+  ٣-×ذ= ءسءس ٣!٥ت+ءس }س{ذق!٥ت=  ءس}٣+}س{ذق{!٥ت{ 
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  ١٨-=  ١ذ - ٦-ئ 

  
  : ١-}س{ق{(٢ت{ ٨= ءس  ، ق٤@٠ت}؟ءس}س 

  :٨= ذ +ءس }س{ق(٢تءس ئ (٢ت –ءس }س{ق(٢ت ءس ئ}١- }س{ق{(٢ت 

  ذ٤- ئ  ٦×٤-ءس ئ }س{ق(٢ت٤- ئءس }س{ق٤@٠تإ ،   ٦= ءس }س{ق(٢تئ 

  
  : س{ق+ا{@٢ت قق{{ ١٦= ءس ، ق٤@ق ٢ت}ا٨=ءس }س ، ؟ا 

  :ا٨= ءس }س{ق٤@ق ٢ت لكن،  ١٦= ءس }س{ق@٢ت قق+ ا ٤ءس ئ }}س{ق+ا{@٢قق ت 

  ٨=ئ ا١٦=ئ ذا ١٦= ذا  –ا ٤ءس ئ }س{ق@٢ت قق+ ا ٤إ ، ذا= ءس }س{ق@ق ٢تئ 

 
  

  ءص}ص{ق"ت شمس+ءص }ص{قسمس]ت=ءص }ص{ق]"ت
  

 .لنفس الاقتران) الكلیةتجزئة الفترة (في حال إعطاء عدة تكاملات .١
  .في إیجاد تكامل الاقترانات المتشعبة .٢

:ءس}س{ق٢̂ت+ءس}س{ق@٠ت=ءس}س{ق٠̂تأو،ءس}س{ق٥̂ت+ءس}س{ق%٠ت=ءس}س{ق٠̂ت  

  
 :  ءس|ذس-٤|%١ت 

  :ذ=ئ س  ٠= ذس -٤ 

  %٢‘}س٤-@س{+ @ ١‘@}س-س٤{ءس ئ }٤-ذس{%٢ت+ءس }ذس- ٤{@١ت= ءس |ذس- ٤|%١ت إ
  ١٠=  ٩+  ١=  ]}٨-٤{-}ذ٠-ذ٥{[+  ]}١-٤{-}٤-٨{[ئ 
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  :  
       حمس س حمس ذ٠،   ٤-س٦             

  =   } س{ق
  ٤ذحمس س حمس ،  |٩-@س|             



 ءس}س{ق#٠ت )١

 ءس}س{ق$٠ت )٢

 : 

 ءس@}س-٩{#٢ت+ ءس }٤-س٦{@٠تئ  ءس}س{ق#٢ت+ءس }س{ق@٠ت=  ءس}س{ق#٠ت )١

  ]}٣؛* -١٨{-}٩-ذ٧{[+  ]}٨-١ذ{[=  #٢‘#}س٣؛! - س٩{+  @٠‘}س٤-@س٣{ئ 
  ؛@٣؛(=  ٣؛* + ٤ئ 

 ءس}٩-@س{$٣ت+؛ @٣؛( =ءس }س{ق$٣ت+ ءس }س{ق٠#ت= ءس }س{ق$٠ت )٢

  ؛%٣؛* -= ذ ٦ - ؛ @٣؛= ( ]}ذ٧ – ٩{ –} ٣٦ -؛ ^٣؛{$[+ ؛ @٣؛= ( $٣‘}س٩- #س ٣؛!{+  ؛@٣؛(ئ 

  
  : س{ق٣%٩ت، ٦= ءس}س{ق%٢ت{ ٩= ءس ،ق٢؛!@٩ت}؟ءس}س 

  :س{ق@٥ت+ءس }س{ق%٩ت=ءس }س{ق@٩ت{ ءس، ق٣%٩ت}٩= ءس }س 

ً  ٣= ءس }س{ق%٩تئ    ٦-= ءس }س{ق%٢ت-=  ءس}س{ق@٥توأیضا

  ٢؛# -= ءس }س{ق٢؛!@٩تئ  ٣-=  ٦- ٣= ءس }س{ق@٩تإ 

  
  : س{ق-ذس{!٦ت{{ذق$١ت، ٨=ءس}س{٣=ءس ، ٤ت^}ق٣}؟ءس}ذ-}س 
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 :  

 ٤٣-= ءس }س{ق٦!تئ ٨= ءس }س{ق٦!ت– ٣٥- ئ  ٨=ءس}}س{ق-ذس{!٦ت 

 ٢؛#= ءس}س{ق$١تئ  ٣=ءس}س{ذق$١ت  

 }٤-٦{ذ-  ]ءس}س{ق$١ت-ءس}س{ق١̂ت[٣ءس ئ^٤تذ–ءس}س{ق٤̂ت٣=ءس }ذ- }س{ق٣{^٤تإ
  ؛@؛٢$؛= ! ٤ -؛ @؛٢$؛= ) ٤ –} ٢؛# - ٤٣{٣ئ 

  

  : ءس]١+س٢؛![&١ت 

  : ًنجد طول الدرجة أولا:  = ٠،ذ،  ٤،  ٦،  ٨،                    ذ 

  ١٦=  ٤+٦+٤+ذ= ءس ٤&٦ت+ءس ٤٣̂ت+ذءس $٢ت+ءس @١ت=  ءس]١+س٢؛![&١ت
 

  : ءس|٤-@س|!٠ت 

  :؛!٣؛= !} ٣؛! -٤{=  !٠‘#}س٣؛! - س ٤{= ءس @}س-٤{!٠ت=  ءس|٤-@س|!٠ت 

 
  : ءس] ٥س؛   -٦[% !٢ت 

 :    ٠،  ٥،  ١٠،  ١٥                                    ٥= ل 

  ٥٠=  ١٥+ ذ ٠ + ١٥= ءس ٣!١% ٠ت+ ءس ٤( !٥ت+ ءس ٥%٢ت= ءس ] ٥س؛   -٦[% !٢تإ 

  
  : ؟ءس/١/+س/ذ-/@س[ @٠ت 

  :ءس/}@/١-/س{[ @٠ت= ءس /}١/-/س/}{/١-/س{[ @٠ت= ءس /١/+س/ذ-/@س[ @٠ت 
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  @١‘}س – ٢؛@س{  +  !٠‘}؛ ٢@س  -س{ءس ئ }١- س{@١ت+ءس }س -١{!٠ت= ءس |١-س|@٠تئ 
  ٣= } ٢؛+ !ذ {+ } ٢؛! -  ١{ئ 

  : ءس }س{ق)٧ت= ءس }س{ق&٤ت –ءس }س{قبي]ت،  ؟ب،ا 

  :٩=ب ،  ٤=ءس ئ ا}س{ق)٤ت= ءس }س{ق)٧ت+ ءس }س{ق&٤ت= ءس }س{قبي]ت 

 
  :  
  حمس س آذ ٣-،   |ذ+ذس- |              
  ذ=س ،         ٥    = } س{ق

  ٥ذ آس حمس، ا                       

 س{ق$٠ت{ ذ٤= ءس ، }؟}ا  

  :ذ٤=  ءس}س{ق$٢ت+ءس }س{ق@٠تءس ئ }س{ق$٠ت 

 ]ءس}ذ-ذس{١@ت+ءس }ذس-ذ{!٠ت[=  ءس}س{ق$٢ت+ ]ءس}س{ق١@ت+ ءس }س{ق!٠ت[ئ
  ذ٤= ذا+  ]@١‘}ذس-@س{+  !٠‘@}س-ذس{[ذ ئ ٤= اءس $٢ت+ 

  ١ذ= ذ ئ ا ٤= ذا+  ]}}١-{-٠{+١[ئ 

 
  
  

 ٠ءس جمس }س{قبي]تفإن ]ب،ا[س يششن ٠جمس} س{قإذا كان .١

 ٠ءس حمس }س{قبي]تفإن ]ب،ا[س يششن ٠حمس} س{قإذا كان .٢
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 ءس}س{مبي]ت ءس جمس}س{قبي]تفإن ]ب،ا[س يششن }س{م جمس} س{قإذا كان .٣

 ءس}س{مبي]ت سحمءس }س{قبي]تفإن ]ب،ا[س يششن }س{م حمس }س{قإذا كان .٤

  
  :٠ءس آ ؛١)؛ =_؛٢سس؛ @س !٢ت قق 

  : 
  :١،ذ- [س يششن ٠آ ٩-@س[ 
  :١،ذ- [س يششن   ٠ى ١+@س[ 

  )حسب خاصیة المقارنة(   ٠ءس آ ؛١)؛ =_؛٢؛ سس@س !٢ت ققئ  ٠آ ؛؛= _إ  

  
  : ءس@س@١تسءس حمس @١ت 

  :ذ،١[س يششن،   ءس@س@١تسءس حمس @١تئ  ]ذ،١[س يششن@  ، س آ س[ 

  
  : 

  ءسسس؛؛؛؛!  #١ت  ،  ؛؛؛ءس٢سس؛!  #١ت
  :١،٣[س يششن،  جمس س @ س[ 

  ءسسس؛؛؛؛!  #١ت حمس ؛؛؛ءس٢سس؛!  #١تئ  ]١،٣[س يششن، سس؛؛؛   ؛!؛؛؛ حمس   ٢سس؛!  

  
  س{ق{١،ذ- [س يششن،٤جمس[٢ت قق!}ءس}٣+}س{ذق. 

  :٤جمس} س{ق 
  ٨جمس } س{ذق
  ١١جمس  ٣+}س{ذق

  ٣٣أقل قیمة ممكنة ھيئ  ٣٣= ءس ١١!٢ت قق جمسءس }٣+}س{ذق{!٢ت قق إ
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  ءس}ذ+س{$٢ت، ءس }٥+@س{$٢ت.  

  :٤،ذ [س يششن، جمس س  @ س[ 

  ءس}ذ+س{$٢تءس جمس }٥+@س{$٢تئ  ]٤،ذ [س يششن، ذ  +جمس س ٥+@س

  
  : س{ق#١تم حمس{ ءس حمس ن ، !حمس ق ٢؛}٤حمس} س،  ن، م. 

  :!ءس٤#١تحمس ءس}س{ق#١تءس حمس٢؛!#١تئ  ٤حمس} س{حمس ق ٢؛ 

  ٨= ن ،  ١= إ م ،  ٨حمس  ءس}س{ق#١تحمس  ١ئ 

  
  : ٤حمس س حمس  ١ ،: !١؛ءس حمس ٢ ؛=سس ؛!؛؛؛؛؛  $١تحمس  ٢؛.  

  :٦؛!؛ جمس ٢ ؛=سس ؛!؛؛؛؛؛  جمس  ٣؛!ئ  ٦ذ حمس +سحمس ٣ئ  ٤حمس س حمس  ١  

  ٢؛!؛ءس جمس ٢ ؛=سس ؛!؛؛؛؛؛  $١تجمس  ١ءس ئ ٦؛!$١ت؛ءس جمس ٢ ؛=سس ؛!؛؛؛؛؛  $١تءس جمس٣؛!$١ت

  
  :یمكن استخدام طریقة القیم القصوى في حال معرفة قاعدة الاقتران فقط. 

  
  

١= } س{ئ ق  ؛٢ ؛=سس ؛!؛؛؛؛؛=   } س{ق

(٢ 	(س
  ]١،٤[ذ يي-= ئ س = ّ  }@ ذ+س{ئ = ّ   ٢

  )عظمى مطلقة( ٣؛= !} ١{إ ق
)صغرى مطلقة( ٦؛= !} ٤{ق 

  ٢؛!؛ءس جمس ٢ ؛= سس؛!؛؛؛؛؛  $١تجمس  ١ءس ئ ٦؛!$١ت؛ءس جمس ٢ ؛=سس ؛!؛؛؛؛؛  $١تءس جمس٣؛!$١تئ  ٦؛!جمس  ؛٢ ؛=سس ؛!؛جمس   ؛؛؛؛ ٣؛!إ 

  
  : ءس /@/س/-٩[#٣ت قق 
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  :س{ق {] =س/-٩/@ /ئ ق}٢؛ ؛ِ  ؛سِس -؛س؛ِ ٩؛شش_؛    =} س ّ =  
  ٣_= ئ س  ٩= @ ئ س= ّ  @ س-٩ئ / = ّ  @س/-٩[ = ّ  س 
  )صغرى مطلقة(= ّ  } ٣- {ق= } ٣{ق،    )عظمى مطلقة( ٣= {ّ } ق

  ءس جمس ّ/@/س/-٩[#٣ت ققءس جمس٣#٣ت ققجمس ّ  ئ / @/س/- ٩= [} س{جمس ق ٣إ 

  ءس جمس ّ/@/س/-٩[#٣ت ققجمس  ١٨ئ 

  
  : ٣،٥[س يششن،  ٥حمس}س{حمس ق١[  

ءس}ذس-٤{%٣ت 

 نأخذ التكامل لجمیع الحدودءس٥%٣تءس حمس}س{ق%٣تحمس ءس١%٣ت 

  ذوأصغر قیمة ھي١٠أكبر قیمة ھيئ ١ ءس حمس ّ}س{ق%٣ت ئ ذحمس

  
 تبب حمس}@{ بب،ّ [س ي ،ءس حمس ذبب[ 

 -حمس١حمس ئ   ١حمس ّحمس  ئ  ١حمس ّ@حمس١ئ    ١حمس س@حمس ذ ١+س 

  ذءس ٠πت ءس حمس}٠π}@ت ءس حمس٠πت:للأطراف ینتج أنوبأخذ التكامل 

  ءس حمس ذبب}٠π}@ت ئ بب حمس

  

 س{ق { =@ بب،٠[س ي، س[ ،٠ت م حمسπق}٣-ءس حمس ن}س  ،

 ن، م ن ي ص،م



  

0779 909 516    ٢٧ 

 -حمس ١ حمس ٠ئ    ١حمس حمس٠ ئ ١حمس@التكامل للأطراف ینتج وبأخذ،  ١حمس 

٠πتأن
٠πتءس حمس٠ 

@ءس٠تحمسπ  ٠ت حمس٠ءس  ئπ
@ءسحمس بب 

٣+بب= بب  ئ  ن =  ٣-ن،  ٠= ئ م  

 
 ٠تπ}{ ءسوذبب –بب 

 لأن قاعدة الاقترانس{ق{ لحل السؤال القیم القصوىنستخدم طریقة فیمكننا أن معلومة 

    –٠ ئ ئ  س =
٤

     π  ٠؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛=؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛    ٤؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛ -؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛  

{ق
٤

)قیمة عظمى مطلقة( ٢شش؛؛؛؛؛؛؛@؛=  }  

للمقارنة فقط).....صغرى محلیةقیمة ( ١= } ٠{ق 

  )قیمة صغرى مطلقة( ١-= } بب{ق

  ءس٢شش؛؛؛؛؛؛؛@؛  ٠πت ءس حمس}{٠πت ءس حمس}١- {٠πتئ   ٢شش؛؛؛؛؛؛؛@حمس  ؛}س{حمس ق١-إ 

  وذبب=  ٢؛ششπذ  ءس حمس}٠π}ت بب حمس–ئ 
بب–وأصغر قیمة ھيوذببأكبر قیمة ھيإ  

 
 س{ق{

س{ق%٢تحمس٣{١٨ءس حمسق}س{ 

 

 س{حمس ق١{ ٦حمس ق%٢تءس حمس%٢تئ}١٨ءس حمس}س{ق%٢تحمس٣ءس ئ ٦%٢تءس حمس}س 

 

 ٥{٠تبب/٢#حمس بب} ٣-س 

 -حمس١حمس٠ئ    ١حمسحمس٠ئ    ١حمس#ئ   ١حمس٥حمس٠#٥حمس 

٦ 

١
٥ ٢ 
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  ذءس٠تبب/٢ءس حمئس }٣-س#٥{٠تبب/٢حمسءس }٣-{٠تبب/٢حمس ذ  ئ ٣-٥#حمس ٣-ئ 

  حمس بب ءس}٣-س#٥{٠تبب/٢حمس  ذ×٣-ئ 

  
 نعرف سابقاً أنس{ق= ءس }س{قتد= ءس }}س{ق{دت {ولكن یجب

 :ولتوضیح ذلك نأخذ المثال الآتي ءس}س{قبي]تد ≠ءس }}س{ق{دبي]تالانتباه إلى أن

  #٢‘}س- @س{د= ءس }١-ذس{#٢تد، ذ= ذءس #٢ت= ءس }١-ذس{د#٢ت
  ٠= } ٤{دئ 

 ٠= ءس }س{قبي]تدأي أن 
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 ١٠ 
 ن=  ن  ،ن ي صص 
  
   س صص؛ ؛–  

 
  
 س{ق{ تت ق}؛ صصَ ص؛= } س= 			

		
 

 
 د 
 س{ق { =س 
 س{ق{}٧- س٨{ 
 س{ق{}١١@س٣{ 
  
١( سس؛   =  } س{ق! 
٢( ؛٧ ؛ ؛-سس؛ *؛    ٨  =} س{ق 

٣( س{ق {=  		  		

 	 	
٢


  = 		

٣ 	
  =-٦٣ 

 

 

 ست ق
س ق

إذا كان البسط مشتقھ للمقام فإن ناتج التكامل ( ھأي أن ج +  |}س{ق|= ءس 

 )).|المقام|لو(یكون دائماً یساوي 
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 ءسسس؛!؛  ت 

 ءس سس؛!؛  ت =||+ج 

 
 ؛ءس١ ؛ -سس؛   ؛ ؛٥%؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛  ت 

 ؛ءس١ ؛ -سس؛   ؛ ؛٥%؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛  ت|٥–|+ج 

عت= ءس ؛  ؛  بب؛=أ؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛ع؛سس ؛  ت:وبصورة عامة فإن
ب
ا

س ا
ب|ع؛أ=  ءس 

ا
+   ج+|س

  
  

  ؛ءس١ ؛= سس؛ #؛ ؛ ٢؛ ت 

  ءست٣= ؛ءس ١ ؛= سس؛ #؛ ؛ ٢؛ ت
١
ذ

س ذ
١|٢؛#=  

ذ
+  ج+|س

 

 ؟ ءس؛ ؛ ؛ ؛سس -؛&؛ ٥؛  ت .٢

  :٧- = ءس ؛ ؛ ؛ ؛سس -؛&؛ ٥؛  ت|ج+|س-٥ 

  
 ؟ ]&ه، ه [س ي ، ءس ؛سس! ؛   ت .٣

  :ءس ؛سس! ؛   ت =||  ،ئ    ]&ه، ه [س يه &-  ٧= ه ٦=  ١-٧=  ١ –ه 

  
  ؟ ؛ءس٣ ؛ ؛=س؛ ٢؛سس    ت .٤
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  :ت؛ءس ئ ٣ ؛ ؛=س؛ ٢؛سس    ت 
×ذس ١

ذ

٣ س
	

 ج+|٣+@س| ٢؛!ءس ئ ذ

  
  اللوغاریتمتحل باستخدام ) ظتاس، ظاس ، قتاس ، قاس ( الاقترانات. 

 
  

جتاستئ ءست .١
جاس

 ج||ءس ئ 

تءس ئ ت .٢
 

 
تءس ئ  	

٢
	

 
 ||ءس ئ 

س٣ت .٣ جا	

س٣ جتا	 ١
 ج+|١٣| ٣؛!ءس ئ 

س٢ت .٤ جتا	

جاس	جتاس
س٢تءس ئ  جتا	

س٢ ١٢	جا	
 ج+|ذ|ءس ئ ذ

ت .٥ 	
٢

٣ ٣


)تءس ئ  	

٢
٣(١


ت٣ءس ئ  	

٢


 ٣||ءس ئ 

تءس ئ ت .٦
 

 
	تءس ئ   	

٢

 
 |– |ءس ئ 

  
 

  }س{مه= } س{ق :الصورة العامھ للاقتران الأسي

  

 : س{مه { =هم}س{م=  }س{ 
  : وبأخذ اللوغاریتم للطرفین ینتج أن ...  }س{مه= ص: 

س{مه{  ئ م= ص}وبالاشتقاق الضمني ینتج أن... } س:
د
  }س{م ص

  }س{م ه×}س{م = د ص ئ ×}س{م = د ئ 
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  : د 
 س٥ه= ص  .١
  :س٥ه ٥=  د 

 
 }٤+س٧- @س{ه= ص  .٢
  :٤+س٧-@س{ه× }٧-ذس{=  د{ 

 
 /س /لآه[#= ص  .٣

  : ص =( 	
 )	

١

) ٣؛= !د ئ  ٣ 	
 )	

٢

٣× 

 
 ٣؛= !س ،   س  #ذ= ص  .٤
  :نأخذ اللوغاریتم للطرفین في مثل ھذه الح ً  :لة كما یليادائما

 ص =ئ س  #  ذ س٣= ص× وبالاشتقاق الضمني ینتج أن... ذ:  
د
   س  #ذ ×ذ٣ = دص  ئ ×ذ٣=  دذ  ئ  ٣=  ص

  ذذ٤=  ٣؛= !س‘دإ 

  
 ١+س٥=  @صه .٥

 :٥= د ئ   ٥=  دذص
@صه  ذص×

  
 س بخس #+ @بحس س ٤= ص  .٦

  : ص =ئ  س بخس  #+ @بحس س ٤ س٣+@س{ =ص{×دئ  ٤
 }٣+ذس{×٤=  ص

  } س بخس #+ @بحس س ٤{×}٣+ذس{×٤= د ص ئ ×}٣+ذس{×٤= د ئ 
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٧.   س{قا= ص{   ص= د×ا×ق}س{ 
  :  ص =س{قا{  ئ ق= ص}س{×ا 

دئ 
  ص×ا×}س{ق= د ا ئ ×}س{ق=  ص

  
٨.   ٣+ سه× }س -١{= صذ+س 
  : )ذ،  ١{= }} ١{ق،  ١ { 

  ه – ٣=  ٣+ ه  – ٠=  ١=س‘دئ  سس ؛#+ } ١-{× سه+  سه× }س - ١{=  د
  }١س  –س {م =  ١ص  –ص  إ 

  ذ+ } ١ –س } {ه – ٣{= ئ ص } ١ –س } {ه – ٣{= ذ  –ئ ص 

  
٩.  ص+س=  س صه ،  ؛١@؛ص؛-؛ صص؛_س؛ص؛سس=؛ ٢؛سس_؛!=  د 
  :}س× ئ س+١ = س صه ×}١×ص+ص  ص ١=  س صه ص+ س صه×ص+ص 

  س صه ص - ١= } ١ – س صه ×س{دئ  س صه ص - ١=  ص – س صه×ص سئ 
  ؛١@؛ص؛-؛ صص؛_س؛ص؛سس=؛ ٢؛سس_؛!=  دئ } ص+س{ص – ١= } ١ –} ص+س{س{دئ 

  
١٠.   اي ح، ا س ه= ص+ }ا{  ص-٠=ص٦-ص  
  : ا س ه ×ا= ص ا سه ×@ا=  ئ ص 

  ٠=  ٦- ا  -@ ئ ا  ٠= } ٦-ا-@ا{ا س ئ ه ٠= ا سه ٦- ا س ه ×ا -  ا سه ×@إ ا
 ٠> ا سه   
  ذ-= ا ،  ٣= ئ  ا   ٠= } ذ+ا}{٣- ا{ئ  ٠=  ٦- ا  -@ ا
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  :ءس }س{مهت =
ه
	

س م

س م
  ج+ 

  

 ج+  سه١١ءس ئ سه١١ت 

 ج+ بخس #+س  @بحسه×٢؛!ءس ئ بخس#+س  @بحسهت 

 ءس ئبخس$_ س @ لآ)بحسهت
	

(٤ ٢ 		٩)

 		
 +ج 

 س @ءس ئ ه}سس؛ @ -س+  س @ذه{ت!ذ -@س٢؛||  +ج 

 (ه)تءس ئ / سه[ ت	
س

١

	(ه)ءس ئ ذ٢
س

١

 ج+  ٢

 ت 	


	
ھـ(ت ءس ئ	

س

	ھـ
+  س

٤

	
( س_ ه٤ - ءس ئ س }س_ ه٤+  ١{تءس ئ +ج 

 ت	


 	
 ءس ئ|ج+  |٤+  سه 

 ج+ $ ءس ئ س#ست٤ءس ئ @س×س٤تءس ئ @ل س س ه٤ت 
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 یستخدم التعویض في التكامل في حال وجود علاقة بین اقترانین داخل التكامل.  
  الأكبردائماً نفرض المقدار صاحب المشكلة ): ھامة(ملاحظة.  

 

  

 ءس%}٥+#س@{ست 

 كما نلاحظ أن المقدار}٥+#س{% إذن نقوم ، ھو صاحب المشكلة الأكبر في التكامل

٢ْ؛ص؛سس ٣ = ءس ءس تت@س٣= تت ءص ٥+#س:بفرضھ ودائماً یكون الفرض بدون القوة 

  ج+ @ ص٦؛= !صءص ت٣؛= ! ؛ ٢ْ؛ص؛سس ٣ × ص×@ست= ءس %}٥+#س@{ست إ

  

ست )٢
	
٢ ٦ ٤

(٧ س٢ س
	

٣
)	

٣
 ءس 

  : ءص= س ءءس تت}ذ-@س٣{= تت ءص  ٧+ذس-#س= ص
(٢ س

	
٢ ٣)

 

ستئ 
	
٢ ٦ ٤

(٧ س٢ س
	

٣
)	

٣
)تءس ئ   س

	
٢ ٣ ٢(٢

ص
	

ءص×  ٣
(٢ س

	
٢ ٣)

ءصتذ-ئ  

ص
	

  ءص#_صتذ-ئ  ٣

  ج+ @ _}٧+ذس-#س{ج ئ + @ _ص٢؛ -؛@_ئ 

  
 ءس؛٩ِ ؛=ِِ ؛ ٢؛؛؛؛؛؛؛؛س؛شش سس؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛  $٠ت )٣

  : ءص= ذسءس تتءس = تت ءص  ٩+@س= ص
 ذس
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 ذ٥=تت ص ٤=س،  ٩=ص تت٠=س

ءص×؛؛؛س ؛شش صص؛@  % ٩تءس ئ ؛٩ِ ؛=ِِ ؛ ٢؛؛؛؛؛؛؛؛س؛شش سس؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛  $٠ت
ص@% ٩ت٢؛!ئ ؛ْص؛ شش؛؛صص   @% ٩ت٢؛!ئ  ذس

	

١

  /  ٩[  - / ذ٥= [@% ٩‘/ص[ءص ئ  ٢

  ذ=  ٣ – ٥ئ 

  
  ءس/١/+@س[# ست )٤

  : ْذص؛سس؛=  ذسءس تتءس = تتءص ١+@س= ص  

   ءص/ص[@ ست٢؛!ئ   ْذص؛سس؛×  /ص [# ستءس ئ/١/+@س[# ست

  @س=  ١ – تت ص ١+@س= ص لكن

ص{ت٢؛!ءص ئ /ص[} ١ –ص {ت٢؛!إ 
	

١

٢ − ص
	

٣

صأ ٢؛!ءص ئ }٢
	

٣

٢ ٢

٣
− ص

	

٥

٢ ٢

٥
  ج+ ٍ   

  

  سءمم ؛٢ِ  َ؛ِم؛ِ=بس؛١؛م؛بس؛شش   ت )٥

  : ذم= تتءص@ م+١= ص×ءص=ءم تتءم م
×ذم م  

صت٢؛!ءم  ئ ِمم ؛٢  َ؛ِم؛ِ=بس؛١؛م؛بس؛شش   تإ 
	

١

  ج+ ءص ئ وص ٢

  

٦( س{ق٥{ ٨= ءس  ،ق@س!٠ت}ءس}ذ+#س 

  : ٢ص؛سس٣؛ْ؛؛=   ءس تتءس @س٣= ذ تت ءص +#س= ص 
  ٣= تت ص  ١= س ،  ذ  = تت ص = ّ  س 
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  ٥؛= * ءص}ص{ق#٢ت٣؛!ئ   ٢ص؛سس٣؛ْ؛؛×  }ص{ق@س#٢ت= ءس }ذ+#س{ق@س!٠ت

  

ت )٧
١




	
  ءس٢

  : ءص@س -= ءس تتءس ٢!؛سس_ = تتءص  سس ؛= !ص  

ت إ
١




	
ت= ءس ٢ 

	
  ج+  }سس  ؛!{ق-= } ص{ق –ءص ئ }ص{قت–ءص ئ @س -×٢

  

  ٠س ى، ءس /@س/+/$س[ ت )٨

  :ءس/١/+@س[× /@س[ تءس ئ /}١+/@/س{/@س[ ت=  ءس/@س/+/$س[ ت  

  ءس /١/+@س[س تءس ئ /١/+@س[‘× س‘تئ 

  ْص؛سس٢؛=   ذسءس تتءس = تتءص  ١+ @ س= ص 

صت٢؛!ئ ْص؛سس ٢؛×   / ص[س ت= ءس /١/+@س[س تإ 
	

١

  ج/ + #/ص[ ٣؛!ءص ئ ٢

  

١)ت )٩ 	(س
٥

س
	

  ءس٧

  :یجب توحید القوة للمقادیر دائماً في مثل ھذه الأسئلة:  

١)ت 	(س
٥

س
	

١)ت= ءس ٧ 	(س
٥

س
	

١×٥

س
	

  ءس٢سس ؛! ×%}سس؛ + !١{تءس ئ ٢سس ؛! ×%}؛!؛سس+س؛؛{  تءس ئ ٢
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  ءص@س - = ءس تتءس ٢سس؛!؛_= تتءص  سس ؛+ !١= ص 

  ج+  ٦؛ص̂-ءص ئ %صت–ءص ئ @س -×٢سس ؛!× %صت= ءس ٢سس ؛! ×%}سس؛ + !١{تإ 

  

١)ت )١٠ 	(س

٣

٢

س
	

٧

٢

  ءس

 :١)ت 	(س

٣

٢

س
	

٧

٢

١)ت= ءس 	(س

٣

٢

س
	

٣

٢

×١

س
	

)تءس ئ٢
١ س

س
)	

٣

 ئ ءس٢سس؛؛!؛×  ٢

)ت
١

س
− ١)	

٣

  ءص@س= ءس تت ءس ٢سس؛ = !تتءص ؛سس  ؛! - ١= ص ،     ءس٢سس؛؛!؛×  ٢

)ت إ
١

س
− ١)	

٣

	تئ  ءس٢سس؛؛!؛×   ٢

٣

	تءص ئ @س×٢سس؛!؛×  ٢

٣

	×٥؛@ءص ئ ٢

٥

      ج+  ٢

  

  ءس!_}١-س{ست )١١

  : ءس = تتءص  ١- س= ص ، ١+ص= س  

  ج+‘ص‘+ ءس ئ ص }صص ؛+ !١{تءص ئ !_ص×}١+ص{ت= ءس !_}١-س{ست إ

  ج+ ‘ ١-س‘+  ١-ئ س

  

  ءس*}١+@س#{ست )١٢

  : ص؛سس ٢؛ْ = ذسءس تتءس = تتءص  ١+@س= ص١-ص= @ س  
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  ءص*ص}١-ص{ت٢؛!ءص ئ *ص@ست٢؛!ئ  ْص؛سس٢؛×  *ص×#ست= ءس *}١+@س#{ست إ

  ج+ ٍ   ٩)ص؛ -؛ ١( !؛٠صأ٢؛!ءص ئ }*ص-)ص{ت٢؛!ئ 

  

  ءس%}سس ؛!  -١^{ست )١٣

  :ءس%}}سس؛ ! - ١{س{ ستءس ئ %}سس ؛!  -١{%س×ست=  ءس%}سس ؛!  -١^{ست  

  ٥+ص= س ، ءس = تتءص  ٥-س=  ص، ءس %}١-س{ستئ 

  ءص}%ص٥+^ص{تءص ئ %ص}٥+ص{تءص ئ %ص ست= ءس %}١-س{ست إ

  ج+  ̂}٥-س{٦؛+ %&}٥- س{٧؛= !ج + ^ ص٦؛+ % ٧؛&صئ 

  

  ءس}١-#س{@ @ست )١٤

  : ٢ص؛سس٣ْ؛  = ءس تتءس @س٣= تتءص  ١-#س= ص  

  ج+}١- #س{٣؛! =ج +ص٣؛!صءص ئ @ ت٣؛!ئ  ٢ص؛سس٣ْ؛  × ص@ @ست=ءس}١- #س{@ @ست إ

  

  ءس}س}سس؛ ! ت )١٥

  : ص =سءص= ءس تتءس سس؛ = !تتءص  س  

  ج+  –صءص ئ تسءص ئ ×صسس؛ ! ت= ءس }س}سس؛ ! ت إ



  

0779 909 516    ٤٠ 

  ج+ } س} –ئ 

؛ِ؛٢سس @س؛ض؛شش ت )١٦   ءسبخس؛؛!::؛:+@ِس؛ ١ش=ِِ ؛ بحس

  ءس تتءس س؛صص  = تتءص /١/+@س[= ص=ءصص؛سس 

  ءص}١ –ص @ {تصءص ئ @ تئ  ءصص؛سس ×صص؛ص؛@س؛ض؛  ت=ءس بخس؛؛!::؛:+@ِس؛ ١ش=ِِ بحس؛ِ ؛؛٢سس@ س؛ض؛شش ت إ

  ج/ + ١/+@س+  [} /١/+@س[{ = ج + ص + ص ئ 

  

  سءسس # ت )١٧

  ص =  تتءص = ْ؛ص؛ة  ؛ سس =  ءس تتءس 

  ج+ س $ ٤؛= !ج +$ص٤؛! ءص ئ#صتئ  ْ؛ص؛ة  ؛ سس ×  س #صت= سءس س # ت إ

  

  ءسس بخس  @+@بحس س ه} ١+س{ت )١٨

  بمس؛ ٢؛ =؛ص؛سس ٢ْ بجس=  ءس تتءس }ذ+ذس{= ذس تتءص +@س= ص 

  ج+  صه ٢؛!ءص ئ صهت ٢؛!ئ  بمس؛ ٢؛ =؛ص؛سس ٢ْ بجس× صه} ١+س{ت= ءس س بخس  @+@بحس س ه} ١+س{ت إ

  

  ءسس@ لآ ذس هت )١٩

  ص = @ ذ= س تتءص ؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛ْ لا؛ص؛سس ؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛ة؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛سس٢؛ =  ءس تتءس 

تذت= ءس س@ لآ ذس ه ×ج+  صه= ءص صهتئ  ؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛ْ لا؛ص؛سس ؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛ة؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛سس٢؛   ×صه  
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  ج+  س@ لآ ئ ه

  

  ذسءسس ̂ ت )٢٠

 ت ̂ س ت= ذسءس ̂ذ{س{تئذ ءس &ءس 

  ْ؛ص؛ة   سس؛=   ءس تتءس = تتءص = ص 

  ج* + ص ٨؛@ءص ئ &صتئ ئذ ْ؛ص؛ة   سس؛×   &صتئذ= ءس  &تذ إ

  ج+ س * ٤؛!ئ 

  

ت )٢١

٢ 	

٢

(		٢ س٢ )	
  ءس٣

  ذ- ذس= ص ذ-ذ{= س تتءص؛ْص؛  ة؛  سس؛بمس- ١بجس؛ ٢؛؛؛ = ءس تتءس }س 

ت إ

٢ 	

٢

(		٢ س٢ )	
	)ت٤؛!= ءس ٣ ١)

	
  ج+ @ _؛ص٨!؛_ءص ئ #_صت٤؛!ئ  ؛ْص؛  ة؛  سس؛بمس- ١بجس؛  × ٣

  ج+ @ _}سذ-ذس{؛!٨؛_ئ  

  

١ت )٢٢

 	
٤

 	
 ءس٢

 : ١ت

 	
٤

 	
ت= ءس ٢

( 	
٢

١) 	
تءس ئ ٢

	 	
٢ × 	

  ءس٢

تئ ذ

	٢ 	
  ج+ ذس ذسءس ئ @ تئ ذ ءس٢
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  سءس#س #ت )٢٣

  :ت# س#ت=  سءس@ سس#١{تئ سءس-@س{# س سءس  

  ؛ْلاص؛سس_ = سءس تتءس -= س تتءص = ص ، ءس }س% -س#}تئ 

  ج+ } ٦؛ص̂ – ٤؛$ص{-ءص ئ }%ص-#ص{ت-ئ   ؛ْلاص؛سس_ × }%ص-#ص{تئ 

  ج+ س؛ $ ٤؛’  -س؛ ^ ٦؛’ئ 

  

  سءس@@ت )٢٤

 ذ ٤ذس ئ@@@ذ ٤؛!ئ@ذ@@ 

  ج+}س٤٤؛! -س{٨؛!ئ  ءس}س٤-١{٢؛!ت٤؛!ءس ئ ذ@٤؛!ت= سءس @@ت إ

  

  ءس}ذس@-١{ت٤؛!ءس ئ }ذس+١{٢؛!×}ذس-١{٢؛!ت= سءس @@ت

  ج+}٤٤؛! -س{٨؛!ءس ئ }س٤-١{٢؛!ت٤؛!ذسءس ئ @ت٤؛!ئ 

  

  سءس س&ت )٢٥

  ص =  تتءص =- ءص=ءس تتءس
	




	×
 

×س&صت= سءس س &ت إ

	×
  ج+ ٧؛&ص –ءص ئ ^صت–ئ  
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  سءس^ت )٢٦

 ت^سءست$س×@١{تسءس ئ+@س{@@سءس 

ءص= سءس تتءس @= س تتءص = ص 
@س  

ءص×س@@@}ص+١{تئ= سءس @@}س@+١{تإ
@ءص$}ص+@ذص+١{تئ ئ س  

  ج+س%٥؛+ !س#٣؛@+ س= ج +  ٥؛%ص+ #ص٣؛@+ ئ ص 

  

  سءس%س#ت )٢٧

 : ت#س%ت=  سءس@$ تسءس ئ}@١- س{$سءس  

  ءس= س تتءص = ص ،  ءس  }س$-س}̂تئ 

ءص×$}ص- ^ص{تئ 
	
  ج+  ٥؛%ص – ٧؛&صءص ئ $}ص-^ص{تئ  

  ج+ س %٥؛! -س &٧؛!ئ 

  

  ]بب،٠[س ي،  ءس#س$# س@ست )٢٨

  ءص= ءس تتءس @س٣= تتءص # س= ص
 @س٣

  #بب=بب تت ص=س،    ٠=تت ص٠=س
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ءص×ص$ @ست=  ءس#س$# س@ستإ 
 ]#بب،٠[ص ي،ءص ص$ ت٣؛!ئ  @س٣

ءع= صءص تتءص -= ص تتءع = ع  
ص  

  ١- =تت ع  #بب=ص،    ١=تت ع  ٠=ص

ءع×$ع ×ت٣؛!= ءص ص$ ت٣؛!  إ
؛١@٥؛  ئ!ق ١‘% ؛ع!؛١ ٥؛_ ءع  ئ $ع !ق ١ت؛!٣؛_ئ  ص  

  

	ت )٢٩
٣



	
  ءس٢

  ءص@؛س!٣؛_= ءس تتءس ٢سس؛#؛_= تتءص ؛ سس  ؛#= ص  

	ت إ
٣



	
	ت= ءس ٢



	
ه ×؛!٣؛_ئ  صه ×؛!٣؛_ءص ئ صهت؛!٣؛_ءص ئ @؛س!٣؛_× ٢

	

٣

  ج+س

  

  سءس#ت )٣٠

 ت# ت= سءسس×@ تسءس ئ١{س-@ءس}س  

= سءس تتءس = س تتءص = ص 

س  

×@}ص-١{ست= ءس }س@-١{ست إ

ج+ ٣؛#ص -ءص ئ ص@}ص-١{تئ  س  

  ج+س#٣؛! -سئ 
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 ءس@}ذس-١{@}ذس-١{ست )٣١

  : ءص= سءس تتءس ٤-= تتءص @ ذس- ١= ص
  س٤

ءص×صص ست= ءس @}ذس-١{@}ذس-١{ست إ
  صءصص ت؛!٤؛_ئ  س٤

  ج+@}ذس-١{؛!٤؛_ص ئ ؛!٤؛_ئ  

  

  سءس@س #ت )٣٢

 : ت# س@ ت= سءس@س×س×@١{ت سءس ئ-@س{×س×@ سءس  

= سءس تتءس -= س تتءص = ص ، سءس  }س$-س@{تئ 

س  

×س$}ص- @ص{ت= سءس }س$-س@{تئ 

ءص@}ص-$ص{تئ  س  

  ج+ س #٣؛! - س %٥؛= !ج +  ٣؛#ص – ٥؛%صئ

  

  ءس}س #ه{س #هت )٣٣

  ءص= صءس تتءس ٣=ءس س #ه٣= تتءص س  #ه= ص
ص٣ 

ءص×}ص{صت= ءس }س #ه{س #هت إ
  ءصلآ؛ص؛ة  صصت٣؛!صءص ئ ت٣؛!ئ  ص٣

  ج+‘}س #ه{٣‘؛!_= ج +‘٣‘؛!_ ئ
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  سءس$ت )٣٤

  ت$ ١{٢؛!{ت= سءس+ذ+١{ت٤؛!ءس ئ @}}ذسذس+@ءس}ذس 

  ءس}ذس٢؛+ ! ٢؛+!ذسذ+١{ت٤؛!ءس ئ }}ذس+١{٢؛!{+ذسذ+١{ت٤؛!ئ  

  ج+}ذس٤؛+%س٢؛{#٤؛!ءس ئ }ذس٢؛+ % ٢؛{#ت٤؛!ئ 

  

ت )٣٥

٢ 	 ١
  

  ت

٢ 	 ١
تئ  

١  	
٢

٢ ١
تئ  

 	
٢

٢
 ج+س ٢؛!سءس ئ @ت٢؛!ئ  

  
  سءس#س &ت )٣٦

   ص =  تتءص = ءص= ءس تتءس


 

ءص×س#&صت= سءس #س &ت إ

  ءص}س@-١&{صتسءص ئ @×&صتئ  

  ج+  س؛ ١! ٠؛(لآ+ س؛  ٨؛*لآئ  ١! ٠؛(ص+  ٨؛*صءص ئ })ص-&ص{تءص ئ @}ص-١&{صت ئ

  

بب،٠[س ي، ءس :س:#:: :-: :[ ت  )٣٧
ذ

 [  

  ت ]: :-: ::#:ت = ءس :س ]::}:١:-: ::@:ت ءس ئ :}س ]::×::@ءس:س  

  ءس= تتءص  = ص ، ءس ×/س/[  تئ  ءس||×/س/ [ تئ 
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بب= س ،   ٠= تت ص  ٠= س 
ذ

  ١= تت ص  

ءص××/ص[ ت= ءس ×/س/[  ت إ

صتئ  

	

١

  ج/ + #/ص[ ٣؛@ءص ئ ٢

  

  سءس$ت )٣٨

 ت$ ت=سءس@س×@تسءس ئ}@١-س{×@تسءس ئ}@ س@س-@ءس}س 

ءص= سءس تتءس @= س تتءص = ص ، سءس  @ت-سءس @س @تئ
@س  

ءص×@ص×س@ت= سءس @ت- سءس @س @ت إ
@ت- س}@ءس}١-س  

  ج+ س +   -س؛  ٣#؛ض= ج + س +  ٣ - ؛#صج ئ +]س – [-ءص @صتئ 

  

  سءس$ت )٣٩

 ت$ ت=سءس@س×@تسءس ئ@س×@تسءس ئ@س×}@ءس}١+س  

  سءس@ت+سءس @س @تءس ئ }س@+س@س @{ت ئ

ءص= سءس تتءس @= س تتءص = ص 
@س  

ءص×@ص×س@ت= سءس @ت+سءس @س @ت إ
@س  +  ءص @صتئ +  

  ج+  - س؛  ٣#ض؛= ج +  ٣– ؛#صئ 
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  ءس}س-س}{ذس+١{ت )٤٠

 ١{ت+ذس}{س-{ت= ءس }س@س+@ذ+سسس}{س-ءس}س 

  ءس}س-س{=س تتءص+س=ص، ءس }س- س{@}س+س{تئ 

×}س-س{@صت= ءس }س-س{@}س+س{ت إ

	( )
  

  ج+#}س+س}×٣؛= ! ٣؛#ص= ءص @صتئ 
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  تستخدم ھذه الطریقة عند إیجاد التكامل لاقترانین لیس لأحدھما علاقة بالآخر على الأغلب

  ).وجود اقترانین من جنسین مختلفین(

 قانون الأجزاء:ءق}س{مت –} س{م×}س{ق=  مء}س{قت  

 
  

 :ستسءس 

  لاحظ أن الاقترانین لیس لھما علاقة ببعضھما وھذه إشارة إلى أنھ یمكن أن یحُل
.الاقتران الذي یصغر حجمھ عند الاشتقاق }ق{باستخدام الأجزاء ودائماً نفرض  

  -= سءس تت م ت= ءم تسءس تت= ءم ،  ءس=س تتءق = ق 

  ج+س+س–ءس ئ ت+ س- = ءق ×مت–م ×ق= سءس ست إ

  

 :ست@ءس  

  ءم ،    ذسءس= تتءق @ س= ق =ءس تت م=س 

*سءس}ذس{ت-س@س= ءس @ست 

  -= سءس تت ه =ءه ، ءس  = س تتءع = ع 

  ]س +س- [ذ-س@ئ س ]ءست+ س- [ذ-س@س = *إ 

  ج+سذ-ذس+س@ئ س
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 :ست  ٢س؛  ءس٢س؛  

 ذذتتذ  ٢س؛  ٢؛!تت  ٢س؛  =  ٢س؛  ٢س؛  

ءسست٢؛!ءس ئ ٢؛!× ست=ءس ٢س؛  ٢س؛  ست إ 

  -= تت م سءس ت= ءم تسءس تت= ءم ،ءس  =س تتءق = ق 

  ج+]س+س– [٢؛!ئ ]ءست+ س- [ ٢؛= !سءس ست٢؛! إ

  

 :تءس}س{س ق  

  ءم ، ءس  =س تتءع = ع =س{ق{ءس تت م =ق}س{ 

  ج+}س{ق-}س{س ق= ءس }س{قت-}س{س ق= ءس }س{س قت إ

  

 ٦+س{ت{سءس٤  

  ءم ،  ءس = تتءق  ٦+س= ق =؛!٤؛_ = سءس تت م ٤س٤ 

  سءس٤ت٤؛+ !س٤؛!٤؛_ × }٦+س{= سءس ٤}٦+س{ت إ

  ج+س٤؛١ ٦؛+ !س٤؛!٤؛_ × }٦+س{ج ئ +]س٤٤؛![٤؛+ !س٤؛!٤؛_ × }٦+س{ئ 

  

 س{ذق#١ت{ ١ذ= ءس،ق}٣{ق،٣=}١{=٥  ،١ت)س ق }ءس}١+ذس  

  ١=تت ص ٠=س،   ٣=تت ص ١=س، ذءس = تتءص  ١+ذس= ص  
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  ءص}ص{ ق}١- ص{!٣ت٤؛= ! ؛ص؛٢ْ   ×}ص{ ق}١-ص{٢؛! !٣ت=ءس }١+ذس{ س ق(١تإ 

  }ص{ق= ءص }ص{ق !٣ت=ءص تت ه}ص{ق =ءه،ءص  =تتءع  ١-ص= ع 
  ٠= تت ع  ١=ص،  ذ  =تت ع  ٣=ص

  ] ءص}ص{ق!٣ت-}٣{قذ[-٤؛!ئ ]ءص}ص{ق!٣ت-!٣‘}ص{ق}١-ص{[٤؛= !ءص}ص{ ق}١-ص{!٣ت٤؛!
  ١- = } ٤-{٤؛!ئ  ]٦+ ٥×ذ- [٤؛!ئ 

  

 :ءس%}١-س{س!١ت قق*  

  ١-س{= ءم ،  ءس  =س تتءق = ق{%ءس ٦؛= !تت م}١-س{̂ 

  !١قق ‘&}١-س{!٧؛!×٦؛! -!١قق ‘̂}١-س{س٦؛! ءس ئ̂}١-س{!١ت قق٦؛! - !١قق ‘̂}١-س{س٦؛= ! * إ
  ؛@؛٧$؛* -= } ؛٢^١؛$+ ؛ #٣؛{@ –ئ }} ؛!؛٧@؛*×٦؛+ !؛ ^٦؛{$ – ٠{ئ !١قق ‘&}}١-س{!٧؛!×٦؛! - ̂}١-س{س٦؛!{ئ

  

 :ءسس؛  سس ٣س ؛لآة؛  ت  

  :ست=  ءسس؛  سس ٣س ؛لآة؛  تس أجزاء....(*)سءس#ق  

سءس#ق ست=سءس تت م #ق س= ءم ، ءس  =س تتءق = ق  

  ؛ْ لا؛ص؛سس_  = سءس تتءس -= تتءص  =ص 

  @ق ٢؛= !@ _؛ص٢!؛_  -ئ  ؛ْ لا؛ص؛سس_  ×#_ست= إ م 
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  ج+س٢؛! -@س٢؛= !سءس @ت٢؛! -@ق س٢؛!ءس ئ @ق ت٢؛! -@ق س٢؛= !(*)

  

 ست#}ءس}١+@س*....                                                                                                                             
  ص؛سس٢ْ؛ =  ءص تتءس =تت ذسءس  ١- ص= @ تت س ١+@س= ص 

صءص}١-ص{ت٢؛!ئ  ص؛سس ٢ْ؛ ×  ص#ست=* إ 

  ص-= صءص تت م = ءم ،  ءص   =تتءق  ١-ص= ق 

  ج+]ص+ص }ص-١{ [٢؛!ئ  ]صءصت+ص }ص-١{[٢؛= !* إ

  

ت#سءس  

 ت#سءس =ت@س×سءس*... 

  = سءس تت م = ءم ، ءس  ذ- = س تتءق @= ق 

  ،،،أجزاء مرة أخرى أو تعویض...ءس@تذ+س@=  *إ 

  = ءس تت ه = ءه ،   س    ذ= تتءع @= ع 

 ]ءس@تذ-#[ذ+س@=  *إ 

  #= ءس @ت٣ءس ئ @تذ-#= ءس @ت

  ٣#؛= !ءس @تئ 
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  ج٣#؛@+س@ئ ٣#[؛!× ذ–#[ذ+س@=  *إ 

  

 تسءس  
  ق = س= ءس تت م =ءم ،   ءس    سس؛ = !س تتءق  

  ج+ س  –س ءس ئ ست–س س= سءس ت

  

  ت 
	

٢


ءس 

  : ص =  سءص= تتءس ءس سس ؛= !تتءص  

ت 
	

٢


 ج+  ٣؛#صسءص ئ  ×؛ سس@ص ت= ءس  

  

  :ت}{@ءس  

  : ق =}{@  سس ؛@= تتءق  س= ءس تت م =ءم ،  ءس  

  أجزاء.......ءستذ-@}{ءس ئ سسس ؛@× ست-@}{س= ءس @}{ت

  ج+]س –س س [ذ-@}{س

  

  :ست#%ءس 

  :ست#% ست٥= ءس#ءس*....  
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  ٤؛$س =  ءس تت م #س= ءم ،  ءس   سس ؛= !تتءق  = ق 

  ج+]$؛ س١!٦؛  -٤؛$س  [٥ئ  ]ءس#ست٤؛! -٤؛$س  [٥=  *إ 

  

  :١ت

		 
  ءس

  :١ت

		 
١ت=ءس 

(		 س(١
  ءسسس ؛= !تتءص  +١= ص ، ءس    

١ت

(		 س(١
  ج|+١|= ج ||سءص ئ ×صص؛ ؛!سس؛    تءس ئ

  

  :ءسسه@ ست  

  : سه= ءس تت م سه= ءم ،   ذسءس   = تتءق @ س= ق  

  أجزاء مرة أخرى........    ءسسه ستذ-سه@ س= ءس سه@ ست

  سه= ءس تت ك سه= ءك ،    ءس    =س تتءع = ع 

  ج+]سه -سس ه[ذ-سه@ ئ س ]ءسسه ت- سس ه[ذ-سه@ س= ءسسه@ ست إ

  

  :ءس:ش س هت  

  : ءس=س تت ذصءص = @ ئت ص/س = [ص  

  أجزاء..........ءصصص هتذ=ءس :ش س هت
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  صه= ءص تت م صه= ءم ،   ءص     =ص تتءق = ق 

  ج+صه ذ- صه ئ ذص ]ءصصه ت-صه ص[ذ= ءس :ش س هت

  

  :ت	


٣

	
 ءس  

  :ت	


٣

	
 ٣ت= ءس

	
 ج+س+س_ ه ٣-س ئ +ءسس_ ه٣تءس ئ ت+ءس 

  

  :ت		
	

	

 	
  ءس٢

  :ت		
	

	

 	
  .....*ءسه تءس ئ ه×ة ؛ سس ؛!× لآ؛ ؛ةس سس ت= ءس ٢

ءص= ءس تت ءس = تتءص  = ص 
	

  

ءص× صه ت=  *إ 
	
  ج+  ه=  صئ ه 

  

  :ت	

	
ءس  

  ق =  سس ؛! -= تت م  ٢سس ؛= !ءم    ،ءس    سس؛ = !تتءق 

	ت

	
 سس ؛! - = ءس +سس ؛! -ءس ئ @_ست- !ج+سس ؛  
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  :ءس!+@سه# ست  

  : ص؛؛سس٢ْ؛   = تتءس  ذسءس= تتءص  ١+@س= ص 

  أجزاء*.........ءصصه} ١-ص{ت٢؛= !ءس !+@سه# ست

  صه= ءص تت م صه= ءم ،   ءص    =تتءق  ١-ص= ق 

  ج+]!+@سه -!+@سه@ س [٢؛! = ]صه -صه} ١-ص{ [٢؛!ئ  ]ءصصه ت-صه} ١-ص{ [٢؛= !*إ 

  
  س هتسءس 

  : ق = س تت ءق =-  سه= ءس تت م سه= ءم ،  سءس 

  سءس سه ت+س سه= سءس س هت
  سه= ءس تت ك سه= ءك ،    سءس    = س تت ءع = ع 

  سءسسه ت-س سه +س سه= سءس س هت إ

  ج+}سسه +س سه{٢؛= !سءس س هتس ئ سه +س سه= سءس س هتذ

  
  :ت		



(١ )	
  ءس٢

  :ت		


(١ )	
  ........*ءس@_}١+س{سس هت=ءس ٢

  ١؛!=؛سس ؛_ = ءس تت م @_}١+س{= ءم ،     سه+ س س ه= تتءق  سس ه= ق 

  ءسسه ت+ سس ه×١؛!=؛سس ؛_ ءس ئ  ١؛ ؛=!؛سس  × }١+س{سه ت+ سس ه×١؛!=؛سس ؛_ =  * إ 
  ج+  سه + سس ه×١؛!=؛سس ؛_ ئ  

  
  ت			ءس٣  
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  :ت			ھـت=ءس ٣	
	لو	س

٣

 ج+  ٤؛$س = ءس #ست= ءس 

  
  شش ؛سس ؛!؛؛؛ ؛  تءس  

  :ست	
١

٢ ق ،   ءس =  س= ءم ،سس  ؛= !تتءق	
١

  /س [ ذ= ءس تت م ٢

	ست
١

٢ س [ ذ=  ءس/  -ستذ	
١

  ج/ +س [ ٤ – /س [ءس ئ ذ  ٢

  
  ١)!= } س{بحس ن بخسق (ن (١ )	

ن

س
	

}س{ق ن

؟}س{ق  

  :س{ق {=تق}س{ ءس ،ق}سس؛ !_= } س  

  ج+  || -= ءس سس؛ !_ت=} س{إ ق
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  تستخدم طریقة الكسور الجزئیة في إیجاد التكامل لمقدار ما إذا كان المقدار یحقق الشروط

 ):شروط طریقة الكسور الجزئیة(التالیة 
 .كثیر حدود}س{ه} ، س{قأن یكون كل من الاقترانین .١
 .من درجة المقام أقلأن تكون درجة البسط  .٢
 .أن یكون المقام قابلاً للتحلیل .٣

 
  
 المقام اقتران خطي حالةس=  ص؛ سس  ا؛ س
 لة المقام اقتران تربیعيحا؛ب؛ ٢؛سس+ا س؛  + ا؛ سس=  ٢ص؛سس 
  یجب أن تكون درجة البسط أقل من درجة المقام بمقدار درجة واحدة ، كما نلاحظ

 .في التحلیل


 س؛ء٣ ؛=سس !؛+٤؛س؛- ٢؛سس    ت 

     ؛٣ ؛=سس !؛+٤؛س؛- ٢؛سس =   ٣=؛ ١؛ب؛-؛سس   +  ٣ا؛؛- ؛سس   ١  

١  (٣ )
 

٣= ؛ ٣ ؛=سس !؛+٤؛س؛- ٢؛سس   إ    ١  

١  (٣ )
البسط= البسط تت المقام= المقام ئ   

أو نعمل على ) للسھولة(یفضل أخذ جذور الاقترانات }٣-س{ب+}١-س{ا=  ١+إ س
.المقارنة 

  ذ= ذا ئ ا =  ٤ئ  ٣= س وعندما،   ١- = ذب ئ ب -= ئ ذ  ١= س عندما

ت= ؛ءس ٣ ؛=سس !؛+٤؛س؛- ٢؛سس    تإ 

٣ 
ت+ ءس 

١ 
٢تءس ئ 

٣ 
١ت+ ءس 

١ 
  ءس

  ج+  ||–||–ئذ

  
  :٣ت 	

٣

٤ ٣ 	
  ءس٢
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  المقاملاحظ أن درجة البسط أكبر من درجة لذا  لا یمكننا إجراء الكسور الجزئیةتت
.نجري القسمة الطویلة أولاً 

  

٣ت إ 	
٣

٤ ٣ 	
١٥ت+ ءس }٣+س{ت=ءس ٢ ١٣

٤ ٣ 	
  ءس٢

١٥ ١٣

٤ ٣ 	
١٥=  ٢ ١٣

١  (٤ )
  =

٤ 
  +

١ 
  =٤   ١  

١  (٤ )
  

البسط= البسط تتالمقام= المقام ئ  

  }٤-س{ب+}١+س{ا=  ١٥+س١٣إ 
  ؛@٥؛_  =ب تت ب ٥-=ئ ذ ١- =س عندما

  ؛^٥؛&= ا تت ا ٥=  ٦٧ئ  ٤=س عندما

٣ت إ 	
٣

٤ ٣ 	
ت+س٣+@س٢؛= !ءس ٢

٦٧

٥

٤ 
ت+ءس  

٢

٥

١ 
  ءس 

  ج+  ‘١+س‘؛٥؛@ -‘٤- س‘؛^٥؛&+س٣+@س٢؛= !ئ 

  
  ءس؛  ؛ سس= ؛!٣؛سس   ت  

    :ا؛ سس= بمس؛ ؛١؛ ؛ = ٢سس؛  ؛!؛؛سس بجس=   ؛  ؛ سس= ؛!٣؛سس + 	

١ 	
٢  =

 	  ١ 	
٢



١ 	
٢


  

  ج س+@ب س+ا+@اس=  ١ئ } ج+ب س{س+}١+@س{ا=  ١إ 
  ا+ج س+}ب+ا@{س=  ١ئ 

  :في الطرفین كما یلينعمل على مقارنة العناصر المتكافئة 
= ب +ا 

= ج  

  ١-= ئ ب  ٠= ب +١ئ )١(ومن معادلة رقم  تت ١= ا 

١	ت+ ءس سس؛ !ت = ءس ؛  ؛ سس= ؛!٣؛سس   ت إ

١ 	
)ت+ءس سس؛ !ت =ءس  ٢ ٢ )١

٢

١ 	
  ءس ٢

  ٣+س
  |٤-|س|٣- @|طط س/٣/+/#س

  س٤-@س٣- #سق
  ٣+س٤+@س٣
  ١ذ-س٩- @س٣ق

  ١٥+س١٣
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  ج+|١+@س|٢؛! -||ئ 

  
  :١ت

١ 	ھـ
 ءس س

  : ْ؛ص؛صص  = ءس تتءس سه= تتءص  سه= ص 

١ت

١ 	ھـ
١ت= ءس  س

١ ص ص
  ءص 

١

١ ص ص
+ا؛ صص=  

١ 
  =	 ١  

١  
  ا-}ب+ا{ص= ا - ب ص+اص=  ١ئ  

   ٠= ب +ا
  ١= تت ب  ٠= ب +١- ١-=تت ا ١=ا-

١ت إ

١ ص ص
١ت= ءص  


١ت+ ءص  

١ 
  ج+  ||||––ءص ئ  

  ج+  |سه |–| – سه |ئ 

  
  :ت	

	  	
  ءس ٢

  : ص = س تتءص = ْ؛ص؛ة  سس؛ =  سءس تتءس  

	ت

	  	
١ت ئْ؛ص؛ة  سس؛    ×؛ صص؛س؛ ’؛= ٢صص؛    ت= ءس  ٢

 	
  ءص٢

١

 	
١=  ٢

١  
  =


  +

١ 
  =	 ١  

١  
  ا+ب ص+اص=  ١تت  

  ا+}ب+ا{ص=  ١ئ 
  )١.....( ٠= ب +ا
  ١-= تت ب  ٠= ب +  ١تت  ١= ا 

١تإ

 	
١ت=ءص٢


١ت+ءص

١ 
  ج+|١س||س|=||||١= ءص 
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    :٣ت ٢

٩ ٦ 	
  ءس ٢

  :
٣ ٢

٩ ٦ 	
٣=  ٢ ٢

(٣ 	(س
٢  =

٣ 
  +

(٣ 	(س
٢  = ٣  

(٣ 	(س
٢  

  ب+}٣-س{ا=  ٣+ئ ذس
  ٩= تت ب  ٣=  ٦ –تت ب  ٣= ا ٣-ب، ذ = ئ ا  ب+ا٣-اس=  ٣+ذس

٣ت إ ٢

٩ ٦ 	
٢ت= ءس  ٢

٣ 
٩ت+ ءس  

(٣ 	(س
  ج+ ؛ ٣ ؛ -؛)سس؛   ||–٣ءس ئ ذ ٢

  
  ءسشش سس؛  ؛  ٣ سس؛  ؛!؛٢ ؛=سس؛     ت  

  : ءس=ءص @ص٣س تت = # ئ ص/ س[ #= ص  

  ءصبمس؛١ ؛= صص؛ ؛ ؛ !؛٢ صص؛بجس ؛   ت٣ءص ئ @ص٣×٤؛ صص  ٢؛!؛=  ٣صص؛    ت= ءس ؛  ؛شش سس  ٣ سس؛  ؛!؛٢ ؛=سس؛     ت إ
  بمس؛ص؛؛١؛ب؛=صص؛ +؛بخس ؛٢!؛بجس؛+ص؛صص؛@ا؛بحس؛  = ؛ ١؛ =ب؛صص ؛٢    + ا؛ صص=  بمس؛١ ؛= صص؛ ؛ ؛ !؛٢ صص؛بجس ؛   
  ذ- = ؛ب تت ب ٢!؛_ =  ١؛ تت ٢!؛_ = ص ، ا =  ١تت  ٠= ص ، ب ص + } ١+ذص{ا=  ١

  ج+|١+ذص|٣||٦ئ  ]؛ءص١ ؛= صص ؛!؛؛ ٢  تذ –ءص صص؛ ! ت[٣= ءص بمس؛١ ؛= صص؛ ؛ ؛ !؛٢ صص؛بجس ؛   ت٣إ
  ج+|١/+س [#ذ|٦|/س [# |٣ئ 

  
  :؛ءس٥؛  =س؛سس # لا؛’؛ -سس؛    ؛٢؛ ة   ت  

  : ص = س تتءص = ْ؛ص؛ة ؛ سس =  سءس تتءس  

)ت= ؛ءص ٥؛ = س؛صص @ ؛’-سس؛ ؛   ؛٢؛ ؛ ة  ت = ؛ءس ٥؛  =س؛سس # لا؛’؛ -سس؛    ؛٢؛ ة   ت إ 	
٢

١)

٥  ( 	
٢

١)
  ءص 

؛ ؛ءص ٦؛!؛-؛صص _؛@؛ص= ٢صص؛    ت= ءص ؛   صص؛ - ؛ ٢صص@ ؛ص؛-_٦؛! تئ  
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١  
  |٦-|ص|+@|طط ص/١-/@ص

  ٦-ص+@صق
  ٥+ص-

 ت+ءص ت=؛ ؛ءص  ٦؛!؛-؛صص _؛@؛ص= ٢صص؛    ت إ ٥

٦  	
 ت+ءص ت=ءص ٢ ٥

٣  (٢ )
  ءص

 ٥

٣  (٢ )
  =

(٢ )
  +

٣ 
  =٢   ٣  

٣  (٢ )
  

  }ذ-ص{ب+}٣+ص{ا= ص -٥
  ٥؛#= ا تت ا ٥=  ٣ذ ئ =ص،      ٥؛*_= ب تت ب ٥-=  ٨ئ  ٣-=ص

١ت٥؛# +ءص ت= ؛ ؛ءص  ٦؛!؛-؛صص _؛@؛ص= ٢صص؛    ت إ

(٢ )
١ت٥؛*  -ءص 

٣ 
  ءص 

  ج+|٣س٥|؛* -|ذ–س٥|؛#س|٥|٣؛* -|ذ٥|–؛#+ ص

  
  :١ت

١ 	
ءس  

  : ْ؛ص؛صص ؛   = صءس تتءس =  ءسسه= تتءص  سه= ص  

١ت إ

١ 	
 ١ت= ءس

١ 
١ت=  ْ؛ص؛صص ؛   ×

١ ص ص
  ءص 

١

١ ص ص
	= ؛ ١ب؛-صص؛   + ا؛ صص =   ١  

١  
  ب ص+}١-ص{ا=  ١ئ  

  ١-= ا تت ا -=  ١تت  ٠= ص ،  ب  =  ١تت  ١= ص 

١ت إ

١ ص ص
١ت-= ءص 

١ت+ ءص  ص

١ ||||–١= ءص  ص 

  ج+|سه |-|–١سه |ئ 

  
 ت؛ءس):؛: سس؛+؛ :س -؛:^٢؛سس:+$ ش؛س؛ 
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 ت٣|ت= ءس ؛سس بمس؛@بخس؛ بح:؛#:- ؛٢سس+@؛:س:ش؛بحس؛بجس؛   ت= ؛ءس ):؛: سس؛+؛ :س -؛:^٢؛سس:+$ ش؛س؛ 	
٢ |

 	
  ءس ٢

٠ى ‘ ٣+#س‘ئ  ٠ى ٣ +#س  

٣|ت إ 	
٢ |

 	
  ءس؛ سس ؛#؛- ٢؛سس+؛ @س  ت= ءس  ٢

  
١  

  |س| -@|طط س/٣/+@س
  س - @ سق

  ٣-س

٣ت+س = ءس سس  ؛#؛- ٢؛سس_س؛   ت +ءس ت= ءس ؛ سس ؛#؛-  ٢؛سس+؛ @س  ت إ 

١  
  ءس 

٣ 

١  
  ب س+}١-س{ا=  ٣-ئ س ؛بمس؛ب؛  س؛ ١+؛ -سس؛بخس؛ !؛_ا؛بحس؛ س؛سس؛بجس=   ؛  ١ب؛-؛سس؛ ؛   +  ا؛ سس=  

  ٣= ا تت ا -=  ٣-:  ٠= س ،     ب     = ذ - : ١= س 

  ج+  ||–ذ - |٣|+س= ؛ءس ١ ؛ - ؛@؛سس    ت –ءس سس؛ # ت +س = ءس ؛ سس ؛#؛-  ٢؛سس+؛ @س  ت إ
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في الطرف ) دص(مع دلالتھ ) ص(في طرف والمتغیر ) دس(مع دلالتھ) س(فصل المتغیر  .١
 .الآخر

 .إجراء التكامل لكلا الطرفین وإیجاد الاقتران ص .٢
 

  الاقتران صحل المعادلة یعني إیجاد قاعدة. 


  ؛!؛صص @ _س؛ ؛٣؛@= د 

  :ءس}١-@ذس{ت= صءص ٣تءس ئ }١-@ذس{= صءص ٣  

  :ج: +: س:٣؛@-:#س٩؛$[ = ج ئ ص + س ٣؛@ -# س٩؛$= @ ج  ئ ص+ س  -# س٣؛@= @ ص٢؛#ئ 

  
  }د@س  ={  
  :ءص @س = ءس ئ سة؛   صص؛؛!؛=   ءص @سءس ئ@ ءس= صءص  

  ج+  سس؛ ! _=  ءس ئ @_س ت=صءص تءس ئ @_س= صءص ئ 

  
  }صص: س؛[     =  د:{  

  :ءس/س [ ت= ءص/ص[ت ءس ئ /س =  [ءص /ص[ئ  شش؛ صص؛ :ش؛س؛ =   د  

  ج+# س= # ئ صج + / #س[  ٣؛@/ = #/ص[  ٣؛@ئ 

  
 }٠= @ ص٣ – د{   
 : ءص@_ص٣؛= !ئ ءس @ _ص٣؛= !ْ؛ء ؛ س؛صص    ئ @ ص٣=  دئ  ٠= @ ص٣ – د  

  !_}ج+س٣- {= ئ ص صص  ؛= !ج + س ٣- ئ صص  ؛!× ٣؛!_= ج +ءص ئ س@_صت ٣؛= !ءس تئ 
  !_}؛@٤؛+ %س٣-{= إ ص ،    ؛@٤؛= %ئ ج  ٦ –ج =  ٤؛!ئ ! _}ج+  ٦- {=  ٤
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  } ءص =@ سصءس{  
 :  ءص =@ءس ئ ة   صص؛؛!؛؛؛؛؛؛؛؛×  س صءص =@سءس  

  ج+ س -= ص سءس ئ @ت=صءص ت

  
  }د  =@ص٣ س٥{  
  :د  =@ص ٣س ئءص ٥ =@ص ٣سءس ئ٥ صءص٣@ق =سءس٥  

  ج+س٥٥؛!_=ص٣٣؛!_سءس ئ٥ت= صءص ٣@تسءس ئ ٥ت=صءص ٣@ق ت

  
  }ذ@ ذءص= ءس @ص+ سءص{  
  :ذ - ذءص= ءس @ص@١{ذءص = ءس @سءص ئ ص - @س{  

  ءص@_صتذ= سءس @تءص ئ@_ذص= سءس @ق سءص ئ @ذ= ءس @ئ ص
  صص ؛@_= ج + س ئ 

  
   

 	
٢

	

	
٢

٣
  ١،بب

 :میل المماس  = 	
٢

	

	
٢

٣
=  دئ   	

٢
	

	
٢

٣
 

  ءس}س@–{= ءص @ص٣ئ 

  ج –= # ءس ئ ص}س@–{ت=ءص @صت٣ئ 
  ١= ج ئ ج +  ٠ – ٠=  ١ئ تمر بالمنحنى١،بب لكن النقطة

  ١ –= # إ ص
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 }ن {=!عع ؛ ٠> ع
وذ

 

   :}ن {=!ج+ ن = @ ع٢؛!ءن ئ ت =عءع تءن ئ =ئ عءع  عع؛= ! ْ؛ءع؛نن  ئ  عع ؛ 

  ج=  ٠ئ  ٠= } ٠{إع ، لكن الجسم بدأ من السكون
٠>لأن/ذن=  [ئ ع / ذن[_ = ذن ئ ع = @ ن ئ ع= @ ع٢؛!إ 

	ذن ئ =  [ع 


  وذونءنت= ءتوذونءن ئ=  ئ ء وذون=  
  ج/ + ٦٤[× وذ٣؛@= وذ ١٠وذ  ئ  ١٠= } ٤{ج/ + #ن[× وذ٣؛@= } ن{ئ
  }؛!٣؛{$وذ= ؛وذ !٣؛^ - وذ ١٠= ئ ج  ج+  ٨×وذ٣؛@= وذ ١٠ئ 
  }؛!٣؛{$وذ/ + #ن[× وذ٣؛@= } ن{إ

  
 }ذسص{@

  
  :ذسءس= ءص @_ءس ئ ص@ذسص= ئ ءص @ ذسص=  د  

  ١٠-= ج تت ج +  ٩=  ١- ج تت + @ س=  صص ؛!_سءس ئ تذ= ءص @_صتئ 
  @س – ١٠= صص ؛!ئ 

  
  س{ق{س٦@-

   ٣٦+س٣٠

  :س{ق {=تق}ج+س٣٦+@س١٥-#ذسءس ئ }٣٦+س٣٠-@س٦{ت=ءس }س  
:ولكن لھ قیمة عظمى ،ج +س٣٦+@س١٥-#ذس =} س{إ ق

  ٣، ذ = ئ س  ٠= } ذ-س}{٣-س{ئ  ٠=  ٦+س٥-@ئ س ٠=  ٣٦+س٣٠-@س٦
  ذ=س ٠= ذ تت ج ٨= ج + ٧٢+٦٠- ١٦= } ذ{ق  

  س٣٦+@س١٥-#ذس= } س{إ ق
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 ت@وسءس  
  : ءس=س ئ ذصءص = @ وس ئ ص= ص  

صءص@تئ ذ} ذصءص{×ص@تئ 
  ص- = صءص تت م @= ءم ،     ءص     =ص تتءق = ق 

  ءص؛؛لاص؛صص’ت+ص ص -صءص ئ ت+ص ص -= صءص @تذ إ
  ج||+ ص ص -ئ 

  
 ؛ِ  ِ ؛سس ِ؛- ١؛سس؛ ؛ْ ؛ س؛شش؛   ت  
   ذصءص- = ئءس @ ص-١= س ئ س  -١= @ ئ ص/ س/ -١=  [ص 

٢		ت=  ِ؛ ؛ِ  ِ ؛سس- ١؛سس؛ ؛ْ ؛ س؛شش؛   ت

( 	
٢

١)
١تذ-ئ  

 ١ ( ١)
١ءص ئ  

 ١ ( ١)
  =

 ١
  +

 ١
   

ئ ١   ١ 

 ١ ( ١)
  }ص+١{ب+}ص- ١{ا=  ١ئ  

  ٢؛= !ذا تت ا =  ١تت  ١- =ص،        ٢؛= !ذب تت ب =  ١تت ١=ص

١تذ-إ

 ١ ( ١)
١ت٢؛![ذ-=ءص 

 ١
ت٢؛+ !ءص 

 ١
  ج١||١||-=]ءص

  
  ؛ْ ؛س؛ ؛ ؛ة ؛  سس؛= ؛ ؛١  ت  

  :ءس؛ سس؛ س؛’؛٢؛ ؛لا_ ؛!تءس ئ س؛  سس؛٢؛ ؛ة’؛ ؛-_ ؛١!ت ئ  ؛؛ة  س؛؛سس’؛  -؛_ ١؛!×؛ْ ؛س؛ ؛ ؛ة ؛  سس؛= ؛ ؛١  ت  

  ج+   –ءس ئ } –س @{تئ 

  
  ءسسس س؛ ؛؛؛؛٢؛ة ؛#؛’؛؛ @؛+=؛١@ت  
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  :ءس؛  سس؛  ٢؛   ؛ لا؛ -؛ سس؛    ٢؛   ؛  ؛ة=؛س؛سس #  ؛٢؛ة’؛ ؛+؛=سس ؛!؛ ؛ ٢؛لا    تذ= ءس س؛ ؛؛؛؛ سس٢؛ة ؛#؛’؛؛ @؛+=؛١@ت  

  جج  ئ ++سءس@تئ ءس}+  ؛  سس ٢ة؛  ؛!{ تءس ئ ؛ س؛سس# ٢؛ة’؛ ؛+؛! تئ 

  
  ت٤٥ءس  

 ت٤٥ ت٢؛= !ءس --٩ءس ت٢٢؛!ئ-٩ءس 

  ج+ } ٩٩؛! -{٢؛!ئ 

  
 س{ق { =ب +اس ، م}س { ق}س { 
ذ{م{=٧  ،م}ذ =}ذ، ب،ا  
  :س{ق= } س{م { =اس+ب تت م}١.............( ٧= ب +ذا= } ذ(  

س{م { =ا ئ م}ذ= ذ تت ا = ا = } ذ  
).١(من معادلة........٣=ب  تت ٧= ب + ٤إ 


 }س٦٤=  }#د  
  :}ءس/س [#٤=ئءص / س [# ٤=  دئ / س/٦٤[#=  }#؛سس:ص:؛ء{   ْ[#س ئ ٦٤=  }#د  

  ج/ + $س[# ٣= ءس ئ ص /س [#ت٤=ءص تئ 

  

  ت	
	

١

٢

(١ 	

١

٢ )	
٢

  ءس 

  : ءس=ذصءص  ئس = @ صئ  /س = [ص  

	تإ 


ص) ١)	
  ءصصه× @_}١+ص{صتذ=ذصءص  × ٢
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  !_}١+ص{-= ءص ئ م @_}١+ص{= ءم ،ءص  }صه+  صص ه{= تتءق  صص ه= ق 

  ءص}١+ص { صه ×!_}١+ص{تذ! +_}١+ص{ صص هذ -إ 

  ج+  صه ذ+!_}١+ص{ صذص ه-ئ  ءصصه تذ+!_}١+ص{ صص هذ-ئ 

  
    ءس سه× نست= ننع،١  -نن     ن ع – سه× نس= نن    ع  
  سه= ءس تت م سه= ءم ،  ءس   !_نن س= تتءق  نس= ق  

  ١  -نن     ع ن -س ه× نءس ئ س!_نس×سه تن -س ه× نس= ءس سه× نست

  
 ٤=ءس}س{ق$٢ت،  ٧=}٤{ق،  ٦=}ذ{ق ، 

 ١ت@ءس}ذس{ذس ق
   ذءس = ذس تتءص = ص ٤=ذتت ص=س، ذ  =تت ص١=س  

ءص×}ص{ص ق$٢ت٢؛= !ءص ٢؛!× }ص{ص ق$٢ت= ءس }ذس{ذس ق@١تإ
  }ص{ق= ءس تت م }ص{ق= ءم ، ءص   =ص تتءق = ق 

 ]٤ –}} ذ{ذق –} ٤{ق٤{[٢؛!ئ  ]ءص}ص{ق$٢ت-  $٢‘}ص{ق ص[٢؛= ! إ 

  ٦=  ]١ذ[٢؛!ئ  ]٤ – ٦×ذ – ٧×٤[٢؛!ئ 

  
  س س هت +ءس  

  س س هت + ه ×س س هت= ءس ءسس ه@ ست= ءس  
  سه= ءس تت م س ه= ءم ، ذسءس   = تتءق @س= ق 

  ءسسس هتذ– سه ×@س= ءس س ه@ ست إ
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  سه= تت ك  ءسسه= ءك ، ءس   =س تتءع = ع 

  ج+ ] سه – سه س[ذ– سه ×@ئ س ]ءسس هت - سه س[ذ– سه ×@س= ءس س ه@ ست

  
  س{ق!٠ت{ ١٠= ءس  ،تق×ذس}بب [س ي، ءس }ذس

٤
بب،  

ذ
 [  

  ص = ذ= ذس تتءص  بب=س، ذسءس
٤

بب=س ،   ١=تت ص 
ذ

  ٠=تت ص  

  ٥=  ١٠×٢؛= !ءص }ص{ق!٠ت٢؛!ئ سس؛   ٢؛؛؛؛؛؛؛ْص؛ة ٢؛×  }ص{ق×ذس!٠ت إ

  
 ءس؛  ؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛شش؛ سس - ؛!؛؛؛؛؛؛؛شش؛ ؛سسِِ؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛ ٣ ت   
  نجد المضاعف المشترك الأصغر للعددینوھو العدد  

  ءس=ءص %ص٦س تت = ^ تت ص/ س [^= ص نفرضإ 

  ءص؛صص؛بمس؛ ؛# ؛ص؛-؛ ؛١؛ بجس؛ ؛؛؛  ت٦ءص ئ %ص٦×٣؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛صص-؛!؛؛؛؛؛؛٢صص؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛  ت= ءس ؛  ؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛شش؛ سس - ؛!؛؛؛؛؛؛؛شش؛ ؛سسِِ؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛ ٣ ت إ
  ١-ص-@ص-

    |١+|ص- طط//////////////////////////////////////////////////////////////////////////#ص
                      @ص- #صق

  ]ءص؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛صص؛!؛؛؛؛؛-؛ ١؛؛؛   ت+ءص}١-ص-@ص-{ت[٦= ءص ؛صص؛بمس؛ ؛# ؛ص؛-؛ ؛١؛ بجس؛ ؛؛؛  ت٦إ@                          ص
  ج+ ] |ص-١| –ص -@ص٢؛!-#ص٣؛!  - [٦ئ                      ص- @صق

  ص
  ١- صق

١  

  
 س{ق{ 

 ،  ٧= ءس }س{ق%١ت
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 ١ت%ءس}س{ق 

 ءس}١+@س{س ق٨@٠ت
    

 ١ت%س{ق{ءس =ق}٦=  ٣-٩= } ١{ق-}٥{ق=  %١‘}س 

  ٥=ذ تت ص =س،  ١=تت ص٠= س ، ذسءس  = تتءص  ١+@س= ص

  ١١=  ٧×٤= ءص }ص{ق١%ت ٤ءص ئ سس ؛!× }ص{ق×س١%ت٤= ءس }١+@س{س ق٨@٠ت إ

  
  ١[ ت-//بب ،٠[س ي ،   ءس/ س

ذ
 [  

  ١[ ت-//ءسلا؛ِ ِ  سس؛:ِ  ؛ِس؛@ =ِ:؛’؛١؛ش؛شش   ت= ءس ؛بخس:؛ ؛س؛@:؛لآسِسِ:؛ لا_؛ِ!:؛=:ِ ١؛ش؛شش؛بحس؛   تءس ئ سسِِ:؛لا؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛سِ:لآِ:؛=ِ:+؛ ١شش:؛!ش؛ ؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛×  / س  

||تئ 

(	 ١)	

١

٢

بب،  ٠[يي بب=تت س ، ءس  
   ] ذ

	(تئ  + ١)	

١

  ءس= تتءص  ١= ص ، ءس  ٢

بب=س ،    ١= تت ص  ٠= س 
  ذ= تت ص  ذ

ص@١تئ  ؛؛؛؛؛ْ؛ ة؛ص؛سس ؛  ×صص ؛ِ!؛شش؛؛؛؛؛؛؛؛×   @١ت ئ
	

١

  ذ –ذوذ =  @١‘/ص[ءص ئ ذ  ٢

  
 تءسس’  ه× ذس  

  تت= ءس س’  ه× ذسذ سءسس’  ه× س  
  ؛؛ْ؛لاص؛سس    -= سءس تتءس  -= س تتءص = ص 

  ءصصص هتذ–ئ   ؛؛ْ؛لاص؛سس   ×صه× س تذ- = ءس س’  ه× سس ذت إ
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  صه= ءص تت م صه= ءم ،  ءص  = ص تتءق = ق 

  ج+  ]صه – صص ه [ذ–ئ  ]ءصصه ت-  صص ه [ذ-= ءص صص هتذ–إ
  ج+  س’  ه ذ+  س’  ه×سذ-ئ 

  
 س{س ق@١ت{ ٤؛! - = ءس ،قس ه$لم ٠ت } ]ءس}/سه  
   ءس@ص= ءس ئ ذصءص سه= تت ذصءص  سه= @ تت ص/ سه= [ ص  

  ءصصص ؛@= صءس تتءس = ئ ذءص 
  ذ= تت ص  ٤= س ،       ١= تت ص  ٠= س 

  ٢؛! -=  ٤؛! -×ذ= ءص }ص{ق@١تءص ئ ذصص ؛@× }ص{ق×@ص@١ت= ءس }/سه[ { قس ه$لم ٠ت إ
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 إذا كاناقتراناً معرفاً على الفترة} س{قب، افإن المساحة المحصورة بین منحنى الاقتران

  :ومحور السینات تعُطى بالعلاقة التالیة  ب=س،  ا=س }س{ق

  ‘ءس}س{قبي]ت‘= م 

  
   

 .المحاور الرئیسیةمساحة محصورة بین منحنى وأحد  .١
 .مساحة محصورة بین منحنیین .٢
 .مساحة محصورة بین منحنى ومستقیمین ومحور السینات .٣
 .مساحة محصورة بین ثلاثة منحنیات فأكثر .٤

  
 
  

 
  ءس}س{قبي٠ت  
  في الرسم البیاني دائماً المنطقیة الواقعة فوق محور السینات تكون موجبة 

  أسفل محور السینات تكون سالبة والمنطقة الواقعة 
  :كونیوبناءً على ذلك فسوف 

ءس}س{قشمس بي ت+ءس }س{قسمس] ت +ءس }س{قمأ٠ت= ءس }س{قبي٠ت  
  ٨=  ٦+ } ٥- {+  ٧ئ 

 
  ٥، ٣[س ي ، ٤- ذس= ص[ 

  
  في مثل ھذه الحالة المساحة تكون للاقتران ضمن الفترة المؤثرة على الاقتران مباشرة

  ذ٤= ذ ١ – ٤٥=  %٣‘}س٤+@س{= ءس }٤-ذس{%٣ت=م 
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  ١+#س= } س{ق 
 ذ، ذ - [س ي[

   ٤= ذ  – ٦=  @٢قق‘}س+ $ س٤؛!{= ءس }١+#س{@٢قق ت= م 

  
   ص =

بب،٠[س ي[  

   ٠ت= مπ
 ءس =‘٠π  =٠=  ٠ – ٠ 

  
   ذ -س-@س= ص

  
  یجب إیجادھا، غیر معطاة ) الفترة(عندما تكون حدود التكامل:  

  ٠=صومعنى أن المنحنى یقطع محور السینات ھو أن
  ١-، ذ= ئ س  ٠= } ١+س}{ذ-س{=ذ-س-@ئ س

  ؛@٦؛&= ‘ ؛@٦؛& -‘= } ٦؛{& –} ؛!٣؛( -{= @١قق‘}ذس-@س٢؛! -#س٣؛!{ =ءس }ذ-س-@س{@١قق ت =إ م 

  
  س -٤=@ص  
  ھو أن" ومحور االصادات"معنى و@ ، ص-٤=سذ_= ئ ص  ٤=@ ئ ص ٠=س  

  ؛#٣؛@= } ؛!٣؛^ -{ -؛ !٣؛^=  @٢قق‘#}ص٣؛! -ص٤{= ءص @}ص-٤{@٢قق ت=إ م 
 

 
  

 
  وذلك ) قیم س(فیجب علینا إیجادھا ، في ھذه النوع من الأسئلة لا یعطي حدود التكامل عادة

 .من خلال مساواة الاقترانین ببعضھما



  

0779 909 516    ٧٥ 

  ت=م– 
 س=}س{ق@  
  س -ذ=}س{ه
   لإیجاد حدود التكامل نساوي الاقترانین ببعضھما 

  :ونجد قیم س كما یلي
  
  ١، ذ -= ئ س  ٠=}١-س}{ذ+س{ئ  ٠=ذ-س+@س ئ س -ذ=@ س

ونقارن ][ولتحدید الاقتران الأكبر والاقتران الأصغر نأخذ قیمة واقعة في الفترة من
  :النتائج كما یلي

  }س{ق >} س{تت ه ٠>ذ ، ذ  = }٠{ه،   ٠= }٠{قالعدد لنأخذ

  ؛@٦؛&= } ؛!٣؛( -{ – ٦؛&= !٢قق‘#}س٣؛! -@س٢؛! -ذس{= ءس @}س-س-ذ{!٢قق ت =إ م 

  
 س   =}س{ق 
  وس =}س{ه
   ١،  ٠= ئ س  ٠= } ١-س{ئ س ٠=س  -@ئ س@ س= س ئ س = وس  

  }س{ه آ} س{ئ ق ٠,٧= } ٠,٥{ه،  ٠,٥= } ٠,٥{ق

  ءس }س- وس{!٠ت=ءس }}س{ق -} س{ه{!٠ت =إ م 

  ٦؛= ! ٢؛! - ٣؛@=  !٠‘}@س٢؛! -/#س[ ٣؛@{ ئ

  
 س‘=}س{ق  ‘ 
  ٠ ≥س ، س                                            @س -ذ=}س{ه
  ‘س‘=} س{قتت  ٠= ئ س  ٠=‘ س ‘ =  

  ٠<س ، س -                                                            
  $س+@س٤-٤= @ ئ س @@}س- ذ{=@ ئ س@} س-ذ{/ = @س[ئ @ س-ذ= ‘ س‘إ 
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  ١= @ س،  ٤= @ ئ س ٠= } ١-@س}{٤-@س{ئ  ٠=  ٤+@س٥-$ئ س
  لأنھا تحقق المعادلة ١_نأخذتت  ١_ ،ذ _= ئ س 

:ولتحدید الاقتران الأكبر
  ذ= } ٠{ه،    ٠= } ٠{تت ق ٠= س 

  }س{ق >} س{ه

  ءس]‘س‘ -@س -ذ[!١ق ققت= ءس ]}س{ق –} س{ه[!١ق ققت =إ م 

 -ذس {+  (١قق‘@}س٢؛+!#س٣؛! -ذس{= ءس ] س -@س -ذ[! ٠ت+ءس ]س+ @س -ذ[(١ق ققتئ 

  ٣؛&= } ٢؛! -  ٣؛! - ذ {+ } ٢؛+ ! ٣؛+ !ذ- { - =  !٠‘@}س٢؛! -#س٣؛!

  
 س ٤=@ص  ، 

  ٤-ذس=ص
 ذ- س= ئ وس  ٤-ذس= إ ذوس ، ذوس  = س تت ص ٤=@ص  

   ٠= } ١+وس}{ذ- وس{ئ  ٠=ذ-وس-ئ س

  )ممكن غیر(١-=وس،٤=ذ ئ س=تت وس
  ونعوضھ في كلا الاقترانین لمعرف نأخذ العدد

:على النحو الآتي الاقتران الأكبر
  ٠=  ٤-ذ×ذ،   ٣ت   ذوذ

  ءس ] ٤+ذس –ذوس [$٠ت=ءس ]}٤-ذس{ –ذوس [$٠ت=إ م 

  ؛#٣؛@ئ   $٠‘}س٤+@س-/ #س[ ٣؛{$ئ 
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 ص =،  ذ =ص ،
بب=س  

   ٠ت= مπ}ذ-{ ءس =}ذس+{‘٠π  =ذ-ذبب 

  
   ص=‘ ‘١=ص  ،

  
  ‘ ‘ =] :  ٠ ≥س   ، ->٠[  

  =بب  ٢؛= !ئ س  ١ ، -١بب٢؛! -= ئ س  
 ٢π؛!٠‘}+س{=ءس}-١{٠ت٢π؛!ذ = ءس }-١{٠ت٢π؛!+ ءس }-١{(ت٢π؛! - =إ م 
  ١+ بب ٢؛!ئ 

  
 
  

  ھنا یفضّل الرسم البیاني للاقترانات والمستقیمات المعطاه لكي نحدد فیما إذا كان یوجد تجزئة

  :للتكامل
  
  س = ص#١=ص

    ،  ٨=ص
 ذ=تت س ٨=#س  

  ١=تت س ١=#س         

  ٧=  ١×٧= ءس }١-٨{!٠ت=١م 

  ؛#٤؛! -١ذ=  @١‘$}س٤؛! -س٨{= ءس #}س-٨{@١ت=٢م 
  ؛$٤؛= %؛ #٤؛! -١٩= ؛ #٤؛! - ١ذ +٧=  ٢م +١م = م 
 من الممكن أن نكامل بدلالة المتغیر ص كما یلي: حل آخر:  
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  /ص [#= تت س # س=ص

  ؛$٣؛%= } ١ – ١٦{٤؛#=  *١‘/$/ص[# ٤؛#= ءص /ص [#*١ت =م 

  
 س= @ ص

  ١-=صذ=ص، ذ- س=ص
    

  وس_=س تت ص=@ص
  ٠=}١+وس}{ذ-وس{تت ٠=ذ -وس - وس ئ س=ذ-س

  ذ-س/ = س [ -،      ٤=ذ تت س=ئ وس
   ٠=}١-/س[ }{ ذ/+س[ { تت  ٠=ذ- /س + [ئ س
  }غیر ممكن{ذ- / =س[ تت 

  ١=تت س ١/=س[  

  ٣؛$=  !٠‘/#س[ ٣؛$= ذوسءس !٠ت=ءس }}وس-{ –وس {!٠ت= ١ م

  $١‘}ذس+@س٢؛! -/ #س[ ٣؛{@= ءس }ذ+س-وس{$١ت=ءس }}ذ-س{ –وس {$١ت= ٢م 
  ؛!٦؛= ) ٢؛+ ! ٣؛= * ٢؛+ !ذ  -؛ !٣؛$= ذ  – ٢؛+ ! ٣؛@ - ؛ !٣؛^= } ذ+  ٢؛! - ٣؛{@ –} ٨+  ٨ - ؛ !٣؛{^ئ

  ٢؛= )؛ @٦؛&= ؛ !٦؛+ ) ٣؛$=  ٢م +  ١م = إ م 

  
 

  س - ذ=}س{م،  ذ+س=} س{ه،  ٤-@س= }س{ق
 ٠=}ذ+س}{٣-س{ئ  ٠= ٦- س- @ذ ئ س+س=  ٤-@س  

  ذ-=س،   ٣=ئ س
   ٠=٦-س+@س ئ س- ذ=  ٤-@س
  ٠=}ذ-س}{٣+س{ئ 

  ذ=س،  ٣-=ئ س
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  ٤=  @٠‘@س= ذسءس @٠ت= ءس }}س-ذ{ -}ذ+س{{@٠ت=  ١م 

  ؛!٦؛#=  #٢‘}س٦+#س٣؛! - @س٢؛!{=ءس }٦+@س-س{#٢ت =ءس }}٤-@س{ -ذ+س{{#٢ت=  ٢م 
  ؛@٣؛= (؛ $٦؛= (؛ !٦؛^+ ٤=  ٢م +  ١م = إ م 

  
 س= } س{ق 
    ذ=صسس ؛= !}س{ه
  !٢؛= !ذ ئ س=سس ؛  

  ١= س ئ س = سس ؛!

  |٢؛!|لو +١= } |٢؛!|لو-١{-}٠-ذ{= ٢؛! !‘}|س|لو -ذس{=ءس }سس؛ ! -ذ{ ٢؛! !ت=  ١م 

  ٢؛= ! ٢؛# –ذ =  @١‘@}س٢؛! - ذس{= ءس }س - ذ{ @١ت = ٢م 
  |٢؛!|لو+  ٢؛#=  ٢م +  ١م = إ م 

  
 س= } س{ق# 

  ٠=ص،  ٦+س=ص
   

  ٦-=ئ س  ٠=٦+س، ذ =ئس س ٠=٦-س-#ئ س ٦+س=#س

  ١٨=  ٣٦- ١٨= (٦قق‘}س٦+@س٢؛!{= ءس }٦+س{(٦ت قق = ١م 

  ١٠=@٠‘$}س٤؛! -س٦+@س٢؛!{=ءس #}س- ٦+س{@٠ت = ٢م 
  ذ٨=  ١٠+١٨= ٢م +١م =إ م 

  
  ٠=#س - ص  

  ٤=ص؛ سس
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  س٤=ص#  ، س=ص
   ٠=}٤-@س{تت س ٠=س٤-#س تت س٤=#س

  ذ_،٠=تت س

  ٤=(٢قق‘@}ذس- $س٤؛!{= ءس }س٤-#س{(٢ت قق= ١م 

  ٨= ٤+٤= ٢م +١م = إم ،      ٤=@٠‘$}س٤؛! -@ذس{=ءس #}س- س٤{@٠ت= ٢م 

  
  س=}س{ق ،@

س{ق{  
   س{قیجب أولاً إیجاد معادلة المماس لمنحنى الاقتران {  

المیلتت ٤= } ذ{ق= م 
  ٤-س٤=ئ ص } ذ- س{٤=٤-ص: معادلة المماس ھيإ 
   ٠=٤+س٤- @س ئ ٤-س٤=@س،   ١=ئ س ٠=٤- س٤

  ذ=ئ س ٠=@}ذ-س{ئ 

  ٣؛= ! !٠‘#س٣؛= !ءس @س!٠ت=١م 

  ٣؛@= إم ،    ٣؛= ! @١‘}س٤+@ذس -#س٣؛!{ = ءس }٤+س٤-@س{@١ت=٢م 

  
  ١-س{=ص{@ ، 

  ، س ٢؛! -ذ=ص
   
 }س ٢؛! -ذ=  ١+ذس-@س تت س٢؛! -ذ =@}١-س 

   ٠=ذ-س٣- @ئ ذس ٠= ١-س٢؛# - @تت س
  ذ،  ٢؛! -= ئ س 

 ٤=ئ س ٠=س٢؛! -ذ  
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  ٣؛= !@١‘}س+@س-#س٣؛!{ =ءس }١+ذس- @س {@١ت=١م 

  ١=  $٢‘@}س٤؛! -ذس{ءس ئ }س٢؛! - ذ{٢$ت=٢م 
  ٣؛$=  ٣؛+ !١= إم 

  
 س=}س{ق@
  }٠>ا{ا ،  ٣؛$ اس =}س{ه
  لأن المساحة محصورة بین المنحنیین إذناس= @ ئ س} س{ه= } س{ق  

  ا،  ٠=تت س ٠=}ا-س{تت س ٠=اس-@ئ س

  ذ= تت ا  ٨=#ذ ئ ا٤= # ا٣ئ  ٣؛$=  مأ٠‘#}س٣؛!  -@ س٢ا؛{=ءس @}س-اس{مأ٠ت=إم 

  
  ٧+س٥؛! -= }س{ق  ،
  ‘١-س‘+ذ= }س{ه
     

 ]١<س: س -٣،    ١> س :١+س[= }س{ه
 ٥= ئ س ٠=٣٠س٦ئ  ٣٥+س-= ٥+س٥ئ  ٧+س٥؛! -=  ١+س 
 ٥-= ئ س ٠= ذ ٠+س٤ئ  ٣٥+س-= س ٥-١٥ئ  ٧+س٥؛! -= س -٣  

  ؛&٥؛@ = !٥قق‘}س٤+@س١؛$٠؛ {ءس ئ}٤+س٥؛{$!٥ت قق=ءس }}س-٣{ – ٧+س٥؛! -{!٥ت قق=١م 

  ؛!؛٥)؛@ - =  %١‘}س٦-@س١؛^٠؛  -{= ءس }٦-س٥؛^ -{%١ت =ءس}}١+س{-٧+س٥؛! -{%١ت =٢م 
  ذ٤= ‘ ذ٤-‘= ؛ !؛٥@؛( -= ؛ !؛٥)؛@ -؛ &٥؛@=  ٢م +١م = إم 

  
 اا =س

وص = سذ=س  
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  ذ=س@ ، س=ص

   @]‘#س٣؛= ! مأ٠‘#س٣؛!ءس ئ @س@]ت =ءس @سمأ٠ت
  /  ٤[#= تت ا  ٤= # ئ ا# ا٣؛! - ٣؛= *# ا٣؛!ئ 
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 الحجم الناتج عن دوران منحنى الاقترانس{ق{حول أحد المحاور الرئیسیة ھو:  

  ءس}س@{قتبب=ح 
 الحجم الناتج عن دوران المنطقة المحصورة بین منحنى الاقترانومنحنى الاقتران} س{ق

  :ھو} س{ى ه}س{قعلى فرض أن} س{ه

  ءس]}س@{ه –} س@{ق[تبب=ح 

  
 

بب،  ٠[س ي=}س{ق
ذ

 [   

   تبب=ح@  بب،  ٠[س ي، سءس
ذ

 [  

  @بب٤؛= ! ]}٠{ –} ٠+بب٢؛!{[بب٢؛!ئ  بب٢؛! ٠‘}ذس٢؛+ !س{بب٢؛!ءس ئ }ذس+١{٢؛!تئ بب

  
 

   ]٣،٥[س ي٤-ذس=}س{ق

  ٣‘}س١٦+@س٨- #س٣؛{$بب=ءس }١٦+س١٦-@س٤{%٣تبب=ءس @}٤-ذس{%٣تبب=ح%  
  ؛بب!؛٣(؛$=  ]١ذ -؛ !؛٣$؛([ئب

  
  

  ٣=س، ١= سسس ؛= !ص
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  ١تبب=ح#! ١‘سس ؛!× بب–ءس ئ @_ستءس ئ بب٢سس؛# بب٣؛@= } ١ – ٣؛!{ بب–ئ 

  
 
 ٣؛= !تت ص ٣=س،١=تت ص ١=س ،صص؛ = !ئ سسس ؛= !ص 

  بب٣؛*ءص ئ }١- ٩{٣؛!٠تبب=١ح  

ص٢؛ ! {!ت٣؛! بب=٢  إح   بب٣؛$ ئ  !‘٣؛!} ص –صص ؛! -{ئبءص }١-ص
  بب٤= بب }٣؛$+  ٣؛*{=  ٢ح  + ١ح  = إ ح 

  
  

 ٤= سوس = ص
  
 
    

  ٠‘@بب س٢؛= !سءس $٠تبب=ءس @}وس{$٠تبب=ح$ 

  ذبب= } ٤{بب٢؛!ئ 
  
 ص= وس ئ س = ص@

  ذ= تت ص  ٤= س ،    ٠= تت ص  ٠= س 

  ذبب٥ئ  @٠‘}%ص٥؛! - ص١٦{ءص ئ بب$}ص-١٦{@٠تبب=ح 

  
 ص  =
  ٣=صس =صسس ؛!
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  ٣؛= !س ئ  سس ؛= ! ٣ 

  !١= س ئ س= سس ؛  
 ٣= س  

  بب٤= ءس }٢سس ؛! - ٩{ ٣؛!!تبب=  ١ح  

  ؛بب $٣؛= (؛بب @٣؛+*بب ٤=  ٢ح  +١ح  = إ ح ، ؛بب     @٣؛= *ءس @}س-٩{#١تبب= ٢  ح

  صص ؛= !س ، ص  = س

  ؛بب@٣؛^ئ  #١‘}صص ؛+ !#ص٣؛!{بب= ءص }٢صص ؛! -@ص{#١تبب= إح 

  
 

 ٨ =ص،  ١=ص#س=ص
  
 
   
 ذ=تت س ٨=#س،   ١=تت س ١=#س 

  بب٦٣= ءس }١-٦٤{!٠تبب= ١ح  

  ؛بب#٧؛@؛= ! @١‘&}س٧؛! -س٦٤{بب= ءس ^}س-٦٤{@١تبب=٢ح  
  ؛بب&٧؛^؛@= ؛بب #٧؛@؛+!بب٦٣=٢ح  +١ح  = إ ح 

  
 ص[# =تت س # س=ص/

  ؛بب)؛٥؛#=  *١‘}/%/ص[# ٥؛{#بب= ءص }/@/ص[#{*١تبب= ح 
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 ، =ص=ص

 ٠س ى  
    

 بب= تت س
٤

  

  ءس}@–@{ بب/٠٤تبب=إح 

  بب٢؛!ذس ئ  ٢؛!ذسءس ئ  بب/٠٤تئ بب

  
  
 $بب#قق٣؛ 
 !بب ع@قق٣؛
   
  الكرة ناتجة من دوران دائرة حول أحد المحاور الرئیسیة .١

  @س-@قق=@تت ص@ قق=@ص+@س :ومعادلة الدائرة ھي

  #}قق٣؛! -#قق{ئ ذبب نق٠‘#}س٣؛! -س@قق{ءس ئ ذبب@}س-@قق{ نق٠تذبب=إح 
  بب#قق٣؛$ئ #} قق٣؛{@ئ ذبب

  
  .المخروط ینتج من دوران مثلث قائم الزاویة .٢

  }اب{یجب إیجاد معادلة الخط المستقیم
قق= م س ئ م =ص

ع
  

قق=إ ص
ع

  س 

  ع٠تبب= ح 
قق
	

ذ

ع
	

×ءس ئ بب@س ذ
قق
	

ذ

ع
	

  بب ع@قق٣؛!ئ  ع٠‘#س٣؛!× ذ
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   الدائرة ھي المحل الھندسي لمجموعة النقاط التي یكون بعُد كل منھا

ً ثابتاً عن نقطة ثابتة   ".نصف قطر الدائرة"وھو ما نسمیھ بـ ) المركز( یساوي مقدارا
  
 ھناك صورتان لمعادلة الدائرة وھما: 
 }ر=  @}ب-ص{+  @}ا-س@

.نصف القطر}ر{احداثیات مركز الدائرة}ب،ا{حیث
 ٠= ج +ذب س+ذاس+@ص+@س

.ھو نصف القطر/ ج-/@ب+/@ا= [ر مركز الدائرة}ب-، ا -{ حیث
 

 

 

 

 }١١=}@٧+ص{+}@٥- س  
  المركز ھوونصف القطر ھو ١١= [ر / 

  
  ١٦=}@٩+ص{+@س  
  المركز ھوونصف القطر٤=ر 

  
 }٨=}@١ذ- ذص{+}@٦+ذس@  
  }٦٤=  ]}@٦-ص{+}@٣+س{[٤ئ  ٦٤=}}@٦-ص{ذ{+}}@٣+س{ذ  

  ٤= قق } ، ٣،٦-{تت م  ١٦= }@ ٦-ص{+}@٣+س{ئ 

  
 ٠=  ١ذ- ص٦+س٤+@ص+@س 
  ١ذ-= ج ،    ٣=ئ ب  ٦=ذب ،   ذ      =ئ ا ٤=ذا  
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  ٥/ = ذ٥/ =  [١ذ+/٩+/٤=  [ر }  ، ٣-،ذ-{إم 

  
 }١٤= س ١ذ-@ذص+@ذس{  
  ٠=  ٧-س٦-@ص+@س  

  ٧-= ج ،      ٠= ئ ب  ٠= ذب ،          ٣-= ئ ا  ٦-= ذا 
  ٤/ = ١٦=  [ر }  ، ٣،٠{إم 

  
 } -١،ذ{  
   ٤= ر }  ، ١،ذ-{م  

  ١٦= }@ ١-ص{+ }@ ذ+س{:المعادلة ھيإ 

  
  
  

  المسافة بین النقطتین=ر
  ] =}//// @//+ ّ}- /-/٥/ =ذ٥/ = [@/}٤  
  ذ٥=}@٤-ص{+ }@ ٣+س{:معادلة الدائرة ھيإ

  
 
  ٥،٦{م{

  ٥=ر
  ذ٥=}@٦-ص{+}@٥-س{:المعادلة ھيإ 

  
 }-٣-،ذ {؟١=ص  
  ٤= ١+٣= ر }  ،   ٣-،ذ-{م  

  ١٦=}@٣+ص{+}@ذ+س{:المعادلة ھيإ
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 }-٣،٣ { 
  ٩-=ص٤- س٣
  ر }  ،  ٣،٣-{م =٩-=ص٤- س٣

  ٢شش؛ ؛$؛=  ، ؛)؛+؛١؛!٨شش؛؛@؛+؛)؛؛؛؛؛_؛؛؛؛،؛  =                             
  ٨= }@٣-ص{+}@٣+س{:المعادلة ھيإ

  
 }-ذ،١{

}٨- ،٥{
  ٣- ،ذ {= } ؛*؛٢_؛@؛،  ؛ %؛+٢؛!؛_؛{  = م{  

  / ٣٤/ =  [ذ/٥/+ ٩: =  [ @:}:ذ- :٣-:{:+}@١:- : -ذ{[  = ر 
  ٣٤= }@٣+ص{+}@ذ-س{:المعادلة ھيإ

  
  

 

 

 }١-،٣} ، {٠، ذ } ، {٠،٠{
 ٠=ج +ذب ص+ذاس+@ص+@س

}٠،٠{ ٠ = جتت  ٠= ج +  ٠+  ٠+  ٠+  ٠  
١ = اتت  ٠=٤+ا٤تت  ٠=  ٠+  ٠+ ا ٤+  ٠+  ٤ }٠،ذ{
}١-،٣{ذ = بتت  ٠=١٠+ذب -٦-تت  ٠= ٠+ ذب  – ١- ×٦+  ١+  ٩
  ٠=ص ٤+ ذس  -@ ص+ @ س :المعادلة ھيإ
  
 }١-،٣}،{١،٥{


 ٠=ج +ذب ص+ذاس+@ص+@س 
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).لأن المركز یقع على محور السینات( ٠ = بتت } ب-،ا-{وبما أن المركز ھو
}١،٥{١.............( ٠=ج +ذ٦+تت ذا ٠= ج +  ذا+ ذ ٥+  ١(
}١-،٣{٠=ج +١٠+ا٦تت  ٠= ج + ا ٦+  ١+  ٩............)..٢(

)٢..............(٠=ج +١٠+ا٦:ینتج أن ٢من المعادلة  ١المعادلة بطرح 
  )١.............( ٠=ج +ذ٦+ذا                                                    
  ٤ = اتت  ٠= ١٦-ا٤                                                    

  ٣٤-  = جتت  ٠=ج + ذ ٦+  ٤×ذینتج أن ١في المعادلة رقم  اوبتعویض قیمة
  ٠= ٣٤-س ٨ -@ ص+ @ سإ

  
  }٣- ،٤}،{ذ-،١{

٥=ص٤+س٣
 ٠=ج +ذب ص+ذاس+@ص+@س

)١.........(٠= ج +  ٥+ ب ٤ –تت ذا  ٠= ج + ب ٤ –ذا +  ٤+  ١}ذ-،١{
}٣-،٤{ ٢......( ٠= ج + ذ ٥+ ب ٦ –ا ٨تت  ٠= ج + ب ٦ –ا ٨+  ٩+  ١٦(

)٣.........( ٥=ب ٤- ا٣-تت  ٥=ص٤+س٣یحقق المعادلة  }ب- ،ا-{لكن المركز 
  )٢.....(.....  ٠=ج + ذ ٥+ ب ٦ –ا ٨قق     ئ)٢(من ) ١(وبطرح المعادلة 

  )١.......(٠= ج +  ٥+ ب ٤ –ذا                                              
)٤.........(    ٠=ذ٠+ذب -ا٦                                             

)٣..(.... ١٠= ب ٨- ا٦-==   } ٥=ب ٤-ا٣- {×ذ
  )٤.....(ذ ٠- =ذب -ا٦                            
  ١ = بئ  ١٠-= ب ١٠-                             

  ٣- = ائ  ٥=  ١×٤-ا٣-ئ ) ٣(ومن معادلة 
  ٥ = جتت  ٠=ج +  ٥+  ١×٤- ٣-×ذئ  )١(ومن معادلة 

  ٠= ٥+ ذص +س ٦ -@ ص+ @ س: المعادلة ھيإ
  }١-،٣{= } ب-،ا-{م 
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١ذ=ص ٤+س٣
  ر،ر{م ، {المسافة بین المستقیم= ر  حیث١ذ=ص ٤+س٣والنقطة}ر،ر{

  ‘١ذ-ر٧‘=ر ٥ئ   ؛ ،؛!؛@؛_ر؛؛٥$؛+ر؛؛#،؛ = ر 
  ٦ = رئ  ١ذ= ر تت ذر ٥=  ١ذ-ر٧إما
  ١ = رئ  ١ذ= ر ١ر تت ذ٥-=  ١ذ-ر٧أو

  :ھناك دائرتین، إذن 
عندما ٦= رفإن المعادلة:}٣٦=}@٦-ص{+}@٦- س  
عندما ١= ر المعادلةفإن:}١=}@١-ص{+}@١- س  

  
 
 }ر=}@ر-ص{+}@ر+س@

  @ر=}@ر-٨{+}@ر+١-{ :تحقق معادلة الدائرة) ٨،  ١-(النقطة 
  ٠=}٥-ر}{١٣-ر{تت  ٠=٦٥+ر١٨-@ئ  ر@  ر=@ر+ر١٦-٦٤+@ر+ذر-١ئ 

  ٥،  ١٣=إ ر 
  ١٦٩=}@١٣- ص{+}@١٣+س{ ١٣=رالأولى عندماالمعادلة 

  ذ٥=}@٥-ص{+}@٥+س{ ٥=رالمعادلة الثانیة عندما

  
 }٥،٠ {

 ٤-س= ص
  

  .الربع الرابع من المحتمل أن تقع الدائرة في الربع الأول أو في
  }تحقق المعادلة} ر،٥ ١ = رئ    ٤-س=ص  

  ١=}@١- ص{+}@٥- س{إ 
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 :}وھذا غیر ممكن ،  ١- = تت ر  ١=ر - ئ    ٤-س=ص تحقق المعادلة } ر-،٥
  ).لا یمكن أن یكون نصف القطر قیمة سالبة(

 ً   .إذن وقوع الدائرة في الربع الرابع غیر ممكن أبدا
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  ھو المحل الھندسي لحركة النقاط التي یكون بعدھا عن نقطة

 ).الدلیل(یساوي بعدھا عن مستقیم معلوم ) البؤرة(معلومة 
  
  
 }د -س{ج ٤= }@ ه -ص{ 

  ھذا الرسم سیني موجب
  

  
 }د - س{ج ٤-=}@ ه -ص{ 

  ھذا الرسم سیني سالب
  

  
  
 }ه -ص{ج ٤= }@ د -س{ 

  ھذا الرسم صادي موجب



 }ه -ص{ج ٤ - =}@ د -س{ 

  ھذا الرسم صادي سالب
  

  
 وتستخدم في حال إعطاء عدة ، ج +ب س+@اس=ص :الصورة العامة لمعادلة القطع المكافئ

ً عندما لا نستطیع تحدید اتجاه القطع (نقاط في السؤال    ).موجبا أم سالبا
  

  
 الرأس یقع في منتصف المسافة بین البؤرة والدلیل. 
  جـ٢المسافة بین البؤرة والدلیل تساوي. 
  ٠>دائماً جـ 
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 البؤرة تقع داخل القطع والدلیل خلف الرأس. 
 لإیجاد معادلة محور التماثل نساوي المقدار المرفوع للقوة التربیعیة بالصفر. 
  محور التماثل تعاكس معادلة الدلیل من حیث المتغیرمعادلة. 

 
   س١ذ=@ص 
  معادلة قطع مكافئ فیھ:  
 .الرسم سیني موجب .١
 ).٠،  ٠: (إحداثیة الرأس .٢
 ٠=ئ  ص  ٠=@ص: معادلة محور التماثل .٣
 ٣= تت ج  ١ذ=ج ٤: البعد البؤري .٤
 ٣-= س : معادلة الدلیل .٥
 )٠،  ٣:(إحداثیة البؤرة .٦

  
   ص١٦- =@س 
  معادلة قطع مكافئ فیھ: 
 .الرسم صادي سالب .١
 ).٠،  ٠: (إحداثیة الرأس .٢
 ٠=تت س ٠=@س: معادلة محور التماثل .٣
 ٤= تت ج  ١٦= ج ٤: البعد البؤري .٤
 ٤=  ٤+ ٠ =ص :معادلة الدلیل .٥
 .}٤-،  ٠{ :إحداثیة البؤرة .٦

  
  }ذ-س{١ذ-=}@١+ص{ 
  معادلة قطع مكافئ فیھ:  
  }١-،ذ{ :إحداثیة الرأس .١
 .الرسم سیني سالب .٢
 ١-= تت ص  ٠=١+ص :معادلة محور التماثل .٣
 ٣= تت ج  ١ذ= ج ٤: البعد البؤري .٤
 ٥=  ٣+ذ= س  :معادلة الدلیل .٥
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 }١-،١-{= } ١-،٣- ذ{: إحداثیة البؤرة .٦

  
   }١-ص{ذ٤=}@٤-ذس{ 
  }١- ص{ذ٤=}}@ذ- س{ذ{تت } ١-ص{ذ٤=}@٤-ذس { 

 }١-ص{٦=}@ذ-س{تت } ١-ص{ذ٤=}@ذ-س{٤ئت 
 :وھذه معادلة قطع مكافئ فیھ

                                 }١،ذ{: إحداثیة الرأس .١
 .الرسم صادي موجب .٢
 ذ=تت س ٠=ذ-س :معادلة محور التماثل .٣
 ٢؛#= تت ج  ٦=ج ٤: البعد البؤري .٤
 }٢؛%،ذ{=}٢؛#+١،ذ{: إحداثیة البؤرة .٥
 ٢؛! -= ٢؛# -١= ص  :معادلة الدلیل .٦

  
   ص٤=٤+س١ذ-@ذس 
  نعمل على إكمال المربع للمتغیر س فقط لأنھ مرفوع لقوة تربیعیة. 

  :وبإكمال المربع تصبح المعادلة،  ذ-ذص= س٦-@ص ئ س٤=٤+س١ذ-@ذس
  }٢؛&+ ص{ذ=}@٣-س{ئ  ٩+ذ-ذص=٩+س٦- @تت س ذ-ذص=٩- ٩+س٦-@س
   :معادلة قطع مكافئ فیھإ 

 }٢؛& -،٣{ :إحداثیة الرأس .١
 .صادي موجبالرسم  .٢
 ٣=تت س ٠=٣-س :معادلة محور التماثل .٣
 ٢؛= !ذ تت ج = ج ٤ :البعد البؤري .٤
 ٤- =  ٢؛! - ٢؛& -= ص: معادلة الدلیل .٥
 }٣-،٣{= } ٢؛+ ! ٢؛& -،٣{ :إحداثیة البؤرة .٦

 
  

   ص ٤=٤+س١ذ-@ذس 
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   إذا طلب في السؤال محور التماثل فقط فیمكننا اشتقاق المتغیر س فقط ونساویھ بالصفر
 .أو نعمل على إكمال المربع للمتغیر س ونساویھ بالصفر، ونجد المعادلة 

  ٣=تت س ١ذ=س٤تت  ٠=١ذ- س٤: إذن نستطیع إیجاده عم طریق الاشتقاق

  
   

١.  
٢.  
  نستنتج أن القطع صادي ،  ٤= نعلم أن الدلیل یأتي دائماً خلف الرأس ومعادلتھ ھي ص

 .سالب
  ٠=س :إذن معادلة محور التماثل ھي ، ) ٤-،  ٠(وبما أن إحداثیة البؤرة 

 ً تج أن إحداثیة الرأس ومن ھنا نستن،  ٤= ئ ج  ٨= تت ذج } ٤-{- ٤= ذج  :وأیضا
  }٠،٠{:ھي

  @ص١٦-= @ س :إذن معادلة القطع ھي

  
  


 

   نقطة الارتكاز للشكل) ٠،  ٠(افترض أن النقطة. 

ھو  ٠=س ومنھ،  نستنتج أن القطع صادي سالب) م٩= ارتفع القمھ (من معطیات السؤال  
  ).٩،  ٠: (ومنھ فإن إحداثیة الرأس، محور التماثل 

  ج٣٦+ج ص٤-=@ئ س} ٩-ص{ج ٤-=}@٠-س{ئ } ب-ص{ج ٤-=}@ا-س{
  ١= ج  ئ  ج ٣٦=  ٣٦ :تحقق المعادلة) ٠،  ٦(لكن النقطة 

  :ولإیجاد المساحة نعید ترتیب المعادلة، } ٩- ص{٤-=@س :إذن المعادلة ھي
  ٤؛@س   -٩= تت  ص  ٣٦+ص٤-=@س

  ٦-                     ٦                        @م٧ذ= ^ ٠‘}؛١ ٢؛#س  - س٩{ذ= ءس }٤؛@س   -٩^{٠تذ=إ م 
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}٤،٤} ، {١٠،٨{ 
   والرسم سیني موجب} ٠،د{ :إحداثیة الرأسئ  ٠= ص محور التماثل ھو 

  }د-س{ج ٤=@ئ  ص}  د- س{ج ٤=}@٠-ص{
  ١...(.... ج د٤-ج٤٠=  ٦٤ئ } د-١٠{ج ٤=  ٦٤: تحقق المعادلة) ٨،  ١٠(النقطة( 
  ٢...(..... ج د٤ –ج ١٦=  ١٦ئ } د- ٤{ج ٤=  ١٦: تحقق المعادلة) ٤،  ٤(النقطة( 

  )١....( ج د٤-ج٤٠=  ٦٤   قق      
  )٢.....( ج د٤ –ج ١٦=  ١٦          
  ذ= ذج تت ج ٤=  ٤٨       

  ذ= د د ئ ٨-٨٠=٦٤ذد ئ ×٤-ذ×٤٠=٦٤: ینتج أن) ١(ومن المعادلة 
  }ذ-س{ ٨=@ص: إذن المعادلة ھي

  
   }٠= } ذ+ص{١٦+}@٨-س٤ 
  }ذ+ص{١٦- =}}@ذ- س{٤{ئ  ٠= } ذ+ص{١٦+}@٨-س٤{ 

  }ذ+ص{ -=}@ذ- س{ئ } ذ+ص{١٦-=}@ذ- س{١٦ئ 
  :معادلة قطع مكافئ فیھ

 }ذ-،ذ{ :إحداثیة الرأس .١
 .القطع صادي سالب .٢
 ذ= تت س  ٠=ذ- س :معادلة محور التماثل .٣
 ٤؛= !تت ج  ١= ج ٤ :البعد البؤري .٤
 ٤؛& -=  ٤؛+ !ذ- = ص : معادلة الدلیل .٥
 }٤؛) - ،ذ{= } ٤؛! -ذ-،ذ{ :إحداثیات البؤرة .٦

  
   ن٦-ذن٤= } ن{ف ،@
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   ص، س {بالمتغیرات  }ن ،ف(نستبدل المتغیرات{ 
  ص٦؛! -=س٤-@ص ئ س- =ذس٤-@س٦ئ @ س٦-ذس٤=صحیث 
  }ذ٤-ص{٦؛! -=}@ذ- س{ئ  ٤+ص٦؛! -=  ٤+س٤-@ئ س

ومنھ فإن ، وھي قیمة عظمى } ذ٤،ذ{: وإحداثیة الرأس) صادي سالب(نوع القطع مكافئ إ 
  ).م٢٤(أقصى ارتفاع یصل إلیھ الجسم ھو

  
  

 }ذ-،٤{ 
   فإن القطع صادي سالب، تحقق معادلة المنحنى ) ٢-،  ٤(بما أن النقطة. 

  ج ص٤-=@س :فإن معادلة القطع تكون) ٠،  ٠(وبما أن رأسھ النقطھ 
  ذ= ج ئ ج ٨=١٦ذ ئ -×ج٤-=١٦إ : تحقق المعادلة} ذ-،٤{ لكن النقطة

  ص٨-=@س: المعادلة ھيإ 

  
   ذ-ذس{=ص@{ 
  ١- س{٤=تت ص}}@ ١-س{ذ{=تت ص}@ ذ-ذس{=ص@{ 

  ص٤؛= !}@١-س{تت }@١-س{=ص٤؛!ئ 
  :معادلة قطع مكافئ فیھ

 }١،٠{ :إحداثیة الرأس .١
 .صادي موجب) الرسم(القطع .٢
 ١=ئ س ٠=١- س :معادلة محور التماثل .٣
 ؛١؛ ٦؛= !ئ ج  ٤؛= !ج ٤: البعد البؤري .٤
 ؛١ ٦؛! -=؛ ١ ٦؛! - ٠= ص :معادلة الدلیل .٥
 }؛١ ٦؛!، ١{= } ؛١ ٦؛+ !١،٠{ :إحداثیة البؤرة .٦

  
    ١=ص

 
   أو سالب إما موجب(إذن القطع سیني ، ) ١،  ٣(بما أن البؤرة.( 
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  .إذا كان القطع موجب أو سالب سنحصل على نفس الحل في كلا الحالتین
  }١، ج +٣{ :سنفرض أن القطع سیني سالب فإن إحداثیة الرأس، لذا
  }}ج+٣{ -س{ج ٤-=}@١-ص{إ 

  }ج+٣{×ج٤=١٦ئ }} ج+٣{-٠{ج ٤-=١٦إ : تحقق المعادلة) ٥،  ٠(النقطة 
  ٤-،  ١= تت ج  ٠=}١-ج}{٤+ج{ئ  ٠=٤-ج٣+@ئ ج@ ج٤+ ج ١ذ=١٦ئ 

  }٤-س{٤- =}@١-ص{ئ }} ١+٣{-س{١×٤-=}@١-ص{: ١= ج عندما 
  }١+س{١٦=}@١- ص{ئ }} ٤-٣{- س{٤-×٤-=}@١-ص{ :٤-=ج عندما 

  
 ذ =س ٤=ص 

 
   إذن القطع سیني موجب،  )١٠،  ٨(ویمر بالنقطة ،الرأس لأن الدلیل یكون دائماً خلف. 

  }٤،ذ+ج{: إحداثیة الرأس
  }}ذ+ج{-س{ج٤=}@٤-ص{ :إذن المعادلة
  }ذ-ج-٨{ج٤=٣٦ :إذن، تحقق المعادلة ) ١٠،  ٨(لكن النقطة 

       ٣=تت ج ٠=}٣-ج}{٣- ج{ئ  ٠=٩+ج٦- @ئ ج@ ج٤-ذج٤=٣٦ئ } ج-٦{ج٤=٣٦ئ 
  }٥- س{١ذ=}@٤-ص{إ 

  
  

 
  في مثل ھذه الحالھ نلجأ إلى الصورة العامة لمعادلة القطع المكافئ. 

  ج+ب س+@اس=ص
  )١.......( ج+ب٧-ا٤٩=٤: تحقق المعادلة) ٤،  ٧-(النقطة 
  )٢.......( ج+ب٥-ذا٥=٥: تحقق المعادلة) ٥،  ٥-(النقطة 
  )٣......( ج+ب٣+ا٩=ذ٩: تحقق المعادلة) ٢٩،  ٣(النقطة 

  
 )٢( - )١:( 
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  )١.......( ج+ب٧- ا٤٩=٤
-  
  )٢........( ج+ب٥- ذا٥=٥
  )٤......(ذب -ذا٤=١-
  
 )٣( –) ١:( 

  )١.......( ج+ب٧- ا٤٩=٤
-  
  )٣...(...... ج+ب٣+ا٩=ذ٩
  )٥..(.....ب ١٠-ا٤٠=ذ٥-
  
 ٥( –) ٤(×٥:(  

  )٤.........(ب ١٠-ا١ذ٠=٥-
-  
  )٥.(........ ب١٠-ا٤٠=ذ٥-
  :ینتج أن) ٤(في معادلة ) أ( وبتعویض قیمة،  ٤؛! =اا ئ ٨٠=ذ٠
 :ینتج أن) ١(في معادلة } ب{ و }ا{ وبتعویض قیمة،   ؛١#؛٠؛% = بب  ئ ١٠-  ٤؛!× ١ذ٠=٥-

  ؛٤^؛؛+ %؛س١#؛٠؛+ %@س ٤؛= !ص: المعادلة ھيإ ،  ؛٤^؛؛% = جئ    ج+ ١؛#؛٠؛%× ٧- ٤؛!× ٤٩=٤
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  ھو المحل الھندسي لمجموعة النقاط التي یكون بعدي كل نقطة

ً ) البؤرتین(منھا عن نقطتین ثابتتین  ً ثابتا  ).ذا=٢ع ف+١ع ف: (أي أن، ) ذا(یساوي مقدارا

  

  
 ا{ مة المقدارإحداثیات الرأسین تعتمد على قی{ 
 ج{ تعتمد على قیمة المقدار إحداثیات البؤرتین{ 

 ا=  البعد بین كل من الرأسین والمركز(البعد بین الرأسین =  ذا=  طول المحور الأكبر.( 

 ذب=  طول المحور الأصغر. 

 ج=  والمركزالبعد بین كل من البؤرتین ( ذج=  البعد بین البؤرتین.( 

 ج= ه (  الاختلاف المركزي
 .}١ < ا

  

  
١.  ً  .ھو العدد الأكبر@} ا( في القطع الناقص دائما

 .فیكون القطع سیني، ھو معامل المتغیر س @ ا إذا كان .٢

 .فیكون القطع صادي، ھو معامل المتغیر ص @ ا إذا كان .٣

 : الصورة القیاسیة .٤

١ = 	
ه) 	(ص

ذ

ب
	

ذ +	
د) 	(س

ذ

ا
	

  .سینيالقطع ئ   ذ

 ١ = 	
ه) 	(ص

ذ

ا
	

ذ +	
د) 	(س

ذ

ب
	

 .القطع صاديئ   ذ
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 @ب -@ ا= @ ج .٥
 .للقطع الناقص محوري تماثل .٦
  بب اب=  مساحة القطع الناقص .٧

  

     ١=  ٢؛ ٥؛@ص+ ١؛@س٦؛ 

 قطع ناقص فیھ: 
 

 }٠،  ٠{: المركز .١
 .القطع صادي .٢
 ٣=جتت  ٩=١٦- ذ٥=@ب-@ا=@ج،   ٤= بتت  ١٦=@ب،   ٥=اذ تت ٥=@ا .٣

 ١٠=  ٥×ذ= ذا = طول المحور الأكبر  .٤

 ٨=  ٤×ذ= ذب = طول المحور الأصغر  .٥

 }٥، _ ٠{= } ٥_٠،  ٠{= } ا_٠،٠{: إحداثیات الرأسین .٦

 }٣_،  ٠{= } ٣_٠،  ٠{= } ج_٠،  ٠{: إحداثیات البؤرتین .٧

 )الأصغر( ٠= ص ، )     الأكبر( ٠= س : محاور التماثل .٨
 ١آ  ٥؛#=  أ؛! ×ج = ه : الاختلاف المركزي .٩

  

  ٦٤= @ص١٦+@س٤ 

  ١(لنجعل الطرف الأیسر یساوي ) ٦٤(نقسم المعادلة على العدد.( 

  :معادلة قطع ناقص فیھ ........ ١=  ٤@ص؛+  ١؛@س٦؛
 )٠،  ٠(: المركز .١
 .القطع سیني .٢
 /  ٣[ ذ=جتت  ١ذ=٤-١٦=@ب-@ا=@ج،   ذ= بتت  ٤=@ب،  ٤=اتت  ١٦=@ا .٣
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 ٨=  ٤×ذ= ذا  :طول المحور الأكبر .٤

 ٤= ذ ×ذ= ذب : طول المحور الأصغر .٥

 }٠،  ٤{_= } ٠، ا _٠{: إحداثیات الرأسین .٦

 }٠، /  ٣[ ذ {_= } ٠، ج _٠{: إحداثیات البؤرتین .٧
 )الأكبر( ٠= ص ،  )   الأصغر( ٠= س : محاور التماثل .٨
 ١آ : ؛ ؛ ؛#؛٢ش؛؛   =  ٤؛!× /  ٣[ ذ = ه : الاختلاف المركزي .٩

  

   ١ =
(١ 	(ص

ذ

٩
+

ذ) 	(س
ذ

 ذ٥

 قطع ناقص فیھ: 

 }١،ذ{: المركز .١
 القطع سیني .٢
 ٥=اذ تت ٥=@ا .٣

 ٤ = جتت  ١٦= ٩- ذ٥=@ج،   ٣= بتت  ٩=@ب

 ١٠=  ٥×ذ= ذا : طول المحور الأكبر .٤

 ٦= ٣×ذ= ذب : طول المحور الأصغر .٥

 }١،  ٣-{ } ،١،  ٧{= } ١،  ٥_ذ{= } ١، ا _ذ{: إحداثیات الرأسین .٦

 }١، ذ -} ، {١،  ٦{= } ١،  ٤_ذ{= } ١، ج _ذ{: إحداثیات البؤرتین .٧
 : محاور التماثل .٨

  )الأصغر( ذ=تت س  ٠=ذ-س

 )الأكبر(١=تت ص ٠=١-ص

 ١آ  ٥؛$= ه : الاختلاف المركزي .٩
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   ٣٦٠٠=}@ذ-ص{١٠٠+}@١+س{٣٦ 

  ٣٦٠٠(نقسم الطرفین على العدد:( 

ذ) 	(ص
ذ

٣٦
+

(١ 	(س
ذ

١٠٠
  :معادلة قطع ناقص فیھا ........... ١=  

 }ذ،  ١-{: المركز .١
 القطع سیني .٢
  ١٠=اتت  ١٠٠=@ا .٣

     ٦= بتت  ٣٦=@ب
 ٨= جتت  ٦٤=٣٦-١٠٠=@ج

 )المسافة بین الرأسین(ذ٠= ١٠×ذ= ذا : طول المحور الأكبر .٤

 ١ذ=٦×ذ= ذب : طول المحور الأصغر .٥

 }ذ،  ١١- } ، {ذ،  ٩{= } ذ،  ١٠_١-{= } ذ، ا _١-{: إحداثیات الرأسین .٦

 }ذ،  ٩- } ، {ذ،  ٧{= } ذ،  ٨_١- {= } ذ، ج _١-{: إحداثیات البؤرتین .٧
 : محاور التماثل .٨

  )الأصغر( ١=تت س  ٠= ١-س

 )الأكبر( ذ=تت ص ٠=ذ-ص

 ١آ  ؛١ ٠؛= *ه : الاختلاف المركزي .٩

  

  _}٥،٠{ ٧_=س 
 القطع  ولأن البؤرة تقع على المحور الأكبر للقطع الناقص فإن، } ٥،٠{_ إحداثیة البؤرة

 ذ٥=@جتت  ٥=ئ ج }  ٠،٠{ سیني ومركزه

  ٤٩ =@اتت  ٧=ئ ا} ٧،٠{_ :وإحداثیات الرأسین
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  ذ٤=@بئ @ ب-٤٩=ذ٥ئ @ ب-@ا=@ج
  ١= ؛ ٢ ؛@٤ص؛+  ٤؛ ٩@س؛؛  :المعادلة ھيإ 

  
   }٣،١{ }-١،١{ 

  
  كل من المركز والبؤره تقع على المحور الأكبر للقطع دائماً والمسقط الصادي ھنا       

 .القطع سینيئ  )١=ص( 

  المسافة بین المركز والبؤرة = إ ج 
  ١٦=@جتت  ٤= } ١-{ -٣= 

  :٦المحور الأصغر یساوي وكذلك طول 
  ٩=@بئ  ٣= تت ب  ٦=ذب 

  ذ٥=@ائ  ٩-@ا=١٦ئ @ ب-@ا=@ج

١إ  =
(١ 	(ص

ذ

٩
+

(٣ 	(س
ذ

  ذ٥

  
   _}١،٠ذ{  @٣؛  
 وكذلك، القطع سیني ئ  }١،٠ذ{_والبؤرتان ، فإن القطع ناقص ،  ١آ ٣؛@= ه  لأن     

،   ١٤٤=@جتت  ١ذ= ج 
ج
  ١٨=ذا تت ا=٣٦ذا ئ =١ذ×٣ذا ئ = ج ٣ئ  ٣؛@=  ا

 ٣ذ٤=@ائ 

  ١٨٠ =@بئ @ ب- ٣ذ٤=  ١٤٤ئ @ ب-@ا=@ج
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إ 
ص
	

ذ

١٨٠
+

س
	

ذ

٣ذ٤
 = ١  

  
  ٠= ٧١-ص١٨- س٦٤-@ص٩+@س١٦ 

 ٧١=ص١٨- @ص٩+س٦٤-@س١٦ 

  ٧١= } ذص-@ص{٩+ } س٤-@س{١٦ئ 
  ٧١= } ١-١+ذص-@ص{٩+ } ٤-٤+س٤-@س{١٦ئ 

  ٧١=  ٩-}١+ذص-@ص{٩+  ٦٤-}٤+س٤-@س{١٦ئ 
  ٩+  ٦٤+  ٧١= }@ ١-ص{٩+ }@ ذ-س{١٦ئ 
  ١٤٤= }@ ١-ص{٩+ }@ ذ-س{١٦ئ 

١)ئ  	(ص
ذ

١٦
+

ذ) 	(س
ذ

٩
  :قطع ناقص فیھ........ ١=  

 }١،ذ{ :المركز .١
 .القطع صادي .٢
 /  ٧[  =ج تت  ٧=٩ -١٦=@ج،   ٣= بتت  ٩=@ب،   ٤=اتت  ١٦=@ا .٣

 )المسافة بین الرأسین( ٨= ٤×ذ= ذا  :الأكبر طول المحور .٤

 ٦=٣×ذ= ذب  :طول المحور الأصغر .٥

 }٣-،  ذ} ، {٥،  ذ{= } ٤_١،ذ {= } ا_١،ذ{ :إحداثیات الرأسین .٦

 }/  ٧[ _١، ذ {= } ج_١،ذ{ :إحداثیات البؤرتین .٧
 : محاور التماثل .٨

  )الأكبر( ذ=تت س  ٠= ذ-س

 )الأصغر( ١=تت ص ٠=١-ص

  ١آ  ٤؛!× /   ٧= [ ه: الاختلاف المركزي .٩
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  }ذ،١{  }ذ،٦{  

}٤،٦{ 
  أي أن القطع سیني ، البؤرة والمركز لھما نفس الإسقاط الصادي ھنا 

 ً ً ( ج= المسافة بین البؤرة والمركز : أیضا   )دائما

  ذ٥ =@جتت  ٥=  ١ – ٦= إ ج 
  @ب -@ا=ذ٥ئ @ ب-@ا=@ج

  ذ٥ -@ا = @بئ 

ذ)إ  	(ص
ذ

ب
	

ذ +
(١ 	(س

ذ

ا
	

   ١=  ذ

ذ)ئ  	(ص
ذ

ذ٥ ا
	

ذ +
(١ 	(س

ذ

ا
	

  ١=  ذ

  : تحقق المعادلة} ٤،٦{لكن النقطة 

ذ) ٦)	
ذ

ذ٥ ا
	

ذ +
(١ ٤)	

ذ

ا
	

١٦تت  ١=  ذ

ذ٥ ا
	

ذ +
٩

ا
	

  @ذا٥-$ا=ذذ٥-@ذا٥تت  ١=  ذ

  ٥ ، ٤٥=@ائ  ٠=} ٥-@ا}{٤٥-@ا{تت   ٠=ذذ ٥+@ا٥٠-$ئ ا
   ذ٠=@بذ ئ ٠=ذ٥-٤٥=@ب : ٤٥= @اعندما  إ

  ).ھذا غیر ممكن(ذ٠-= ذ٥-٥=@ب: ٥=@اعندما 

      ٤٥=@اإ 

ذ) 	(ص
ذ

ذ٠ +
(١ 	(س

ذ

٤٥
  =١  
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  : أوجد معادلة القطع الناقص الذي محوره الأكبر یوازي محور السینات وإحدى بؤرتیھ

واختلافھ  }ذ{ وأقرب مسافة بین النقطة الواقعة علیھ والبؤرة المعلومة تساوي }٣،١{ النقطة

 ؟ ٣؛@= ه  المركزي

  :إن أقرب نقطة على البؤرة تقع على القطع الناقص ھي نقطة إحداثیة الرأس. 

  }٥،١{= } ١، ذ +٣{ :إحداثیة الرأسإ 

 :وكذلك
ج
  )١........(ذا= ج ٣تت  ٣؛@=  ا

  )٢..(.. ج+ذ= ا ذ ئ = ج  -ا :لكن لاحظ أن
  } ج+ذ{ذ= ج ٣ ) :١(وبالتعویض بمعادلة 

  ٤ = جذج  ئ +٤= ج ٣ئ  

  :ینتج أن) ٢(في معادلة ج  وبتعویض قیمة
  ٣٦=@ائ  ٦ =تت ا  ٤+ذ=ا

والبعد  } ٣،١{ ولأن إحداثیة البؤرة ھي،  ذ٠ = @بتت @  ب -٣٦=١٦تت @ ب - @ا=@ج لكن

  }١،١-{ :نستنج أن إحداثیة المركز }٤= ج { البؤري

 :المعادلة ھيإ 
(١ 	(ص

ذ

ذ٠ +
(١ 	(س

ذ

٣٦
  =١  

  
  

 

  }ب+ @ا=@ج٤ئ @ ب+ @ا=}@ذج@ 

  @ج -@ا=@ب تت@ ب -@ا=@ج لكن
  @ج -@ذا=@ج٤ئ @} ج -@ا{+@ا=@ج٤
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ئ @ ذا=@ج٥ئ 
ج
	

ذ

ا
	

جئ  ٥؛@=  ذ
  :   ٥؛@[  =  ا

  
   }٠،٠{  }٤،٣}،{ذ،٦{ 

  
ص
	

ذ

ب
	

ذ +
س
	

ذ

ا
	

 ١=  ذ

: }ذ،٦{
ذ
	

ذ

ب
	

ذ +
٦
	

ذ

ا
	

٤ئ  ١=  ذ

ب
	

ذ +
٣٦

ا
	

  )١........(١=  ذ

}٤،٣{ :
٣
	
ذ

ب
	

ذ +
٤
	

ذ

ا
	

٩ئ  ١=  ذ

ب
	

ذ +
١٦

ا
	

  )٢........(١=  ذ

  ):٢معادلة (٤ –) ١معادلة (×٩
٣٦

ب
	

ذ +
٣ذ٤

ا
	

  )١........(٩=  ذ

-  
٣٦

ب
	

ذ +
٦٤

ا
	

  )٢........(٤ = ذ

______________  
٦٠ذ

ا
	

  ٥ذ=@اتت   ٥=  ذ

  :ینتج أن) ١(في معادلة  @}ا{ وبتعویض قیمة
ص
	

ذ

ب
	

ذ +
س
	

ذ

   ١٣ = @بئ   ١= ذ٥
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إ 
ص
	

ذ

١٣
+

س
	

ذ

٥ذ
 =١    

  
  : ١=@ص+@س٤ 

  :
ص
	

ذ

١
+

س
	

ذ

١

٤

 :قطع ناقص فیھ....... ١= 

 }٠،٠{:المركز .١
 القطع صادي .٢
 /  ٣[ ٢؛! = جتت  ٤؛#=  ٤؛! - ١= @ج،   ٢؛! = بتت  ٤؛= !@ب،   ١=اتت  ١=@ا .٣

 }١-،٠} ، {٠،١{= } ١،_٠{= } ا_٠،٠{ :إحداثیات الرأسین .٤

 }/  ٣[ ٢؛!،_ ٠{= } ج_٠،٠{ :إحداثیات البؤرتین .٥

 ذ=  ١×ذ= ذا  :طول المحور الأكبر .٦

 ١=  ٢؛!× ذ= ذب  :طول المحور الأصغر .٧

 /  ٣[ ٢؛= !ه  .٨
 : محاور التماثل .٩

  )الأكبر( ٠= س 

  )الأصغر( ٠= ص 

  

   ذ= ذص +  ٢؛@ص+ }@٥-س٥{ذ 

  :ذ=}ص٤+@ص{٢؛+ !}}@١- س{٥{ذ 

  ذ=}٤-٤+ص٤+@ص{ ٢؛+ !}@١-س{٥٠ئ 
  ذ=ذ-}٤+ص٤+@ص{ ٢؛+ !}@١-س{٥٠ئ 
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ذ)ئ    ٤=}@ذ+ص{ ٢؛+ !}@١-س{٥٠ئ  	(ص
ذ

٨
+

(١ 	(س
ذ

٤

٥٠

  =١  

  :معادلة قطع ناقص فیھ
 }ذ-،١{: المركز .١
 نوع القطع صادي .٢
 /ذذ[ ٥؛#= ئ ج  ٢؛!؛٥؛)؛= *@ج،/ ذ  [× ٥؛= !؛ تت ب ٢؛ ٥؛@= ؛ ٥؛ ٠؛$= @ب،/ذ  [ذ =تت ا ٨=@ا .٣

 }/ذ  [ذ _ذ-،١{= } ا_ذ-،١{ :إحداثیات الرأسین .٤

 }/ذذ[ ٥؛_ #ذ-،١{= } ج_ذ- ،١{ :إحداثیات البؤرتین .٥

 ١آ /  ١١[؛  ١؛ ٠؛#=  ٢؛  ؛ ؛شش ؛٢؛!× /  ١١[× / ذ  [ ٥؛#=  ٢؛  ؛ ؛شش ؛٢؛!× / ذذ[ ٥؛#= ه  .٦

 /ذ  [ ٤/ = ذ  [ذ ×ذ= ذا  :طول المحور الأكبر .٧

 /ذ  [ ٥؛@=  /ذ  [× ٥؛!×ذ= ذب  :طول المحور الأصغر .٨
 :محاور التماثل .٩

  )الأكبر( ١= تت س  ٠=١-س

  )الأصغر( ذ-=تت ص ٠=ذ+ص
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   ھو المحل الھندسي لمجموعة النقاط التي یكون الفرق المطلق بین

ً ) البؤرتین(بعدي كل منھا عن نقطتین ثابتتین  ً ثابتا  : أي أن،  }ذا{یساوي مقدارا

 ذا= ‘ ٢ب  ك  – ١ب ك  ‘

  

   
ه) 	(ص

ذ

ب
	

ذ −
د) 	(س

ذ

ا
	

 ١=  ذ

  
  

  االمقدارإیجاد إحداثیات الرأسین یعتمد على قیمة 

  جإیجاد إحداثیات البؤرتین یعتمد على قیمة 

  ذا= طول المحور القاطع 

  ذب= طول المحور المرافق 

  ذج= البعد بین البؤرتین 

 ج= ه : الاختلاف المركزي
ً  ١ى  ا  .دائما

  
  

 .فإن القطع سینيصفر  ى@س إذا كان معامل .١

 .فإن القطع صادي صفر ى@ص إذا كان معامل .٢
  )الإشارة الموجبھ لتحدید نوع القطع الزائد نعتمد على(
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 .ھو العدد الموجود تحت المتغیر الذي یكون القطع بدلالتھ @}ا{ .٣

 @ب+ @ا= @ج .٤

  
    ١=  ١؛ ٦؛@ص – ٩؛@س 

  :معادلة قطع زائد فیھ: 

 }٠،٠{ :المركز .١
 القطع سیني .٢
 ٥= ذ تت ج ٥= @ ب+ @ا= @ج،   ٤=تت ب  ١٦=@ب،   ٣=تت ا ٩=@ا .٣

 )المسافة بین الرأسین( ٦= ٣×ذ= ذا  :طول المحور القاطع .٤

 ٨=٤×ذ= ذب  :لمحور المرافقطول ا .٥

 }٣،٠_{= } ٠،ا_٠{ :إحداثیات الرأسین .٦

 }٥،٠_{= } ٠،ج_٠{ :إحداثیات البؤرتین .٧
 : محاور التماثل .٨

  )المرافق( ٠=س

  )القاطع( ٠=ص

 ٣؛= %ه  :الاختلاف المركزي .٩

 ١٠=  ٥×ذ= ذج  :البعد البؤري .١٠

  

  : 
(١ 	(س

ذ

٩
−

(٣ 	(ص
ذ

١٦
 =١ 

  :قطع زائد فیھ: 

 }١،٣-{ :المركز .١
 القطع صادي .٢
 ٥= ذ تت ج ٥= @ ب+ @ا= @ج،   ٣=تت ب  ٩=@ب،   ٤=تت ا ١٦=@ا .٣
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 )المسافة بین الرأسین( ٨= ٤×ذ= ذا  :طول المحور القاطع .٤

 ٦=٣×ذ= ذب  :طول المحور المرافق .٥

 }١-،١-} ، {١،٧-{=  }٤_١،٣-{= } ا_١،٣-{ :الرأسینإحداثیات  .٦

 }ذ- ،١- } ، {١،٨-{= } ٥_١،٣- {= } ج_١،٣-{ :إحداثیات البؤرتین .٧
 : محاور التماثل .٨

  )لقاطعا( ١-=تت س ٠=١+س

  )المرافق(  ٣=تت ص ٠=٣-ص

 ٤؛= %ه  :الاختلاف المركزي .٩

 ١٠=  ٥×ذ= ذج  :البعد البؤري .١٠

  
  : ١٠٠=@س٤-@ص٤ 

  : ١٠٠(نقسم الطرفین على العدد:( 

  ١= ؛ ٢ ٥؛@س   -؛ ٢ ٥؛@ص
 :قطع زائد فیھ

 }٠،٠{ :المركز .١
 القطع صادي .٢
 / ذ [  ٥= تت ج  ٥٠= @ ب+ @ا= @ج،   ٥=تت ب  ذ٥=@ب،   ٥=ذ تت ا٥=@ا .٣

 )المسافة بین الرأسین( ١٠= ٥×ذ= ذا : طول المحور القاطع .٤

 ١٠=٥×ذ= ذب : طول المحور المرافق .٥

 }٥،_٠{= } ا_٠،٠{: إحداثیات الرأسین .٦

 }/ذ [  ٥،_٠{= }  ج_٠،٠{: إحداثیات البؤرتین .٧
 : محاور التماثل .٨

  )القاطع( ٠=س

  )المرافق( ٠=ص
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 /ذ / = [ ذ [  ٥؛= %ه : الاختلاف المركزي .٩

 /ذ [  ١٠=  /ذ [  ٥×ذ= ذج : البعد البؤري .١٠

 
   }٣،٤{  }٨،٤ {

 )؟؛؛٦!؛ 

  : والقطع سیني،  ذ٥= @ ئ ج ٥=  ٣-٨= ج 

  القطع زائدتت  ١؛ ى٦!؛= (ه  لكن

  @ ب+ @ ا= @ج،   ٩=@تت ا ٣= ئ ا  أ؛= %؛ ٦!؛(
  ١٦= @ تت ب@ ب+ ٩= ذ ٥ئ 

٤)إ  	(ص
ذ

١٦
−

(٣ 	(س
ذ

٩
 =١  

  
   }ذ- ، ٠} ، {٠،٤{  }*٣،٦؛{ 
  :٠،١{= } ؛@٢؛_؛، $؛ (٢؛+؛({ :المركز{ 

ئ  ٩=@تت ا ٣=  ١- ٤= إ ا 
س
	

ذ

ب
	

ذ −
(١ 	(ص

ذ

٩
 =١  

  ٤= @ تت ب ٢بب؛  ! × ؛ ^؛٩؛$ -؛ @٩؛%: تحقق المعادلة }٣،٦؛*{لكن النقطة 

إ 
س
	

ذ

٤
−

(١ 	(ص
ذ

٩
 =١  

  
  : :٣٦=@س٩-@ص٥ 

 }٤،٦ { 

  :ذا=  إذن الفرق في المسافة، تقع على المنحنى  }٤،٦{ النقطة 
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ئ  ١= ؛  ٤@س   -@ ٣ص؛٦؛%
س
	

ذ

٤
−

ص
	

ذ

٣٦

٥

  ؛٥شش؛ ^= ؛ تت ا #؛٥؛^= @ ئ ا ١= 

  ٥شش؛!؛@= ؛ ٥شش؛ ^× ذ= ذا = فرق المسافة إ 

  
   ٠=ذ٩-ص٣٦+س٨-@ص٩-@س 

  :٠=ذ٩-ص٣٦+@ص٩-س٨- @س 

  ٠=ذ٩-}٤-٤+ص٤-@ص{٩-١٦-١٦+س٨-@ئ س
  ٠=٣٦+١٦-ذ٩-}@ذ-ص{٩-}@٤-س{ئ 
  ٩= }@ ذ-ص{٩-}@٤-س{ئ 

ذ)ئ  	(ص
ذ

١
−

(٤ 	(س
ذ

٩
  :قطع زائد فیھ......١=  

 }ذ،٤{ :المركز .١
 القطع سیني .٢
 / ١٠[ =تت ج ١٠= @ ب+ @ا= @ج،   ١=تت ب  ١=@ب،   ٣=تت ا ٩=@ا .٣

 )المسافة بین الرأسین( ٦= ٣×ذ= ذا : طول المحور القاطع .٤

 ذ=١×ذ= ذب : طول المحور المرافق .٥

 }ذ،١{،  }ذ،٧{= } ذ،٣_٤{= } ذ،ا_٤{: إحداثیات الرأسین .٦

 }ذ،/ ١٠[_ ٤{=  }ذ،ج_٤{: إحداثیات البؤرتین .٧
 : محاور التماثل .٨

  )المرافق(   ٤=تت س ٠=٤-س

  )القاطع(  ذ=تت ص ٠=ذ-ص

 ! :؛٣(؛ش  = ه : الاختلاف المركزي .٩

  / ١٠[ذ = ذج : البعد البؤري .١٠
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   }٣-،١}،{١،٩{ 
 #٢؛  

  : ومن إحداثیات البؤرتین نستنتج أن القطع صادي فیھ، القطع زائد ئ  ١ى  ٢؛#= ه : 

 ٣٦=@ئ ج ٦= تت ج  ١ذ= } ٣-{- ٩= ذج 
ج
  @ب+ ١٦=  ٣٦ئ @ ب+ @ا=@جلكن ،  ١٦= @ تت ا ٤= ئ ا  ٢؛#=  أ؛^ئ  ٢؛#=  ا

  }٣،  ١{= } ٦-١،٩{= } ج-٩،  ١{ :المركز، ذ ٠= @ئ ب

١)إ  	(س
ذ

ذ٠ −
(٣ 	(ص

ذ

١٦
  =١  

  
  

 
   } -٥،١{  ١٠ 

 ١ذ  
  : ذ٥ = @جئ  ٥= تت ج  ١٠= ذج 

ج= ه ،  ٣٦ = @ائ  ٦= تت ا  ١ذ= ذا 
  القطع ناقصتت  ١آ ٦؛= % ا

  ١١ = @بتت  @ب – ٣٦= ذ ٥ئ @ ب -@ ا= @ ج
  :إذن ھناك حلان، لا یوجد معلومة تخبر بأن القطع سیني أو صادي 

(١ 	(ص
ذ

١١
+

(٥ 	(س
ذ

٣٦
  =١           ،

(٥ 	(س
ذ

١١
+

(١ 	(ص
ذ

٣٦
  =١  

  
  : ذ 

 ذص٥- ذذ٥= @ س٩ @ 
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  : ًنجد إیجاد إحداثیات بؤرتي القطع الناقص أولا: 

ذذ  تت  ٥=@ذص٥+@س٩
ص
	

ذ

٩
+

س
	

ذ

  :قطع ناقص فیھ......... ١ = ذ٥

 }٠،٠{ :المركز .١

 ٤ = جتت  ١٦= @ج،    ٣= بتت  ٩=@ب،   ٥=اذ تت ٥=@ا .٢
 القطع سیني .٣
 }٠،  ٤{_= } ٠، ج _٠{: البؤرتان .٤

  }٠،٠{ :والمركز} ، ٠،  ٤-{،  }٠،  ٤{ القطع الزائد سیني بؤرتاهإ 

جذ تت = ه  ،لكن
  ٤ = @اذ ئ = ا  ذ تت=  أ؛$ذ تت =  ا

  ١ذ = @بتت @ ب+ ٤=١٦تت @ ب+ @ا=@ج

: إذن المعادلة
ص
	

ذ

١ذ
−

س
	

ذ

٤
 = ١  

  
  : }٠،٠ {

  ذ-س/  ٣=  [ ص  } ٤، /  ٣ [ذ{  
  :لأن البؤرتان على محور السینات نستنتج أن القطع سیني ومنھ: 

ص
	

ذ

ب
	

ذ −
س
	

ذ

ا
	

 :إذن، تحقق المعادلة  }٤، /  ٣ [ذ { لكن النقطة،   ١ = ذ
١٦

ب
	

ذ −
١ذ

ا
	

 )١...........( ١ = ذ

 ً یععطى  المنحنىفإن میل  ومنھ، میل المستقیم = میل المنحنى : وعند نقطة التماس یكون دائما

:  بالعلاقة 

د	ص
د	س
ذص×

ب
	

ذ −
ذس

ا
	

  :وبتعویض نقطة التماس في المعادلة ینتج أن،  ٠=  ذ



  

0779 909 516    ١٢٠ 

 -/  ٣[ × ٢أ ؛$
د	ص
د	س
×٨

ب
	

  /  ٣[  یساوي  ذ-س/  ٣=  [ ص لكن میل المستقیم ،  ٠=  ذ

٨ -/  ٣[ × ٢أ ؛$إ ،   / ٣=  [  دت ئ

ب
	

٨/ =  ٣[ × ٢أ ؛$تت  ٠/=  ٣[ ×  ذ

ب
	

  /  ٣[ ×  ذ

  )٢.................(@ب= @ذا ئ
  : ینتج أن) ١(في معادلة ) ٢(وبتعویض معادلة

١٦

ذا@ −
ذ١

ا
	

١٦تت  ١ = ذ ٤ذ

 في معادلة }ا{ وبتعویض قیمة،  ٤ = @اتت  ٨= @ تت ذا ١=  ذا@

  ٨ = @بتت @ ب=  ٤×ذ: ینتج) ٢(
  ١=  ٨؛@ص – ٤؛@س   :المعادلةإ 

  
   ٤= ذص - س

ذص   س

  :٤=@ص٤-@س :من الضرب التبادلي لطرفي المعادلة ینتج 

  ١=تت ب  ١= @ ب، ذ  =تت ا  ٤=@ا :قطع زائد فیھ .... ١=  ١؛@ص – ٤؛@س  ئ 
  :؛ ؛ %؛ش٢؛؛؛؛؛؛؛؛؛=  ه  إ،   / ٥=  [ تت ج  ٥=  ١+ ٤= @تت ج@ ب+ @ا= @ج
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 ١= س @جتا+  س@جا .١
 }ذسجتا -١{٢؛! = س@جا .٢
 }ذسجتا+ ١{٢؛! =س @جتا .٣
 سجتا سجاذ= ذس جا .٤
  س@جاذ- ١    =    ١-س@جتاذ    =    س@جا – س@جتا= ذس جتا .٥
 س ٢؛! @جاذ= س جتا - ١ .٦
 س ٢؛! @جتاذ= س جتا +١ .٧

(جتاذ = صجا – سجا .٨
ص س

(جا× ) ذ
ص س

 )ذ

(جاذ-  = صجتا – سجتا .٩
ص س

(جا× ) ذ
ص س

 )ذ

 ))ص –س (جتا) + ص+  س(جتا(٢؛! = صجتا سجتا .١٠
 ))ص+ س (جتا - ) ص –س (جتا(٢؛! = صجاس جا .١١
 ))ص -س (جا) + ص+ س (جا(٢؛!= ص جتا سجا .١٢

جاس = سظا .١٣
جتاس

 

جتاس= س ظتا .١٤
جاس

 

١ = سقا .١٥

جتاس
 

١ = سقتا .١٦

جاس
 

 س@ظا+  ١ = س@قا .١٧
 س@ظتا+  ١ = س@قتا .١٨
 سجا - = ) س - (جا .١٩
 سجتا =) س - (جتا .٢٠
٢١.  ً  .نصف قطر الدائرة عمودیاً على المماس دائما
 ‘ج+ب ص+اس× ‘٢؛ِ؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛؛بِب=ِ  ؛!؛٢ِ؛ ؛شش أ  =  مقدار بعد نقطة معلومة عن مستقیم معلوم  .٢٢
  :}@:٢ص :- ١: ص{: + :}@:٢س :-:١س {[  = المسافة یبن نقطتین  .٢٣


