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١.  التي) بما فیھا أطراف الفترة(اد وھي الفترة التي تكون جمیع الأعد 
 .]ب،ا[ویرمز إلى إلیھا ، نظام ما لتحتویھا تحقق حل 

 
٢.  التي تحتویھا) أطراف الفترةدون ( وھي الفترة التي تكون جمیع الأعداد 

.}ب،ا{ویرمز إلى إلیھا، نظام ما لتحقق حل  

 
٣. : التي) مع أحد أطراف الفترة(عداد وھي الفترة التي تكون جمیع الأ 

 .}ب،ا[أو  ]ب،ا{ ویرمز إلى إلیھا، تحتویھا تحقق حل لنظام ما 

  
  

 
١.  :ج ي ح، ج = } س{ق: المكتوب على الصورة ذو الدرجة الصفریة ھو الاقتران  

  وھكذا... ،  ۱۰- = }س{ق،   ٣؛% -= }س{ق،    ۳=}س{ق: مثل
  
  : ؟ ۳=}س{قارسم منحنى الاقتران 
  :۳=ص  
 
 
  
  

  
  : ؟٣؛% -= }س{قارسم منحنى الاقتران 
  :٣؛% -= ص 
  
  
  
  

  
 :  ج ي ح،ا، ج =}ا{ج تت ق=}س{قإذا كان 

 
  : ؟} ٢؛!{ ق} ، ۰{قأوجد ، ١-=}س{قإذا كان 
  :١- = } ٢؛!{ ق،  ١- = }۰{ق 
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٢.  :ب ي ح،ا حیث ب +اس=}س{ق: المكتوب على الصورة ذو الدرجة الأولى ھو الاقتران 
وھكذا...١-ذس= }س{ق، س  =}س{ق :مثل  

 
 حفظ(الرسمات الأساسیة(:  
 

  سا- =}س{ق                                                       سا=}س{ق                  
    

  

  

  

 

  : ؟س٧=}س{قارسم منحنى الاقتران 
  :س٧=ص 

  

  

  

  

  : ؟١-ذس=}س{قارسم منحنى الاقتران 
  :١-ذس=ص 
  
  
  
  
  

  
  : ؟٤+س -=}س{قارسم منحنى الاقتران 
  :٤+س -=ص 
  
  
  

  

  
  : ؟ب+اس=}س{قارسم منحنى الاقتران 
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  :ب+اس=ص 
  
  
  
  
  
  
  

  
  : ؟ب-اس=}س{قارسم منحنى الاقتران 
  :ب-اس=ص 
  
  
  
  
  

  
  : ؟ب+اس-=}س{قارسم منحنى الاقتران 
  :ب+اس-=ص  
  
  
 
  
  

 
٣. : ج ي ح،ب،احیث ،ج +ب س+@اس=}س{ق:ھو الاقتران ذو الدرجة الثانیة المكتوب على الصورة 

وھكذا .......١٠-@س٨-س٤=}س{ق،   ٩-@س=}س{ق: ثلم 
 
 حفظ(الرسمات الأساسیة:(  
 

  @سا- =}س{ق                                               @سا=}س{ق
    

  
  
  

  
  : ؟١+@س=}س{قارسم منحنى الاقتران 
  :١+@س=ص 
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  : ؟ @س -٧-=}س{قارسم منحنى الاقتران 
  :س -٧-=ص@ 
  
  
  
  
  

  

  : ثم أوجد أصفاره؟،  ٤-س٣-@س=}س{قارسم منحنى الاقتران 

  :ିب{: نجد إحداثیة الرأس
ିب{ق،  ذا

  }؛@٤؛% -، ٢؛# {= }} ذا

   ٠=}١+س}{٤-س{ئ  ٠=٤-س٣-@س: ر لجذواولإیجاد 
  ١-،  ٤= ئ س

  
  : ثم أوجد أصفاره؟،  ٤٠-س٣+@س=}س{قارسم منحنى الاقتران 
  :؛!؛٤^؛) -،  ٢؛# -{: إحداثیة الرأس{  

   ٠=}٥-س}{٨+س{تت  ٠=٤٠-س٣+@س): الأصفار(الحلول 
  ٥،  ٨-=ئ س

  

  
  : ؟٩+@س - =}س{قالاقتران  جذورأوجد 
  :٣-،  ٣=تت س ٠=}س+٣}{س-٣{ئ  ٠=@س-٩ 

  
  : ثم مثلھ بیانیا؟ً، ذس -@س -= }س{قالاقتران  حلولأوجد 
  :- ذ- ،  ٠=تت س ٠=}ذ+س{تت س ٠=ذس+@تت س ٠=}ذس+@س{ –تت  ٠=ذس-@س 

ିب{ :بیانیاً یجب تحدید إحداثیة الرأسولتمثیلھ 
ିب{ق،  ذا

  }١،  ١-{= }} ذا
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  : ؟ذ+س٤-@س =}س{قأوجد أصفار الاقتران  
 
  : لذا نلجأ إلى فحص الممیز لمعرفة قابلیتھ للتحلیل أولاً ، ھذا الاقتران لا یحلل بسھولة :  

 یحللإ ،  ٠ > ٨=٨-١٦= ذ ×١×٤-١٦= اج ٤-@ب

  /ذ [ _ ذ: = ؛  @ش؛ ؛٢؛ @؛_؛ ؛$: = ؛ ؛ *؛ش؛ ؛ ٢؛_؛$: = ؛ج؛:ا؛:$:؛_؛: @؛ب؛:؛ش ؛  أ؛ ٢؛_؛ب؛ ؛_؛=  س

  
٤.  :د+ج س+@ب س+#اس=}س{ق :ھو الاقتران ذو الدرجة الثالثة المكتوب على الصورة 

  د ي ح،ج،ب،احیث 
  
 حفظ(مات الأساسیةالرس(:  
 

  #س -=}س{ق                                 #س=}س{ق
  
  
  
  
  

  
  : ؟٣+س+@س٥-#س=}س{قأوجد أصفار الاقتران  

 
  :ونبدأ بالتجریب لتحلیل أي اقتران تكعیبي نجد عوامل الحد المطلق. 

  }٣، _ ١_{: ھي ٣عوامل العدد 
  :ونعوضھ في المعادلة ١نأخذ العدد ،  ٠=٣+س+@س٥-#س
  ١= تت س یحقق المعادلة  ١العدد إ ،   ٠=٣+١+٥-١

  ٠=}٣-س٤-@س}{١-س{= ٣+س+@س٥-#إ س
  ٠>ذ٨=  ٣-×١×٤-١٦= اج ٤-@ب

  :؛ج؛:ا؛:$:؛_؛: @؛ب؛:أ؛ ؛ش ؛  ٢؛_؛ب؛ ؛_؛=  إ س
  / ٧[_ ذ/ =  ٧[   ٢؛_ @ ٢؛$ئ 
  }/ ٧[  -ذ، /   ٧+ [ذ، ١{= س :الجذور ھيإ 

  
  : ؟@ذس-#س=}س{قأوجد قیم س للاقتران 
  :ذ،  ٠=تت س ٠=}ذ- س{@تت س ٠=@ذس-#س 
  



 

  
0779 909 516 ٧ 

٥.  :س{ه ‘ = } س{ق: ھو الاقتران المكتوب على الصورة {‘ 
 
 حفظ(الرسمة الأساسیة( :  

  ‘س‘ =}س{ق
  
  
  

  
 :  
 .نھمل رمز القیمة المطلقة ونساوي ما داخل القیمة المطلقة بالصفر .١
 .خط الأعدادنجد أصفار الاقتران ونحددھا على  .٢
 .نبحث إشارة الاقتران من یمین ویسار الأصفار .٣

 
  :اقتران القیمة المطلقة یدرس نوع إشارة الاقترانات فقط.  

  
  : ٦- س‘= }س{قأعد تعریف الاقتران‘ 
  :٦=تت س  ٠=٦-س 
  

  إ
  

  
  : ؟‘٤-@س‘=}س{قارسم منحنى الاقتران 
  :ذ-، ذ = تت س ٠=}ذ+س}{ذ-س{تت  ٠=٤-@س  

    
  
  
  
  
  
  
  
  

  
 :  
 ‘ص‘ × ‘س‘= ‘ ص×س‘ 
  ‘ ؛،؛س؛صص و،  و= ‘ س؛ صص 
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 ‘س:@{ق[  = ‘ }س{ق{: 
  ا- ≥} س{قأو        ا ≤} س{ا تت ق ≤ ‘}س{ق‘إذا كان 
  ا- ≤} س{قأو        ا ≥} س{ا تت ق ≥‘ }س{ق‘إذا كان 
  ا-= } س{قأو        ا= } س{قا تت = ‘ }س{ق‘إذا كان  

  
  :حل كل من المعادلات الآتیة:  

 ١ذ=|٤-ذس| .١
 ٣ ≥| ١+س| .٢
 ٦آ | ٣- س٣| .٣

 :  

 ١ذ- =٤-ذس أو   ،  ١ذ=٤-ذس إمائ  ١ذ=|٤-ذس| )١
  ٨ -= ذس  أو   ،        ١٦= ئ ذس                       

  ٤-= س ،                ٨= ئ س                       
  
 ٣-  ≤ ١+سأو ،        ٣ ≥ ١+سإما ئ     ٣ ≥| ١+س| )٢

     ٤-  ≤س ،     ذ             ≥ئ س 

  }ذ،٤-{ –ح = } همس، ٍ   حح أذ٤- ،همس - {إ س ي 

  

  ٦-ى  ٣-س٣أو ،     ٦آ  ٣-س٣ إما ئ   ٦آ | ٣- س٣| )٣
  ٣–س ى ٣،           ٩س آ ٣ئ 

  ١-س ى ،       ٣ئ س آ 

  }١،٣-{= } همس،١-{ط } ٣،همس - {إ س ي 

  
  : ؟ @س٧+‘٥-ذس‘=}س{قأعد تعریف الاقتران  
  :٢؛= %تت س ٠=٥- ذس   
  
  

  
٦.  :وھو یعطي أكبر قیمة صحیحة،  ]}س{ه [= } س{ق: ھو الاقتران المكتوب على الصورة 

١١-=  ] ١٠,٤- [،    ٦=  ] ٦,٥[:مثلاً ، ي القیمة س أقل من أو تساو  
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 :  
 ]ا ي صصفقط إذا كان ، ا  _  ]}س{ق[=  ]ا} _ س{ق  
  ١+ ن  ≤} س{ق ≤ن  تت ن =  ]}س{ق[إذا كان  

  
 :  
 .ھو معامل المتغیر سا حیث ،  أ ؛و ؛!و ؛؛ = ل " طول الدرجة"ویسمى ، نجد مقلوب معامل س .١
٢.  ً  .ونتحرك بمقدار طول الدرجة في حال وجود عدد صحیح نبدأ من الصفر دائما
 .نبدأ من صفر الاقتران في حال وجود عدد عشري .٣
 .نعید التعریف على شكل متعدد قواعد .٤

  
  : ذ،  ١- [على الفترة  ]١+ذس[= } س{قأعد تعریف الاقتران[  
  : ٢؛!=  لمقلوب معامل س ھو  

  ١- ،    ٢؛! - ،    ٠،      ٢؛!،      ١،      ١,٥،   ذ   
  ٢؛! -س آ  ≤ ١-،  ١-                   
  ٠س آ  ≤ ٢؛! -،    ٠                  

  ٢؛!س آ  ≤ ٠،    ١                 
  ١س آ ≤ ٢؛!، ذ   =    } س{ق   

  ١,٥س آ ≤١،   ٣                 
  س آ ذ ≤ ١,٥،   ٤                 
  ذ= س ،   ٥                 

  
  : ٤،ذ-[على الفترة  ]٣+س ٢؛! [= } س{قأعد تعریف الاقتران[  
  :ذ-،    ٠،  ذ  ،    ٤                       ذ=  ل  
  
  

    

  

  
  : ذٍ ٠، ١٠-أ،   ]١+ ؛ ١ ٠س؛   - [= } س{قارسم منحنى الاقتران  
  :مجموعة الأعداد الحقیقیةإذا لم یحدد الفترة في السؤال فتكون الفترة ھي ،   ١٠=  ل.  
  

١٠-،    ٠،    ١٠،    ٢٠  
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    ٠آ س حمس ١٠-،  ١            

  ١٠آ س حمس ٠،  ٠=    }س{ق 

  ذ٠آ س حمس ١٠،  ١-                     

  

  :حل المعادلات الآتیة:  

 ٣=  ]س[ .١
  ٥=  ]س - ٩[ .٢

  :  

 ٤س آ  ≤ ٣ )١
 ٤ ≤آ س  ٣ئ    ٣- ≤س  - ≤ ٤-ئ    ٦ ≤س  – ٩ ≤ ٥ )٢

  

  : ؟ ]٠,٨+ س [+س = } س{قأعد تعریف الاقتران  

  :غیر صحیحعندما ی ً   :نبدأ من صفر الاقتران كالآتي كون الحد المطلق عددا

  ١= لكن ل ،  ٠,٨ -= ئ س  ٠=  ٠,٨+س

٢,٨-،      ١,٨-،      ٠,٨- ،      ٠,٢،      ١,٢  

  

  

  

  

  

  

  

 :  

 }س+ ص}{س -ص{= @ س -@ص: الفرق بین مربعین .١
 @}س+ ص س + @ص}{س –ص {= # س -# ص: الفرق بین مكعبین .٢
 @}س+ ص س  -@ص}{س+ ص {= # س+ # ص: مجموع مكعبین .٣



 

  
0779 909 516 ١١ 

 @س+ ذس ص @ _ ص= }@ س_ ص{ .٤
 #س@ _ ص س٣+ س @ص٣# _ص= }# س_ ص { .٥

 

  :حلل كلاً من المقادیر الآتیة:  

 ٨١ -@ س .١
 @ذا٥ -@ ص .٢
 ١ -}# ٣+س{ .٣
 ذس٧ -$ س .٤
 #س – ٨؛! .٥
 }#س٤ –ذ { .٦
 }@٥ –س { .٧
 ٤؛+ !# ذس .٨
 }#٣+ ع { .٩

  :  

 }٩+ س }{٩ –س {=  ٨١ -@ س .١
 
  }ا٥+ ص }{ا٥ –ص {= @ ذا٥ -@ ص .٢
 
  }٤+ س + }@ ٣+س}{{ذ+س{= } ١+ } ٣+س{+ }@ ٣+س}{{١-٣+س{=  ١ -}# ٣+س{ .٣
 
  }٩+ س ٣+ @ س}{٣ –س {س = } ذ٧ - # س{س = ذس ٧ -$ س .٤
 
  @}س+ س ٢؛!+  ٤؛!}{س – ٢؛!{= # س – ٨؛! .٥
 
  #س٦٤ -@ س٩٦+ س ٤٨ – ٨= }# س٤- {+}@ س٤-{×ذ×٣+ س ٤×@ذ×٣ -# ذ= }# س٤ –ذ { .٦
 
  ذ٥+ س ١٠ -@ س= }@ ٥-{+  ٥×س×ذ -@ س= }@ ٥ –س { .٧
 
  }٤؛+ !س  ٢؛! - @ س}{٢؛+ !س{ذ= } ٨؛+ !# س{ذ=  ٤؛+ !# ذس .٨

 
 ذ٧+ ذع ٧+ @ ع ٩+ # ع = # ٣+ @ ٣×ع×٣+  ٣×@ع ×٣+ # ع = }# ٣+ ع { .٩
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  : لھ نھایة وتساوي قیمة حقیقیة }س{قفإن الاقتران  ]ب،ا[معرفاً على الفترة } س{قإذا كان الاقتران  

  }س{ق=ه أ = } س{ق-ه أ : إذا كان
  ج= } س{قه أج  تت = } س{ق=ه أ = } س{ق-ه أ أي إذا كان 

  
   بناءً على الرسم البیاني التالي) إن وجدت(} س{ ق٣ه ،   }س{ ق٢ه أوجد قیمة:  

  
  
  
  
  
   :  

  غیر موجودة(} س{ق- ٢ه ،    ٥= } س{ق= ٢ه : } س{ق٢ه(  
  .غیر موجودة }س{ق٢ه ئ }  س{ق- ٢ه لآ } س{ق= ٢ه لاحظ أن 

  
  ١= } س{ق-  ٣ه ،   ١= } س{ق= ٣ه :  }س{ق٣ه  

  ١=}س{ق٣ه تت }  س{ق-٣ه  =} س{ق=٣ه بما أن 

  

   إن وجدت(أوجد قیمة كل من النھایات الآتیة ، بناءً على الشكل التالي:( 

 }س{ق١.  ه )١
 }س{ق١ه  )٢
 }ذ-{ق )٣

   

 ١= } س{ ق١. = ه= } س{ ق١- . ه،      ١= } س{ ق١. = ه،    ١= } س{ ق١-.  ه )١

  ١=  }س{ق١.  هإ 

 ذ= } س{ ق١ه ئ   ذ = } س{ ق١-ه  =} س{ ق١=ه ،   ذ   = } س{ ق١-ه ، ذ  = } س{ ق١=ه  )٢
 ٣= } ذ-{ ق )٣

  

 احسب،  }س{هومنحنى الاقتران } س{قالذي یمثل كل من منحنى الاقتران  بناءً على الشكل التالي  

  ):إن وجدت(الآتیة قیمة كل من النھایات  
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 }س{ه١ه  )١
 }س{ق٢.  ه )٢
 }س{ه٢.  ه )٣
 }س{ق١.  ه )٤
 }١-{ق )٥
 }ذ{ه )٦
 }٠{ه )٧
 }س{ه ٠ه  )٨

   

 ٣= } س{ه١ه ئ  ٣= } س{ه١-ه  =} س{ه١=ه  إ،    ٣= } س{ه١-ه ،   ٣= } س{ه١=ه  )١
 }س{ق٢ -. ه =} س{ق٢. = ه،    ذ-=} س{ق٢ -. ه،  ذ  - = } س{ق٢. = ه )٢

 ذ-=}س{ق٢.  ه إ

 .غیر موجودة} س{ه٢.  هإ ، غیر موجودة } س{ه٢ -. ه، ذ  = } س{ه٢. = ه )٣
 .غیر موجودة} س{ق١.  هإ ،   ١=  }س{ق١ -. ه، غیر موجودة  } س{ق١. = ه )٤
 .غیر موجودة} ١-{ق )٥
 ٣-= } ذ{ه )٦
 ٤= } ٠{ه )٧
 ٤=}س{ق ٠ه ئ   ٤=}س{ق -٠ه ،    ٤=}س{ق =٠ه  )٨

  

   إن وجدت(أوجد قیمة كل من النھایات الآتیة ، بناءً على الشكل التالي:(  

 } س{ق٠ه  .١
 }س{ق٢ه  .٢
 }س{ق=١ه  .٣
 }ذ{ق .٤
 }٠{ق .٥

   

 ٠=}س{ ق٠ه ئ    ٠= } س{ق=٠ه ،     ٠= } س{ق-٠ه  )١
 .غیر موجودة }س{ق٢ه ئ       ٤= } س{ق٢=ه ،     ٣=  }س{ق٢-ه  )٢
 ١=} س{ق=١ه  )٣
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 ٣= } ذ{ق )٤
 ٠= } ٠{ق )٥

 

  :النھایة غیر موجودة عند:  

 أطراف الفترة المغلقة.  

 ط الانفصال للاقترانانق.  

  

  : أكتب قیم س التي تكون النھایة عندھا غیر موجودة، اعتماداً على الشكل المجاور:  

  

  

  : ٤،  ١،  ٣-{= س{  

  

  : ثم أجب على الأسئلة الآتیة،  }س{قادرس الشكل المجاور الذي یمثل منحنى الاقتران:  

 .وجد مجموعة قیم س التي تجعل النھایة غیر موجودةأ  ) أ
 ٣= } س{قه أ: أوجد مجموعة قیم س بحیث أن  ) ب

 

 :  

 }٦،  ٥،  ٤،  ٣،  ١- { = س   ) أ
 }٤،  ٣{ي س   ) ب

  

  

  

  

  

  

  

  



 

  
0779 909 516 ١٦ 

  

  

   

  :حال تعویض النقطة في الاقتران یمكن أن ینتج من التعویض إحدى الحالات الآتیة وفي

  : عدد= النھایة موجودة (نتیجة مباشرة من التعویض.(  

  : لتحلیل الجبري لمعرفة أن النھایةوفي مثل ھذه الحالة نلجأ إلى ا ف  ناتج التعویض یعطي  

  .موجودة أم لا

  : وفي ھذه الحالة أیضاً نلجأ للتحلیل الجبري) همس ×صفر( ناتج التعویض یعطي.  

 : وفي ھذه الحالة أیضاً نلجأ للتحلیل الجبري) صفر× همس (ناتج التعویض یعطي.  

  

   ؟} ٦+ ذس  –س ١٥{٢ه أوجد  

  :الأصل في النھایة التعویض المباشر ومنھ ینتج أن:  

  ذ٠=  ٦+  ٤ – ٣٠=  ٦+ ذ ×ذ –ذ ×١٥= } ٦+ ذس  –س ١٥{٢ه 

  

   ؟ }/١/ +/ س[ × س٧{=٣ه أوجد  

   ٤ذ= ذ ×ذ١/ = ١/+٣[ ×  ٣×٧= } /١/ +/ س[ × س٧{=٣ه  

  

   ؟ }١/ + س[ { ق ٩ه أوجد قیمة ،  ١/ + س[ ذ + س = } س{قإذا كان  

  : كما یلي} ١/ + س[ { ق أولاً نجد:  

  ١+  :١:/ + :س[ [ ذ +١/ + س=  [ } ١/ + س[ { ق

  }١:+ ١: / :+ :٩[ [ ذ + ١/ +  ٩=  [} ١+ :١:/ + :س[ [ ذ +١/ +س[ {٩ ه= } ١/ + س[ { ق ٩ه إ 

  ٩=١+٤+ ٤=١/+ ٤[× ذ+١+٣ئ 

  

   ؟ }س٦-}٦-س٥{ق ٤{-٢ه فجد قیمة ،  ١ –س ٣ -@ س= } س{قإذا كان  
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  : وھو الأفضل }٦- س٥{أو أن نفرض المقدار ، مباشرة  }٦-س٥{ق إما أن نجد قیمة  

  ٤=  ٦-ذ×٥تت  هس تت ذ  ئ وعندما }  ، ٦-س٥{=  ه

  ١ذ-}١-ه٣-@ه{٤ ٤هه = س ٦-٢ه  –}} ص{ق ٤{٤هه= } س٦-}٦-س٥{ق ٤{-٢ه إ 

  ٠=١ذ-٣×٤ئ١ذ- }١-١ذ-١٦{٤ئ

  

   ؟ ٧+} س{ه١.  ه فجد قیمة،  ٠= }} س{ه  -#}س٤-س{ذ{١.  هإذا كان  

  ٠= } س{ه١.  ه –#} س٤- س{ذ ١.  هئ    ٠= }} س{ه  -#}س٤-س{ذ{١.  ه   

  }  س{ه١.  ه= #} س٤-س{ذ ١.  هئ  

  ٦= } س{ه١.  هئ }  س{ه١.  ه=  ٣×ئ  ذ 

  ١٣=  ٧+  ٦=  ٧+} س{ه١.  هإ 

  
   ؟اأوجد قیمة الثابت ، ذ ٠= }} ١٦-@س{ ـــــــاــــــههـــ+  #ذس-@س٤{ه أإذا كان  

  ٤تت } س+ذ{                                                                                 

  ئ س تت ذ ٤س تت +ذ  
  ذ٠=١ذ-#ذا-@ا٤ئ  ذ٠= }} ١٦-@س{٢ه +#ذس-@س٤{ه أإ 
  
  

  }١، _ذ ، _ ٤، _ ٨، _ ١٦_{ : ھي) ١٦(عوامل ،   ٠=١٦+@ذا-#ئ ا
  :یحقق المعادلة }ذ-{وبالتجریب نجد أن العدد 

  )لا یحلل(٠آ١٦-=  ٣ذ-١٦= اج ٤-@بلكن ،    ٠= } ٨+ا٤- @ا}{ذ+ا{= ١٦+@ذا-#إ ا

  ذ-=إ ا 

  

 :  

  :ولھ حالتان

  : والنھایة دائماً في اللامساواة) ≠(و (=) یضم إشارتي.  

  : الیسار والیمینوھنا نبحث النھایة من ) <(و ) >(یضم إشارتي.  
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  : وإشارة) ≤(إشارة  أي یضم عندھا، یغیر عندھا الاقتران قاعدتھ نقطة التشعب ھي النقطة التي  

  .في نفس الآن) ≥(

  

  

    ؟}س{ق١ه فجد قیمة ،                                          إذا كان  

 

  : ٤-=  ٥- ١= } ٥-#س{١ه =  }س{ق١ه  

  

   ه أ= } س{قه أوكان ،                                             إذا كان
ا
	

ذ
ି س
	

ذ

  ؟افجد قیمة الثابت ،  سିا

  : ه أ= } س{قه أبما أن
ا
	

ذ
ି س
	

ذ

ه أتت  سିا
ا
	

ذ
ି س
	

ذ

  {                  }٣ه =   سିا

= س ئ س ٣=١+#ئ ه ١-س٣=#ئ ه/ ١/-/س/ ٣[#=  ه : لكن 
١ା ه

	

٣

٣
   

  ئ ه تت ذ ٣س تت عندما  

ه أ إ 
ቀاାسቁ(سିا)

هିذ{٢هه =  سିا

٣ି	
١శ 	ه

٣

٣

٣(هିذ){٢هه = ئ ذا  }

٨ି ه
	

٣(هିذ){٢ هه= } ٣

ቆ٤ାذهା ه
	

ذ
ቇ(هିذ)

{  

  ٨؛= !؛ ئ ا ١؛ ٢؛#= ئ ذا  

  

  ١س آ ، س   ٤+@س                                        

   س{قإذا كان {    =
١ذ ାسି س

	

ذ

  :فجد ما یلي،  ٣آ س آ  ١،  س٣ି

  ٣س ى ،     ٨-س٥                                       
  }١+ذس{ق١ه ~ ٤}    ،   س{ق٢ه ~ ٣}       ،    س{ق٣ه ~ ٢}        ،     س{ق١ه ~ ١

 
 :  

{=١ ه= } س{ق=١ه ~ ١
١ذ ାسି س

	

ذ

  ٥= ؛ ٢!؛= (؛ !؛@؛_؛٢ -؛!؛+؛= !}  س٣ି
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  ٥=  ٤+١= } س٤+@س{-١ه = } س{ق-١ه 
  ٥= } س{ق١ه ئ   ٥= } س{ق-١ه = } س{ق=١ه 

  
  ٧=  ٨-١٥= } ٨-س٥{٣=ه =  }س{ق٣=ه ~ ذ

{٣-ه = } س{ق٣-ه 
١ذ ାسି س

	

ذ

{-٣ه = } س٣ି
ቀ٤ାسቁ(س٣ି)

  ٧= } س{ق٣ه ئ  ٧=٤+٣= } (س٣ି)

  

{٢ه = } س{ق٢ه ~ ٣
١ذ ାسି س

	

ذ

  ٦=  ١؛̂= } س٣ି

  
  ٣ئ ه تت  ١س تت ،   ١+ذس= ه لكن نفرض أن ،  }١+ذس{ق١ه ~ ٤

  ٧= } ه{ق٣هه إ 

  
  
   علماً بأن النھایة  ب،افجد قیمة كل من  ،،                                            إذا كان  

  
  

  ؟٣= موجودة عندما س 
  
  :أي أن ٣= معنى أن النھایة موجودة عندما س:  

{-٣ه = } ب+اس{=٣ه ئ  }  س{ق-٣ه = } س{ق=٣ه 
ିا س٤ ା س

	

ذ

  }س٣ି

{-٣ه = ب +ا٣ئ 
ቀ٧ାسቁ(س٣ି)

  ~١.........١٠= ب +ا٣ئ    }(س٣ି)
  صفر= إذن البسط ، صفر والنھایة موجودة = وبما أن المقام 

  ذ١ = ائ    ٠= ا -١ذ+٩ئ   ٠= } ا- س٤+@س{-٣ه إ 
  ٥٣- = بئ   ١٠= ب +ذ١×٣: ینتج أن~ ١في المعادلة ا ومن تعویض قیمة 

  

 :  
  :نعید التعریف ونجد النھایة.  
  :نعوض بالنقطة داخل القیمة المطلقة فإذا كان الناتج:  
 .فإننا نھمل رمز القیمة المطلقة ونجد النھایة، قیمة موجبة  .١
 .ونجد النھایة) - (فإننا نھمل رمز القیمة المطلقة ونضرب المقدار بإشارة ، قیمة سالبة  .٢
  .علینا إعادة التعریف وإیجاد النھایةفیجب ، قیمة صفریة  .٣
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  : ؟ ،سس؛!؛@؛ ٣؛_؛ @س،  ٣.  هأوجد  

  : إذن نھمل، وھو عدد سالب  ٣-=  ١٢-٩داخل القیمة المطلقة فإن الناتج یكون ) ٣-(عند تعویض  

  ):- (رمز القیمة المطلقة ونضرب المقدار بإشارة 

س؛!؛@؛ ٣؛_؛ @س،  ٣.  ه   ٣؛! -=  ٩؛# -= ؛ )٩؛_-؛!؛@=  ؛  سس؛@؛س ٣؛_؛!؛@ ٣.  ه= ، س

  
  : ؟ ،٢سس؛^؛_ -س؛ ١؛ ٦؛+@ س؛،   ٤ه أوجد  

  : النھایة غیر موجودة؛ ئ ٠!؛$= ؛ ٢سس̂؛_ ؛ -س؛ ؛١ ٦؛+؛ @س   ٤ه =  ،٢سس؛̂؛_ -س؛ ١؛ ٦؛+@ س؛،   ٤ه.  

 

  : ٢.  هأوجد
س
	

٣
ା٨

|١ି س
	

٣
|

  ؟ 

  :٢.  ه
س
	

٣
ା٨

|١ି س
	

٣
|

٢.  ه=  
س
	

٣
ା٨

س
	

٣
ି١

  ٠=  ٩؛= (؛ *؛ ٩؛_؛ = *  

 

  : ٥ه أوجد 
| ذ٥ ି س

	

ذ
|

  ؟ ذس

  : ٥ه 
| ذ٥ ି س

	

ذ
|

  :یساوي صفر ٥یجب إعادة التعریف للاقتران لأن ناتج تعویض النقطة :  ذس

   ٠=}٥+س}{٥-س{تت  ٠=ذ٥-@س

  ٥- ،  ٥=س ئ

                    
ذ٥ ି س

	

ذ

  ٥س جمس ،  ذس

    =  } س{إ ق
س
	

ذ
ି ذ٥

  ٥آ س آ  ٥- ،  ذس

                  
ذ٥ ି س

	

ذ

  ٥-س حمس ،  ذس
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  :إذن سنبحث النھایة من الیمین ومن الیسار، نقطة تشعب ) ٥(النقطة إ 

{ =٥ه = } س{ق=٥ه 
ذ٥ ି س

	

ذ

{ -٥ه = } س{ق-٥ه ،        ٠= ؛ ١ ٠؛= (} ذس
س
	

ذ
ି ذ٥

  ٠= ؛ ١؛ ٠؛= ( } ذس

 ٥ه إ 
| ذ٥ ି س

	

ذ
|

  ٠=  ذس

  
   : بحیث أن، موجودة } س{ق٣ه إذا كانت   

  ؟}ا{ فجد قیمة الثابت

  :بما أن النھایة موجودة ھذا یضمن أن:  

  }،سس؛!؛@؛_٦@ س؛،  + @ اس{-٣ه = } اس+@س{=٣ه ئ  }  س{ق-٣ه = } س{ق=٣ه 

  }؛@؛ ؛سس؛س_ ٦؛!؛@ +@ اس{-٣ه = } اس+@س{=٣ه ئ 

  ؛١؛ ٨؛#+ ا٩= ا ٣+٩؛  ئ  ٣؛ خخ)؛_٦؛!؛@+ ا٩= ا ٣+٩ئ 

  ؛٣%٦؛# = ائ    ٥٣=ا٣٦ا  ئ  ٦= ؛ %٦؛#ا  ئ  ٦=  ٦؛! - ٩ئ 

  
 :  

  :نعید التعریف ونجد النھایة.  

  نعوض النقطة داخل أكبر عدد صحیح فإذا كان الناتج:  

 .فإن النھایة غیر موجودة }ا ي صص{عدد صحیح  .١
 .فأن النھایة موجودة وتساوي الصورة} ا يي صص{عدد غیر صحیح  .٢

  

  : فجد كلاً مما یلي،   ]٠،٣[، س ٨+]٦+س ٢؛![=}س{قإذا كان:  

  }س{ق٢ه  ~١

  }س{ق٣ه ~ ٢

  :  
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  ي صص ٧=  ٦+ذ×٢؛!داخل أكبر عدد صحیح فیكون الناتج ) ٢(نعوض العدد : }س{ق٢ه  ~١

  .غیر موجودة} س{ق٢ه إ 

  ٠،ذ     ،   ٣              ذ= ل   :ولكن لحل السؤال بطریقة إنشائیة نعید التعریف

  إ 

 

  ذ٣=  ١٦+٧= } س٨+٧{=٢ه = } س{ق=٢ه  

  ذذ=  ١٦+٦= } س٨+٦{=٢ه = } س{ق-٢ه  

  .غیر موجودة} س{ق٢ه ئ }  س{ق-٢ه لآ } س{ق=٢ه  

  

  :} س{ق٣ه ~ ٢

  ٣١=ذ٤+٧= } س٨+٧{٣-ه = } س{ق٣-ه  

  غیر موجودة} س{ق٣=ه.  

  .وبالتالي فإن نھایة كل منھما غیر موجودة، أطراف فترة مغلقة } ٣،  ٠{لاحظ أن العددان  

  .غیر موجودة} س{ق٣ه إ 

  

  : ٢.  ه أوجد
س٤ା]ାس

ذ
٣
]

  ؟ |س|ିذ

  : ٢.  ه
س٤ା]ାس

ذ
٣
]

ذାس ٢.  ه=  |س|ିذ
ذାس ٢.  ه=  ିسିذ

  ١-=  ି(سାذ)

  

  :؟                                        د أوج  

  

  :                                                                            =   

  

  :نعمل القسمة التركیبیة للمقام
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  }٦+س٥+@س}{ذ-س{=  ١ذ-س٤-@س٣+#إ س

  :یجب إعادة التعریفو

                                     =                                        = (سିذ)= ٢ه

ቆ٦ା س٥ ା س
	

ذ
ቇ(سିذ)

  ؛٢ ٠؛= ! 

  ٢ିس|-٢ه|

١ذ ି س٤ ି 	س
٢

٣ା 	س
ذିس -٢ه =  ٣

ቆ٦ା س٥ ା س
	

ذ
ቇ(سିذ)

  ؛٢ ٠؛! -=  

  .غیر موجودة }س{ق٢هئ }  س{ق-٢ه لآ } س{ق=٢ه 

  

 :  

  :فإذا كان، : }س:{ق  [ن = } س{قلیكن 

  .فإن النھایة موجودة وتساوي الصورة،  عدد فردين ~  ١

  :ومنھ إذا كان ناتج التعویض داخل الجذرھو، عدد زوجي ن ~  ٢

 .فإن النھایة موجودة وتساوي الصورة، عدد موجب   . أ
 .فإن النھایة غیر موجودة، عدد سالب   . ب
 وبھذه الحال، ل الموجب للاقتران وھي جھة المجافإن الاقتران لھ نھایة من جھة واحدة فقط ، ) صفر(  . ت

 .بشكل عام غیر موجودة} س{قتكون النھایة للاقتران 

  

   :أوجد قیمة كل من النھایات الآتیة:  

  ذ-/ = ٨- [#: = ٩: -:@ س[#    ١ه : إذن تعویض مباشر، الجذر فردي ئ :  ٩: -:@ س[#    ١ه ~  ١

  

  إذن النھایة لھذا الاقتران، صفر الجذر زوجي وناتج التعویض یساوي ئ :  ذ٧:-:#س[    ٣ ه~  ٢

  :غیر موجودة ولكن لھ نھایة من جھة المجال الموجب

  .غیر موجودة: ذ٧:-:#س[    ٣-ه ولكن ،   ٠/ =  ٠: =  [ذ٧:-:#س[    ٣=ه إ 

  غیر موجودة:  ذ٧:-:#س[    ٣ه إ 
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  ٥/ = ذ٥/ = [ذ٥+/٠[ئ  :  ذ٥:+:@:س٥[  ٠ه ~  ٣

  

  وعوضناھا) ١,٩(مثل  ذلاحظ أننا إذا أخذنا قیمة تقع على یسار العدد  ئ/  ذ/ -/س [  -٢ه ~  ٤

  .وبالتالي تكون النھایة غیر موجودة، داخل الجذر التربیعي فسیكون الناتج عدد سالب  

  

  ٠=  ٤؛: = (؛ ؛ ٤(ش؛  ئ            =  ٢ه ~  ٥

  

  ١- =  ٢؛@ -ئ                 -٠   ه~  ٦

  

  :فجد قیمة،    ٣=}٤- س{ه ٣؛! ٦ه ،   ٨/ = }س/{ق[ذ  ٣ه إذا كان ~  ٧

  ؟ }}س{ذق+ } ١-س{ه ٨+ } ١- @س{٥{٣ه 

 ١٦ = }٣{قئ    ٦٤= } ٣{ق٤ئ    ٨/ = }٣/{ق[ئ  ذ   ٨/ = }س/{ق[ذ  ٣ه : الحل  

  ٩ = }ذ{هئ    ٣=}ذ{ه ٣؛!ئ    ٣=}٤-س{ه ٣؛! ٦ه 

  }٣{ذق+ } ذ{ه× ٨+  ٨×٥= }} س{ذق+ } ١-س{ه ٨+ } ١- @س{٥{٣ه إ 

  ١٤٤ئ  ٣ذ+٧ذ+٤٠ئ    ١٦×ذ+٩×٨+٤٠ئ 

  

  .النھایة غیر موجودةئ / ذ/٠-/ =  [ذ٧/-/ ٧[ئ  :  #:س: -٧[  ٣ ه~  ٨
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 ھناك عدة حالات من ناتج تعویض العدد في الاقترانات النسبیة:  

  ف  

 همس×صفر  

 صفر×همس  

  

  :أوجد كلاً من النھایات الآتیة:  

٢ه  }١
٤ି س

	

ذ

  ف تت   سିذ

{٢ه ئ  
ቀذାسቁ(سିذ)

  ٤= } ذ+س{٢ه ئ    }(سିذ)

  

س١ି{١ه  )ذ

س
	

ذ
ି١

  فتت  } 

(س١ି){١ه ئ 
ቀ١ିسቁ(سା١)

١ି{١ه ئ  }  
(ା١س)

  ٢؛! -ئ }  

  

{=٢ه  )٣
س
	

٤
ି١٦

٤ି س
	

  فتت  } ذ

{=٢ه ئ 
ቆ س
	

ذ
ା٤ቇ( س

	

ذ
ି٤)

ቆ٤ି س
	

ذ
ቇ

  ٨ –ئ @}} س+٤{ - {=٢ه ئ }  

  

	٥{١ه  )٤
س٣
ି ٥	

سశذ

٥ି ٥	
  فتت   }س
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){١ه ئ  ٥	
س
)	

٣ ି ٥	
ذ
× ٥	

س

٥ି ٥	
{١ه ئ } س

ቆ ( ٥	
س
)	

ذ ି ذ٥ ቇ
	

	

٥	
س

٥ି ٥	
{١ه ئ  }س

൬ ٥	
س
ା٥൰( ٥	

س
ି٥) ٥	

س

(٥ି ٥	
س
)

 {=-٥٠ -=١٠×٥  

  

{٢ه  )٥
٤ି س

	

ذ

٨ା س٨ ି س
	

ذ
ିذ س

	

٣
ذ

  فتت  } 

{٢ه ئ 
ቀذାسቁ(سିذ)

ቆذس٤ିା س
	

ذ
(سିذ)ቇذ

  ٢؛=  ! ٨؛$ئ   } 

  

٦ {٢ه  )٦
ذ}{٣- س

  همس×صفرتت  }سିذ

س٣{٢ه ئ  ି٦

ذ}{س
(ذିس){٣ ٢ هئ   }سିذ

ذ}{س
  ٣-= ذ ×٢؛# -ئ   }سିذ

  

{٢ه  )٧
س
	

٥
ି ٣ذ

  فتت  } سିذ

{٢ه ئ 
ቆ س
	

٤
ା س

	

٣
ାذ س

	

ذ
× ذ
	

ذ
ାس ذ

	

٣
ା ذ

	

٤
ቇ(ذିس)

  ٨٠ -= }$ ذ{×٥ -ئ    }(سିذ)

  

٨ି{٣ه  )٨ 	(ذس٤ି)
٣

٣ି|س|
  فتت   }

أ٣ه ئ 
൬٤ାቀذس٤ିቁذା 	(ذس٤ି)

ذ ൰((ذس٤ି)ିذ)

(٣ିس)
أ٣ه ئ    ٍ 

൬٤ାቀذس٤ିቁذା 	(ذس٤ି)
ذ ൰(ذس٦ି))

(٣ିس)
    ٍ  

أ٣ه ئ  
൬٤ାቀذس٤ିቁذା 	(ذس٤ି)

ذ ൰(س٣ି)ذ)

(٣ିس)
   ٍ  

  ذ٤-= } ٤+٤+٤{ذ–ئ  
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{١ه  ) ٩
٤ି س

	

ذ
ାذ س

	

٣
ି س

	

٥
ାذ س

	

٦

٤ି س٣ ା س
	

  فتت  } ٣

  :ة المقام نلجأ إلى إحدى القسمتینعندما تكون درجة البسط أكبر من أو تساوي درجئ 

  ٣-س٣-@ذس+#س
  |٤-|س|٣+#|طط س/٤-/@س/ذ/+#س/- %/س/ذ/+^س
  |#|س|٤|-|$س|٣|+̂|س

  ٤-@ذس+#س٣+$س٣-%ذس
  |@|س|٨|-#|س|٦+|   |   |%  |ذس

  ٤-@س١٠+#س٣-$س٣-
  |س|١ذ|-@| س|٩|-$|   |   |  س|٣-
  ٤-س١ذ- @س١٩+#س٣-
  |١|ذ|+| س|٩-#|   |   |    |س|٣-

  ١٦-س٣-@س١٩

{١ه إ 
٤ି س

	

ذ
ାذ س

	

٣
ି س

	

٥
ାذ س

	

٦

٤ି س٣ ା س
	

{١ه + } ٣- س٣-@ذس+#س {١ه =  }٣
١٦ି س٣ ି س

	

ذ
١٩

٤ି س٣ ା س
	

٣{   

  
  
  
  

{١ه + } ٣-س٣-@ذس+#س {١ه إ 
١٦ି س٣ ି س

	

ذ
١٩

٤ି س٣ ା س
	

{١ه +  ٣-=  }٣
ቀ١٦ା س١٩ ቁ(س١ି)

ቆ٤ାسା س
	

ذ
ቇ(س١ି)

{    

  ؛!٦؛؛&= ؛ #؛٦؛+ % ٣-  =

  
  }}٤-@س{٢لو –} ٤- ذس-#س{٢لو{٢ه ) ١٠

{ ٢لو ٢ه ئ 
ିذس٤ି س

	

٣

٤ି س
	

{٢لو ٢ه ئ  } ذ
ቆذାذسା س

	

ذ
ቇ(سିذ)

ቀذାسቁ(سିذ)
  }؛!٤؛({ ٢لوئ  }

  

{٢ه ) ١١
ذ٨ ି 	(ذس٣ି)

٣ × س
	

ذ
٧

س
	

٤
ି١٦

 {  

  :كالآتي) قیمة الثاني× الأول ( حالة ضرب اقترانین دائماً نضیف ونطرح في 
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{٢ه 
ذ٨ ି 	(ذس٣ି)

٣ × س
	

ذ
٧

س
	

٤
ି١٦

{٢ه =  }
ذ٨ ି س

	

ذ
٧ା س

	

ذ
٧ି 	(ذس٣ି)

٣ × س
	

ذ
٧

س
	

٤
ି١٦

{٢ه ئ} 
(١ି 	(ذس٣ି)

٣ ) س
	

ذ
٧

س
	

٤
ି١٦

{٢ه +} 
(٤ି س

	

ذ
)٧

س
	

٤
ି١٦

{  

]٢ه ئ 
ቆ١ାቀذس٣ିቁା ቀذس٣ିቁ

	

ذ
ቇ(ذس١ି٣ି) س

	

ذ
٧

س
	

٤
ି١٦

{٢ه +  [
(٤ି س

	

ذ
)٧

ቆ س
	

ذ
ା٤ቇ( س

	

ذ
ି٤)

{   

{٢ه ×١٤ئ 
((١ାቀذس٣ିቁା ቀذس٣ିቁ)(سିذ)

	

ذ
) س
	

ذ

ቀسାذቁቀذିسቁ( س
	

ذ
ା٤)

  ؛$٨؛) - =  ٨؛& -؛ @٤؛! -ئ    ٨؛& -} 

  
س؛ $ {٢ه ) ١٢ س؛  ؛@؛- ٢؛   }{س -س   همس×صفرتت  }س

{٢ه ئ 
س
	

ذ
ି٤

ذ×س
ذ{٢ه ئ   } ذିس

ذିس ×
ቀسାذቁ(ذିس)

  ٤= ذ ×٢؛$ئ }  س

  

{٢ه إذا كان ) ١٣
١ذ ାس	 ب٣ ି س

	

ذ
ا

٤ି س
	

  ؟ ب،افجد قیمة كل من الثابتین ،   ٨= } ذ

{٢ه ئ 
ቀسିذቁ(اس٦ି)
ቀذାسቁ(سିذ)

   ١٩ = ائ   ٣٨= ئ ذا   ٣ذ= ٦-ئ ذا  ٨=  }

  .صفر= إذن البسط ، صفر = لكن بما أن النھایة موجودة والمقام 
  ؛$٣؛$= ئ ب   ٠=١ذ+ ب ٦-٧٦ئ    ٠=  ١ذ+ب٦-ا٤ئ    ٠= } ١ذ+ب س٣-@اس{٢ه 

  
  ١ه ) ١٤

  :الجذر التربیعينضرب ونقسم  بمرافق 

١ه =                   ×                  ١ه =                         ١ه 
٩ି٤ା س

	

ذ
٥

ቆ١ାسା س
	

ذ
ቇ(س١ି)٦

   

١ه ئ 
ቀ١ାسቁ(س١ି)٥
ቀس١ିቁ٦×٣

  ٩؛= % 

  
   ٤ه ) ١٥

{٤ه ئ ×                                          ٤ه ئ 
ቀ٤ିسቁ ١ذ ×٦

ቀ٤ା س٨ ቁି٣٦
{ ٤ه ئ  }

ቀ٤ିسቁ ٧ذ

٨(٤ିس)
  ٩ئ } 
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١ା{٢ه ) ١٦ 	(١ିس)
٣

١ି 	(س١ି)
   }ذ

 ٢ه ئ 
ቆ١ାቀ١ିسቁି ቀ١ିسቁ

	

ذ
ቇ(١ା١ିس)

ቀ١ାس١ିቁ(س١ି١ି)
{٢ه ئ   

൫١ା١ା١൯ቀذିسቁ
ቀسቁ(سିذ)

  ٢؛# -ئ  } 

  
  

١٧ (  
  
  ؛٣؛ ٦؛!ئ                        ئ                                             ئ  ×                                         ئ

 

  
    ٥ه ) ١٨

  
           ×                 ×                   ٥ه  =                  ٥ه ئ 
  

 ٥ه ئ 
(٤٩ି١ି س

	

ذ
٨(ذ

(٤ା س٤ ି١٤(١٦
 ٥ه ئ   

(٥٠ି س
	

ذ
٤(ذ

( س٤ ି ذ٠ )٧
 ٥ه ئ  

ቆ ذ٥ ି س
	

ذ
ቇ٤×ذ

ቀ٥ିسቁ٧×٤
    

 ٥ه ئ 
ቀ٥ାسቁቀس٥ିቁذ

٧(٥ିس)
  ؛@٧؛( –= 

  
  = ٢ه ) ١٩

  
  ٣ =                                   =  ٢ه  =                                         = ٢ه =  =                             ٢ه ئ 

  
  

   ٣ه ) ٢٠
  

ذ٧ ٣ه ئ                                                                              ٣ه ئ   ି(٩ା س٦ )

൫٩ା٩ା٩൯ቀ٣ାسቁ(س٣ି)
   

٦(س٣ି) ٣ه  ئ
ቀ٣ାسቁቀس٣ିቁ ذ٧

  ؛٢؛ ٧؛!ئ   
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  ٠ ه) ٢١

 ٠ه ئ                                                                                                      ٠ه ئ 
൫٤ା٤ା٤൯(ቀ ذ٥ ାذسቁି ذ٥ )

൫٥ା٥൯(٨ା(٨ି س٣ ))
  

 ٠ه  ئ
ቀذسቁ ١ذ ି

( س٣ )١٠
  ٥؛$ - =  

  
ب	ج=                          ٠ هأثبت أن ) ٢٢

   ا	د

  
  ): س(نقسم كل من البسط والمقام على ئ 

  
                                                     ٠ه ئ                              ٠ه إ
  

= تت س   ١+ب س=اتت ص:  ١:+:س:ب  [ا=ص 
١ି ص

	

ا

  ١ص تت فإن  ٠س تت وعندما ،  ب

عتت                         
	

ج
= تت س   ١+دس=  

١ି ع
	

ج

  ١ع تت فإن  ٠س تت وعندما ،  د

          إ
ቀص١ିቁب

١ି ص
	

     ×    ا
١ି ع

	

ج

ቀ١ି	عቁد
   

         ئ 
ቀص١ିቁب

ቆ١ା⋯ା ص
	

نషذ
ା ص

	

١షن
ቇ(ص١ି)

  ×         
ቆ١ା⋯ା ع

	

نషذ
ା ع

	

١షن
ቇ(ع١ି)

ቀع١ିቁد
ب	جئ  

  ا	د

  

  
  ؛^؛_س؛   ٢؛+؛ -:؛!؛:سس(:؛:؛ : +:س؛:  ؛#ش؛    ٢ه ) ٢٣

                             ×؛ ^؛_س؛   ٢؛+؛ -:؛!؛:سس(:؛:؛ : +:س؛:  ؛#ش؛    ٢ه ئ 

 ٢ه ئ 
ቀس٦ିቁି١٠ା س٣
	

ذ

 ٢ه ئ  ٨(سିذ)
(ቆ٣٦ା س١ذ ି س

	

ذ
ቇି١٠ା س٣ )

 ٢ه  ئ  ٨(سିذ)
( ذ٦ ି س

	

ذ
ି س١٥ )

    ٨(سିذ)

 ٢ه ئ
ذ٦ ା س١٥ ି س

	

ذ

ቀسିذቁ٨ି
 ٢ه ئ  

ቀس١٣ିቁ(سିذ)
ቀسିذቁ٨ି

  ؛!؛٨؛!ئ  
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							ାذس١٣ିه ) ٢٤
  س١ି

						ା١ିذس٢ି ١ه ئ

						١١ି  هئ  س١ି
 ١ه +  س١ି

ቀس١ିቁذ
						١١ିه  ئ  (س١ି)

									ା								١ା × س١ି
١ା								ା									
  ذ+ 

(س١ି) ١ه ئ 
  ٣؛&ذ  ئ  +  ٣؛!ذ  ئ  +  ٣(س١ି)

  

سିذ ٢ه ) ٢٥
٣ି														ାس  

سିذ ٢ه ئ 
سିذ ٢ه ئ  سା																	١ିିذ

ቀسିذቁା(١ି																	)
   

سିذ ٢ه ئ
ቀسିذቁା																																																	×	١	ି															
سିذ ٢ه ئ  

ቀسିذቁା	١ష(١షس)
٣

(سషذ) ٢ه ئ 
ቀذషسቁ٣శ(ذషس)

٣

   

٣×}ذ- س{ ٢ه ئ 
٤(سషذ)
  ٤؛#ئ  

  

																					షذسశذ٢. ه) ٢٦

షذ س٣ శ 	س
ذ

ذ
   

  )قیمة الثاني× الأول (نضیف ونطرح 
  

షذسశذ ٢. هئ  س٣ శ س٣ ష																					

షذ س٣ శ 	س
ذ

ذ
س൯																			٢൫٣ష. هئ  

షذ س٣ శ 	س
ذ

ذ
سశذ ٢. ه+   

షذ س٣ శ 	س
ذ

ذ
   

س൯																			൫٣ష ٢. هئ 

షذ س٣ శ 	س
ذ

ذ
   ×٣శ																				

٣శ																			
(سశذ) ٢. ه+  

ቀ١షذسቁ(ذశس)
   

٩ష٥శ ٢. هئ 	س
ذ

షذ) س٣ శ 	س
ذ

٦(ذ
٢. هئ  ٥؛! - 

൭٤ష س
	
ذ
൱س

ቀ١షذسቁ(ذశس)٦
   ٥؛! - 

سቁسషذቁቀسశذ٢ቀ. هئ

ቀ١షذسቁ(ذశس)٦
  ؛١ ٥؛& - =  ٥؛! -؛ ١؛ ٥؛$ -ئ  ٥؛! - 

  
																			١ష ٢هإذا كان ) ٢٧

سషذ
  ؟ن فجد قیمة الثابت ،  ٢؛= ! 
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٩శ= تت س  ٩-س٥=  نتت ص}  /٩-/س/٥{[ن= ص  	ص
ن

٥
  ١ص تت فإن س تت ذ وعندما ،  

ص١ష          إ

	షذ
٩శ 	ص

ن

٥

٥(ص١ష)           ئ  ٢؛! = 

١ష 	ص
ن

٥(ص١ି)          ئ   ٢؛= ! 

ቆ١ା⋯ା ص
	

١షن
ା ص

	

١షن
ቇ(ص١ି)

   ٢؛= ! 

٥ئ 
൫١శ١శ⋯శ١൯
  ١٠= ئ  ن   ٢؛= !نن ؛%ئ   ٢؛= ! 

  

																			١ି ١ه  إذا كان) ٢٨

٦ି س
	

ذ
٥ା س

	

٣
  ؟ }ن{فجد قیمة الثابت ،   ١؛!؛٣=    

  ١ص تت فإن ،  ١س تت عندما ،  / ذ/-/س/٣[ ن= ص 

  ٠=}٦+س٦+@س}{١-س{ئ    ٠=  ٦-@س٥+#سلكن 

إ 
(١ି ص

	

ن
)									

ቆ٦ା س٦ ା س
	

ذ
ቇቀس١ିቁ											

ئ   ١؛!؛٣=    
൭ቆ١ା⋯ା ص

	

١షن
ା ص

	

١షن
ቇ൱ቀص١ିቁ											

ቆ٦ା س٦ ା س
	

ذ
ቇቀس١ିቁ											

  ١؛!؛٣=    

  ١ = ن ؛  ئ ١!؛٣=    ١؛ ٣ن؛ئ  

  

 ١ه ) ٢٩

١

س
	

٣
	ି	١

س

١

	س
ذ
	ି	 ١

	س
٥

   

ً نقوم بتوحید المقامات في مثل ھذه الحالة    :دائما

 ١ه 

షس 	س
٣

س
	

٤

	س
٥
ష 	س

ذ

	س
٧

 ١ه ئ    
س
	

٧

( س
	

٣
ି١) س

	

ذ ×
ቆ١ି س

	

ذ
ቇس

س
	

 ١ه ئ  ٤
(١ି س

	

ذ
) س
	

ذ

( س
	

٣
ି١)

 ١ه ئ   
ቀ١ାسቁ(س١ି) س

	

ذ

ቆ س
	

ذ
ାسା١ቇ(١ିس)

  ٣؛@ -ئ  
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 ٩ه ) ٣٠
١

												ି	
١
٣

٨١ି س
	

   ذ

 ٩ه 
٣ష						
											٣

٨١ష 	س
						٣ି ٩ه ئ   ذ

ቆ٨١ି س
	

ذ
ቇ									٣

١ ٩ه ئ    

ቀ٩ାسቁ(س٩ି)
× ٣ା							

٣ା							
× ٣ି							

										٣
   

(س٩ି) ٩ه ئ
ቀ٩ାسቁቀس٩ିቁ٩×٦
  ؛٩؛ ٧!؛؛٢   = 

  

١{٢. ه) ٣١

١٤షسష 	س
ذ

٣
}{١

٥శذس
ା ١

١శس
 {  

١{ ٢. هئ 

١٤షسష 	س
ذ

٣
} {

ቀ١ାسቁା(٥ାذس)
ቀ٥ାذسቁ(١ାس)

٦ା ٢. هئ  }  س٣
ቀ٥ାذسቁ(١ାس)

× ١

ቀ٧ି س٣ ቁ(ذାس)
   

٣(سାذ) ٢. ه ئ
ቀ٥ାذسቁ(١ାس)

× ١

ቀ٧ି س٣ ቁ(ذାس)
  ١؛ ٣؛#=  ٣-× ؛ ١؛ ٣! -=   

  

|ذس٣ା|ି|س٦ି| ١ه ) ٣٢

١ି	١
س

   

 ١ه ئ 
ቀ٦ିسቁି٣ାذس

١ି	١
س

٣ି ١ه ئ    س٣
ష١س

س

ቁسቀ١ష ١ه ئ    س٣
(ష١س)

  ٣-ئ   

  

 ٢. ه) ٣٣
٣ା|س٥ି|ି س

	

ذ

  																	ିذ

 ٢. هئ 
٣ାቀ٥ିسቁି س

	

ذ

														ାذ×  																	ିذ
 ٢. هئ   														ାذ

ାسିذ) س
	

ذ
)٤

٤ି(٦ାس)  ٢. هئ 
ቀس١ିቁ(ذାس)٤

  ١ذ-=  (سାذ)

  



 

  
0779 909 516 ٣٤ 

 ٣ه ) ٣٤
ذ٧ ା|س٣ି|ି س

	

٣

ذ٧ ି س
	

٣   

  ٣ه =
ذ٧ ାس٣ିି س

	

٣

ذ٧ ି س
	

= ٣ه ئ   ٣
ାس٣٠ି س

	

٣

ذ٧ ି س
	

= ٣ه ئ   ٣
ቆ١٠ା س٣ ା س

	

ذ
ቇ(س٣ି)

ቆ٩ା س٣ ା س
	

ذ
ቇ(س٣ି)

  ؛٢@؛٧؛*ئ   

  ٣ه- 
ذ٧ ି٣ାିس س

	

٣

ذ٧ ି س
	

-٣ه ئ   ٣
ذ٤ ିسି س

	

٣

ذ٧ ି س
	

 -٣ه ئ   ٣
ቆ٨ା س٣ ା س

	

ذ
ቇ(س٣ି)

ቆ٩ା س٣ ା س
	

ذ
ቇ(س٣ି)

  ؛٢@؛٧؛̂ئ   

  .غیر موجودة} س{ق٣ه تت } س{ق-٣ه لآ } س{ق=٣ه 

  

																									 ١ه ) ٣٥

س
	

٣
ି١

   

																				 ١ه ئ 

ቆ س
	

ذ
ାسା١ቇ(١ିس)

 ١ه ئ   
|١ି س

	

ذ
|

ቆ س
	

ذ
ାسା١ቇ(١ିس)

  

  ١ه =
١ି س

	

ذ

ቆ س
	

ذ
ାسା١ቇ(١ିس)

= ١ه ئ   
ቀ١ାسቁ(س١ି)

ቆ س
	

ذ
ାسା١ቇ(١ିس)

  ٣؛@ -ئ   

  ١ه - 
س
	

ذ
ି١

ቆ س
	

ذ
ାسା١ቇ(١ିس)

= ١ه ئ   
ቀ١ାسቁ(١ିس)

ቆ س
	

ذ
ାسା١ቇ(١ିس)

  ٣؛@ئ    

  .غیر موجودة} س{ق١ه تت }  س{ق-١ه لآ } س{ق=١ه 

  

  همس× ٠تت :  ١+: ؛ ٢:سس؛ ![   س  ٠ه ) ٣٦

وس+:و!؛س؛  ؛ ش   ٠ه ئ @ :  س٢؛؛شش؛ سس+:؛!ش؛  × س ٠ه ئ  @؛  :س٢:سس: ؛+؛![س     ٠ه    ؛@:  ؛  سس؛

  ١ئ :  @:س+:١=   [٠ه ئ  ؛ @:  ؛  سس؛س+:!؛س؛  ؛ ش   ٠ه  

  ١- ئ }  :@:س+:١[  { - = ٠ه ئ  ؛ @:  ؛  سس؛س+:-!؛س؛  ؛ ش   ٠ه  
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  .غیر موجودة} س{ق٠ه تت }  س{ق-٠ه لآ } س{ق=٠ه 

  

ذس٠ه ) ٣٧
ቚسቚା[س]
   

  ذس= ٠ه
ذس= ٠ه ئ   [س]ାس

ା٠س
ذس=٠ه ئ   

  ئ ذ  س

  ذس -٠ه
ذس -٠ه ئ   [س]ିس

١ିିس
  ٠=  ١؛( –ئ   

  .موجودةغیر } س{ق٠ه تت }  س{ق-٠ه لآ } س{ق=٠ه 

  

١ه ) ٣٨
ذسାቈ١షسିذ

٣
ା س

	

ذ

   س١ି

١ه ئ 
ା٠ାسିذ س

	

ذ

 ١ه ئ   س١ି
ቀذାسቁ(س١ି)

  ٣ئ   (س١ି)

  

																	ିذ ٣ ه) ٣٩
  س٣ି

  ١٣-$ص= تت س  ١٣+س= $ تت ص/ ١٣/+/س[$= ص نفرض أن 

  ص تت ذفإن ،  ٣س تت وعندما 

صିذإ         

١٦ି ص
	

(صିذ)ئ           ٤

ቆ٤ା ص
	

ذ
ቇቀذାصቁ(صିذ)

  ؛٣؛!؛٢ئ    

  

  ١ه ) ٤٠

  ١٢وھو العدد ) ٤،  ٣،  ٢(نجد المضاعف المشترك الأصغر للأعداد 
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  ١ص تت فإن ،  ١س تت وعندما ، س  ! = @تت ص/ س ![@= ص والآن نفرض أن 

          ئ                    إ        
ص
	

٤
ି ص

	

٦

١ି ص
	

          ئ  ٣
(١ି ص

	

ذ
) ص
	

٤

١ି ص
	

ئ           ٣
ቀص١ିቁ(١ାص) ص

	

٤

ቆ١ାصା ص
	

ذ
ቇ(ص١ି)

  ٣؛@ئ  

  

శاسశب ١ه إذا كان ) ٤١ 	س
٣

١షس
  ؟ب ، ا فجد قیمة كل من الثابتین ،  ٧=  

  : إذن البسط أیضاً یساوي صفر، بما أن النھایة موجودة والمقام یساوي صفر  

  ~...... *١-= ب +تت ا ٠=ب +ا+١تت  ٠=} ب+اس+#س{١ه إ 

 ١ه ئ 
൭ቀ١ାاቁାسା س

	

ذ
൱(س١ି)

  ٧=  (س١ି)

  ٥- = بئ  ١-= ب +٤: ینتج أن ~ *ومن معادلة ،     ٤ = ائ   ٧=  ١+ا + ئ ذ 

  
  ؟ }ا{فجد قیمة الثابت ،  ٦؛= !ه أ                       إذا كان ) ٤٢

  :  

؛؛؛؛ !؛٢ئ     ٦؛! = ه أ                                               = ه أ                      ؛؛ ؛؛؛   ٩=ئ ا ٣/ = ا [ ئ    ٦؛= !؛؛
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  : ١= لآ؛ ؛سس؛س؛ ٠ه  
 :  

  }ام ج{مساحة المثلث آ } ام ب{مساحة القطاع آ } ام ب{مساحة المثلث 
  }اج× ام ×  ٢؛!{ آ } س× @ قق×  ٢؛!{ آ } سجا× م ب × ام ×  ٢؛!{ ئ 
  }اج× ام {آ } س× @ قق{آ } سجا× م ب × ام {ئ 
  }سظا× ١{آ } س×@١{آ } سجا ×١×١{ئ 
  سظاس آ س آ جائ 
س؛  ؛!؛ ؛ة     آ  لا؛س؛  سس؛ آ    ١ئ    س
س؛س؛ ى  ١ئ    سجتا ى لآ؛ ؛س
  سجتا ٠ه ى  لآ؛ ؛سس؛س؛  ٠ه ى  ١ ٠ه ئ 
سس؛س؛  ٠ه ئ   ١ى  لآ؛ ؛سس؛س؛  ٠ه ى  ١ئ    ١=  لآ؛ ؛

  
 :  

س؛س؛  ٠ه  .١ س؛     ٠ه =  لآ؛ ؛س  ١= لا؛س؛  س

جا	ا	س ٠ه  .٢
ب	س

ا	س ٠ه =  
جا	ب	س
 ا؛ بب=  

جا	ا	س ٠ه  .٣
جا	ب	س
  ا؛ بب=  

  

  : س ٠ه	ظا
س

س ٠ه =  
ظا	س
  =١  

  : س ٠ه	ظا
س

جا	س ٠ه =  
س	جتا	س

جا	س ٠ه =  
س

١ ٠ه ×  
جتا	س
  =١=  ١×١  

  
  : س٩ ٠ه أوجد جا	

س٣
  ؟ 

  : س٩ ٠ه جا	
س٣

  ٣=  ٣؛= ) 

  
  : س٢ ٠ه أوجد ାجا	 س٥ جا	

س٣
  ؟ 
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  : س٢ ٠ه ାجا	 س٥ جا	
س٣

س٥ ٠ه =   جا	
س٣

س٠٢ه  +  جا	
س٣

  ٣؛&=  ٣؛@+  ٣؛= % 

  
  : س٣ ٠ه أوجد 	ିجا	 س٦ جا	

س٤ جا	
  ؟ 

  : س٣ ٠ه 	ିجا	 س٦ جا	
س٤ جا	

س٦ ٠ه =   جا	
س٤ جا	

س٠٣ه  -  جا	
س٤ جا	

  ٤؛#=  ٤؛# - ٤؛̂=  

  

  : ٠ه أوجد 													 	جا
٢

س٣
  ؟ 

  : ٠ه 													 	جا
٢

س٣
جا														×جا														 ٠ه =  

س٣
   ٠ه =   

س٥ ٠ه ئ 
س٣

  ٣؛= % 

  

  : ٤ି) ٢ه أوجد 	س
٢
) 	جا

٢

(٤ି 	س
٢
)	٢

  ؟ 

  : ٤ି) ٢ه 	س
٢
) 	جا

٢

(٤ି 	س
٢
)	٢

) ٢ه =  
൬٤ି 	س

٢
൰جا

(٤ି 	س
٢

)
)	

١= @ ١=  ٢  

  
  : س٠٣ه أوجد ିجا	 س١١ جا	

س٧ ି	 س٣ جا	
  ؟ 

  : س٠٣ه ିجا	 س١١ جا	
س٧ ି	 س٣ جا	

 ٠ه =  
س٨

٢
	×	جا س١٤

٢
٢	جتا

س٧ ି	 س٣ × س٣ جا	
س٣

س٤ ٠ه =   	×جا	 س٧ ٢	جتا	
س٧ ି	 س٣

 ٠ه ئ   
س٤ × س٤ جا	

س٤
×٢×١

س٤ ି
   

س٨ ٠ه ئ 
س٤ ି

  ذ-=  

 
  : ؟ س٥قتا×}}س٣- س٦جا@{ جا{ ٠ه أوجد  

  : س٥قتا×}}س٣- س٦جا@{ جا{ ٠ه  

١ ٠ه ئ 

س٥ × س٥ جا	
س٥

× ൫ س٣ − س٦ ൯جا	 × ൫ س٣ ష س٦ جا൯جا	
س٣ ష س٦ جا	

× ൫ س٣ − س٦ ൯جا	 × ൫ س٣ ି س٦ جا൯جا	
س٣ ି س٦ جا	

  

١× ) س٣ –س ٦جا(× ) س٣ –س ٦جا( ٠ه ئ 
س٥

   

١ ٠ه ئ 
س٥
× س٣ − ቀ س٦ × س٦ جا	

س٦
ቁ × س٣ − ( س٦ × س٦ جا	

س٦
)   

  ٠= } ٥؛# -} س٦×١{× س ٣ –س ٦×١{ ٠ه ئ 
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  : ٢ه أوجد 
൬٤ି 	س

٢
൰ظا

٤ି س٢
 ؟ 

  : ٢ه 
൬٤ି 	س

٢
൰ظا

٤ି س٢
 ٢ه =  

൬٤ି 	س
٢
൰×

ቆ٤ష 	س
٢

ቇظا

(٤ష 	س
٢

)

٢(س٢ି)
 ٢ه =  

ቀسିذቁ(ذାس)
ቀسିذቁذ

  ذ=  

 

  : ٠ه أوجد 
ቀ൫ س٧ ି| س٢ |൯جاቁظا

س٣ جا	
  ؟ 

  :  

  ٠ه=
ቀ൫ س٧ ି س٢ ൯جاቁظا

س٣ جا	
= ٠ه =  

ቀ൫ س٥ ି൯جاቁظا

س٣ جا	
= ٠ه =  

ቀ൫ س٥ ൯جاቁିظا

س٣ جا	
=٠ه =  

س٥ ൫×جا	 س٥ ظا൯جا	
س٥ جا	

ି

س٣ × س٣ جا	
س٣

  

س٥= ٠ه ئ   ିجا	
س٣

  ٣؛% - =  

  ٠ه- 
ቀ൫ س٧ ି س٢ ି൯جاቁظا

س٣ جا	
 -٠ه =  

ቀ൫ س٩ ି൯جاቁظا

س٣ جا	
 -٠ه =  

ቀ൫ س٩ ൯جاቁିظا

س٣ جا	
 -٠ه =  

س٩ ൫×جا	 س٩ ظا൯جا	
س٩ جا	

ି

س٣ × س٣ جا	
س٣

  

س٩ -٠ه ئ   ିجا	
س٣

  ٣-= ٣؛) -= 
  .غیر موجودة} س{ق٠ه ئ }  س{ق-٠ه لآ } س{ق=٠ه 

  
  : ؟                                  ٠ه أوجد  

  
  : ٠ه                                                  ×                                
  

൫ ٠ه ئ  س٣ )ା١٦൯ିجا	 س٢ (ା١٦جا	
٨× س٤

س٣ ٠ه =   	ିجا	 س٢ جا	
س٣٢

س٣ ٠ه =   جا	
س٣٢
− س٢ جا	

س٣٢
  

س٣ ٠ه ئ 
س٣٢
− س٢

س٣٢
  ٣؛ ٢؛! -= ؛ ٣؛ ٢؛# - ٣؛ ؛٢؛@=  

  
  

  :؟                            ٠ه وجد أ  

  

  : ٠ه =               ×                                      ٠ه ൫٢൯ س١٣
൫ س٦ ١൯ି١ିجا	
س٢٦ ٠ه =  

س٦ جا	
  ؛@٦؛̂=  
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  س         أوجد 	جا
٢

١ାس 	جتا
  ؟ ٣

           :
س 	جا

٢

١ାس 	جتا
س=          ٣ 	جتا

٢
ି١

١ାس 	جتا
٣          =൫س	جتاା١൯(س	١ିجتا)

൬١ାس	سିجتا 	جتا
٢

൰(١ାس	جتا)
(١ିجتا	س)ئ          

൬١ାس	سିجتا 	جتا
٢

൰
  ٣؛@=  

  
  :            س٢أوجد ା١جا	

جا	سାجتا	س
         ؟ 

 :           س٢ ା١جا	
جا	سାجتا	س

س٢ା	جا	س	جتا	س =           	جتا
٢

ାس 	جا
٢

جا	سାجتا	س
	(جا	سାجتا	س) =           

٢

(جا	سାجتا	س)
   

ش؛ ! - ئ } جتاس+ جاس {ئ            ش؛! +  ؛ ٢ش   ٠= ؛ ٢ش

  

  : ٠ه أوجد ( س١٠ (جا	 	ظا
٢

س٣ ିجتا	 س٧ جتا	
  ؟ 

  : ٠ه ( س١٠ (جا	 	ظا
٢

س٣ ିجتا	 س٧ جتا	
 ٠ه =  

س١٠ ൫×جا	 س١٠ ظا൯جا	
س١٠ جا	

× س١٠ ൫×جا	 س١٠ ظا൯جا	
س١٠ جا	

س٢ ×جا	 س٥ ٢ି	جا	
 ٠ه ئ   

س١٠ × س١٠ جا	
س١٠
× س١٠ × س١٠ جا	

س١٠

س٢ × س٢ جا	
س٢
× س٥ × س٥ جا	

س٥
	٢ି

   

	س ٠ه  ئ 
٢

١٠٠

	س
٢

٢٠ି
  = -٥  

  
   ١ି ٠ه أوجد س٢ قا	

س 	ظا
٢

٢
  ؟ 

  : ١ି ٠ه س٢ قا	

س 	ظا
٢

٢
 ٠ه =  

١ି ١
س٢ جتا	

س 	جا
٢

س 	جتا
٢

٢

س ٠ه =   	جتا
٢

س 	جا
٢

٢
× س٢ ష١جتا	

س٢ جتا	
١ ٠ه =  

س 	جا
٢

٢
× س 	جا

٢
٢

١
  =١  

  
   ١ ٠ه أوجدష س٢ جتا	

س٧ షجا	 س١٣ جا	
  ؟ 

  : ١ ٠هష س٢ جتا	
س٧ షجا	 س١٣ جا	

س ٠ه =   	جا
٢

٢ష
س٦ ×جا	 س١٠ 	 جتا٢

షجا	س ٠ه =  
س٦ جا	

  ٠=  ٠×  ٦؛! -=  جاس×  

  
  : ؟                       ٠ه أوجد  

  
  : س| ٠ه =                           ٠ه =                      ٠ه =                         ٠ه	جا|

جا	س
  

  س|=٠ه	جا|
جا	س

جا	س= ٠ه =  
جا	س
  =١  
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  س| -٠ه	جا|
جا	س

جا	س -٠ه =  
جا	س

 -  =-١  
  .غیر موجودة} س{ق٠ه تت } س{ق-٠ه لآ } س{ق=٠ه 

  
  : ٠ه أوجد ൫ س٦ ష١جتاష١൯جتا	

	س
٤

  ؟ 

  : ٠ه ൫ س٦ ష١جتاష١൯جتا	

	س
٤

 ٠ه =  
൬ س٣ 	جا

٢
٢൰١ିجتا

	س
 ٠ه =  ٤

൬ س٣ 	جا
٢
൰ 	جا

٢
٢

	س
٤    

 ٠ه ئ 
( س٣ × س٣ جا	

س٣
× س٣ × س٣ جا	

س٣
) 	جا
٢

٢

	س
٤

   

) ٠ه ئ 	س
٢

٩) 	جا
٢

٢

	س
٤

 ٠ ه= 
	س

٢
٩×

	س
٢

جا	٩

	س
٢

٩
× 	س

٢
٩	

	
×

	س
٢

جا	٩

	س
٢

٩
٢

	س
٤

 =١٦٢  

  
  : س٣ ٠ه أوجد ٩	جا	س٣ష	جا	

	س
٣

  ؟ 

  : س٣ ٠ه ٩	جا	س٣ష	جا	

	س
٣

 ٠ه =  
( س٣ × س٣ جا	

س٣
షس×س	جا

س
٣(٣

	س
٣

) ٠ه =   س٣ ష س٣ )٣

	س
٣

  =٠  

  
           ١ أوجدషس	جا

࣊
٤
షس

٢

  ؟ 

             :١షس	جا
࣊
٤
షس

٢

          = 
࣊
٢

جا	سషجا

࣊
٤
షس

٢

          = 
൮

࣊
٢
షس

٢
൲جا൮

࣊
٢
శس

٢
൲جتا	٢

࣊
٤
షس

٢

  ئ          
ቆ࣊

٢
షس

٢
ቇ×

ቆ࣊
٢
షس

٢
ቇجا

࣊)
٢
షس

٢
)
×ቆ࣊

٢
ቇجتا	٢

࣊)
٢
షس

٢
)

  =٠  

  
  :            سأوجد	سିجتا	جا

ି࣊ س٤
  ؟ 

              :س	سିجتا	جا
ି࣊ س٤

جا	سାجتا	س×  
جا	سାجتا	س

س× :؛ ؛ ٢@ش؛   =            	جتا
٢

سି 	جا
٢

ି࣊ س٤
   

س٢×:؛ ؛ ٢@ش؛   ئ            ିجتا	
ି࣊ س٤

× :؛ ؛ ٢@ش؛  -=            
࣊
٢

ିجتا س٢ جتا	

ି࣊ س٤
   

× :؛ ؛ ٢@ش؛  -          ئ
൬࣊

٤
࣊൬جا൰سି

٤
శس൰جا	٢ି

ି࣊ س٤
   

× /ذ [ ئ            
൬࣊

٤
×൰سି

ቆ࣊
٤
షسቇجا

࣊)
٤
షس)

࣊)
٤
٤(سି

  :؛ ؛ @٤ش؛  =  
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 : س١ି ٠ه  أوجد 	جتا
٢

قا	س١ି
  ؟ 

  : س١ି ٠ه 	جتا
٢

قا	س١ି
س١ି ٠ه =   	جتا

٢

١ି ١
جتا	س

س١ି ٠ه =   	جتا
٢

ష١جتا	س
جتا	س

جتا	س൯جتا	س൯൫١ିجتا	س൫١ା ٠ه =  
(١ିجتا	س)

  

  ذ- = } ١+جتاس{ – ٠ه  =

  
              سأوجد	سିظتا	ظا

جا	سିجتا	س
  ؟ 

  :           س	سିظتا	ظا
جا	سିجتا	س

 =            
جتا	س
جا	س

جا	سି
جتا	س

جا	سିجتا	س
س=              	جتا

٢
سି 	جا

٢

൫س	سିجتا	جا൯س	جتا	س	جا
  

         = ൫س	جتاାس	جا൯(س	سିجتا	جا)
൫س	سିجتا	جا൯س	جتا	س	جا

  ِ؛$٢شش؛     =  

  
  : ١ه أوجد ൫							ି١൯جا

س١ି
  ؟ 

  : ١ه ൫							ି١൯جا
س١ି

 ١ه =  
൫							ି١൯×൫									ష١൯جا

൫									ష١൯

൫	١ି							൯൫						ା١൯
  ٢؛! -=  

  
  :  س١ି         أوجد	جا	٢

س٣ି 	جتا
٢

٤
  ؟ 

  :           س١ି	جا	٢

س٣ି 	جتا
٢

٤
٢	جا	س١ି =            

س)٣ି 	جا
٢
ି٤(١

(٢	جا	س١ି)=             
൫س	جا	٢ା١൯(س	جا	٢ି١)
  ٢؛! -=  

  

  : س ٠ه أوجد 	جا
٢

قا	س١ି
  ؟ 

  : س ٠ه 	جا
٢

قا	س١ି
س ٠ه =   	جا

٢

١ି ١
جتا	س

س ٠ه =   	جا
٢

ష١جتا	س
جتا	س

س)×جتا	س ٠ه =   	جتا
٢

ି١)
(١ିجتا	س)

   

(١ିجتا	س)(ା١جتا	س)جتا	س ٠ه  =
(١ିجتا	س)

  ذ=  

  

   ٠ه أوجد 
൬سା࣊

٢
൰جا× س٢

س٥ ظا	
  ؟ 

  : ٠ه 
൬سା࣊

٢
൰جا× س٢

س٥ ظا	
×جتا	س ٠ه =   س٢

س٥ ظا	
×جتا	س ٠ه =   س٢

س٥ × س٥ ظا	
س٥

  ٥؛@=  
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  : ١ ٠ه أوجدା൫ س١٤ ାૈ൯جتا
١ି൫ૈ	٢ି س٢ ൯جتا
  ؟ 

  : ١ ٠هା൫ س١٤ ାૈ൯جتا
١ି൫ૈ	٢ି س٢ ൯جتا
١ା ٠ه =   س١٤ ିجتا	

١ି س٢ جتا	
س٧ ٠ه =   		جا

٢
٢

س 	جا
٢

٢ି
  =-٤٩  

  

   ٠ه أوجد 
൬ س١٨ ାૈ	٣

٢
൰جتا

൬ س٤ ିૈ	٣
٢
൰جتا

  ؟ 

  : ٠ه 
൬ س١٨ ାૈ	٣

٢
൰جتا

൬ س٤ ିૈ	٣
٢
൰جتا

س١٨ ٠ه =   جا	
س٤ ିجا	

  ٢؛) -= ؛ !؛٤؛* - =  

  
  : س         أوجد	جا

	س
٢
ି ٢	࣊

  ؟ 

           :س	جا

	س
٢
ି ٢	࣊

جا	سିجا	ૈ  =        

	س
٢
ି ٢	࣊

         = 
൬࣊షس

٢
൰جا×൬࣊శس

٢
൰جتا	٢

൫سାૈ൯(ૈିس)
 ئ         

൫سି࣊൯١
٢
×
ቆ࣊షس

٢
ቇجا

سష࣊
٢

	٢ି

൫سାૈ൯(ૈିس)
 = ١

ૈ	٢
  

  
  : س ٢ه أوجد	ૈ	جا

٤ି 	س
  ؟ ٢

  : س ٢ه	ૈ	جا

٤ି 	س
جا	ૈ	سିجا	٢࣊ ٢ه ئ  ٢

٤ି 	س
 ٢ه ئ  ٢

൬࣊	٢షس	ૈ
٢

൰جا൬࣊	٢శس	ૈ
٢

൰جتا	٢

٤ି 	س
 ٢ه ئ ٢

൫س٢ି൯࣊
٢
×
ቆ࣊	٢షس	ૈ

٢
ቇ جا٢

ૈ	س٢ష	࣊
٢

൫٢ାس൯(س٢ି)
  

࣊ =
٤

  
  

  س٢             أوجد ା١جتا	
࣊ିس

٢
  ؟ 

 :           س٢ ା١جتا	
࣊ିس

٢
 ئ          

൬س 	جا
٢

٢ି١൰ା١

جا	س١ି
س ئ             	جا

٢
٢ି٢

جا	س١ି
س)ئ              	جا

٢
ି٢(١

جا	س١ି
  

٢(١ିجا	س)ା١൯جا	س൫ ئ         
جا	س١ି

  = -٤  

  

  : س ٠ه أوجد 	جا
٣

جا	سିظا	س
  ؟ 
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  : س ٠ه 	جا
٣

جا	سିظا	س
س ٠ه  ئ   	جا

٣

جا	س
جتا	س

جا	سି
س ٠ه =    	جا

٣

جتا	س	جا	سషجا	س
جتا	س

س×جتا	س ٠ه =   	جا
٣

൫س١ି	جتا൯س	جا
س	 ٠ه =  	جا

٢

൫س١ି	جتا൯
   

س ٠ه ئ  	جتا
٢

ି١

جتا	س١ି
(١ିجتا	س)ା١൯جتا	س൫ ٠ه =   

جتا	س١ି
  ذ– = 

  

  : ٠ه أوجد 
൬ س٦ ࣊ି

٢
൰ظتا

س١٢
  ؟ 

  : ٠ه 
൬ س٦ ࣊ି

٢
൰ظتا

س١٢
س٦ ٠ه =    ظا	

س١٢
  ٢؛= !؛ ١؛ ٢؛̂=  

 
  : ظا×}س -١{١ه أوجدഏ

٢
  س؟ 

  : ظا×}س -١{١هഏ
٢

ഏ{ظتا× } س -١{ ١ه = س  
٢
 - ಘ

٢
  } س

ഏظتا ×}س -١{ ١ه = 
٢
  }س - ١{ 

ً (....... ص -١= س تت س  -١= ص    )لا یجوز فرض الزاویة إلا إذا كان ناتج تعویضھا صفر: ملاحظة ھامة جدا

  ٠ص تت فإن ،   ١س تت وعندما 

ഏظتا× ص إ            
٢
× ص            ص  ئ   

ഏ	ص
٢
جتا	

ಘ	ص
٢
جا	

صئ              
ഏص

٢
جا	

ഏجتا×  
٢

١= ص  
ಘ
٢

ذ=  
بب
   

  
   ٠ه أوجد ൫ س٨ ظا൯࣊ି

س٤
  ؟ 

  : ٠ه ൫ س٨ ظا൯࣊ି
س٤

س٨ ٠ه =   ିظا	
س٤

  ذ-=  ٤؛* - =  

  
  : ٠ه أوجد ൫ س٤ ظا൯࣊	قا	

س٢ س	ظا	
  ؟ 

  : ٠ه ൫ س٤ ظا൯࣊	قا	
س٢ س	ظا	

൫ ٠ه =   س٤ ظا൯࣊ି࣊	قا	
س٢ س	ظا	

 ٠ه =  
൫ س٤ ൯×൫࣊ି࣊	قا	 س٤ ظا൯࣊ష࣊	قا	

൫ س٤ ൯࣊ష࣊	قا	

س٢ × س٢ ظا	
س٢

س
  

) ٠ه ئ  س٤ ࣊(١ିقا	

	س
٢

٢
࣊=   

٢
 ٠ه × 

١
س٤ جتا	

ି١

	س
٢   

࣊= 
٢

 ٠ه × 
١ష س٤ جتا	

س٤ جتا	

	س
࣊=   ٢

٢
١ି ٠ه ×  س٤ جتا	

س٤ ×جتا	 	س
࣊ئ   ٢

٢
س٢ ٠ه ×  	جا

٢
٢ି

	س
٢  

) ٠ه ×بب - =  س٢ جا	
س
)	

٢  
  بب ٤-= }@ ١؛{@×بب - = 
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   س٢ه أإذا كان ାجا	 أ٢ ିجا	
سିأ

  ذاجتاذموجودة فأثبت أن نھایتھ تساوي   

  :س٢ه أ ାجا	 أ٢ ିجا	
سିأ

ه أ=   
൬ أ٢ ష س٢

٢
൰جا×൬ أ٢ శ س٢

٢
൰جتا	٢

سିأ
٢	جتا൯سାأ൫×جا൯سିأ൫ه أ=   

سିأ
  

جا൯سିأ൫ه أ ئ 
سିأ

  ذاجتاذ×١= } ا+س{جتاذ×  
  ذاجتاذ= 

  

  : أس ٠ه إذا كان	ିجا 	س
٢

٤

س٤ أسିظا	
  ؟}ا{فجد قیمة الثابت ،   ٤؛= ! 

  : أس ٠ه	ିجا 	س
٢

٤

س٤ أسିظا	
 ٠ه ئ   ٤؛= ! 

جا	أس×أس
أس
ି 	س

٢
٤

س٤ × س٤ ظا	
س٤
أسି

ିأس ٠ه ئ   ٤؛= !  	س
٢

٤

س٤ أسି
  ٤؛= ! 

ିأ൫ ٠ه ئ  س٤ ൯س
൫أ٤ି൯س

   ٤- ا= ا ٤-ئ   ٤؛= ! 

   ٤-= ا ٥-ئ
  ٥؛$= ا  ئ

  
  : ؟س قتا×س٣ظتا×@س ٠ه أوجد  

  : س٣×@س ٠ه =  سقتا×س٣ظتا×@س ٠ه جتا	
س٣ جا	

  ×١
جا	س
س×س٣جتا ٠ه =  

س٣ جا	
س×  

جا	س
  ٣؛= ! ١×  ٣؛!× ١ئ   

  

  : ٠ه أوجد=										 	جا
٢

س
  ؟ 

  : ٠ه=										 	جا
٢

س
								   =   جا										×  جا										= ٠ه =   × س٣=  								

س
  =٣  

 

  : س ١ه أوجد	ૈ 	جا
٢

١ା س٢ ି 	س
  ؟ ٢

  : س ١ه	ૈ 	جا
٢

١ା س٢ ି 	س
ૈ	س ١ه =  ٢ 	جا

٢

٢	(س١ି)
جا	ૈ	س) ١ه =   

س١ି
)	

جا൯ૈିૈ	س൫) ١ه =  ٢
س١ି

)	
٢   

) ١ه ئ 
൫١ିس൯࣊×൫س	ૈషૈ൯جا

షૈૈ	س

س١ି
)	

  @بب=  ٢

  
   ٠ه أوجد- 																					

س
ش؛؛ ! -...... ؟   ٢ش
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 : ؟                                       ٠ه أوجد  

  

  : س٥×/ذ [  ٠ه ئ                                ٠ه =                                             ٠ه |جا	س|ିجا	
س

   

  س٥×/ذ [ = ٠ه جا	سିجا	
س

س٥{ ×/ذ [  =    جا	
س

− جا	س
س

  /ذ [  ٤-= } ٥-١{/ذ =  [ }  

  س٥×/ذ [  -٠ه ିجا	سିجا	
س

س٥{ ×/ذ [   -=    جا	
س

+ جا	س
س

  /ذ [  ٦-= } ٥+١{/ذ [   -= }  
  .غیر موجودة} س{ق٠ه تت } س{ق-٠ه لآ } س{ق=٠ه 
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  : إذا تحققت الشروط الآتیة }ا{متصلاً عند النقطة } س{قیكون الاقتران:  

 ).ج= } ا{ق(الصورة موجودة  .١

 ).ب= } س{قه أ(النھایة موجودة  .٢

 ).ج= تت ب } ا{ق= } س{قه أ(النھایة تساوي الصورة .٣

  

 :  

 .النسبیة غیر معرفة دائماً عند جذور المقامالاقترانات  )١
 .في الاقتران المتشعب} ا{ عند نقطة مثل(=) عدم وجود إشارة المساواة )٢

ً  القیم التي تجعل ما تحت الجذر قیمة ،في الجذور الزوجیة  )٣  سالبة یكون الاقتران غیر معرفا
 .عندھا

  

 :  

ً متصلة دو معرفة( كثیرات الحدود  )١  ).ائما
 .الاقترانات الدائریة )٢
٣(  ً  .اقتران القیمة المطلفة إلا إذا كان ما داخلھ غیر معرفا
٤(  ً  .الجذور الفردیة إلا إذا كان ما داخلھا غیر معرفا

  

  
                                         ؟ذ= س عندما  }س{ق ابحث في اتصال، إذا كان  

  
  : الاتصالنبحث شروط:  

  ١١= } ذ{ق~ ١
  ١٤= } س٥+@س{٢ه = } س{ق٢ه ~ ٢
  }ذ{لآ ق} س{ق٢ه ~ ٣

  ذ= س غیر متصل عندما } س{إ ق
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  : ؟ذ=س عند } س{ق فابحث في اتصال،                                          إذا كان  

  
  :  

بب= } ذ{ق~ ١
٤

  

ظا	ૈ	س{٢ه = } س{ق٢ه ~ ٢

٤ష 	س
٢

షظاషૈ٢൯ૈ	س൫{٢ه = } 
൫٢శس൯(٢షس)

{٢ه =  }
൫٢ିس൯࣊×൫س	ૈషૈ٢൯ظاష

൫س	ૈషૈ٢൯

൫٢ାس൯(س٢ି)
ببئ  }

٤
  

  }س{ق٢ه = } ذ{ق~ ٣

  ذ= س متصل عندما } س{إ ق

  
  

  : ٣= س  متصلاً عند} س{قوكان ،                                                  إذا كان  ،  

  ؟ ب، ا فجد قیمة كل من الثابتین 

  : النھایة موجودة وتساوي الصورةتت  ٣= س  متصلاً عند} س{قبما أن.  

  إذن البسط یساوي صفر، وبما أن النھایة موجودة والمقام یساوي صفر ،   }س{ق٣ه = } ٣{إ ق

  ذ٤ = اتت  ٠= ا -١٥+٩تت  ٠= } ا-س٥+@س{٣ه 

٣٢٤ିه = ب ٤+٤٨ئ }  س{ق٣ه = } ٣{قلكن  س٥ ା 	س
٢

س٣ି
(س٣ି)൯س൫٨ା ٣ه = ب ٤+٤٨ئ   

(س٣ି)
  

  ؛#٤؛& - = بتت  ١١= ب ٤+٤٨ئ  

  

  

  :                                            ؟ذ= س عندما  }س{قفابحث في اتصال ، إذا كان  

 :  
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  ٩= } ذ{ق~ ١

  ٦= } س{ق٢ه إ ،   ٦= } ذ-#س{-٢ه ،      ٦= } س- @ذس{=٢ه ~ ٢

  }ذ{لآ ق} س{ق٢ه ~ ٣

  ذ= س غیر متصل عندما } س{إ ق

  

  :     بب= س عند } س{ق ابحث في اتصال،                                إذا كان
٤

  ؟ 

  :  

بب{ق~ ١
٤

ش@؛   =  }    ٢؛ش

ش@؛    = } سجاذ{~           ٢   تت همس} ذسظا{،               ٢؛ش

بب{ق~ ٣
٤

بب= س غیر متصل عندما } س{تت ق}  س{ق           لآ } 
٤

  

  

   ؟ذ- ، ذ = س  عند} س{قفابحث في اتصال ،                                                  لیكن  

 :  

   

  

  ذ -= س عندما:  

  ٦-= } ذ-{ق~ ١

٤ష-٢. ه،  ٦-= } س٥+@س{=٢. ه~ ٢ 	س
٢

٢షس
  .غیر موجودة} س{ق٢. ه،   ٨=  ٨+٠=  ٨+ 

  ذ-=  سغیر متصل عندما } س{تت ق}  ذ-{لآ ق }س{ق٢. ه~ ٣

  ذ= س عندما:  
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  ١٤=} ذ{ق~ ١

٤ష=٢ه ،  ١٤=} س٥+@س{-٢ه ~ ٢ 	س
٢

٢షس
(س٢ష)൯س൫٢శ= ٢ه =  ٨+ 

(٢షس)
  ١ذ= ٨+ 

  .موجودة غیر} س{ق٢ هإ 

  ذ= س غیر متصل عندما } س{تت ق}  ذ{لآ ق }س{ق٢ ه~ ٣

  

س٦ ష 	س
٢

س
  ٠س آ ، ا        +  

 : ٠ = س ،  ذب          + ا ٣=     } س{قلیكن   

س٨   ష١جتا	
س٢ س	جا	

  ٠س ى ، ذا    +  
  ؟ب ، ا فجد قیمة كل من ، ٠=س متصلاً عندما } س{قوكان 

  : س{ق-٠ه = } س{ق=٠ه ئ   ٠=س متصلاً عندما } س{قبما أن{  

س٨{=٠ه ئ  ష١جتا	
س٢ س	جا	

س٦{-٠ه = } ذا+   ష 	س
٢

س
  }ا+  

س٤{=٠ه ئ  	جا
٢

٢

س٢ × س٢ جا	
س٢

س
س൯س൫٦ష{-٠ه =  }ذا+ 

س
  }ا+ 

{=٠ه ئ 
س٤ × س٤ جا	

س٤
× س٤ × س٤ جا	

س٤

س×س
  ٦-ا=  }ذا+ 

  ذذ- = ائ    ٦-ا= ذا+١٦ئ 

س٠٦ه = } س{ق٠ه إ  ష 	س
٢

س
س൯س൫٦ష{٠ه = ذذ -  

س
  ذ٨-=  }ذذ- 

   ٠=س متصلاً عندما } س{قولأن 
  ١٩ = بئ   ٣٨= ذب  ئ  ذب +٦٦- = ذ ٨-ئ }  ٠{ق= } س{ق٠ه ئ 

  
  : ھي مضاعفات ) نقاط عدم الاتصال(فإن نقاط الانفصال ، ب ي صص ، بٍ   +أاس=}س{قإذا كان

  .مقلوب معامل س
  

  : على ح؟ذٍ   + ؛ ٤س؛أ =}س{قاكتب نقاط عدم الاتصال للاقتران  

  :جمیع مضاعفات مقلوب معامل س ھي نقاط انفصال  

  } ...،  ١ذ، _ ٨، _ ٤، _٠ {= س : نقاط عدم الاتصال ھيإ ، ذ ي صص = ب 
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  : إذا كان} ب،ا{متصلاً على الفترة } س{قیكون الاقتران:  

  }س{ق=ه أ = } ا{ق~ ١
  }س{ق-ه   بب= } ب{ق~ ٢

  :كما نبحث الاتصال للاقتران دائماً على النحو الآتي
  .اتصال الاقتران بین القواعد~ ١

  .اتصال الاقتران عند أطراف الفترة~ ٢

  .اتصال الاقتران عند نقاط التشعب~ ٣

  
 :  

 .كثیر حدود فإنھ متصلاً على ح }س{قإذا كان  )١

 :فإن ا=ساقترانین متصلین عند النقطة  }س{ه} ، س{قإذا كان  )٢

 .ااقتراناً متصلاً عند  تت} س{ه _ }س{ق  . أ

 .ااقتراناً متصلاً عند  تت} س{ه × }س{ق  . ب

 .ااقراناً متصلاً عند  تت} س{ه ÷ }س{ق  . ت

 .امتصلاً عند / }س/{ق[ صفر فإن  جمس} س{قحیث  امتصلاً عند النقظة  }س{قإذا كان  )٣

  
  ١= س     ،          ٧                                          

  ٣آ آس ١  ،   ١+@ذس                                       
  : على مجالھ؟ }س{قفابحث في اتصال ،   ٥حمس س آ  ٣، س   +@س    =}س{قإذا كان  

  ٥= س ،            ٣                                          

  : ٥،  ١ [س ي ھو كل قیم } س{قمجال [  

  :  

 )كثیر حدود متصل} س{ق) : ٣،  ١. 

 ]كثیر حدود متصل} س{ق): ٥،  ٣. 

 
 :  

  ٣= س عندما: 

  ١ذ=٣+٩=  ٣+@٣= } ٣{ق~ ١
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  ١٩= } ١+@ذس{-٣ه ،      ١ذ= } س+@س{=٣ه ~ ٢
  :٣= س غیر متصل عند } س{ئ ق} س{ق-٣ه لآ } س{ق=٣ه 

  
 :  

  ١= س عندما: 

  ١= س غیر متصل عند تت ق } ١{لآ ق} س{ق=١ه لاحظ أن ،  ٧= } ١{ق، ٣= } ١+@ذس{=١ه 

  ٥= س عندما: 

  ٥=سغیر متصل عند تت ق } ٥{لآ ق} س{ق-٥ه لاحظ أن ، ٣= } ٥{ق،  ٣٠= } س+@س{-٥ه 
  

  ذ= س ،             ١٥                                         
  ٣ذآس حمس،  ١+س٥+@س                                         

   ٩   = } س{قإذا كانష 	س
٢

٣షس
  على مجالھ؟ }س{قفابحث في اتصال ،  ٥آس آ٣،   ١٩+ 

  ٥= س ،   س     +@س                                         

 :  

 :  

 }كثیر حدود متصل،  ١+س٥+@س= } س{ق:  ]٣،ذ 

 }٩= } س{ق: } ٣،٥ష 	س
٢

٣షس
 } }٣،٥{يي ٣=تت س ٠=٣-س{متصل إلا عند جذور المقام ،  ١٩+ 

  }٣،٥{ متصل على الفترة} س{إ ق
  
 :  

  متصل عندتت ق  ١٥= } س{ق=٢ه = } ذ{ق،١٥= } ذ{ق،١٥= } ١+س٥+@س{=٢ه : ذ= س 

 ذ= س 

 ٩{-٥ه : ٥= سష 	س
٢

٣షس
 ٣٠=  ٥+@٥= } ٥{ق، ذ  ٧=  ١٩+ ؛ !؛٢؛̂= } ١٩+ 

  ذ= س غیر متصل عند تت ق } ٥{لآ ق} س{ق-٥ه 
  
 :  

  ٣= س: 

  ذ٥=  ١+٣×٥+@٣= } ٣{ق~ ١
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٩ష{=٣ه ~ ٢ 	س
٢

٣షس
(س٣ష)൯س൫٣శ{=٣ه = } ١٩+ 

(٣షس)
  ذ٥= } ١+س٥+@س{-٣ه ،   ذ  ٥=  ١٩+} 

  ذ٥= } س{ق٣ه تت } س{ق-٣ه = } س{ق=٣ه 
  ذ٥= } ٣{ق= } س{ق٣ه ~ ٣

  ٣= س متصل عند إ ق 
  

ب+ @ س                                        
  آ س حمس ذ ٠،       س

 : ٣ذ آ س آ ،     ٣+  ]س[=    } س{قإذا كان  
  ٣= س ،          ٧                                           

  :فأجب عن الأسئلة الآتیة ذ= س متصلاً عند  قوكان 

 .جد قیمة الثابت ب .١
 .]٣،  ٠(على الفترة  }س{قابحث في اتصال  .٢

  :نعید التعریف:  

ب+ @ س              
  آ س حمس ذ ٠،       س

  ٣ذ آ س آ ،           ٥=       } س{ق 
  ٣= س ،          ٧                  

  :فإن ذ = س متصلاً عند  قبما أن 

ب{-٢ه = } ٥{=٢ه ئ } س{ق-٢ه = } س{ق=٢ه 
س
  ١٨ = بئ  ٩=  ٢ب؛ئ  ٤ – ٢ب؛=  ٥ئ} @س+  	

  
 : 

 }ذ،٠{متصل على الفترة إ ق ،  ]ذ،٠{يي ٠= س متصل إلا عند @ ،  س+  سس؛!؛= *} س{ق : ]ذ،٠[ 

 }٣،ذ{متصل على الفترة كثیر حدود ،   ٥= } س{ق: }٣،ذ{ 

  
 :  

  ذ= س : 

  ١٣=  ٤+  ٩=  ٤+ ؛ !٢؛= *} ذ{ق~ ١
  ١٣=  ٤+  ٩=  }@س+  سس؛!؛* {-٢ه ،   ٥= } ٥{=٢ه ~ ٢

  ذ= س غیر متصل عند } س{تت قغیر موجودة } س{ق٢ه تت } س{ق-٢ه لآ } س{ق=٢ه 
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 :  

  ٠= س غیر متصل عند  إ ق، ؛ تت همس  !٠؛= *} @س+  سس؛!؛* {-=٠ه : ٠= س 

  ٧= } ٣{ق،   ٥= } ٥{- ٣ه : ٣= س 

 ٣=س غیر متصل عند تت ق } ٣{لآ ق} س{ق-٣ه 

 
  ٠ذ حمس س آ -، /   س [#+ ‘ س‘                                              

  : ٣= س      ،                ٦   = } س{قإذا كان  
                                         ٤

١శس
  ٣حمس س آ  ٠ ،            

  ]٣،ذ- [على الفترة } س{قفابحث في اتصال  
  :٠= ئ س  ٠= ‘ س‘: نعید التعریف    

  ٠ذ حمس س آ -، /   س [#+ س  -
  ٣= س  ،              ٦=            } س{إ ق

                                    ٤
١శس

  ٣حمس س آ  ٠ ،         

  
 :  

 ] -متصل على ھذه الفترة ، /  س[#+ س  -= } س{ق:  }٠،ذ. 

 ]٤= } س{ق: }٠،٣
١శس

 }٠،٣[متصل على تت ق } ٠،٣[يي ١-=سوھو متصل إلا عندما ،   

  
 :  

  ٠= س: 

  ٤=  ١؛$= } ٠{ق~ ١
٤ {=٠ه ~ ذ

١శس
  ٠= } ٠+٠ - {-٠ه = } /س [#+ س  -{-٠ه ،    ٤=  }

  ٠= س غیر متصل عند } س{تت قغیر موجودة } س{ق٠ه تت } س{ق-٠ه لآ } س{ق=٠ه 
  
 :  

 ذ-=س :  

  /ذ-[#+ذ= } ذ-{ق،        /ذ-[#+ذ= } /س [#+ س  -{- =٢. ه
  ذ-= س  متصل عندتت ق } ذ-{ق= } س{ق=٢. ه 
  ٣= س :  

٤ {-٣ه 
١శس

  ٣= س  غیر متصل عندتت ق } ٣{لآ ق} س{ق-٣ه ،    ٦= } ٣{ق،    ١=  ٤؛$=  }
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  : ؟ }ب{فجد قیمة ، ب ٤=}س{ق=٤ه وكان ،  ٦=}٤{ق٣وكان ،  ٤= س متصلاً عندما  }س{قإذا كان  

  :ذ= ب ٤ئ }  ٤{ق= } س{ق=٤ه  :فإن ٤= س متصل عند  قولأن ، ذ =  ٣؛̂= } ٤{تت ق ٦=}٤{ق٣  
  ٢؛= ! ٤؛@= ئ ب 

  
  ٠حمس س آ  ١-، /  س/-+ [ @س                                         

  : س{قإذا كان { =  
  ١حمس س حمس  ٠، ذ  -س٥+]س                                        [

  ؟ ]١،١- [على الفترة  قفابحث في اتصال 

 : نعید التعریف للاقتران:  

  ٠حمس س آ  ١- ، /        س/-+ [ @س             

  ١حمس س آ  ٠، ذ           -س٥       =}س{ق
  ١= س ،            ١-س٥                

  
 :  

 ] -٠تت س ى  ٠س آ  –وھو غیر متصل عندما ، /  س/-+ [ @س= } س{ق: }١،٠ 

  }٠،  ١-[متصل على الفترة تت ق } ٠،  ١- [خخ } همس،٠{ئ س ي
 ]١،  ٠[متصل على الفترة كثیر حدود ، ذ -س٥=} س{ق:  }٠،١{ 

  
 :  

 ١- = س: 

  ١-=س متصل عند  إ ق ، ذ  = } ١-{ق، ذ  =  ١+١=} / س/-+ [ @س{ =١.  ه

  
 ١=س: 

  ١=س متصل عند غیر  إ ق،   ٤= } ١{ق،   ٣=ذ-٥= } ١-س٥{-١ه 
  
 :  

  ٠= س : 

  ذ-= ذ - ٠= } ٠{ق~ ١
  ٠= } / س/-+ [ @س {-٠ه ، ذ   -= } ذ- س٥{=٠ه ~ ذ
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  ٠= س  غیر متصل عندئ ق  غیر موجودة } س{ق٠ه تت } س{ق-٠ه لآ } س{ق=٠ه 

  
  ١س آ ،      #  س                                              

   على مجالھ؟ قفابحث في اتصال ،                                     = } س{قإذا كان  

  ١ س جمس،  ١-ذس وس                                         

 :  

 :  

 }- كثیر حدود متصل# ، س= } س{ق: }١، همس. 

 ]٠س جمسیكون متصلاً إذا كان وس تت  ١-ذس وس = } س{ق: }همس،  ١  

  .ھذه الفترة متصل علىإ ق } ، همس،  ٠[ خ} همس،  ١[والفترة } ، همس،  ٠[ئ س ي

  
 :  

  ١= س: 

  ١=  ١-ذ=  ١-١×١×ذ= } ١{ق~ ١
  ١=} س{ق-١ه = } س{ق=١ ه،   ١= #} س{-١ه ،    ١= } ١-ذس وس { =١ه ~ ذ

  ١= } س{ق١ه ئ 
  ١= س متصل عند إ ق ،        ١= } ١{ق=  }س{ق١ه ~ ٣

  
 لاحظ عدم وجود أطراف فترة.  

  

   س{قإذا كان { =
ାذ س٣ ା س

	

ذ

١ାس	ିج س
	

  متصلاً دائماً على ق التي تجعل الاقتران} ج{ فجد قیمة الثابت،  ذ

  مجموعة الأعداد الحقیقیة؟
  
  : سیكون متصلاً دائماً فقط في حال ومنھ، الاقتران النسبي یكون غیر متصل دائماً عند جذور المقام  

  ٠آ الممیز  یكون نویكون ھذا في حالة أ، ) س لھ جذورلی(المقام لا یحلل 
   ٠آ} ذ+ج}{ذ-ج{ئ  ٠آ  ٤ -@ ئ ج  ٠آ  ١×١×٤-@ئ ج ٠اج آ٤-@ب

  ذ آ ج آ ذ–ذ تت –ج ى ، آ ذ  ئ ج  
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  : سିذ= } س{قإذا كان
  غیر متصل؟ق  التي تجعل سفجد قیم ،  |س|ିذ

  :دائماً الاقتران النسبي یكون غیر متصل عند جذور المقام أي أن:  

  ذ-، ذ = ذ تت س = ‘ س‘تت  ٠= ذ - ‘س‘

  
  : متصلاً عند كل نقطة تنتمي، / ‘/س‘/-٣=  [} س{قأوجد مجموعة الأعداد التي یكون عندھا الاقتران  

  إلیھا؟ 
  : ٠جمس / }س/{ق[ الجذور الزوجیة تكون متصلة عندما یكون  

  ٣حمس س حمس  ٣-ئ   ٣-س جمي ،  ٣تت س حمس  ٣حمس ‘ س‘ئ   ٠جمس ‘ س‘ -٣ئ   ٠جمس / ‘/س‘/-٣[إ   

  
  ٦حمس س آ  ١، ‘   ١ذ-ذس‘                                        
   س{قإذا كان {=  

  ١٠حمس س آ  ٦،   ]٧+س ٢؛! [                                       

  
  فابحث في اتصال الاقتران على مجالھ؟

  
  : الاقترانیننعید التعریف لكل من:  

فإن مقلوب  ]٧+س ٢؛! [وفي الاقتران ،  ذس -١ذ= ‘ ١ذ-ذس‘فإن الاقتران ) ٦،  ١[على الفترة 

  ذ= س معامل 
  ٦حمس س آ  ١، ذس -١ذ                

  ٨حمس س آ  ٦،      ١٠=      }س{إ ق
  ١١حمس س آ ٨ ،   ١١                   

  
 :  

 ]كثیر حدود متصل، ذس - ١ذ= } س{ق): ١،٦. 

 ]كثیر حدود متصل،  ١٠=} س{ق): ٦،٨. 

 ]كثیر حدود متصل،  ١١=} س{ق): ٨،١٠. 

  
 :  

 ٦=س: 
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  ١٠= } ٦{ق~ ١
  ٠= } ذس-١ذ{-٦ه ،     ١٠= } ١٠{=٦ه ~ ذ

  .غیر متصلتت ق غیر موجودة } س{ق٦ه ئ } س{ق-٦ه لآ } س{ق=٦ه 

  
  ٨= س:  

  ١١= } ٨{ق~ ١
  ١١= } ١١{=٨ه ،     ١٠= } ١٠{-٨ه ~ ذ

  .غیر متصلتت ق غیر موجودة } س{ق٨ه ئ } س{ق-٨ه لآ } س{ق=٨ه 

  
 :  

 ١=س:  

  ١=س متصل عند  تت ق} س{ق=١ه = } ١{ق،    ١٠= } ذس-١ذ{=١ه ،   ١٠= } ١{ق
 

  
  ١س حمس ،    ب +اس                                      

  : آ س آ ذ ١،   س    ٣  =   }س{قلیكن  
  س جمس ذ، ا  -@ب س                                      

  ؟ب ،اجد قیمة كل من ،  حمتصلاً على  قوكان 

  : متصل إذن  قبما أن :  

  ~١ .................ب +ا=  ٣تت  } ب+اس{=١ه = } س٣{=١ه تت } س{ق-١ه = } س{ق=١ه 
  ~ذ .....٦=ا –ب ٤تت } س٣{-٢ه = } ا-@ب س{=٢ه  تت} س{ق-٢ه = } س{ق=٢ه : وكذلك 

  ~ذ .....٦=ا –ب ٤
  ~١....  ٣= ا + ب 
   ٥؛) = بتت   ٩= ب ٥

  ٥؛̂ = اتت   ٥؛+ )ا =  ٣ئ ~ ١ومن المعادلة 

  
١శذسష 	س

ذ

١షس
  ٣حمس س آ  ٠،    

  : ١   = } س{قإذا كانష 	س
٣

٤ష 	س
ذ

  على مجالھ؟ ق فابحث في اتصال،     ٦حمس س حمس  ٣،         
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  :  

 :  

 ]١= } س{ق: } ٠،٣శذسష 	س
ذ

١షس
تشكل نقطة عدم  ١= س إذن النقطة ،   }٠،٣[ي ١=تت س  ٠=  ١ –س ،  

 }٠،٣[ومنھ فإن الاقتران غیر متصل على الفترةاتصال 

 ]١= } س{ق:]٣،٦ష 	س
٣

٤ష 	س
ذ

 ]٣،٦[ومنھ فإن الاقتران متصل على الفترة ،  ]٣،٦[ذ يي _= تت س  ٠=٤-@س،  

  
 :  

 ٠= س: 

{=٠ه 
١ାିذس س

	

ذ

  ٠=سمتصل عند تت ق }  س{ق=٠ه = } ٠{ق،   ١-= } ٠{ق،    ١-= } س١ି

 ٦= س: 

{-٦ه 
١ି س

	

٣

٤ି س
	

ذ١٥=  }ذ
١ذ

ذ١٥= } ٦{ق،    
١ذ

  ٦=سمتصل عند تت ق }  س{ق-٦ه = } ٦{ق،   

  
 :  

 ٣=س: 

  ؛@٥؛̂= } ٣{ق~ ١

{-٣ه ~ ذ
١ାିذس س

	

ذ

{=٣ه ، ذ   =  ٢؛$= } س١ି
١ି س

	

٣

٤ି س
	

  ؛@٥؛̂= } ذ

  ٣= سغیر متصل عند تت ق   غیر موجودة} س{ق٣ه تت }  س{ق-٣ه لآ  } س{ق=٣ه 

  
س{ظتا                                         

ذ
ببحمس س آ  ٠}  ، 

٣
  

  : س{قإذا كان { =  

بب،  س   ظا                                         
٣

٣	ببحمس س حمس  
٤

  
  على مجالھ؟ قفابحث في اتصال 

  :  

 :  
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 ]،٠	بب
٣

س{ظتا= } س{ق): 
ذ

 { =
س
٢

جتا

س
٢

جا
سجا ،  

ذ
ستت   ٠= 

ذ
 ...، ذبب ، بب ،  ٠=  

بب	،٠[ي  صفرلكن 
٣

بب	،٠[ غیر متصل على الفترةتت ق   )
٣

(  

 ] بب
٣

  ،
٣	بب
٤

جا	س= س  ظا= } س{ق:  ] 
جتا	س
بب= تت س   ٠= س جتا،   

ذ
٣	بب،   

ذ
  ،... 

ببلكن 
ذ

بب [ي  
٣

  ،
٣	بب
٤

بب [ غیر متصل على الفترةتت ق  ] 
٣

  ،
٣	بب
٤

 [  

  
 :  

  ٠= س: 

س{ظتا =٠ه 
ذ

  ٠= غیر متصل عند س تت همس  ئ ق  }

  بب= س	٣
٤

: 

٣	بب{ق،   ١-= } س ظا -{            = } س ظا(            
٤

 { =-١  

= متصل عند س إ ق 
٣	بب
٤

  

  
 :  

  بب= س
٣

  : 

بب{ق~ ١
٣

 { ] =٣ /  

س{ظتا ،              {/   ٣= [ } س ظا {            ~ ذ
ذ

 {{  ] =٣ /  

بب{ق= } س{ق              ~ ٣
٣

{  

بب =متصل عند س ق إ 
٣

   

  
  : ١س حمس @  ، س - ٥                               إذا كان  

  = } س{ه،   س   ٦+@س= } س{ق       
  ١س ى ، ذ   +ذس                                                         

  ؟ ١= متصلاً عندما س  س}ه× ق {بین أن 

 :  
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 اختبار النظریة( الطریقة الأولى( :  
  ١= وھو كثیر حدود متصل عندما س ،   س٦+@س= } س{ق

  ٤=  ١ – ٥= } ١{ه
  ٤=  ١ – ٥= @} س -٥{-١ه ،    ٤= ذ +ذ= } ذ+ذس{=١ه 
  }١{ه=  ٤= } س{ه١ه تت }  س{ه-١ه = } س{ه=١ه 

   ١=متصل عندما س } س{إ ه
ً  س}ه× ق {وحسب النظریة فإن    .متصلاً أیضا

 
  حاول ذلك( ونبحث الاتصال  }س{ه× } س{قنضرب : الطریقة الثانیة.(  

  
   ؟ ١= س عندما  س}ه× ق { فابحث في اتصال،  ]١+س[= }س{ه}#  ، ذ-س{=}س{قإذا كان  
  :١حیث طول الدرجة فیھ تساوي } س{ه نعید التعریف للاقتران:  

  حمس س آ ذ ١، ذ                 
  =   } س{ه

  ٣ذ حمس س آ ،     ٣             
  :إذن یفشل اختبار النظریة، ذ = س غیر متصل عند } س{هلكن ، ذ  = سكثیر حدود متصل عند } س{ق

  حمس س آ ذ ١}#     ، ذ-س{ذ                           
  = } س{م= } ه× ق { 

  ٣ذ حمس س آ }#    ، ذ-س{٣                            
  ٠=  ٠×٣= } ذ{م ~ ١
  ٠= } س{م ٢ه تت }#}  ذ-س{٣{-٢ ه=  ٠= }#} ذ-س{٣{=٢ه ~ ذ
  }ذ{م = } س{م ٢ه ~ ٣

  ذ= س متصل عند  س}ه× ق {= } س{إ م 
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  : ٢س  {إلى } ١س  {من  }س{إذا تغیرت الكمیة{  ُ   رمزفإن مقدار التغیر بین ھاتین الكمیتین ی

  . ١س   – ٢س  = مم س إلیھ بالرمز 

  :مقدار التغیر نوعان:  

  . ١س   – ٢س  = مم س ): س(مقدار التغیر بین العناصر ~ ١

  ١ص   – ٢ص  = مم ص ) : مقدار التغیر في الاقتران(مقدار التغیر بین صور العناصر ~ ذ

  }١س {ق –} ٢س  {ق= 

  
 : إلى  }ذ٠{رارة من إذا تغیرت درجة الح ً   مقدار التغیر بین درجتي الحرارة لیلاً فإن }١٥ -{ نھارا

  ٣٥ -= ذ ٠ – ١٥- :  یساوي
  

  : فجد، ذ –إلى ذ من س وتغیرت ،  ٣- @ذس= }  س{قإذا كان:  

 .مقدار التغیر السیني .١
 ).الاقترانمقدار التغیر في ( مقدار التغیر الصادي  .٢
  :  

 ٤-= ذ  –ذ -=  ١س  – ٢س  = مم س  )١

 ٠=  ٥ – ٥= } ذ{ق –} ذ-{ق= } ١س  {ق –} ٢س  {ق=  ١ص   – ٢ص  = مم ص  )٢

  
  : إلى ذإذا تغیرت س من  }ا{ فجد قیمة ،١٠٠یساوي  @اس=}س{قإذا كان مقدار التغیر في الاقتران  

  ؟٣
  : ١٠٠= ١ص   – ٢ص  = مم ص  

  ١٠٠=} ١س  {ق –} ٢س  {قئ   
  ١٠٠= } ذ{ق –} ٣{قئ 
  ذ٠= ئ ا   ١٠٠= ا ٥ئ   ١٠٠= ا ٤ –ا ٩ئ 

  
  : جد مقدار التغیر في مساحتھ؟، سم ٤سم إلى ذتغیر طول ضلعھ من ، مربع  

  : س= } س{تت ق@ س= مساحة المربع@  
  @سم١ذ=  ٤ – ١٦= } ذ{ق –} ٤{ق= } ١س  {ق -} ٢س  {ق=  ١ص   – ٢ص  = إ مم ص 
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  : فإن متوسط التغیر ٢ص  إلى  ١ص  من  صوتغیرت  ٢س  إلى  ١س  من  سإذا تغیرت  

ص	ذషص	١= مجس؛ محس؛ص؛سس 
س	ذషس	١

  =ቀ١	سቁق	ష		ቀذ	سቁق
س	ذషس	١

  }٢ص  ،٢س {،}١ص ،١س {الذي یمر بالنقطتین المماسمیل = 

  
  : یساوي} س{قوكان متوسط التغیر للاقتران ، س = مم س =  ١س  وكانت ،  ٧+س٥+@س= } س{قإذا كان  

  فجد قیمة س؟،  ١٧
 :    ذس= س + س =  ١س  + مم س =  ٢تت س    ١س   – ٢س  = مم س  

  ذس=  ٢س  ، س  =  ١إ س  

س؛ص؛سس ص	ذషص	١=  مجس؛ مح
س	ذషس	١

  =ቀ١	سቁق	ష		ቀذ	سቁق
س	ذషس	١

  =ቀ	سቁق	–		ቀ	س	ذቁق
ذ	س	షس	

  =١٧  

٥ି	س٧ିئ  	س
٢

ି٧ାس	١٠ା 	س
٢

٤

  ١٧=  س

ئ 
ቀ٥ାس	٣ቁس

  ٤= ئ س   ١ذ= س ٣ئ   ١٧=  ٥+س٣ئ   ١٧= س

  
  : بب،  ٠[س ي ، ذس جتا= } س{قإذا كان

٤
  فجد متوسط التغیر للاقتران؟،  ] 

  :س؛ص؛سس ص	ذషص	١=  مجس؛ مح
س	ذషس	١

  =ቀ١	سቁق	ష		ቀذ	سቁق
س	ذషس	١

  =
൫٠൯قష൭

بب
٤
൱ق

بب
٤

  =١ష٠
بب
٤

  =- ٤
بب

  

 
  : أوجد متوسط التغیر،  ٦یساوي   ]ذ، ذ - [على الفترة } س{قللاقتران إذا كان متوسط التغیر  

  ؟ ]ذ، ذ -[في الفترة @ س×}س{ق= } س{هللاقتران 

  :  

مم	ق
=  مم	س

ቀିذቁିقቀذቁق
٤

  ذ٤= } ذ-{ق –} ذ{ئ ق  ٦=  

مم	ه
=  مم	س

ቀିذቁିهቀذቁه
٤

  =
ቀିذቁق	٤ିቀذቁق	٤

٤
  ذ٤= } ذ- {ق –} ذ{ق=  

  
  : فجد،  ٢؛!یساوي  ]ب،٠[على الفترة  }س{قوكان متوسط التغیر للاقتران ، / ١/+س/ذ=  [ } س{قإذا كان  

  قیمة الثابت ب ؟

  :
مم	ص
=  مم	س

൫٠൯ିقቀبቁق
  ب= ذ -/ ١/ +/ذب[ئ ذ   ٢؛= !؛ !؛_؛ ؛!:؛:+:؛بب؛:؛ب: ؛@ش؛  =  ب

  ٤+ب ٤+@ب= } ١+ذب {٤ئ }@ ذ+ب {= }@ /١/ +/ذب[ذ { ذ  ئ +ب / = ١/ +/ذب[ذ ئ 
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  ٤= تت ب  ٤،  ٠= ئ ب   ٠= } ٤ –ب {ئ  ب  ٠= ب ٤-@ئ  ب  ٤+ب ٤+@ب=  ٤+ ب ٨ئ 

  
  : ٩یساوي  ]٤، ١- [في الفترة } س{هوكان متوسط التغیر للاقتران @ ، س٦+ } س{ه٣= } س{قإذا كان  

  ؟ ]٤، ١- [على الفترة } س{قفجد متوسط التغیر للاقتران ، 

 :  

 
مم	ه
=  مم	س

൫١ି൯ه	ି൫٤൯ه
٥

  ٤٥= } ١-{ه –} ٤{تت ه  ٩= 

 ق	مم
=  مم	س

൫١ି൯ق	ି൫٤൯ق
٥

  =
ቀ٦ା൫١ି൯ه	٣ቁି	(٩٦ା൫٤൯ه	٣)

٥
  =٩٠ା൫١ି൯ه	٣ି൫٤൯ه	٣

٥
  =(٣٠ା൫١ି൯ه	ି൫٤൯ه	)٣

٥
  

 =(٣٠ା٤٥)٣
٥

  =٤٥  

  
  : فجد،  ]١،٦[س يحیث  ١٣یساوي  قوكان متوسط التغیر للاقتران ،  ٧+م س+#س= } س{قإذا كان  

  ؟ مقیمة 

  :
مم	ص
=  مم	س

൫١൯ିق൫٦൯ق
٥

  =
ቀ٧ାمା١ቁି(٧ାم	٦ା٢١٦)

٥
  ٣٠-=تت م  ٦٥= م ٥+ذ١٥تت  ١٣=  

  
  : وكان متوسط التغیر لھ على،  ١٣ي یساو ]١،٤[في الفترة  }س{قإذا كان متوسط التغیر للاقتران  

  ؟]١،٦[فجد متوسط التغیر لھ في الفترة ،  ١٧یساوي  ]٤،٦[الفترة 
  :  

١،٤[على الفترة متوسط التغیر[  :
مم	ق
=  مم	س

൫١൯ق	ି൫٤൯ق
٣

  ~١ ...... ٣٩= } ١{ق –} ٤{ئ  ق  ١٣=  

 ٤،٦[على الفترة متوسط التغیر[  :
مم	ق
=  مم	س

൫٤൯ق	ି൫٦൯ق
٢

  ~ذ.. .... ٣٤= } ٤{ق –} ٦{ئ ق  ١٧=  

  ٧٣= } ١{ق –} ٦{ئ ق~ ذ+  ~ ١

: ]١،٦[متوسط التغیر على الفترة إ 
مم	ق
=  مم	س

൫١൯ق	ି൫٦൯ق
٥

  ؛&٥؛#=  

  

  : ھو  }س{قأثبت ان متوسط التغیر للاقتران ،  سظا= } س{قإذا كان
س 	قا

٢
ظا	ھـ×

൫ھـ	ظا	س	١ିظا൯ھـ
  تتغیر سعلماً أن  

  ؟)ھـ(بمقدار 

  :
مم	ق
=  مم	س

ቀ١	سቁିقቀذ	سቁق
  ١س  – ٢س  =  ه= ئ مم س لكن س تتغیر بمقدار ھـ  ،  س	ذିس	١

  س+ ه = ٢س ئ س   – ٢س  = ئ ه 
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إ 
ቀ١	سቁିقቀذ	سቁق

=  س	ذିس	١
ቀ	سቁିقቀسାهቁق

ظا൯سାھـ൫ିظا	س=  هାسିس	
ھـ

  =
ିظا	س ظا	سశظا	ھـ

ష١ظا	س	ظا	ھـ

ھـ
  

(ظا	سାظا	ھـ)ିظا	س١൯ିظا	س	ظا	ھـ൫ئ 
൫ھـ	ظا	س	١ିظا൯ھـ

س	ظا	ھـ=   	ظا
٢
ାس	ھـିظا	ظاାس	ظا

൫ھـ	ظا	س	١ିظا൯ھـ
    

ئ  
൬س 	ظا

٢
ା١൰ھـ	ظا

൫ھـ	ظا	س	١ିظا൯ھـ
س=   	قا

٢
ظا	ھـ×

൫ھـ	ظا	س	١ିظا൯ھـ
  

  
   فجد،  ٤؛! -یساوي  ]س،٣- [في الفترة  }س{قان وكان متوسط التغیر للاقتر،  ١-@س= } س{قإذا كان  

  ؟سقیمة 

  :
مم	ق
=  مم	س

൫٣ି൯ିقቀ	سቁق
٣ା	س  =

٨ି١ି س
	

ذ

٣ା	س  =
ቀس٣ିቁ(٣ାس)

(٣ାس)  =- !؛!٤؛= !تت س   ١١= س ٤ئ  ١- =  ١ذ-س٤ئ   ٤؛  

  
   ؟}}١{ق،١}} ، {ذ{ق،ذ{فجد میل القاطع الذي یمر بالنقطتین ،  ٣-ذس=}س{قإذا كان  

  :ص=  میل القاطع	مم
ص	ذିص	١=  مم	س

=  س	ذିس	١
൫٢൯ିق൫١൯ق

٣
  =١ି١ି

٣
  ٣؛@ -=  

  
  ٠س ى ،    ]٠لي٣+س[                                      

  : س{قإذا كان{=  

  ٠س حمس ، ‘     ذ-س‘                                      

فجد 
مم	ص
  ؟ ]٥،ذ- [س ي ،  مم	س

  :
مم	ص
=  مم	س

ቀ١	سቁିقቀذ	سቁق
=  س	ذିس	١

൫٢ି൯ିق൫٥൯ق
٧

  =٤ି٥
٧

  ٧؛= ! 
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  : حیث ٠مم س تت المشتقة الأولى ھي نھایة متوسط التغیر عندما تكون:  

 ٠هه = } س{ق
ቀسቁିقቀه	ାسቁق

          =  ه
ቀسቁିقቀعቁق

ِ  ویعرف،   ع	ି	س   التعریف العام"ھذا القانون بـ

ء،  د  ،  ص  } ، س{ق  :بالرموز الآتیةویرمز إلیھا " للمشتقة
   ء	س

  

 لمشتقة الأولىالتعریف العام ل : ٠هه = } س{ق
ቀسቁିقቀه	ାسቁق

  ه

 التعریف العام للمشتقة الثانیة : ٠هه = } س{ق
ቀسቁିَق ቀه	ାسቁ	َق

   ه

  .....وھكذا
  

 التعریف العام للمشتقة عند نقطة معلومة : ٠هه = } ا{ق
ቀاቁିقቀه	ାاቁق

ه أ=  ه
ቀاቁିقቀ	سቁق

   سିا

 
 : س{قإذا كان { =فجد ،  ١+@ذس ق}باستخدام التعریف العام للمشتقة؟} س  

  : ٠هه = } س{ق
ቀسቁିقቀه	ାسቁق

٠هه =  ه
ቆ١ା س

	

ذ
١ା)	ି	ቇذ 	(سାه)

ذ (ذ

   ه

 ٠هه ئ 
١ି س

	

ذ
١ାିذ ه

	

ذ
٤ା	س	هାذ س

	

ذ
ذ

 ٠هه =  ه
ه
	

ذ
٤	س	هାذ

 ٠هه =  ه
ቀه	ذାس	٤ቁه

  س٤=  ه

  
  : س{قإذا كان { =فجد ،  ٣+@ذس-#س ق}-باستخدام التعریف العام للمشتقة؟} ذ  

  : ٢.  ه= } ذ-{ق
ቀିذቁିقቀ	سቁق

٢.  ه=  سାذ
١٣ି٣ା س

	

ذ
ିذ س

	

٣

٢.  ه=  سାذ
١٦ି س

	

ذ
ିذ س

	

٣

  سାذ

٢.  هئ 
ቆ٨ା س٤ ି س

	

ذ
ቇቀذାسቁ

  ذ٠=  سାذ

  
  : س{ه} ا –س {=}س{قإذا كان{  ، أثبت أن ، مستخدماً التعریف العام للمشتقة ق}ا{ه  =}ا{  

  : أه = } ا{ق
ቀاቁିقቀ	سቁق

ه أ=  سିا
٠ିቀسቁ(سିا)×ه

  }ا{ه=  سିا
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  :المشتقة غیر موجودة عند:  

ً ( أصفار اقتران القیمة المطلقة( الرؤوس المدببة  .١  ).وفي الرسم البیاني،  )بشرط أن یكون الاقتران خطیا
، الزوجي سالباً حت الجذر والقیم التي تجعل ما ت،أصفار المقام في الاقتران النسبي ( نقاط الانفصال  .٢

 ).رغة في الرسم البیانيمفال الدوائر
 .أطراف الفترة المغلقة .٣

  
  : اكتب قیم س التي تجعل المشتقة غیر موجودة،  التاليبناءً على الشكل:  

  : ٥،  ٢،  ١،  ٠،  ١-،  ٢-،  ٤-{= س{  

  
  
  
  
  

  
  : أوجد، باستخدام تعریف المشتقة  ؟ ١-س٧+@س٣= } س{قللاقتران  }س{ق  

  : ٠هه = } س{ق
ቀسቁିقቀه	ାسቁق

٠هه =  ه
ቆ١ି س٧ ା س

	

ذ
ቁ٧ାسାه١ିቀ)	ቇିذ 	(سାه)

ذ ٣)

  ه

 ٠هه ئ 
١ା س٧ ି س

	

ذ
٣ି١ି ه٧ ା س٧ ା ه

	

ذ
٣ାه	س	٦ା س

	

ذ
٣

٠هه =  ه
ቀ٧ା ه٣ ା س٦ ቁه

  ٧+س٦=  ه

  
  : باسخدام التعریف العام للمشتقة؟} س{قفجد المشتقة الأولى للاقتران ، س ٥جتاذ= } س{قإذا كان  

  : ٠هه = } س{ق
ቀسቁିقቀه	ାسቁق

س٥ ٠هه =  ه ٢	جتا	൯٥سାھـ٢ି൫	جتا	
ھـ

  

س٠٥هه ×ئذ ൫ିجتا	 ھـ٥ ା س٥ ൯جتا
ھـ

٠هه ×ذ=  
൬ ھـ٥

٢
൰جا×൬ ھـ٥ శ س٥ శ س٥

٢
൰جا	٢ି

ھـ
  

٠هه ×٤- ئ

ھـ٥
٢
×
ቆ ھـ٥

٢
ቇجا

ھـ٥
٢

×൬ ھـ٥ శ س١٠
٢

൰جا

ھـ
  س٥جا١٠-=  ٥× س ٥جا×ذ-=  

  
  : ିذس =} س{قإذا كان

١ା س
	

  باستخدام التعریف العام للمشتقة؟ }س{ق فجد ،  ذ

  : س{ق {          = 
ቀسቁିقቀعቁق

  =         ع	ି	س

షذس

١శ س
	
ذ
	ି	

షذع

١శ ع
	
ذ

  عିس
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 ئ         
ቆ١ା ع

	

ذ
ቇذسାቆ١ା س

	

ذ
ቇ	ିذع

ቀعିسቁቆ١ା ع
	

ذ
ቇ(١ା س

	

ذ
)

          = 
ቆିع س

	

ذ
سାسିع	 ع

	

ذ
ቇذ

ቀعିسቁቆ١ା ع
	

ذ
ቇ(١ା س

	

ذ
)

   

ئ            
ቀسିعାቀعିسቁس	عቁذ

ቀعିسቁቆ١ା ع
	

ذ
ቇ(١ା س

	

ذ
)

          = 
൫١ାس	ିع൯ቀسିعቁذ

ቀعିسቁቆ١ା ع
	

ذ
ቇ(١ା س

	

ذ
)

 =  
ିذ س

	

ذ
ذ

(١ା س
	

ذ
)	

ذ
  

  
  : باستخدام التعریف العام للمشتقة؟ دأوجد ، ‘ ١٠-س٥‘=}س{قلیكن  

  :ذ= ئ س   ١٠= س ٥ئ  ٠=  ١٠-س٥  
 س جمس ذ،     ١٠-س٥               

  = } س{ق
  س آ ذ، س    ٥- ١٠              

 س جمس ذ ،   ١٠ –س ٥= } س{ق:  

 ٠هه = } س{ق
ቀسቁିقቀه	ାسቁق

٠هه =  ه
ቀ١٠ି س٥ ቁି(١٠ି(هାس)٥)

٠١٠ାهه =  ه س٥ ି١٠ି ه٥ ା س٥
   ه

ه٠٥هه ئ 
  ٥=  ه

 س آ ذ، س  ٥ – ١٠= } س{ق:  

 ٠هه = } س{ق
ቀسቁିقቀه	ାسቁق

٠هه =  ه
ቀ س٥ ି١٠ቁି(ቀهାسቁ٥ି١٠)

س٠٥هه =  ه ା١٠ି ه٥ ି س٥ ି١٠

   ه

ه٠٥هه ئ  ି

  ٥- =  ه

  س ى ذ،                  ٥                   
 ذ= س  ، غیر موجودة   =    } س{إ ق  

  س آ ذ،                 ٥-                  

  
   :تغیر مساحتھ بالنسبة إلى طولھ باستخدام وجد معدل أ، طولھ یساوي ثلاثة أمثال عرضھ  مستطیل

 المبادئ الأولیة؟
  : س٣= س × س ٣= س × ع = لكن مساحة المستطیل ، س  ٣= ع@  

  @س٣= } س{إ ق

            
ቀسቁିقቀعቁق

=             عିس
س
	

ذ
٣ି ع

	

ذ
٣

=             عିس
ቀسାعቁ(عିس)٣

  س٦= } ذس{٣=  عିس
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   ٠هه أثبت أن
ቀسቁିقቀه	اାسቁق

  }س{ق ا؛ بب=  ب	ه

  :ع= ا ه  ئ ه =  ع
  ٠تت  ع ئ    ٠ه تت ،    ا

إ          
ቀسቁିقቀعାسቁق

ع
ا
ب×

ا؛ بب          =  
ቀسቁିقቀعାسቁق

  }س{ق ا؛ بب=   ع
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  : ا= س متصلاً عند النقطة  }س{قفإن  ا= س قابلاً للاشتقاق عند النقطة  }س{قإذا كان.  

  : ا= س غیر قابل للاشتقاق عند النقطة  }س{قفإن  ا= س غیر متصل عند النقطة  }س{قإذا كان. 

 :  

 .كل قابل للاشتقاق فھو متصل )١
 .كل متصل لیس بالضرورة أن یكون قابلاً للاشتقاق )٢
 .كل غیر متصل غیر قابل للاشتقاق )٣

  
  ١س لآ ،   ٣+@س                                     

  س{قإذا كان { =  
  ١= س ،    ٤                                        

  ؟ ا= س عند النقطة  }س{قفابحث في قابلیة اشتقاق الاقتران 
  : ًدائماً نبحث الاتصال أولا:  

  ١= متصلاً عند س } س{ئ  ق   ٤= } ١{ق،    ٤= } ٣+@س{١ه 
  

  ذ= } ١{تت ق   _ }١{ق = ذ =  ١×ذ=  +}١{ق لاحظ أن 
  ١س لآ ، ذس                   

 س{إ ق { =  
  ١= س ، ذ                    

  
  : للاقتران  ذ= س ابحث في قابلیة الاشتقاق عند:  

  س لآ ذ،    ١+س٣-@ذس            
  = } س{ق

  ذ= س ،               ٢؛!                 
 :  

  :نبحث الاتصال
  غیر موجودة} ذ{ذ تت ق = س غیر متصل عند } س{ئ  ق  ٣= } ١+س٣- @ذس{٢ه ،   ٢؛= !} ذ{ق
  

  س لآ ذ،          ٣- س٤                 
 س{إ ق { =  

  ذ=س ، غیر موجودة                   
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  س آ ذ، ‘ ١ذ-س٦‘                                      
  : س{قإذا كان { =  

  س جمس ذ، ذس                                                
  ؟ذ = س عند } س{قفابحث في قابلیة اشتقاق الاقتران 

 : نعید التعریف أولاً ونبحث الاتصال:  
  

  س آ ذ، س  ٦-١ذ= ‘ ١ذ-س٦‘إ، ذ  = تت س  ١ذ= س ٦تت  ٠=  ١ذ-س٦
  س آ ذ، س  ٦-١ذ                 

  = } س{إ ق
  س جمس ذ، ذس                         

  ٤= } ذ{ق~ ١
  م.غ} س{ق٢ه ئ } س{ق-٢ه لآ } س{ق=٢ه ،   ٠= } س٦-١ذ{-٢ه ،      ٤= } ذس{=٢ه ~ ذ

  .غیر موجودة} ذ{ذ تت ق = س غیر متصل عند } س{ئ ق
  س آ ذ،      ٦-                

 ذ= س ،  م . غ =  } س{إ ق  
  س ى ذ، ذ                       

  
  ١س حمس ، س  ٦+@س                                       

  : س{قإذا كان { =  
  ١س ى ، س  +@س٤                                      

  ؟ ١ =س ابحث قابلیة الاشتقاق عند النقطة 
  
 :  

  ٧=  ٦+١= } ١{ق~ ١
  ٧=  ٦+١= } س٦+@س{-١ه ،    ٥=  ١+٤= } س+@س٤{=١ه ~ ذ

  ١= س غیر متصل عند } س{ئ ق م . غ  }س{ق١ه تت }  س{ق-١ه لآ } س{ق=١ه 
  س آ ذ،   ٦+ذس                 

 ذ= س ، م    . غ =   } س{إ ق  
  س ى ذ،   ١+س٨                 

  
  حمس س آ ذ ١،    ]١+س[                                         

   : س{قإذا كان { =  
  ٤ذ حمس س حمس ، ‘    ٣-س‘                                         

  ؟ ]١،٤[فابحث قابلیة الاشتقاق على الفترة 
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  : س{قنعد تعریف الاقتران{ :  
  حمس س آ ذ ١، ذ                        

  ٣ذ حمس س آ ، س     – ٣=   } س{ق
  ٤حمس س حمس  ٣،    ٣ –س               

  
 :  

 كثیر حدود متصلذ               = } س{ق:  }ذ،  ١أ. 
  كثیر حدود متصل         س - ٣= } س{ق:  }٣، أذ. 
  كثیر حدود متصل     ٣ - س = } س{ق:   ٍ  ٤،  ٣أ. 

  
 :  

  ذ= س : 
  ١= } ذ{ق~ ١
  ذ= } ذ{-٢ه ،   ١= } س – ٣{=٢ه ~ ذ
  ذ= س غیر قابل للاشتقاق عند ذ تت ق = س غیر متصل عند  ق
  
  ٣= س: 
  ٠= } ٣{ق~ ١
  ٠= } س{ق-٣ه = } س{ق=٣ه ~ ذ
  } ٣{ق= } س{ق٣ه ~ ٣

  متصل} س{إ ق
  

 :  
  ١= س: 

  .متصلتت ق  ذ= } ١{ق، ذ  = } ذ{=١ه 
  
  ٤= س: 

  .متصلتت ق  ١= } ٤{ق،   ١= } ٣ –س {-٤ه 
  آ س آ ذ ١،  ٠              

 ٣ذ آ س آ ،   ١-  = } س{ق  
  ٤آ س آ  ٣،   ١              

  ٤،  ٣، ذ ،  ١= س ، م  . غ                 
  

 ٣{ق{+  لآ ق}٣{ _  تت ق}م.غ} ٣  
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  : س{قإذا كان { = ح  فإن  ج ي، جق }مشتقة الثابت تساوي صفر( ٠ =} س.(  

  
  : في كل مما یأتي دأوجد:  

  ٥-= ص ~ ١
  ١٠= ص ~ ذ
  ٠= } س{ق~ ٣

  
 :  

  ٠=  د~ ١
  ٠=  د~ ذ
  ٠=  د~ ٣

  
  

  : س{قإذا كان { =فإن ،  ناس ق}ن ي ح، ا ، ! _ ن ا ن س= } س  

  
  : في كل مما یأتي دأوجد:  

  س= ص ~ ١
  ٣ –س ٤= ص ~ ذ
١= ص ~ ٣

س
	

٤ష  +٦ -% _س  

  ١+ س ٤+ @ س٩ -# س٨= ص ~ ٤

ذ -@ _ذس-= ص ~ ٥

س
	

٩+ ٤  

 :  
  ١ = د~ ١
  ٤=  د~ ذ
  ^_س٥ -# س٤ = دئ   ٦ -% _س+ $س= ص ~ ٣
  ٤+ س ١٨ -@ ذس٤=  د~ ٤
  %_س٨+  #_س٤ = دئ    ٩+ $ _ذس -@ _ذس-= ص ~ ٥

  
  : س/{م =  [} س{قإذا كان{ /  فإن ق}الجذر =  ؛شش ممَ؛؛ ؛م ؛٢  = } س	ما	داخل	مشتقة

٢×الجذر	نفسھ
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، نكتبھا على الصورة الأسیة ونجد المشتقة ھذه القاعدة تستخدم فقط مع الجذر التربیعي وأما بقیة الجذور 

س=  :م:س [ن: حیث أن
	

م
   ن

  
 :  في كل مما یأتي دأوجد:  

  /س= [ ص ~ ١
  /١/+س/٣-/@س=  [ص ~ ذ
  ذ -س ١٠+ /&/س= %[ ص ~ ٣
٧+  /#/_س[$_= ص ~ ٤

س
	

٣ష   

  @ٍ   س١١ –أس / س[ $= ص ~ ٥
  
 :  

س؛ِ  ؛!؛ ؛٢   = د~ ١   ؛شش؛ س

ذس٣ି	=  د~ ذ
  ذ																												

س= ص ~ ٣
	

٧
س×٥؛&  = دذ  ئ –س ١٠+ ٥

	

ذ
١٠+  ٥  

س= ص ~ ٤
	

٣ష
٤ష +س= # س٧

	

٣
س×  ٤؛# =  دئ #  س٧+ ٤

	

١ష
  @ذس١+ ٤

س= ص ~ ٥
	

١
س= @} س ١١ –س { ٤

	

٥
س١١ - ٤

	

٩
س×  ٤؛% =  دئ   ٤

	

١
س×  ؛)٤؛) - ٤

	

٥
٤  

  
  :إذا كان:  

 }}س{م{جتا ×} س{م =  د تت }}  س{م{جا =ص  .١
 }}س{م{جا -× } س{م =  د تت }} س{م{جتا =ص  .٢
 }}س{م{@ قا ×} س{م =  د تت   }}س{م{ظا =ص  .٣
   }}س{م{@قتا  - × } س{م =  د تت }}س{م{ظتا =ص  .٤
 }}س{م{ظا }}س{م{قا ×} س{ م=  د تت   }}س{م{قا =ص  .٥
 }}س{م{قتا }}س{م{ظتا -× } س{م =  د تت  }}س{م{قتا =ص  .٦

  
  : في كل مما یأتي دأوجد:  

  س ٣جا =ص ~ ١
  س٧ظتا -س٤+}٣-@س٦{قا٣٥ =ص  ~ذ
  }س١ذ+١٠{قتا+ } /س/ذ[ { جتا – ١= ص ~ ٣
  }س٥جا{ظا٦= ص ~ ٤
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١{ جتا ٨+ س ١١ -@ س٣٣= ص ~ ٥

س
	

  }షذ

 :  
  س٣جتا ٣=  د~ ١
  س٧@قتا  ٧ + ٤ + }٣-@س٦{ظا  }٣-@س٦{قا  ×س ١ذ×  ٣٥=  د~ ذ
ش؛!؛ ؛=    د~ ٣ سِِ  ٢ش   }س١ذ+ ١٠{ ظتا× } س١ذ+١٠{ قتاذ –} /ذس[{ جا؛ِ ؛ِ ؛س
  }س٥جا {@ قاس ٥جتا٣٠=} س٥جا {@ قا× س ٥جتا×  ٥×  ٦=  د~ ٤
  @س جا ×س ١٦ – ١١-س ٦٦=  دئ @  س جتا ٨+ س ١١ -@ س٣٣= ص ~ ٥

  
  : س{م{= ص إذا كان{{ن=  دتت  ن× م}م{× } س}ن }}س _!  

  
  : في كل مما یأتي دأوجد:  

  }$س٦ جا{= ص  ~١
  (!}١١- س٣+#س٩-@س٨{= ص  ~ذ
  @}س -١{& ظتا= ص  ~٣
  س# قا – ٣= ص  ~٤
  %}س٣ جا / +س[ { = ص  ~٥

  
 :  

  }#س٦جا{× س ٦جتا× ٦×٤=  د~ ١
  )}١١-س٣+#س٩-@س٨} {٣+@ذس٧-س١٦{١٠= د~ ذ
  @}س – ١{̂ ظتا× @} س - ١{@ قتا - ×}ذس-{×٧=  د~ ٣
  س@ قا× س  ظاس  قا×  ٣-=  د~ ٤
  }$س٣ جا / +س[ { } س٣جتا ٣+  شش؛ ؛سسِِ؛!؛ ؛ ؛ ؛٢  { ٥=  د~ ٥

  
  : س{ه=  دتت } س{م × } س{ه = ص إذا كان { × م}س{م+ } س { × ه}س{  

  الأول. م× الثاني + الثاني . م× الأول  =                                                                  

  
  : في كل مما یأتي دأوجد:  

  س جاس = ص  ~١
  @س جتا} ٩ -س{= ص  ~ذ
  }س٦ قا ذ – ١{/ س[ #=  ص  ~٣
  }٦ -/ س[ { س ٤= ص  ~٤
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  س٨ قتاس  جا= ص  ~٥
  
  :  

  سجا+ س جتا× س =  د~ ١
  @سجتا+ @ سجاذس - ×}٩-س{=  د~ ذ

س= ص ~ ٣
	

١
س=  دتت } س٦قاذ -١{٣

	

١
س× ٣؛!× } س٦قاذ -١{+ } س٦ظاس ٦قا ٦×ذ-{ ٣

	

٢ష
٣  

س{س٤= ص ~ ٤
	

١
س٤= } ٦-  ذ

	

٣
س×٢؛#× ٤=  دذس تت ٤ – ذ

	

١
  ذ٤ -/ س[  ٦= ذ ٤ – ذ

  سجتا× س ٨قتا+ س ٨ظتاس ٨قتا ٨- × س جا=  د~ ٥

  
  : ص إذا كان =

ቀسቁك
ቀسቁم

=  دتت  
ቀسቁ		َم×ቀسቁିكቀسቁ		َك×ቀسቁم

(ቀسቁم)	
   ذ

المقام×م.	البسطିالبسط×م.	المقام=                                                        
مربع	المقام

   

  
  : في كل مما یأتي دأوجد:  

٢	جا	س= ص ~ ١
١	ିس

  

س٢= ص ~ ذ ି 	س
٣

٣

ିظا	س س٨
  

س= ص ~ ٣
ା١س

  

٣= ص ~ ٤

٦ି س
	

   ذ

 :  

(١ିس)(٢	جتا	س)	٢൯ି	جا	س൫١ି൯൫=  د~ ١
٢	(١ିس)

٢	جتا	س٢ି	س	جتا	س٢ା	جا	س=  
٢	(١ିس)

  

=  د~ ذ
൬س 	قا

٢
ି٨൰൬ س٢ ି 	س

٣
٣൰ି൬٢ି 	س

٢
٩൰(س	ିظا س٨ )

ିظا	س) س٨ )	٢
  

(١ିس)൯ି൫١൯س൫١൯൫=  د~ ٣
٢	(ା١س)

س٢=   ି١
٢	(ା١س)

   

س٢=  د~ ٤ ×٦ି)×٣ି٠ 	س
٢
)

(٦ି 	س
٢

)	٢
س٦=   ି

(٦ି 	س
٢
)	٢

  

  

 ا= ص إذا كان : نتیجة
ቀسቁم
  تت ص =

ቀسቁ	ିا×م

(ቀسቁم)	
ିالثابت×م.	المقام=  ذ

مربع	المقام
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  ٣س جمس ، ‘  ٣-س‘                                  

  : [س]   = } س{قلیكن
  ٣آ س آ  ١،         س
  ١س حمس @       ، س                                   

  على مجالھ؟ قفابحث قابلیة الاشتقاق للاقتران 
  
  :٠،   ١، ذ  :         ١مقلوب معامل س ھو : نعید التعریف  

  ٣س جمس ،   ٣-س                 
  آ س آ ذ ١،    سس ؛=     !} س{إ ق

  ٣ذ حمس س آ ،    سس ؛@                   
  ١س حمس @  ، س                  

  :والآن نبحث الاتصال
  
 :  
 ]كثیر حدود متصل،        ٣ –س = } س{ق: }همس،  ٣. 
 }س ؛! = } س{ق :}ذ،  ١  .متصل} س{إ ق} ،      ذ،  ١{يي ٠= س ،   س
 ] متصل} س{إ ق} ،    ٣، ذ [يي  ٠= س ،    سس ؛@= } س{ق  :}٣، ذ. 
 }-  كثیر حدود متصل@   ،       س= } س{ق :]١، همس. 

  
 :  

  ١ =س: 
  ١= } ١{ق~ ١
  ١=متصل عند س  ئ ق ١=} س{ق١ه تت   ١= } س{ق-١ه = } س{ق=١ه ~ ذ
  
  ذ= س: 
  ١= } ذ{ق~ ١
  .غیر موجودة} ذ{ذ ئ ق = س غیر متصل عند تت ق } س{ق-٢ه لآ } س{ق=٢ه ~ ذ
  
  ٣ =س: 
  ٠= } ٣{ق~ ١
  .غیر موجودة} ٣{تت ق غیر متصل تت ق } س{ق- ٣ه  لآ} س{ق=٣ه ~ ذ
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  ٣س ى ،   ١                  
                  ١ష

	س
ذ

  آ س آ ذ ١،    

 ذ=     } س{إ قష

	س
ذ

  ٣ذ آ س آ ،   

  ١س آ ، ذس                       
  ٣، ذ ،  ١= س ، م  . غ                    

 ١{ق{+  =-١    ، ق}١{_  = ذ  ئ ق}م. غ  }١  

  
  س لآ ا، س  ٣+ @ س                                     

  : س{قإذا كان { =  
  ا= س ،   ٤                                       

  ؟افجد قیمة ،  اقابلاً للاشتقاق عند  قوكان 
  
  : امتصل عند  قإذن  اقابلاً للاشتقاق عند  قبما أن  

  ٤- ،١=تت ا ٠=}٤+ا}{١-ا{ئ ٠=٤-ا٣+@ئ ا ٤=ا٣+@ئ ا} ا{ق= } س٣+ @ س{ه أإ 

  
  : س{قلیكن { = فجد ، ‘  ٣ –ذس ‘ –س ق}-؟ }١  

  :٢؛#= تت س  ٣= تت ذس  ٠=  ٣ –ذس : نعید التعریف  
  ٢؛#س ى ،   ١-                      ٢؛#س ى ، س    – ٣                  

  ٣= } ١-{ئ ق =                         } س{ئ ق                                 = } س{إ ق
  ٢؛#س آ ،   ٣                      ٢؛#س حمس ،   ٣ –س ٣                 

  
  : س{قإذا كان { =‘فجد ، ‘ س‘+‘١-س ق}؟ }س  

  :٠=س،   ١=تت س ٠=١-س: نعید التعریف لكلا الاقترانین  
  ١س جمس ،   ١-ذس                 

  ١آ س آ  ٠،    ١    = } س{إ ق
  ٠س حمس ، ذس   – ١                 

  
  :والآن نبحث الاتصال

  
 :  
 ]كثیر حدود متصل،           ١- ذس= } س{ق :}همس، ١. 
 }كثیر حدود متصل،                  ١= } س{ق :}١،  ٠. 
 }-  كثیر حدود متصل، ذس      -١= } س{ق :]٠، همس. 
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  ٠= س: 
  ١= } ٠{ق~ ١
  ١= } س{ق٠ه ئ }  ذس-١{-٠ه =  ١= } ١{=٠ه ~ ذ
  }٠{ق= } س{ق٠ه ~ ٣

  ٠= متصل عند س } س{إ ق
  
  ١= س: 
  ١= } ١{ق~ ١
  ١= } س{ق١ه ئ }  ١{-١ه  =١= } ١-ذس{=١ه ~ ذ
  }١{ق= } س{ق١ه ~ ٣

  ١= متصل عند س } س{إ ق
  ١س ى ، ذ               

 ١آ س آ  ٠،   ٠  = } س{ق  
  ٠س آ ، ذ  -              

  ١،  ٠= س ،  م . غ               
  ٠{ق{+  =٠    ، ق}٠{_ = -ذ  تت ق}٠{ + لآ ق}٠{_   ئ ق}م. غ  }٠  
  ١{ق{+  =ذ    ، ق}١{_  =٠  تت ق}١{ + لآ ق}١{_   ئ ق}م. غ  }١  

 
  : فجد قیم س التي تجعل المشتقة عندھا غیر موجودة؟، ‘ ذ – س٣‘= } س{قإذا كان  
  : لأن ما داخل القیمة ً   : إذن فإن المشتقة غیر موجودة عند أصفاره،  المطلقة اقتراناً خطیا

  ٣؛@= ئ س ذ=س ٣تت  ٠=  ذ -س ٣
 

  : س{قإذا كان { =فجد @  ،ذس+ ٍ   ٧+س ٣؛!أ  ق}٣ ، { ق}؟} ٨  
  : ٠،    ٣،   ٦،   ٩:    ٣مقلوب معامل س ھو : نعید التعریف  

  ٣آ س آ  ٠، س  ٤                       ٣حمس س آ  ٠@  ، ذس+٧                 
  ٦آ س آ  ٣، س  ٤=    } س{ئ  ق    ٦حمس س آ  ٣@  ، ذس+٨=    } س{إ ق

  ٩آ س آ  ٦، س  ٤                      ٩حمس س آ  ٦@  ، ذس+٩                 
  م. غ } ٣{تت ق  ٣= غیر متصل عند س } س{قلكن لاحظ أن 

 ٣ذ=  ٨×٤= } ٨{ق  

  

  : س{قإذا كان { =
[٣ାس	١

ذ
]

  ؟ }٣{ق فجد ،  |س٥ି|
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  : ذ= طول الدرجة  
٤= } س{إ ق

٥ିس
٤= } س{ئ ق   ٤ذ حمس س آ ،  

	(٥ିس)
  ١=  ٤؛$= } ٣{ئ ق   ٤ذ آ س آ ،  ذ

  
  

  ١س ى ،   ب + #اس                                
  : ١س آ ،   ٤+ @ج س=   } س{قإذا كان  

  ١= س ،   س    ٦                                 
  موجودة؟} ١{ق التي تجعل  ج، ب ، ا فجد قیمة كل من 

  
  : لأن ١ =س متصل عند  قموجودة فإن } ١{ق  

  ٤+ ج = ب + ئ  ا}  ٤+ @ج س{-١ه = } ب+ #اس{=١ه إ 
  ذ = جئ  ٤+ ج =  ٦تت  }  س{ق١ه = } ١{قلكن 
  ~١...................  ٦= ب + إ ا

  ١س ى @  ، اس٣                     
    = } س{ق  ولكن

  ١س آ ،    س ٤                     
  ٣؛$ = ائ   ٤= ا ٣ئ  _}١{ق =  +}١{ق موجودة فإن } ١{ق وبما أن 

  ؛!٣؛$ = بئ  ٦= ب +  ٣؛$: ینتج أن~ ١ومن معادلة 
  

  س حمس ذ، ب س           -@ اس                                
 س{قإذا كان : مثال { =  

  س ى ذ، اس    + # ب س – ٤                                
  ؟ ذ= س قابلاً للاشتقاق عند  }س{قالذان یجعلان  ب، ا فجد قیمة كل من الثابتین 

  
 بما أن : الحل س{ق٢ه = } ذ{ذ ئ ق= س متصل عند  تت قموجودة  }ذ{ق{  

  ذب-ا٤= ذا +ب ٨-٤ئ } ب س -@ اس{ -٢ه = } اس+ # ب س – ٤{=٢ه إ 
  ~١.. ... ٤= ب ٦+ئ ذا ٠= ذا -ب ٦-٤ئ 

  س آ ذ، ب    –ذاس                      
  = } س{ق لكن 

  س ى ذ@  ، ب س٣ –ا                     
  ا٣= ب ١١-ب  ئ  –ا ٤= ب ١ذ–ا ئ _ }ذ{ق =  +}ذ{ق موجودة فإن } ذ{ق وبما أن 

  ~ ذ...... .. ٠= ب ١١+ا٣ئ 
  :وطرح المعادلتین ینتج أن) ذ(بالعدد ~ ذوضرب المعادلة  ) ٣(بالعدد ~ ١وبضرب المعادلة  



 

  
0779 909 516 ٨٢ 

  ~١....  ........ ١ذ= ب ١٨+ ا ٦
  ~ذ..............    ٠= ذذب + ا ٦
  ٣- = بتت  ١ذ= ب ٤-

  ١١ = ائ  ٣٣= ا ٣ئ  ٣- ×  ١١-= ا ٣ئ ~ ذ وبالتعویض في المعادلة 

  
  : س{م{ق= ص إذا كان{{  دفإن  = م}س { × ق}م}س{{ 

  
  : ؟ دفجد } ١+@س٨-#س{ق= ص إذا كان  
  : ١+@س٨-#س{= د َ{ ×ق}س١٦-@س٣{= } ١+@س٨-#س{×ق}١+@س٨-#س{  

 
  : س٣{قلیكن { =فجد ، س٤ -@ س٣  ق}؟ }٦  
  :٣ س٣{ق { =لكن ،    ٤-س٦ ق}٦ { = ق}ذ= س تت س ٣=  ٦تت } س٣  

  ٣؛= *} ٦{ئ ق  ٨= } ٦{ق ٣ئ  ٤- ١ذ= } ٦{ق ٣إ 

  
  : ١-س٣{= @} س{قإذا كان ، @{ فجد ق}٠س آ } ، ٤  
  :ذس× ١-س٣{ذ= @} س{ق { ئ س ق}١ –س ٣= @} س  

  ذ-= س فإن ،  ٠س آ ولأن ، ذ _= تت س  ٤= @ تت س@} س{ق = } ٤{ق لكن 
  ٢؛&= } ٤{ئ ق  ٧-= } ٤{ذق –ئ  ١-٦- =} ٤{ذق –إ 

  
  : ٣{قحیث أن  ١= س عند د فجد }} ، ١+ذس{ق{ق= ص إذا كان{=٥  ، ق}٣{=-ذ  ، ق}؟ ١- =}٥  
  : ذ= د× ١+ذس{ق{× ق}١+ذس{ق {{ ١=س‘دئ = ذق}٣{× ق}ق}٣{{  

  }٥{ق ×ذ-×ذ=                                                                             
                                                                             =-٤=  ١- ×٤  

  
  : س+#س{ق= ص إذا كان{ وكان  ق}-؟ذ-=س‘دفجد ، ذ =} ١٠  
  :١+@س٣{=  د{× ق}س+#س { ١٣=  ذ- =س‘دئ× ق}-ذ٦= ذ × ١٣= } ١٠  

 

  : س{قإذا كان { =
|٣ି س

	

ذ
|

  ؟}١{ق فجد ،  س

  : ً ً سالبا   :نعوض بالنقطھ داخل القیمة المطلقة فیكون الناتج عددا

= } س{إ ق
س
	

ذ
ି٣

= } س{تت ق  س
൫١൯ቆ س

	

ذ
ି٣ቇିቀିذسቁ(س)

س
	

ିذିذ= } ١{ئ ق   ذ
١

  = -٤  
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  : ٤= } س{قلیكن

س
	

  ؟ }١-{ق  فجد،  ٣

  : س{ق { =
س
	

ذ
٤ି×٣

س
	

٦  ١ذ= } ١-{ئ ق ି

١
  ١ذ- =  

 
  : س{قإذا كان { =فجد، ٍ   ٥+أذس  ق} - !؟} ٢؛  
  : ١-،    ٢؛! -،    ٠                      ٢؛= !) طول الدرجة(مقلوب معامل س  

  ٢؛! -حمس س آ  ١-،   ٣                 
                      =   } س{إ ق

  ٠حمس س آ  ٢؛! -،   ٤                
  .غیر موجودة }٢؛! -{ق فإن ،    ٢؛! -= س غیر متصل عند } س{قلأن 

  
  : فجد قیم س التي تجعل الاقتران غیر قابل للاشتقاق؟@ٍ   ، س٥-س -٤أ= } س{قإذا كان  
  : كون عندھا الاقتران غیر قابللي یتمثل نقاط انفصال وبالتاأصفار ما داخل أكبر عدد صحیح  

  .للاشتقاق
  ٥؛، $ ١-=تت س  ٠= } ١+ س } {٥؛$ -س {ئ   ٠=  ٤ –س + @ س٥ئ    ٠= @ س٥- س  – ٤

  
  : ؟} س{قفجد ، ذ -= }} س{قجتاذ{ببهإذا كان  
  :ن{ أن بشرط، ن س = } س{ئ ق ١- = }} س{قجتا{ببه{  ً ً فردیاً صحیحا   .عددا

 
  : ؟} س{قفجد المشتقة الرابعة للاقتران @ ، س٥+$س٣-%ذس= } س{قإذا كان  
  : س١٠+#س١ذ-$س١٠= } س{ق  

              َ١٠+@س٣٦-#س٤٠=} س{ق  
  س٧ذ-@س١ذ٠=} س{بخس#بحسق             
  ٧ذ -ذس ٤٠=  }س{بخس$بحسق             

  
  : ٠هه إذا علمت أن  مفما قیمة ،١٥+#م س-$س= } س{قإذا كان

ቀذቁିقቀهାذቁق
  ؟ ٨= ه٥

  : ٠هه
ቀذቁିقቀهାذቁق

  ٤٠= } ذ{بخس#بحسئ ق ٨= } ذ{بخس#بحسق×  ٥؛! = ه٥
  @م س٣ -# س٤= } س{ق لكن 

 م س٦ -@ س١ذ= } س{ق  
  م٦-٤٨= م ٦-ذ×ذ٤= } ذ{بخس#بحسم  ئ ق٦ –ذس ٤= } س{بخس#بحسق

  ٣؛$=  ٦؛= *ئ م  ٨= م ٦ئ  ٤٠= م ٦ – ٤٨إ 
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  :س٦          أوجد ିجتا	 ع٦ جتا	
عିس

  ؟ 

            :س٦ ିجتا	 ع٦ جتا	
عିس

  = س٦جا٦-= } س٦جتا{ق  
 

  :٠ه  لیكن
٥ାቀسቁه

  كثیر حدود فجد قیمة }س{هفإذا علمت أن ، ذ =} ب٣+٥-}س{ه{٠ه وكان ،  ٢؛= ! س

  ؟ بالثابت 
  : والمقام یساوي صفر بما أن النھایة موجودة ، ً   :إذن البسط یساوي صفر أیضا

  ٥-= } س{ه٠ه ئ  ٠=  ٥+}س{ه٠ه 
  ذ= ب ٣+  ٥ –} س{ه٠ه = } ب٣+٥-}س{ه{٠ه إ 

  ٤= ئ ب  ١ذ= ب ٣ذ ئ = ب ٣+٥- ٥-=                                

  

  : ٣ه إذا كان
٩ିቀسቁق

٣ه فجد ،  ٤=  س٣ି
س
	

ذ
ିቀسቁق

  ؟ س٣ି

  : ٩واضح عند مقارنة المعطى بالمطلوب بأننا سنقوم بإضافة وطرح العدد  

٣ه 
س
	

ذ
ି٩ା٩ିቀسቁق

 ٣ه =  س٣ି
٩ିቀسቁق

 ٣ه +  س٣ି
س
	

ذ
ି٩

٣ه +  ٤=  س٣ି
ቀسା٣ቁ(٣ିس)

  ذ-=  ٦ – ٤ئ  (س٣ି)

  
  : ٢.  هلیكن

٥ାቀسቁق
  ؟} ذس+ } س{ق{٢.  هفجد ،   ٩=  سାذ

  : إذن البسط یساوي صفربما أن النھایة موجودة والمقام یساوي صفر  
  ٥-= } س{ق٢.  هئ  ٠=ٍ  ٥+ } س{أق٢.  ه

  ٩- =  ٤- ٥-=  ٤-} س{ق٢.  ه= } ذس+ } س{ق{٢.  هإ 

  

  : ١ه إذا كان
٦ିቀسቁق

١ه ،  ٨= س١ି
ାذس٣ି س

	

ذ

٦ିቀسቁق
  فجد قیمة الثابت ب ؟،   ٢؛#= ب +  

  : ١-س{نقسم كل من البسط والمقام على{  

١ه 
٣షذسశ 	س

ذ

١షس

٦షቀسቁق
١షس

١ه ئ  ٢؛#= ب +  
ቀ٣శسቁ(١షس)

(١షس)

٨
  ١= ئ ب   ٢؛#= ب +  ٨؛$ئ   ٢؛#= ب +  

  
  : ٠هه أوجد൫ ھـ٦ ା س٦ ൯ିظا س٦ ظا	

ھـ٥
  ؟ 

  : ٠هه൫ ھـ٦ ା س٦ ൯ିظا س٦ ظا	
ھـ٥

  س٦@ قا ٥؛̂ - = } س٦ظا{ق ×٥؛! - =  
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  : فجد ،  ذسظا@ س٥= ص إذا كان ؟ }بب{ق  
  : س١٠{} ذسظا{+ } ذس@ قاذ@} {س٥{= } س{ق{  

 ١ذ ×@ بب٥= } بب{ق

ૈ	٢	 	جتا
  @بب١٠=  ٠+  ٢
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  ص= د فإن ،   } س{ه= ع } ، ع {ق= ص إذا كان	ء

ء	ع
ء	ع×  

ء	س
ِ ویسمى ھذا الشكل ب    ."قاعدة السلسلة"ــ

ِ  "ق بعد ھـ "وتقرأ  س}ه ٥ق {= }} س{ه{ق= } ع {ق= ص لاحظ أن    تركیب"ویسمى ھذا الشكل بــ
  "الاقترانات

  
 :  
 }س{ه{ق=  س}ه ٥ ق{{  
 }َه ٥ ق{س  = ق} ع{ × ه}س { = ق}س{ه {{ × ه}س{  
 }{=  س}ًه ٥ ق ٥ق َه{س  = ق} س{ه {{ × ه}س{  
 } َع ٥ه  ٥ق{س  = ق} ع  ٥ه { × ه} س{عَ × }} س{ع{  
 س}ق ٥ه {لآ  س}ه ٥ق {: بشكل عام فإن  

 
  : َه ٥ق {باستخدام التعریف العام للمشتقة الأولى أثبت أن{س  = ق}س{ه {{ × ه}س{  

  :} س}ه ٥ق           =
ቀس ه٥ق ቁିع( ه٥ق )

 =        عିس
൬ቀسቁه൰ିق	൬ቀعቁه൰ق

  عିس

ئ          
൬ቀسቁه൰ିق	൬ቀعቁه൰ق

×          عିس
ቀسቁିهቀعቁه
ቀسቁିهቀعቁه
          =

൬ቀسቁه൰ିق	൬ቀعቁه൰ق

ቀسቁିهቀعቁه
  ×

ቀسቁିهቀعቁه
  عିس

  }س{ه × }} س{ه{ق ئ  

  
  : ؟ دفجد ،  ١-@س٣= ع ،  ٣+ذع = ص إذا كان  

  :ص=  د	ء
ء	ع×  ء	ع

  س١ذ= } س٦} {ذ{=  ء	س

 
  : فجد ،  ٦+ذك= ه ،   ٨+ه٦-@ه٥= ع إذا كان

ء	ع
  ؟ ء	ك

  :
ء	ع
ء	ع=  ء	ك

ء	ه×  ء	ه
  ١٠٨+ ك ٤٠=  ١ذ-}٦+ذك{ذ٠=  ١ذ- ذه٠= } ذ} {٦-ه١٠{=  ء	ك

  
  : فجد ، ذه -#ذه= ص ، ص  ٤+ وص = م لیكن

ء	م
  ؟ ء	ه

  :
ء	م
ء	م=  ء	ه

ء	ص×  ء	ص
ش؛صص  ؛ ؛!٢؛{  =  ء	ه =  }ذ- @ه٦} {٤+  ش

ିذ ه
	

ذ
٦

  ٨-@ذه٤+  ذ																				

 
  : ؟ ٠=س ‘جدفجد ، س  ٧+@س= ع ، ع  ٣- @ع= ص إذا كان  
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 : ص=  د	ء
ء	ع×  ء	ع

  }٧+ذس}{٣-سٍ   ٧+@ذأس{= } ٧+ذس}{٣-ذع{=  ء	س

  ذ١-س٩ذ+@س٤ذ+#س٤= } ٧+ذس}{٣-س١٤+@ذس{ئ 
  ٩ذ= ٠=س ‘جدتت  ٩ذ+س٨٤+@س١ذ= جد إ 

  
  :أوجد كل مما یلي@  ، ذس+#س= } س{ه، س +#س= } س{ق إذا كان:  

  ١ }َه ٥ق ~ {١
  ١}َ ق ٥ه ~ {ذ
  ١}َ ق ٥ق ~ {٣
٤} ~ ٥ق ١}َ ه  

  
 :  

  ٣= } ١{ه، ذ  = } ١{ق
 س{ق { =١+@س٣  تت ق}١ { =٤   ، ق}س { =٦ س تت ق}٦= } ١  
 س{ه { =٤+@س٣ س تت ه}١ { =٧   ، ه}س { =٤+س٦  تت ه}١٠= } ١  
  
  ١٩٦=  ٧×ذ٨=  ٧×} ٣{ق =  }١{ه × }} ١{ه{ق =  ١}َ ه ٥ق ~ {١
  ٨٠=  ٤×ذ٠=  ٤× } ذ{ه = } ١{ق × }} ١{ق{ه =  ١}َ ق ٥ه ~ {ذ
  ٥ذ=  ٤×١٣=  ٤×} ذ{ق = } ١{ق × }} ١{ق{ق =  ١}َ ق ٥ق ~ {٣
٤} ~ ٥ق ه َ{١  = ق} ١{ه {{ × ه}١ { = ق}٤ذ٠=  ١٠×٤ذ=  ١٠×} ٧  

  

  : ع {قإذا كان { =
ع٥ ା ع

	

ذ

ିذ   ؟ ٠}َ ه ٥ق {فجد ،  ١+س٤+#س= } س{ه= ع  ،   ع٣

  :} ه ٥ق َ{٠  = ق}٠{ه {{ × ه}٠ { = ق}١ { × ه}٠{  

= } ع {ق لكن 
ቆ ع٥ ା ع

	

ذ
ቇ٣ି	(٥ା	ذع)(ିذ	 ع٣ )

	ିذ) ع٣ )	
  ٤+@س٣= } س{ه ،   ذ

 ١{إ ق { × ه}٤٤-=  ٤×  ١١- =  }٠  

  
  : ١{هإذا كان{=٥   ، ه}٥{ق،   ٨=}١{=١٧   ، ق}١١٧ିه فجد ،  ١٠=}٥( ه٥ق )

٦ି س٥ ା س
	

  ؟ ذ

  :} ١١٧ିه إ ،   ١٧= } ٥{ق= }} ١{ه{ق=  ١} ه ٥ق( ه٥ق )

٦ି س٥ ା س
	

١ه =  ذ
൫٥൯ିق( ه٥ق )

٦ି س٥ ା س
	

  ذ

  ٨٠=  ٨×  ١٠=  ٨× } ٥{ق = } ١{ه ×}}١{ه{ق =  ١}َ ه ٥ق {ئ 



 

  
0779 909 516 ٨٨ 

  : ١{هإذا علمت أن { =٤  ، ه}١{=٥   ، ه}١{=٦   ، ق}٤{=٧   ، ق}؟ ١}ً ه ٥ق {فجد ،  ١٠=} ٥  
  :} ه ٥ق ً{١  = ق} ١{ه {{ × ه}١ { = ق}٦٠=  ٦×  ١٠=  ٦× } ٥  

  
  : ١٣-ذس‘+#س٥{ه= } س٣+@س{قإذا كان‘ ، { ه}١٦{=فجد ،  ٤ ق}؟ ١=س ‘}٤  
 :  ذس-١٣= ‘ ١٣-ذس‘فإن  ١= عند س  

  }ذس – ١٣+ # س٥{ه= } س٣+@س{إ ق
  }١٣+ذس-#س٥{ه × } ذ-@س١٥{= } س٣+@س{ق × } ٣+ذس{ 

٥ × ٤{ق { =١٣ × ه}؛%٥؛@=  ٤× ؛ !٥؛#= } ٤{ئ قَ }  ١٦  

  
  : ؟ ٠=س ‘دفجد ، ذن - @ن ٢؛= !س ،  ن  ٤-@ن= صلیكن  

  :ص=  د	ء
ء	ن×  ء	ن

لكن ،   ء	س
ء	س
ء	نذ تت -ن=  ء	ن

١=  ء	س
   نିذ

١×} ٤-ذن{=                    
١× } ذ-ن{ذ=  نିذ

  ذ=  ٠=س ‘دذ تت =  نିذ

 
  : ٥+@س{قإذا كان { =فجد ،  ٠س آ ،   ١٩-@س٤+#س ق}؟ }٩  
  :ذس× ٥+@س{ق { =٨+@س٣ س  ئ ذق}٨+س٣= } ٥+@س  

  }٠س آ {  ذ-=س، ذ _=ئ س ٤=@ئ س ٩=٥+@ئ س} ٩{ق = } ٥+@س{ق لكن 
 ٥+@س{إ ذق {= ذق}٩ { =٨+س٣  ئ ذق}٩ { = ذ ق}١= } ٩  

  
  : س، ذن  +#ن= ص إذا كان	ء

  ؟ ١= ن  ‘جدفجد ، ن ٤= ء	ن

  : ص= د	ء
ء	ن×  ء	ن

١× } ذ+@ن٣{=  ء	س
ାذ=  ن٤ ن٣

ن٤
   

=  دإ 
൫٤൯ቀذା ن٣ ቁି൫٣൯( ن٤ )

( ن٤ )	
  ٢؛! -=  ١= ن  ‘جدئ   ذ
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  :  

 .نشتق السینات اشتقاق عادي )١
ِ  صنشتق الاقتران  )٢  حاصل ص×سكما أن  اقتراناً مجھولاً  صوذلك لأن  داشتقاق عادي مع ضربھ بـ

 .ضرب اقترانین
 .من المعادلة في طرف والبقیة في الطرف الآخر دنفصل الحدود التي تحتوي على  )٣
  .دنجد قیمة  )٤

  
  : وكذلك وجود مزیج من، لمعادلة ما نستدل على الاشتقاق الضمني إذا كان المطلوب مشتقة  

  .ص،س الاقترانات
  

  : ؟د فجد ،  ١+ص٣-س١٨= @ ص٤+#سإذا كان  
  : ٨+@س٣ ٣ – ١٨= ص صص  

  ص ص٨ –ص ٣-=  ١٨-@س٣ئ 

= ئ ص } ص٨-٣-{ص =  ١٨-@س٣ئ 
١٨ି س

	

ذ
٣

ص٨ ି٣ି
   

  
  : ؟د فجد ،   ٩-ص٩+@س٣= # ص@س٥- $س٦إذا كان 
  :  

  ص٩+ س ٦= #ٍ   س ص١٠+ص @ ص٣×@س٥أ-#ذس٤   
  ص٩+ س ٦= # س ص١٠ –ص @ ص@ س١٥-#ذس٤ئ 
  ص@ ص@ س١٥+ ص ٩= س ٦ -  #س ص١٠-#ذس٤ئ 
  @}ص@ س١٥+  ٩{ص = س ٦ - # س ص١٠-#ذس٤ئ 

 ئ ص =
س٦ ି ص

	

٣
س١٠ ି س

	

٣
ذ٤

ص
	

ذ
س
	

ذ
١٥ା٩

   

  
  : ١= د أثبت أن ،  ٣ذ= }$ س –ص {+ }$ ص –س {إذا كان.  
  : س –ص {= }$ ص –س {لاحظ أن${  

  ١٦= }$ ص –س {ئ   ٣ذ= }$ ص –س {ئ ذ  ٣ذ= }$ ص –س {+ }$ ص –س {إ 
  ١= ئ ص   ٠= ص  – ١ذ  ئ = ص  –ئ س 

  

  : د أثبت أن ،  ̂ @}ص – ١{= س إذا كان =
١ି ص

	

ذ

	س	ص ١ذ
 .  
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  :  
ِ ،    صص ذ-× % @}ص – ١{٦=  ١   .للحفاظ على القوة @}ص – ١{نضرب المعادلة بــ
  @}^ص – ١{×ص ص ١ذ-= @} ص – ١{ ئ
  ص س×ص ١ذ-= @} ص – ١{ئ 

 ئ ص =
ص
	

ذ
ି١

	ص	س ١ذ ି
  =

١ି ص
	

ذ

	ص	س ١ذ
   

  
  : إذا كانت المعادلة مرفوعة لقوة فیجب الحفاظ على القوة بعد الاشتقاق، في أسئلة الإثبات.  

  
  : ص=  دأثبت أن ،   ن}س+ ١{= مصإذا كان	ن

ቀسା١ቁم
 .  

  :م م ص_  ! × للحفاظ على الأسص نضرب المعادلة بــ .....  ! _ن }س+  ١{ن= ص.  
  ! _ن }س+  ١{ن ص = ص  مئ م ص

  ! _ن }س+  ١{ن ص = ص × ! _ن }س+ ١{× } س+ ١{ئ م 
  ن ص= ص } س+ ١{م ئ 

 ص= ئ ص	ن
ቀسା١ቁم

  

  
  : ص؛ سس= د أثبت أن # ، ص@ س% = }ص+ س {إذا علمت أن.  
  :١}$ {ص+س{٥+ ص٣×@س= } ص @ ذس ص+ ص#  

  #ٍذس ص+ ص @ ص@ س٣أ}ص+س{= } ص +١{% }ص+س{٥ئ 
  $ذس ص+ ص # ص@ س٣+ # ص@ ذس+ ص @ ص# س٣= } ص +١#{ص@ س٥ئ 
  $ذس ص+ ص # ص@ س٣+ # ص@ ذس+ ص @ ص# س٣= ص # ص@ س٥+ # ص@ س٥ئ 
  #}ص@ س٥ -# ص@ س٣+ @ ص# س٣{ص = $ ذس ص -# ص@ ذس -#ص@ س٥ئ 
  }#ص@ ذس -@ ص# س٣{ص = $ ذس ص -# ص@ س٣ئ 

  }ذص –س ٣{ص @ ص@ س= } ذص –س ٣#{ئ س ص
س= س ص  ئ ص = ئ ص    ص؛ س

  
  :؟ }١،٠{عند النقطة  دفجد ،  ٦- ص٣+@س٦= } س ص٥{إذا كان جا  
  :}٥ ٣+س١ذ= } س ص٥ جتا} { ص٥+ س ص ص  

  ص ٣+  ١×١ذ= } ٠×١×٥ جتا} { ٠×٥+ ص  ×١×٥{ئ 
  ص٣+  ١ذ=  ١× ص ٥ئ 
  ١ذ= ص ٣ –ص ٥ئ 
  ٦= ئ ص   ١ذ= ذص ئ 
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  : دأثبت أن ،مستخدماً الاشتقاق الضمني ، / }س/{ه =  [ص إذا كان  =
ቀسቁ ه

  ذ														

  : ص =(ቀسቁ 	(ه

١
ቁسቀ)×  ٢؛= !ئ ص  ذ 	(ه

١ష
= } س{ه × ذ

ቀسቁ ه
  ذ														

  
  : أثبت أن ، / س/جا/٣+/٤= [ص إذا كان ذ+ ذص ص} ٤= @ ص+ }@ ص  
  : س/جا/٣+/٤= [ص/  

  سجا٣+٤= @ ئ ص
 سجتا٣= ئ ذص ص  
 ئ ذص ص + ص} سجا٣-= } ذص  
 ذ+ ئ ذص ص} لطرفي المعادلة @ص بإضافة.......  سجا٣-= }@ ص:  
 ذ+ ئ ذص ص} ص+ س جا٣-= @ ص+ }@ ص@  
 ذ+ ئ ذص ص} سجا٣+٤+ س جا٣-= @ ص+ }@ ص  
 ذ+ ئ ذص ص} ٤= @ ص+ }@ ص  

  
  : أثبت أن ، ص جتا= س  –ص إذا كان} ص @{  =- ص }صظا + صقا{  
  : ص جا - =  ١ –ص ×ص  

  ١= ص جاص + ص ئ 
 ١= } صجا+ ١{ئ ص  
 ص جتا{ ئ ص × صجا+ ١{+ } ص { × ٠= ص  

  :بقسمة المعادلة على جتاس......... ٠= ص جاص + ص +  صجتا}@ ص {ئ 
  ٠= ص ظاص + ص قاص + }@ ص {ئ 
  }صظا+ ص قا{ص  -= }@ ص {ئ 

  
  : أثبت أن ، ص  جا= س إذا كان ص@ قاص ظا= ص  
  :ص جتا=  ١ ×ص  

 ؛؛؛؛؛  = ئ ص ؛؛ ؛؛؛ ؛؛ ؛؛؛ ؛؛ ؛؛ ص!؛؛؛   صقا=  ة؛ ؛ ؛ ؛ص
 ص ظاص قا= ئ ص × صقاص ظاص قا= ص  
 ص@ قاص ظا= ئ ص  

  
  : أثبت أن ، س  ظاس = ص إذا كان س@ قاذ + س @ قاذص = ص  
  : سظا+ س @ قا× س = ص  

 س@ قا+ س @ قا+ س ظاس قاس قاذ×س= ئ ص  
 س@ قاذ + س ظاس @ قاذس = ئ ص  
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 س@ قاذ + س @ قاذص =  س@ قاذ + س @ قاس ظاذس = ئ ص  

  
  : أثبت أن ، ص   ظا= س إذا كان  ذصجا -= @} س+١{ص  
  :ص @ قا=  ١ ×ص  

 ١= ئ ص

ص 	قا
  ص@ جتا=   ٢

 ص جا - × ص جتاذ= ئ ص ×ص  
 ص@ جتا× ص جتاص جاذ-= ئ ص  
 س+  ١" نضرب المعادلة بـ ............ ص@ جتاذص جا -= ئ ص: "  

  ص@ قا=  ص@ ظا+ ١= @ س+ ١ص  ئ @ ظا= @ ص  ئ سظا= س لكن 
 ذصجا -= ص @ قاص @ جتاذص جا -= @} س+ ١{ئ ص  
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 ١ص = لمماسمیل ا ି ٢ص

١س ି ٢س
  ٠ه ى ، ه  ظا=  

  = ا= س } ، س{ق  
 ١ି=  میل العمودي على المماس

ቀسቁق
   

 ١س  –س {م =  ١ص  –ص : معادلة المماس ھي{  
 ١ି=  ١ص  –ص : معادلة العمودي ھي

  }١س  –س { م
  .ھي نقطة التماس }١ص ،١س { ، ھو میل المماس   ا=س‘}س{ق = م : حیث 

  
 :  
 ٠= } س{ق یقطع أو یمس محور السینات فإن} س{قإذا كان  .١
 ٠= س  فإن الصاداتیقطع أو یمس محور } س{قإذا كان  .٢
 }ا{ه = } ا{ق  } ،ا{ه= } ا{ق فإن ا=سعند  }س{هیقطع أو یمس } س{قإذا كان  .٣
 )میل الثاني= میل الأول ( أي أن  }س{ه = } س{ق فإن } س{ه] } س{قإذا كان  .٤
 ١- = } س{ه × } س{ق  فإن} س{عع ه } س{قإذا كان  .٥
 ٠ =} س{ق یوازي محور السینات فإن } س{قإذا كان   .٦

  
  : ؟ذ=سعند  }س{قأوجد میل منحنى الاقتران ،  ١+س٣+@س٦= } س{قإذا كان  
  : میل المنحنى = ذ٧=  ٣+ذ٤=  ذ=س‘}٣+س١ذ{=  ذ=س‘}س{ق  

 
  :؟١= سعند مفجد قیمة  ؛!٣؛! -  یساوي ١١+م س-#س= } س{قلاقتران میل العمودي لمنحنى ا إذا كان  

  : ١ି= میل العمودي
ቀسቁق

  

١ିإ 
ቀسቁق
  }م-٣{١١=  ٣ئ ١=س‘}م-@س٣{١١=  ٣ئ  ١=س‘}س{ق ×١١=  ٣؛  ئ !٣؛! -=  

  ؛١#؛١= (ئ م  ٣٠= م ١١م ئ ١١ – ٣٣=  ٣ئ 

  
  : ؟١٠+س٤=صإذا علمت أن مماسھ یوازي المستقیم  ١ذ+س٦-@س=}س{قأوجد قیم س للاقتران  
  : فإن  صلأن المماس یوازي المستقیم س{ق { =ص  

  ٥=ئ س ١٠=ئ ذس ٤=٦-ئ ذس

  
  :إذا كان العمودي یصنع زاویة مقدارھا ، ١٣+س٧-@س=}س{ققتران وجد قیم س للاأ

بب
٤

  باتجاه 
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  السینات السالب؟ محور

  :بب -بب :أولاً یجب تحویل اتجاه الزاویة إلى موجب
٤

بب٣=  
٤

   

١ି=  لكن میل العمودي
ቀسቁق
  =١ି

٣࣊
٤

ظا
  =١ି

١ି
  =١  ٣=ئ س ١-=٧-ئ ذس ١-= } س{ئ ق  

  
  ؟٥-س٧=ص علماً بأن مماسھ یعامد المستقیم،  ١٨+@س٣-س٤=}س{قأوجد قیم س للاقتران  
  : س{ق { × ئ  ١-=ص}٤؛@؛٢؛= )ذ ئ س ٩-= س ٤ذ-ئ  ١-=  ٧×}س٦-٤  

 
  : أوجد،  }١ذ،ذ{عند النقطة  ج+@ذس=}س{هیمس منحنى الاقتران ، ب + س٦-@اس=}س{قإذا كان  

  ؟ج،ب،اقیمة كل من 
  : س{ق{ = ه}١..........  ٠=٦-}٤- ذا{سس ئ ٤=٦-ئ ذاس} س~  

  ٢؛& = ائ  ٧=ئ ذا ٠=٦-}٤-ذا{ذإذن : ~ ١ تحقق المعادلة } ١ذ،ذ{لكن النقطة 
  ١٠ = بب  ئ + ١ذ-}٤{٢؛&= ١ب  ئ ذ+ س٦-@س٢؛&=  ١تت ذ ١ذ=صلكن 

  ٤ = جج  ئ + ٤×ذ=١ذ وكذلك
  

  : وكان ١=سعند النقطة  }س{همماساً لمنحنى الاقتران  ٦+س٤=صإذا كان المستقیم  
  ؟}١{قفجد ،  @س٧-}س{ق×#س=}س{ه

  : س{ه { =ئ س  ص# ق}ینتج ١ =س وبتعویض ،  ٤=س١٤- }س{ق@س٣+}س:  
  ١٠=  ٦+١×٤= } ١{قلكن ،  ٤=١٤-}١{ق٣+}١{ق ئ                               
                               ١{ئ ق{+٤=١٤-١٠×٣   ئ ق}١ذ-= } ١  

  
   فجد، ذ =سعند } س{قمماساً لمنحنى الاقتران  ٤- س٧=صإذا كان المستقیم  

٠هه 
١٠ିቀهାذቁق

  ؟ ه٣

  : ذ=سعند  ق=صفإن  ذ=سعند  قمماساً لمنحنى الاقتران  صبما أن  
  ١٠= } ذ{ئ ق ٤-ذ×٧= } ذ{إ ق

٠هه إ 
١٠ିቀهାذቁق

٠هه =  ه٣
ቀذቁିقቀهାذቁق

  ٣؛&=  ٧× ٣؛= !} ذ{ق ×  ٣؛= ! ه٣

  
  : ؟ذ=سعند النقطة  ١+س٩- @س٣=}س{قأوجد معادلتي المماس والعمودي لمنحنى الاقتران  
  : م = ٣=  ٩-١ذ=  ذ=س ‘}٩- س٦{=  ذ=س ‘}س{ق  

  }٥-،ذ{= }} ذ{ق،ذ{: نقطة التماس
 ١س  –س {م =  ١ص  –ص : معادلة المماس{  

  ١١- س٣=ئ ص  ٦-س٣=٥+ئ ص}  ذ-س{٣=٥+ئ ص
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 ١ି=  ١ص  –ص : معادلة العمودي
  }١س  –س { م

  }١٣+س{ ٣؛! -= ئ ص } ذ-س{٣؛! -=٥+ئ ص

  
  : عند نقطة تقاطعھ مع محور،٥-س٤-@س=}س{قاكتب معادلتي المماس والعمودي لمنحنى الاقتران  

  السینات؟
  : ٠=}س{ئ ق ٠=صیقطع محور السینات فإن  قلأن  

  ١-،٥= ئ س   ٠=}١+س}{٥-س{ئ   ٠=٥-س٤-@س
  :نقطتي تماسھناك إ 
  
 }٥،٠{ : ق}٦=٤- ١٠=  ٥=س‘}٤-ذس{=  ٥=س‘}س  
 ٣٠-س٦=ئ ص}  ٥-س{٦=ئ ص }١س  –س {م =  ١ص  –ص : معادلة المماس  
 ١ି=  ١ص  –ص : معادلة العمودي

  }٥-س{ ٦؛! -=ئ ص}  ١س  –س { م

  
 } -١،٠{: ق }٦-=  ١-=س‘}٤-ذس{=  ١- =س‘}س  
 ٦-س٦-=ئ ص}  ١+س{٦- =ئ ص }١س  –س {م =  ١ص  –ص : معادلة المماس  
 ١ି=  ١ص  –ص : معادلة العمودي

  }١+س{ ٦؛= !ئ ص}  ١س  –س { م

  
  : نقطة عند }س{قجد معادلتي المماس والعمودي لمنحنى الاقتران ،  ٤-س٥- #س=}س{قإذا كان  

  تقاطعھ مع محور الصادات؟
  : ٠=س یقطع محور الصادات إذن  قلأن  

  }٤-،٠{= }} ٠{ق،٠{: ونقطة التماس ھي،   ٥- =  ٠=س‘}٥-@س٣{=  ٠=س‘}س{ق = م 
  
 ١س  –س {م =  ١ص  –ص : معادلة المماس{  

  ٤-س٥-=ئ ص}  س{٥-=٤+ئ ص
  
 ١ି=  ١ص  –ص : معادلة العمودي

  }س{ ٥؛= !٤+ئ ص}  ١س  –س { م

  
  : عند نقطة تقاطعھ مع منحنى @س=}س{قأوجد معادلتي المماس والعمودي لمنحنى الاقتران  

  ؟٣+ذس=}س{هالاقتران 
  :١-،٣=ئ س ٠=}١+س}{٣-س{ئ  ٠=٣-ذس-@ئ س ٣+ذس= @ ئ س} س{ه= } س{ق  

  ٣،٩{النقطة الأولى{:  ق}٦=  ٣=س‘ذس= } س  
 ١٨-س٦=٩-ئ ص}  ٣-س{٦=٩-ئ ص }١س  –س {م =  ١ص  –ص : معادلة المماس  



 

  
0779 909 516 ٩٧ 

  ٩-س٦=ئ ص 
 ١ି= ١ص  –ص : معادلة العمودي

  ٢؛+ !س  ٦؛! -=٩-ئ ص} ٣-س{ ٦؛! -=٩-ئ ص }١س  –س { م
  ؛!٢؛+ )س ٦؛! -=ئ ص

  ١،١- {النقطة الثانیة{:  ق}ذ - = ١- =س‘ذس= } س  
 ١-ذس-=ئ ص}  ١+س{ذ-=١-ئ ص }١س  –س {م =  ١ص  –ص : معادلة المماس  
 ١ି= ١ص  –ص : معادلة العمودي

  ٢؛# +س ٢؛= !ئ ص} ١+س{٢؛! =١-ئ ص} ١س  –س { م

  
  :علماً بأن مماسھ یوازي ١٧+س٥-@س=}س{قوجد معادلتي المماس والعمودي لمنحنى الاقتران أ  

  ؟١١+س٣=صالمستقیم 
  : ئ ذس= } س{ق  ٤= ئ س   ٨= ئ ذس   ٣=  ٥- ص  

  ٣=  ٤=س‘}٥- ذس{=  ٤=س‘}س{ق = م }  ، ٤،١٣{ :نقطة التماس
 ٩-س٣=ئ ص} ٤-س{٣=١٣-ئ ص }١س  –س {م =  ١ص  –ص : معادلة المماس  
 ١ି= ١ص  –ص : معادلة العمودي

  ؛!٣؛#+ س  ٣؛! - =ئ ص} ٤-س{٣؛! -=١٣-ئ ص} ١س  –س { م

  
  : عند نقطة ٦-س١ذ=ص٣-@س ص٦+#س٥أوجد معادلتي المماس والعمودي لمنحنى العلاقة  

  تقاطعھا مع محور الصادات؟
  : ٠=س التقاطع مع محور الصادات یعني  

  }ذ،٠{ نقطة التماس ھيإ ، ذ  =ئ ص  ٦-=ص٣-إ 
  :وبتعویض نقطة التماس في المعادلة ینتج أن،  ١ذ=ص٣-@}ص+ذس ص ص{٦+@س١٥= م 

  م=  ٤=  د
 ذ+س٤=س ئ ص٤=ذ-ئ ص }١س  –س {م =  ١ص  –ص : معادلة المماس  
 ١ି= ١ص  –ص : معادلة العمودي

  ذ+س  ٤؛! -=س ئ ص٤؛! -=ذ-ئ ص} ١س  –س { م

  
  : إذا علمت أن مماسھ یصنع،  ١-@س=}س{قأوجد معادلتي المماس والعمودي لمنحنى الاقتران  

٣	ببزاویة مقدارھا 
٤

  باتجاه محور السینات الموجب؟ 

  : ظا= م
٣	بب
٤

  =-١   ، ٤؛# -،  ٢؛! -{النقطة تت  ٢؛! -= ئ س  ١- = ذس = } س{ق{  
 ٤؛% -س-=ئ ص} ٤؛#+ س{-= ٢؛+ !ئ ص }١س  –س {م =  ١ص  –ص : معادلة المماس  
 ١ି= ١ص  –ص : معادلة العمودي

  ٤؛+ !س = ئ ص} ٤؛#+ س{= ٢؛+ !ئ ص} ١س  –س { م

  
   إذا علمت أن مماسھ ١٣+س٨- @س= } س{قأوجد معادلتي المماس والعمودي لمنحنى الاقتران  
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  ؟س ٢؛= !ص یعامد المستقیم 
  : ق × ٣=ئ س  ١-=٤-ئ س  ١-=  ٢؛!× } ٨-ذس{ئ  ١-= ص  

  ذ-=  ٨-٦=  ٣=س‘}س{ق = م }  ، ذ-،٣{ النقطة إ
 ٤+ذس-=ئ ص} ٣-س{ذ-=ذ+ئ ص }١س  –س {م =  ١ص  –ص : معادلة المماس  
 ١ି= ١ص  –ص : معادلة العمودي

  ٢؛& - س ٢؛! =ئ ص} ٣-س{٢؛= !ذ+ئ ص} ١س  –س { م

  
 : عند نقطة تقاطعھا مع العلاقةص ٣-ذس+٩%=}ص+س{أوجد معادلتي المماس والعمودي للعلاقة  

  ؟١=ص+س
  :نجح......  ٨-=ص٣-ئ ذس ٩-١=ص٣- ص  ئ ذس٣-ذس+٩% = }١{تت  ١=ص+س~  

  ٣؛@=  دئ  ٠= د٣-ئ ذ                                                                                       
  س -١=تت ص ١=ص+سلكن 

  ذ=إ ص،   ١-=ئ س ٥-=س٥ئ  ٨- =٣-س٥ئ  ٨-=}س -١{٣-ذس: ~ نجحمن معادلة  إ 
  ٣؛@= م} ، ذ،١-{: النقطة ھي

 ؛!؛٣؛+ !س٣؛@ =ئ ص} ١+س{٣؛@= ذ-ئ ص }١س  –س {م =  ١ص  –ص : معادلة المماس  
 ١ି= ١ص  –ص : معادلة العمودي

  ٢؛+ !س٢؛# -=صئ } ١+س{٢؛# -=ذ-ئ ص} ١س  –س { م

  
  : إذا علمت أن مماسھا ١ذ=@ص+س ص-@سأوجد معادلتي المماس والعمودي لمنحنى العلاقة  

  ؟السیناتعمودیاً على محور 

  :ذس-}ص+س ص{+ئ ذس ٠=ذص ص -ص-س ص+٠=ذص ص صିذس=ئ ص
   ذصିس

  س ٢؛= !ئ ص ٠=س -ص تت همي  ئ ذص ئ  محور الصادات لكن المماس یوازي
  :وبتعویض قیمة ص في العلاقة الأصلیة ینتج أن 

  ٤٨=@س٣ئ  ١ذ=@س٤؛#ئ  ١ذ=@س٤؛! -@ئ س ١ذ=@س٤؛+ !@س٢؛! - @ئئ س١ذ=}@س ٢؛!{+}س ٢؛!{ س-@س
  ٤_=ئ س ١٦=@ئ س
  } ذ،٤{ذ ئ =تت ص ٤=إ س

  ٤=س: ومعادلة العمودي، ذ  =ص :معادلة المماسإ 

  
  : ١{قإذا كان{=٥  ، ق}؟}س{قفجد معادلتي المماس والعمودي لمنحنى الاقتران ،  ٣=}١  
  :م= س{ق{‘ ١=س = ق}٣=} ١  

  }١،٥{= }} ١{ق،١{: ونقطة التماس ھي
 ذ+س٣=ئ ص} ١-س{٣=٥-ئ ص }١س  –س {م =  ١ص  –ص : معادلة المماس  
 ١ି= ١ص  –ص : معادلة العمودي

  ؛!٣؛̂+ س ٣؛! -=ئ ص} ١-س{٣؛! -= ٥-ئ ص} ١س  –س { م
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  : ؟ }٠،٤{ذا كان مماسھ یمر بالنقطة إ ٥+س٤-@س= }س{قأوجد قیم س للاقتران  
  : فیكون میل المماس} ٢ص  ،  ٢س  {نفرض أن نقطة التماس ھي:  

ص	ذିص	١= م 
ص	ذ٤ି=  س	ذିس	١

ص	٤ି=  س	ذ٠ି
  ٤-ذس= } س{ق = م ولكن ،  س	

ص	٤ି=  ٤-إ ذس
=  س	

٤ି٥ା س٤ ି س
	

ذ

  ١_=ئ س ١=@س س ئ٤- @ذس=١+س٤- @ئ س س	

  
  : مع محور ٥+@س=}س{قاحسب مساحة المثلث الناتج عن تقاطع المماس والعمودي للاقتران  

  ؟ }١،٦{السینات عند النقطة 
  : التقاطع بین كل من المماس ومحور ولكن یجب إیجاد نقطة، الارتفاع ×القاعدة× ٢؛!= مساحة المثلث  

  .السیناتوالعمودي ومحور ، السینات 
  }١،٦{النقطة ، ذ   =  ١=س ‘ذس=  ١=س ‘}س{ق =م
 ٤+ذس=ئ ص} ١-س{ذ=٦-ص: معادلة المماس  

  ٠=لكن عندما یقطع محور السینات فإن ص
  ذ-=ئ س ٠=٤+ئ ذس
 س ٢؛! -؛ !٢؛#= ئ ص} ١-س{٢؛! -=٦-ص: معادلة العمودي  

  ٠=لكن عندما یقطع محور السینات فإن ص
  ١٣=ئ س ٠=س ٢؛! -؛ !٢؛#إ  
  ٤٥=  ١٥×٣=  ٦× }} ذ-{-١٣{×  ٢؛= ! مساحة المثلث إ

  
  : ص عندما،المماس لمنحنى العلاقة سفجد معادلة ، ذ +س٣+@س=ك،  ٧-ك٥+#ك= صإذا كان  

  صفر؟= س

  :ص= د	ء
ء	ك×  ء	ك

  }٣+ذس} {٥+}@ذ+س٣+@س{٣{= } ٣+ذس} {٥+@ك٣{=  ء	س
  ٥١=٣×١٧= } ٣+٠} {٥+}@ذ+٠+٠{٣{=  ٠=س ‘د

  }٠،١١، {  ١١=ذ تت ص=تت ك ٠=س: نقطة التماس
 ١١+س٥١=س ئ ص٥١=١١-ص: معادلة المماس ھي  

 
  : فجد معادلة ھذا المماس؟، ٣+#س=}س{قمماساً لمنحنى الاقتران } ٠،١{إذا رُسم من النقطة  

 :  م= ١=  ٠س  =س ‘}س{ق	ذିص	ص
ص	ذ١ି=  س	ذିس	١

   س	٠

ص	١ି= @ س٣ئ @ س٣= } س{ق لكن 
=  س	

١ି	٣ା س
	

٣

= @س٣ئ  س	
٢ା س

	

٣

   س	

   ١=ئ س ١=#ذ ئ س=#ذ ئ ذس+#س= # س٣ئ 
  }١،٤{: إذن النقطة ھي،  ٤=٣+١=} ١{ق= إ ص 
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 ١+س٣= ئ ص } ١-س{٣=٤-ص: معادلة المماس  
 

  عند جذراه مع @س-٥-س٦=}س{قتقاطع مماسي منحنى الاقتران  من وجد مساحة المثلث الناتجأ  
  السینات؟محور 

  :١،٥=ئ س ٠=}١-س} {٥-س{ئ  ٠=٥+س٦-@س=@س- ٥-س٦  
  .ولإیجاد نقطة التماس یجب إیجاد معادلة كل من المماسین

  ٤-= ١=س ‘}٦- ذس{=  ١=س ‘}س{ق =  ١م 
  }١،٠، { ٤-= إ م 

  
 س٤-٤=ئ ص} ١-س{٤-=٠- ص: معادلة المماس الأول  
  ٤=  ٥=س ‘}٦- ذس{=  ٥=س ‘}س{ق =  ٢م 

  }٥،٠، {  ٤=إ م
 ذ٠-س٤=ئ ص} ٥-س{٤=٠-ص: معادلة المماس الثاني  

  ٣= ذ ئ س ٤= س ٨س ئ ٤-٤= ذ٠- س٤ :ومن تساوي المعادلتین
  ٨= ‘ ٨- ‘=٨-=١ذ-٤=٣×٤-٤=س ئ ص٤- ٤=صلكن 

  ١٦=  ٤×٤=  ٨× } ١- ٥{×  ٢؛= ! مساحة المثلثإ 
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    ♣  

 ن{فتت  المسافة{ 

 دف =} ن{َ ف= } ن{تت ع  اللحظیة السرعة
دن

  

 = }ن{:ع   السرعة المتوسطة 	ف∆
∆ن	

 = ൫ ١ن ൯ିف൫ ٢ن ൯ف
١ن ି ٢ن

 

 ع = }ن{عَ  = }ن{تتت  اللحظي التسارع	ء
 ء	ن

  ع = }ن{ :ت تتالتسارع المتوسط∆
∆ن

 = ൫ ١ن ൯ିع൫ ٢ن ൯ع
١ن ି ٢ن

    

  : ملاحظات ھامة♣    

  ٠=ع ← أقصى ارتفاع  
  ٠= ع ← یبدأ بالعودة  
  ٠= ع ← تنعدم السرعة  
  ٠= ت ← ینعدم التسارع  
  ٠= ن ← السرعة الابتدائیة  

  ٠=  ن← التسارع الابتدائي  

  ٠=  ن← بدایة الحركة  

  ٠> ع ← السرعة الموجبة  
  ٠< ع ← السرعة السالبة 
  فلا یجوز أن یأخذ قیمة سالبة قیماً سالبة أما الزمنیمكن لكل من المسافة والسرعة والتسارع أن تأخذ 

 ً   .أبدا

  
   فجد كل مما، بالأمتار ةحیث ف المساف ،٦+ن٥+#ن= } ن{فجسم یتحرك وفق معادلة الحركة  

 :یلي
  .ثانیةذ المسافة بعد ~ ١

  .ثانیة ذالسرعة بعد ~ ذ

  .ثانیة ذ التسارع بعد~ ٣

  

 



 

  
0779 909 516 ١٠٢ 

  :  

  ذم٤=٦+١٠+٨=  ٦+ذ×٥+#ذ=  ذ=ن ‘}ن{ف~ ١
  ١٧=  ٥+١ذ=  ذ=ن ‘}٥+@ن٣{=  ذ=ن }ن{َ ف=  ذ=ن ‘}ن{ع ~ ذ
  ١ذ= ذ ×٦=  ذ=ن  ‘}ن٦{=  ذ= ن  ‘}ن{عَ =  ذ=ن ‘}ن{ت~ ٣

  
  : أوجد السرعة إذا كان التسارع، ١٥-ن٦+@نوفق العلاقة بین السرعة والزمن جسم یتحرك  

  ؟٢ث/مذ٠یساوي 

  
  : ؟؟=  ذ٠= ت ‘ع ،   ١٥-ن٦+@ن=}ن{ع  

  ٧=ئ ن ١٤=ئ ذن ٦+ذن= ذ ٠ئ    ٦+ذن= ع َ =  ت
  ٧٦=١٥- ٤ذ+٤٩=  ٧= ن ‘ ع =  ذ٠= ت ‘إ ع 

  
  أوجد،  @ن٣–ن٣٦+٣٠=}ن{جسم یتحرك وفق العلاقة ف:  

  .الفترة الزمنیة التي تكون فیھا سرعة الجسم موجبة~ ١

  .أقصى ارتفاع یصل إلیھ الجسم على الفترة الموجبة ~ذ 

  
  :٠ى  ؟=ن ‘ع : معنى أن السرعة موجبة أي أن  

  ٦=ن ئ ن٦=٣٦ئ  ٠=ن٦-٣٦ن ئ ٦-٣٦=  فَ= ع ~ ١
  ]٠،٦[ن ي : الفترة الموجبةإ 
  ٦=تت ن ٠= ع : أقصى ارتفاع یصل إلیھ الجسم یعني أن~ ذ

  ١٣٨=٣٦×٣-٦×٣٦+٣٠=  ٦=ن ‘فإ 
 

   أثبت أن الجسم في حالة ابتعاد، ١٥+ن١ذ+@ن٦-#ن=}ن{فجسم یتحرك وفق معادلة الحركة  

  .مستمرة عن نقطة الإنطلاق وأنھ یتوقف مرة واحد فقط
  : ٠ع ى  :الجسم في حالة ابتعاد مستمرة یعني أن  

  ذ=ئ ن ٠=}@ذ-ن{ئ  ٠=٤+ن٤-@ئ ن ١ذ+ن١ذ-@ن٣= َ ف= ع لكن 
  ذ=نإذن الجسم یتوقف عن الحركة عندما 

  الجسم في حالة ابتعاد مستمرةإ ،،  ١}+{= ٤+٤-١=  ١=ن ‘ع ،   ١}+{= ٤+١ذ- ٩=  ٣=ن ‘ع لكن 

  
   ن تسارع الجسم بعد ثانیة واحدةإذا كا، # ن -@ك ن=}ن{فجسم یتحرك وفق معادلة الحركة  
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  ؟أوجد سرعة الجسم بعد ثانیتین،  ٢ث/م١٠یساوي
  

  : ن٣- ذك ن=ع@  
   ١٠=٦-ذك=  ١=ن‘ إذن ت،  ١٠=ن٦- تت ذك ن٦-ذك=عَ =ت ئ ١٠= ١=ن ‘لكن ت
  ٨=ئ ك ١٦=ئ ذك

  ذ٠=  ١ذ-٣ذ=  ذ=ن ‘تت ع @ ن٣-ن١٦= إ ع 
 

  :توقفھ عن نقطة الأصل وفق العلاقةبحیث تكون إحداثیات ، على المستوى البیاني  یتحرك جسم  

 :أوجد،  ١٠+ن٦+@ن٦- #ذن

  .المسافة والسرعة بعد ثانیتین~ ١

  .المسافة عندما تنعدم السرعة~ ذ

  .ث/م١٦= إذا كانت السرعة التسارع ~ ٣

  .٢ث/م٤= السرعة إذا كان التسارع ~ ٤

  .معادلة حركة الجسم من نقطة انطلاقھ~ ٥

  
  :  

  ٦=  ذ=ن ‘}٦+ن١ذ-@ن٦{=  ذ=ن ‘ع ،  ١٤=١٠+١ذ+٤×٦-#ذ×ذ=  ذ=ن ‘ف~ ١
  ؟؟= ٠=ع ‘ف~ ذ

  ١=ئ ن ٠=}@١- ن{ئ  ٠=١+ذن-@ئ ن ٠=٦+ن١ذ-@ن٦= ع لكن عندما تنعدم السرعة فإن 
  ١ذ=١٠+٦+٦- ذ= ١=ن ‘ف=  ٠=ع ‘فإ 
  ؟؟= ١٦=ع ‘ت~ ٣

  ٣-،٥=ئ ن ٠=}٣+ن}{٥-ن{ئ  ٠=١٥- ذن-@ئ ن ١٦=١+ذن-@ئ ن ١+ذن- @ن= ع لكن 
  ٥=نولأن الزمن لا یمكن أن یكون سالباً فإن 

  ٨=ذ-١٠=  ٥=ن ‘}ذ-ذن{=  ٥=ن ‘ت=  ١٦=ع ‘تإ 
  ؟؟= ٤= ت  ‘ع  ~٤

  ٣=ئ ن ٦=ئ ذن ٤=ذ -ذن=لكن ت
  ٤=١+٦-٩=  ٣=ن ‘ ع = ٤= ت  ‘إ ع 

  ن١ذ+@ن٦-#ن=}ن{ف: معادلة الحركة ھي~ ٥
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  ن٣-ذن٤=}ن{فوفق معادلة الحركة  قذف جسم عمودیاً للأعلى من نقطة على سطح الأرض@  
 :أوجد

  .أقصى ارتفاع یصل إلیھ الجسم ~١

  .إلى الأرض رجعیالوقت الذي یستغرقھ الجسم حتى ~ ذ

  .السرعة التي قذف بھا الجسم~ ٣

  لفتین بالإشارة عندما یكون الجسمأثبت أن الجسم یسیر بسرعتین متساویتین بالقیمة ومخت~ ٤

  .م٣٦على ارتفاع 
  

  :  

  ٤=ئ ن ٤ذ=ن٦ئ  ٠=ن٦- ٤ئ ذ ٠=ع  أي أن أقصى ارتفاع یصل إلیھ الجسم~ ١
  م١ذ٠=١٦×٣-٤×٤ذ=  ٤=ن ‘}ن{فإ 
  ٨=٤+٤= زمن الھبوط + زمن الصعود =  الوقت الذي یستغرقھ الجسم حتى یعود إلى الأرض~ ذ

  .ثوان لیعود إلى سطح الأرض ٨إذن الجسم یستغرق 
  ث/مذ٤= ن ٦-ذ٤= ع لكن }  ، ٠=ن{یعني أن  السرعة التي قذف بھا الجسم~ ٣

  ٦،ذ=ئ ن ٠=}ذ-ن}{٦-ن{ئ  ٠=١ذ+ن٨-@ئ ن ٣٦=@ن٣-ذن٤ئ  ٣٦=ف~ ٤
  ن٦-ذ٤= َ ف= ع 
  ١ذ=  ١ذ- ذ٤=  ذ=ن‘ }ن٦-ذ٤{=  ذ=ن ‘ ع :ذ= ن  

 ١ذ- =٣٦- ذ٤=  ٦=ن‘ }ن٦-ذ٤{=  ٦=ن‘ ع  : ٦=ن  
  ارة عندما یكون الجسم على ارتفاعالجسم یسیر بسرعتین متساویتین بالقیمة ومختلفتین بالإشإذن 
  .م٣٦

  
  : وفق معادلة الحركة }٠ع  {مقدارھا قذف جسم عمودیاً للأعلى بسرعة ابتدائیة ثابتة  

  ؟}٠ع  { قیمة أوجد،قدم٤٩فإذا كان أقصى ارتفاع یصل إلیھ الجسم ھو  @ ،ن١٦-ن} ٠ع  {=}ن{ف

  
  : ن٣ذ=٠ئ ع   ٠=ن٣ذ-٠ع  = ع  :فإن } ٠ع ى {لأن أقصى ارتفاع یصل إلیھ الجسم یعني أن  

  @ن١٦= @ ن١٦-@ن٣ذ=}ن{ف: والتعویض في معادلة الحركة ینتج أن
  ٤؛&= ئ ن ١؛$٦؛= )@ئ ن@ ن١٦=٤٩إ : ٤٩كان أقصى ارتفاع یصل إلیھ الجسم ھولكن 
  ث/م٥٦=  ٧×٨=  ٤؛&× ٣ذ=٠إ ع  

 
  :الحركة تين نفس النقطة وفق معادلجسمان یتحركان بنفس الاتجاه وانطلقا م  

  لمسافةأوجد سرعة كل منھما لحظة التقائھما وما ھي ا، ٥+@ن=}ن{٢ ف، ٧-ن٦+@ن=}ن{١ ف
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  ؟المقطوعة من قبل كل منھما
 

  :ذ=ئ ن ١ذ=ن٦ئ  ٥+@ن=٧-ن٦+٢ئ ن} ن{٢ ف=}ن{١ ف  
  ث/م١٠=٦+٤=  ذ=ن‘ }٦+ذن{=  ذ=ن‘ ١َ ف=  ذ=ن‘ ١ع  

  ث/م٤= ذ=ن‘ }ذن{=  ذ=ن‘ ٢َ ف=  ذ=ن‘ ٢ع  

  م٩=٥+٤=  ذ=ن‘ ٢ ف، م  ٩=٧-١ذ+٤=  ذ=ن‘ ١ ف

  
  : دجف،٩- @ن٩-ن٣٦=}ن{ف م وفق معادلة الحركة٤٨من ارتفاع قذف جسم عمودیاً لأعلى: 

  .أقصى ارتفاع یصل إلیھ الجسم عن سطح الأرض~ ١

  .م من سطح الأرض٣٠سرعة الجسم وھو على ارتفاع ~ ذ

  .سرعة الجسم لحظة ارتطامھ بسطح الأرض~ ٣

  .معادلة حركة الجسم من سطح الأرض~ ٤

  
 :  

  ذ=ئ ن ٣٦=ن١٨ئ  ٠=ن١٨-٣٦= ئ ع  ٠= ع ~ ١
  یصل إلیھ الجسم عن سطح الأرض ھوإذن أقصى ارتفاع ،  ذم  ٧=  ٩- ٤×٩- ذ×٣٦=  ذ=ن‘ ف

  م٧٥=٤٨+ذ٧
  / ٥+ [ذ=ئ ن ٠=  ١-@ن-ن٤=  ٩-@ن٩- ن٣٦=}ن{ف~ ذ

  ث/م / ٥[  ١٨-= } / ٥+ [ ذ{١٨-٣٦=  / ٥+ [ذ=ن‘ إ ع 

  ٠=١٣- ن١ذ-@ن٣ئ  ٠=٣٩+@ن٩- ن٣٦ئ  ٤٨-=٩-@ن٩- ن٣٦إ ،  ٤٨-=}ن{ف~ ٣
  ٤ذ- =}٣؛&+ ذ{١٨-٣٦=  ٣؛&+ ذ=ن ‘ن ئ ع١٨-٣٦=ع لكن ،    ٣؛&+ ذ=ئ ن

  ٣١+@ن٩-ن٣٦=}ن{فئ  ٤٠+٩-@ن٩-ن٣٦=}ن{ف: معادلة الحركة من سطح الأرض~ ٤

  
  ن٥-ن٥٠=}ن{١ قذف جسم عمودیاً للأعلى وفق معادلة الحركة ف@ ، ُ   سقط جسموفي نفس اللحظة أ

  لحظةجد سرعة كل منھما أو @،ن٥=}ن{٢ م وفق المعادلة ف١٠٠آخر من السكون ومن ارتفاع 

  ؟التقائھما
  

  :ذ=ئ ن ١٠٠=@ن٥+@ن٥-ن٥٠ئ  ١٠٠=٢ ف+ ١ ف  
  ٣٠=ذ٠- ٥٠=  ذ=ن ‘}ن١٠- ٥٠{=  ذ=ن ‘١َ ف =١إ ع  

  ذ٠=  ذ=ن ‘}ن١٠{=  ذ=ن ‘٢َ ف =٢ع  
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  أوجد السرعة عندما ینعدم التسارع،نجتا  -نجا / ٣= [}ن{ف م یتحرك وفق معادلة الحركةجس  

  ؟زاویة في الربع الأول نبحیث أن 

  
  :؟؟=٠=ت ‘ ع  

  ن  جا/ ٣=  [ن  جتائ  ٠=نجتا + ن  جا/ ٣[ -=عَ =ت،  ن   جا+ ن  جتا/ ٣=  [َ ف= ع 

جتا	نئ 
جتا	ن
جا	ن/   ٣= [ 

جتا	ن
  

ش؛ = !ن ظا ئ  ١= ن  ظا / ٣[  ئ ࣊= ئ ن ؛٣ش
٦

   

=ن ‘إ ع 
࣊
٦

࣊جتا/  ٣= [ 
٦

࣊جا +  
٦

  ذ=  ٢؛+ !}:؛٢#؛ش { / ٣[ئ  

  
  : ًكانت المسافة التي یقطعھا الجسم فإذا، للأعلى من نقطة على سطح الأرض قذف جسم رأسیا  

  أثبت أن الجسم یفقد، @ ن١٦-ن٦٤=}ن{الحركة تعطى بالعلاقة فثانیة من بدء  نبالأقدام بعد 

  ؟قدم ٤٨على ارتفاع وھوالابتدائیة  تھنصف سرع
  

 :   ١،٣=ئ ن ٠=}١-ن}{٣- ن{ئ  ٠=٣+ن٤-@ئ ن ٤٨= @ ن١٦-ن٦٤=}ن{ف  
  ٦٤=٠ئ ع   ٦٤=  ٠=ن ‘}ن٣ذ-٦٤{=٠=ن ‘ع: لكن السرعة الابتدائیة

 نصف السرعة الابتدائیة =٣ذ=  ١=ن ‘}ن٣ذ-٦٤{= ١=ن ‘ع  
 نصف السرعة الابتدائیة =٣ذ-=٩٦-٦٤=  ٣=ن ‘}ن٣ذ-٦٤{= ٣=ن ‘ع  

  .قدم ٤٨إذن الجسم یفقد نصف سرعتھ عندما یكون على ارتفاع 
  

  : أوجد، ذ٠+ن+#ن= }ن{العلاقة فیتحرك جسم حسب: 

   ]١،  ٠[ ∈ن ، السرعة المتوسطة ~ ١

  ذ=نالسرعة عندما ~ ذ
  ] ٢,٠[∈ ن، التسارع المتوسط ~ ٣

  ذ=نالتسارع اللحظي عندما ~ ٤

  
  :  

∆	ف= عَ  ~ ١
∆	ن

  =൫٠൯ିف൫١൯ف
١

ذ٠=   ذذି
١

  ذ=  
  ١٣=  ١+١ذ=  ذ=ن ‘}١+@ن٣{=  ذ=ن ‘َ ف=  ذ=ن ‘ع ~ ذ

∆	ع= َ ت~ ٣
∆	ن
  =൫٠൯ିع൫٢൯ع

٢
  =١ି١٣

٢
  ٦= ؛ !؛٢؛@=  
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  ١ذ=  ذ=ن ‘}ن٦{= عَ  = ت~ ٤

  
  :؟١ =ن أوجد التسارع عندما ، }# ذ+@ن{=}ن{إذا كان ف  

  : ذن٤+#ذن٤%+ن٦=}٤+@ن٤+$ن{ن٦=}@ذ+@ن{ن٦=ذن×}@ذ+@ن{٣= ع  
  ١ذ٦=ذ ٤+٧ذ+٣٠=  ١=ن ‘تذ ئ ٤+@ن٧ذ+$ن٣٠= ع َ =  ت

  
   ًتساوي]  ا،  ٠[إذا كانت السرعة المتوسطة في الفترة ، # ن= }ن{للعلاقة فیتحرك جسم وفقا  

  ؟ االثابت  أوجد قیمة،  ذ=نسرعتھ اللحظیة عندما 

  :   ف/ = ع	∆
∆	ن

  =൫٠൯ିف൫أ൯ف
أ

  =
ا
	

٣

  @ا=  ا

  / ٣[ذ /=١ذ= [ئ ا ١ذ=@ئ ا ذ=ن ‘@}ن٣{=@ئ ا ذ=ن ‘ع/ = ع  لكن 

  
   بحیث ،جد السرعة عندما ینعدم التسارع أو، ن@ جا =}ن{الحركة فجسم یتحرك وفقاً لمعادلة  

≤  ن<  ٠
بب
  ؟ذ

  : ذنجتاذ=  تذن تت جا=نجتا نجاذ=ع  

بب= ئذن  ٠=ذنجتائ ذ ٠=ت :لكن عندما ینعم التسارع یعني أن
بب= ئ ن   ذ

٤
  

=ن ‘إ ع 
بب
٤

بب×ذجا=  
٤

  =١  

  
  فیھاأوجد سرعة الجسم في اللحظة التي ینعدم ،  ن$ جا= }ن{یتحرك جسم حسب العلاقة ف  

  ؟تسارعھ لأول مرة بعد الحركة
  : نجتان @جا١ذ} {نجتا{+ } نجا- {ن#جا٤=  ت ،  ن    جتان # جا٤= ع{  

  ن$ جا٤=ن@جتان @جا١ئ ذ ٠= ن $ جا٤-ن@جتان @جا١ذ :لكن عندما ینعدم التسارع فإن

نئ   	جا
٤

٤

	ن 	جا
٢

٤
ن=   	جتا

٢
ن× 	جا

٢
١٢

ن 	جا
٢

٤
نن ئ @جا= ن@جتا٣ئ   	جتا

٢
٣

ن 	جتا
ن=  ٢ 	جا

٢

ن 	جتا
بب= ئ ن /  ٣=  [نظان ئ @ظا=  ٣ئ  ٢

٣
   

=ن ‘إ ع 
بب
٣

  / ٣[  ٤؛#= } ٢؛!{ # }:؛#٢ش؛{  ٤=  
 

  جد التسارعأو،  ٤-ذن٦+@ن٩- #ن=}ن{مستقیم وفقاً للمعادلة الزمنیة ف یتحرك جسم على خط  

  متر؟ ذ٠مسافة  الجسم عندما یقطع
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  :٠=ذ٤-ذن٦+@ن٩-#ذ  ئ ن٠=  ٤-ذن٦+@ن٩- #نئ  ٤-ذن٦+@ن٩- #ن=}ن{ف  
  : ومن خلال القسمة التركیبیة ینتج أن، یحقق المعادلة  ٣العدد 

  ٠=}٨+ن٦-@ن}{٣-ن{= ذ٤-ذن٦+@ن٩- #ن
  ٣،٤،ذ=تت ن ٠=}٤-ن}{ذ-ن}{٣- ن{ئ 
  ذ ٦+ن١٨-@ن٣= َ ف= ع  لكن، عَ   =ت 
  ١٨-ن٦=  ت
 ٦-= ١٨ -١ذ =ذ =ن ‘}١٨-ن٦{=  ذ=ن ‘ت  
 ٠=١٨-١٨=  ٣=ن ‘}١٨- ن٦{= ٣=ن ‘ت  
 ٦=  ١٨-ذ٤=  ٤=ن ‘}١٨- ن٦{= ٤=ن ‘ت  

 
  أثبت أن النقطة، } ن -ذ٧{/ ن =  [}ن{قیم وفق معادلة الحركة فتتحرك نقطة مادیة على خط مست  

  ؟ثوان ٩دأت منھا الحركة بعد مرور تبدأ بالعودة إلى النقطة التي ب
  : ٠= ع عندما یبدأ الجسم بالعودة فإن  

ش؛نن؛  !٢؛} {  ن –ذ ٧{+  ١-×/ن =  [ع  ش؛نن؛  !٢؛} {  ن –ذ ٧{/ + ن [  –ئ } ش ିن)= ئ ن  ٠= }ش ذ٧ )	
ذ

  ن٤

  ٩=ذ ئ ن٧=ن٣ن ئ -ذ٧=ئ ذن}@ ن-ذ٧{=@ن٤ئ 

  
  :م٨ صلھ الجسم ھویان أقصى بعد وك } ،ن -ذ{ص ن =}ن{ى حسب العلاقة فقذف جسم للأعل  

  ؟صأوجد قیمة 

  :ص ن –ذن ص =}ن{ف،  ٠=ع : أقصى ارتفاع یصل إلیھ الجسم یعني@  
  ١=ذن ص ئ ن=ئ ذص ٠=ذن ص- ذن ص ئ ذص-ذص= َ ف= ع لكن 

  ٨=ئ ص ٨=ص -ذص=  ١=ن ‘ف
  

 : إذا كان تسارعھ،  ب ن+@ان=}ن{ث وفق معادلة الحركة ف/مذقذف جسم بسرعة ابتدائیة مقدارھا  

  ؟ثوان ٣أوجد المسافة بعد  ،@ث/م٨

  : ذ=ئ ب  ٠=ن ‘}ب+ذان{= ذ=٠=ن ‘ع  
  ٤=ئ ا ٨=ذا=  ت، ذ +ذان = إ ع 

  م٤ذ=٦+٣٦=  ٣=ن ‘فذن ئ +@ن٤=فإ 
 

: أوجد ،٦+@ن٣-#ن=}ن{إذا كان ف: 
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  .الفترة التي تكون السرعة فیھا موجبة~ ١

  .الفترة التي تكون السرعة فیھا سالبة~ ذ

ً الفترة ~ ٣   .التي یكون فیھا التسارع موجبا

٤ ~ ً   .الفترة التي یكون فیھا التسارع سالبا

  
  : ذ،  ٠=ئ ن ٠=}ذ-ن{ن٣ئ  ٠=ن٦-@ن٣= ع  

  ن ى ذإذا كان  ٠ع ى ~ ١
  آ ن آ ذ ٠إذا كان  ٠ع آ~ ذ

  ١=ئ ن ٠= ٦-ن٦=  ت
  ١ن ىإذا كان  ٠ى  ت~ ٣
  ١آ ن آ  ٠إذا كان  ٠آ  ت~ ٤

  

 ؟بدایة الحركة عند ١ =ارع عندما ع أوجد التس،  @ن+فع =# ع إذا كان  

١=  فئ  ٠+ف =١،   }٠=ن{ بدایة الحركة یعني  
  ٢؛= !تئ  ١+ت=  ت٣ئ  ٠×ذ+ ع ×  ١+  ت ×١=  ت ×}@١{٣ذن ئ +  فَ×ع + عَ  ×ف=  عَ ×  @ع٣

  
 من سطح بنایة ، َ   وفي نفس، @ن١٦=}ن{١ شخص جسم من السكون وفق العلاقة الزمنیة ف تَ فلَ أ

  ث حسب العلاقة/م٢٠ى ل إلاللحظة رمى شخص آخر جسم عمودیاً للأسفل بسرعة ابتدائیة تص
  ارتطام الجسمثانیة من  ٠لي٥إذا علمت أن الجسم الأول ارتطم بعد  @ن١٦+ذن٠=}ن{٢ ف الزمنیة

 :الثاني بالأرض أوجد
 .من الجسمین لحظة ارتطامھما بالأرضسرعة كل ~ ١

  .ارتفاع البنایة~ ذ

  
ن١٦+ذن٠=}@٢؛+ !ن{١٦ئ } ن{٢ ف=}٢؛+ !ن{١ لكن ف، ن ٣ذ=}ن{١ئ ع  @ ن١٦=}ن{١ ف@  

  ١=ئ ن ٤=ن٤ئ 
  ٥ذ=٣ذ+ذ٠=١×٣ذ+ذ٠=  ١=ن ‘٢ع  ،     ٤٨=١لي٥×٣ذ=  ١=ن ‘١ع  ~ ١
  ٣٦=١٦+ذ٠=}١{٢ ف  أو            ٣٦=}@١لي٥{١٦=}١لي٥{١ ف~ ذ

  
أوجد، ن٦+@ن٨+#ن=}ن{قذف جسم إلى الأعلى حسب العلاقة ف: 
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 .بتدائیةالسرعة الا~ ١

  .بتدائيالتسارع الا~ ذ

  
  ؟؟=٠=ن ‘ت، ؟؟   =٠=ن ‘ع  

  ٦=  ٠=ن ‘}ن{تت ع  ٦+ن١٦+@ن٣=}ن{ع ~ ١
  ١٦= ٠=ن ‘}ن{تتت  ١٦+ن٦=}ن{ت~ ذ

  
 ؟جد التسارعف، ف ھي المسافة ، ة حیث ع ھي السرع، :}:ن:{ف[  = } ن{ع إذا كان 

ن{ت=  ٢؛= !       =         = ع َ لكن : عَ  = ت{  

  
 ً   أوجد سرعة، @ن٥-ن٣٠=}ن{ف للمعادلة الزمنیةقذف جسم إلى الأعلى من سطح الأرض وفقا

  ؟من سطح الأرض مذ٥ الجسم عندما یكون على بعد

 
 ٠=}١-ن}{٥-ن{ئ  ٠=٥+ن٦-@ذ ئ ن٥=@ن٥- ن٣٠ذ ئ ٥=}ن{لكن ف، ن  ١٠-٣٠=ع  

  ١،٥=ئ ن 
  ذ٠ -= ٥٠-٣٠=  ٥=ن ‘ع ،  ذ  ٠=١٠-٣٠=  ١=ن ‘ إ ع 

  
؟كون سرعتھ موجبة ومتى تكون سالبةحدد متى ت، ٩+ن٤-@ن=}ن{تحرك جسم حسب العلاقة ف  

 ذ=ئ ن ٤=ئ ذن ٠=٤-ئ ذن ٤-ذن= ع  
  ن ى ذ تكون السرعة موجبة عندما یكونتت  ٠ذ ى =٤-٦=  ٣=ن ‘ع 
  ن آ ذ تكون السرعة سالبة عندما یكونتت  ٠ذ آ -=٤-ذ=  ١=ن ‘ع 

 
 وكانت سرعة الجسم عند @ ،ن٥-ن٣٠=}ن{على حسب العلاقة فقذف جسم للأ، من عمارة  

  ؟أوجد ارتفاع العمارة، ث /م٦٠اوي وصولھ الأرض تس
  

 لكن وقت وصول، ك +@ن٥-ن٣٠=}ن{ف: فستكون معادلة الحركة ھي كنفرض أن طول البنایة ھو  

  ٦٠-= ٠= ف‘ع لكن ،  ٠=ك+@ن٥-ن٣٠=}ن{فتت  ٠=}ن{فالجسم إلى سطح الأرض یكون 
  ٩=ن ئ ن١٠=٩٠ئ ٦٠-=ن١٠-٣٠إ 
  ١٣٥=ئ ك ٠=ك+@٩×٥- ٩×٣٠ئ  ٠=  ٩=ن ‘}ن{فإ 
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 السرعةانعدام  عند ٢؛# -یساوي بین أن تسارع الجسم ، #ف -١=@ع إذا كان.  

نشتق ضمني :  

  @ ف٣-=تع تت ذ× @ ف٣-=  ت× َ تت ذع ف@} ف٣-{= عَ  } ذع {
  ١=فئ  ١=#فئ  ٠=#ف – ١ئ # ف – ١=@ئ ع  ٠=ع لكن 
  ٢؛# -= ت ئ  ١×٣-=تئ ذ@ ف٣-=تإ ذ

 
ة تساويأوجد الزمن الذي تكون فیھ السرع، @ن-ن١٦=}ن{قذف جسم إلى الأعلى حسب العلاقة ف  

  ؟نصف السرعة التي قذف بھا
  

 ٤=ئ ن ٨-=ذن–ذن ئ -١٦=  ٢؛!× ١٦ئ  ١٦=  ٠=ن ‘}ذن-١٦{ئ  ٠=ن ‘}٠ع  ×٢؛!{ =ع  
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 ؟ث/م٨جد التسارع إذا كانت السرعة أو #ف =@ع جسم یتحرك وفق المعادلة  

 ٤= فئ # ف =٦٤ئ  ٨=ع لكن ،   َ ف×@ف٣=عَ ×ذع  
  ذ٤=  تئ  ٤٨=  تئ ذ}@ ٤{٣= تذ ئ@ ف٣= تع  ئ ذ@ف٣= تإ ذع 

  
 جسم یتحرك على منحنى ما بحیث تتناسب السرعة تناسباً طردیاً مع الجذر التربیعي للمسافة ،  

  .یسیر بتسارع ثابتأثبت أن الجسم 
ف[ا = ع : یعني أن السرعة تناسباً طردیاً مع الجذر التربیعي للمسافة/  

  @ا ٢؛= !×         ا= ×         ا=           ×ا= تإ 

  
سم وارتفاعھ٨قاعدتھ  إناء على شكل مخروط قائم قاعدتھ للأعلى ورأسھ للأسفل نصف قطر  

 :ث أوجد/٣سم٢٤بمعدل  سم تصب فیھ حنفیة١٢
  .سم٦معدل ارتفاع الماء في اللحظة التي یكون فیھا ارتفاع الماء ~ ١

  .سم٦معدل تغیر مساحة سطح السائل في اللحظة التي یكون فیھا نصف قطر السائل ~ ذ

 

ء	ح~ ١
ء	ع، ذ ٤=  ء	ن

  ؟؟=٦=ع‘ء	ن

  :تشابھ المثلثین ینتج أنومن ،  #؛بب ع٢؛ ٧؛$= ع @}ع٣؛{@بب٣؛= !ع  @بب قق٣؛!= ح 

قق=  ١؛ ٢؛* 
قق=  ٣؛@تت  ع

   ع٣؛@ = ققتت  ع

  #؛بب ع٢؛ ٧؛$= ح 
ء	ح
  عَ  ×@ع×بب٩؛$=  ٦=ع‘ ء	ن

٣= عَ  بب عَ  ئ ١٦=ذ٤عَ  ئ }٣٦{بب٩؛$=ذ٤
 ذبب

ء	م~ ذ
  ؟؟= ٦=قق ‘ء	ن

ء	مئ  @بب قق= م لكن 
ء	ققذبب قق =  ء	ن

   ء	ن
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  قق٢؛#= ع  ئ ع ٣؛@= قق ولكن 

ء	حع  ئ @بب قق٣؛= !ح 
ء	ققبب قق ٣؛@=  ء	ن

ء	قق@ بب قق= } قق٢؛{# ء	ن
  ء	ن

ء	حإ 
ء	قق@ بب قق=  ء	ن

ء	ققبب٣٦= ذ ٤ئ  ء	ن
ئ   ء	ن

ء	قق
ء	ن

 = ٤

٦بب
 = 

ذ
٣بب

   

ء	مإ
ء	ققذبب قق =  ٦=قق ‘ ء	ن

ذ×٦×ذبب=  ء	ن
   ٨=  بب٣

  
یتسرب، رتفاعھ یساوي قطر قاعدتھ إناء على شكل مخروط قائم قاعدتھ للأعلى ورأسھ للأسفل وا  

  أوجد معدل خروج السائلد ٢/سم١٠منھ السائل بحیث یكون معدل تغیر نصف قطر السائل یساوي 
  ؟سم٦ن فیھا نصف قطر السائل یساوي التي یكو في اللحظة

 قق،  ذقق  =ق = ع	ء
ء	ققئ دقیقتین /١٠-=  ء	ن

ء	ح،   دقیقة /٥-=  ء	ن
  ؟؟= ٦=قق ‘ ء	ن

  #بب قق٣؛@= } ذقق@{بب قق٣؛= !ع @بب قق٣؛! =ح 

ء	حإ 
ء	قق@ذبب قق=  ء	ن

  د/#سمبب٣٦٠- =  ٥-×٣٦×ذبب=  ء	ن

  
 ا كانت النسبة بین معدل تغیر حجمفإذ، فیھ الماء  بّ صُ ، مخروط قائم ارتفاعھ یساوي قطر قاعدتھ  

  ؟ارتفاع السائلك حیث ، ك٣= ع أن  أثبت،  @بب كالماء إلى معدل تغیر ارتفاعھ ھو 



ء	ح
ء	ن
ء	ك
ء	ن

 =ذقق= ع @  ، بب ك  

  حجم المخروط الفارغ –حجم المخروط الكلي = ح 

  :ومن التشابھ ینتج أن ، }ك –ع @{سبب ٣؛! -ع @بب قق٣؛= !
قق
س=  ع

ققئ  ع	ିك
س=  ذقق

  }ك – ع{٢؛! = سئ  ع	ିك

عషك{بب٣؛! -ع @بب قق٣؛!= 
ذ

  }ك–ع }@{

  }#ك- ع{؛بب١ ٢؛! -ع @بب قق٣؛= !

ء	حإ 
ء	ك - ×}@ك-ع{؛بب١ ٢؛# - ٠=  ء	ن

ء	ك×}@ك-ع{بب٤؛= ! ء	ن
  ء	ن

ء	ح
ء	ن
ء	ك
ء	ن

  }@ك- ع{بب٤؛!=  
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  ك٣= ك ئ ع -ع= ئ ذك } ك-ع{٢؛= !ئ ك }@ ك-ع{بب٤؛= !@ بب ك

  
تصب فیھ حنفیة ٩٠فل وزاویة رأسھ إناء على شكل مخروط قائم قاعدتھ للأعلى ورأسھ للأس  

  التي یكون فیھافي اللحظة ج ث أوجد قیمة الثابت /م٦ث فإذا كان معدل ارتفاع السائل /٣مج بمعدل 

  ؟م٤السائل  ارتفاع


ء	ح
ء	ع، ج  = ء	ن

  ؟؟= ج ،   ٦=  ٤=ع ‘ء	ن

  #بب ع ٣؛= !ع @ققبب ٣؛= !ح 

لكن 
قق
=  ع

س
٤

  ع= ئ قق  ١= ٤٥ظا=  

ء	ح
ء	ع@بب ع=  ء	ن

   ء	ن

  بب٩٦ = جئ } ٦}{١٦{بب= ج 

  
 ث أوجد/م٤بدأ بالارتفاع عمودیاً للأعلى بسرعة ، م من رجل٣٠جسم على بعد: 

 ؟م٢٠لحظة التي یكون ارتفاعھ معدل ابتعاد الجسم عن الرجل في ال~ ١

 ؟م٢٠على ارتفاع الجسم التي یكون فیھا معدل تغیر زاویة ارتفاع نظر الرجل في اللحظة ~ ذ

 

ء	س~ ١
ء	م،   ٤= ء	ن

  ؟؟=ذ٠=س ‘ء	ن

  :@ص:+:@س[ =  م 
  @ص+@س= @ م

ء	مذم
ء	سذس =  ء	ن

  ٠+ ء	ن

ء	م× : @ص:+:@س[   
ء	م× / ٠/٠/٩/ +/٠/٠/٤ [ئ  ٤×ذ٠=  ء	ن

ء	مئ  ٨٠=  ء	ن
  =  ء	ن

س~ ذ
س=  ص

٣٠
  ه ظا=  

  ه ظا٣٠= س ئ 

ء	سئ 
ء	ه×ه@ قا٣٠= ء	ن

   ء	ن

  ذ٠=س لكن 
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سإ 
ذ٠ه ئ  ظا=  ص

٣٠
  ه@ قا = ؛!٩؛#ه ئ @ ظا+  ١=  ١+  ٩؛$ه ئ @ ظا=  ٩؛$ه ئ  ظا=  

	×}؛!٩؛{#٣٠=  ٥ئ 
ء	ه
   ء	ن

ء	هئ 
  ؛٢ ٦؛#=  ء	ن

 
 سم٤سم والصغرى٨طر قاعدتھ الكبرى ف قسم ونص١٠فنجان على شكل مخروط ناقص ارتفاعھ  

  السائل في اللحظة التي یكون فیھاث أوجد معدل تغیر ارتفاع /٣سم٤٠ھ الماء بمعدل فیصب ، 
  ؟سم٩ارتفاع السائل 

  
نكمل المخروط أولاً ومن ثم نجد حجمھ:  

٨
ା١٠س
  =٤

  ١٠= سئ  ٤٠+س٤= س ٨ئ  س

  ذ٠= ١٠+١٠=  الارتفاع الكلي للمخروطإ 
  فراغ ح  – كليح =  سائل ح

  }ع -ذ٠@{ققبب ٣؛! -ع @بب قق٣؛= !

لكن 
قق

٠ذିع
  =٨

٠ذ
 } ع- ذ٠{٥؛@ = ققئ } ع -ذ٠{ذ= قق ٥ئ  

  }#ع -ذ٠{؛بب٧ ٥؛$ -ع @بب قق٣؛! =إ ح 
ء	ح
ء	ع -× }@ع - ذ٠{؛بب٢ ٥؛$ - ٠=  ء	ن

  ء	ن

ء	ع× }@٩- ذ٠{؛بب٢ ٥؛$=٤٠
ء	عئ  ء	ن

ذ٥٠=  ء	ن
  بب١ذ١

  
 ا(بحیث أن النقطة ، ابتدأتا بالحركة على المستوى الدیكارتي من نقطة الأصل  ب،انقطتان(  

  تحرك باتجاه محورت) ب(ث والنقطة /وحدة ٤اتجاه محور السینات الموجب بسرعةتحركت ب

  ؟ث٢جد معدل ابتعادھما عن بعض بعد أو، ث /وحدة٣بسرعة  الصادات السالب


ء	س
ء	ص،   ٤= ء	ن

ء	م،   ٣=  ء	ن
  ؟؟=  ذ=ن ‘ء	ن

  @ص+@س= @تت م: @ص:+:@س[ =  م 

ء	مئ ذم 
ء	سذس =  ء	ن

ء	صذص +  ء	ن
  ء	ن
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ء	مئ
ء	سس = } :@ص:+:@س[{   ء	ن

ء	صص +  ء	ن
  ء	ن

ء	س= س لكن 
ء	ص=ص،   ٨=ذ×٤=ن× ء	ن

  ٦=ذ×٣=ن ×ء	ن

ء	مئ 
ء	مئ  ٣×٦+٤×٨= } /٦/٣/+/٤/٦[ {  ء	ن

  ٥= ؛ ١%٠؛(=  ء	ن

 
 م موصول بأحد طرفیھ ثقل٤٥ل طولھ م عن سطح الأرض حولھا حب٢٥بكرة على ارتفاع  

  بسرعةرة عن أسفل البكرة م ابتعدت السیا٥والطرف الآخر موصول بأعلى سیارة على ارتفاع 
  ؟م١٥بعد السیارة عن أسفل البكرة  معدل ارتفاع الثقل في اللحظة التي یكون فیھا وجدأ، ث /م٦


ء	س
  ص+ذ٥= } ص-ذ٠{ -٤٥= } ص- ذ٠{ – طول الحبل= م ،   ٦= ء	ن

  :@:}ذ:٠{:+:@س[  = م 
  ٤٠٠+@س= @ م

ء	م{ذم 
ء	س{ذس = } ء	ن

  }ء	ن

ء	م{: @:}ذ:٠{:+:@س[  
ء	س{س = } ء	ن

  }ء	ن

ء	م× : }@:ذ٠:{:+}@:ذ٥{[
 ٦×١٥=  ء	ن

ء	م
  ٢؛)٥؛= ( ء	ن

 
 أوجد، سم ١٦خر بحیث یبقى المحیط ث وینقص البعد الآ/سم٩مستطیل یزداد أحد أبعاده بمعدل  

  ؟سم٥ع المتزاید معدل تغیر قطره في اللحظة التي یكون فیھا طول الضل


ء	س
  ٩= ء	ن

  ١٦=  المحیط

 س -٨=صتت  ٨=ص+ئ س ١٦=ذس+ذص

  :٤:٦:+:س:٦:١:-@:ذس[: =  @س:+:س:٦:١:-:٤:٦:+@س[ =   :}@:س: -:٨{:+:@س[  = م 

  ٦٤+س١٦-@ذس=@مئ 

ء	م{ذم ئ 
ء	س{س٤= } ء	ن

ء	س{١٦ –} ء	ن
  }ء	ن
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ء	م{: }@:س: -:٨{:+:@س[  ئ 
   ٩×٨-٩×٥×ذ= } ء	ن

ء	مئ 
ء	مئ  ٧ذ- ٩٠/ = ٩/+/ذ٥[  ء	ن

ش؛!؛= * ء	ن   ٣؛ِ ٤ش

  
 أبحرت ً   س وفي/كم٢٠باتجاه الشمال بسرعة  سفینة من أحد الشواطئ الساعة الثامنة صباحا

  ماأوجد معدل ابتعادھ، س /كم٢٦الساعة العاشرة أبحرت سفینة أخرى باتجاه الشرق بسرعة 
  ؟الواحدة بعد الظھر عند الساعة


ء	س
ء	ص، ذ  ٠= ء	ن

ء	م، ذ  ٦=  ء	ن
  ؟؟= الساعة الواحدة بعد الظھر‘ء	ن

ء	س= س لكن 
ء	ص= ص ،     ٨٠=  ٤×ذ٠= ن ×ء	ن

  ٧٨=٣×ذ٦= ن ×ء	ن

ء	م{ئ ذم @ ص+@س= @ ئ م: @ص:+:@س[ = م 
ء	س{ذس= } ء	ن

ء	ص{ذص+}ء	ن
  }ء	ن

ء	م{: @ص:+:@س[ ئ  
ء	س{س= } ء	ن

ء	ص{ص+}ء	ن
  }ء	ن

ء	م× / }@/٨/٧/{/+/}@/٠/٨{[ئ  
ء	مذ ئ ٦×٧٨+ذ٠×٨٠=  ء	ن

  ٣لي٥ت  ء	ن

 
 تبعد عن المدینة }ا{بحیث أن المدینة ، }ب{ قین متعامدین في المدینةیعلى طر }ج،ب،ا{ مدنثلاثة  

  انطلقت سیارة من المدینة، كم ٢٠بمقدار } ب{تبعد عن المدینة } ج{والمدینة  ، كم١٠بمقدار  }ب{

  وفي نفس اللحظة انطلقت سیارة أخرى من المدینة، س /كم١٠بسرعة  }ب{المدینة  تجاهبا} ا{

  ؟تعادھما أو اقترابھما بعد ساعتینأوجد معدل اب، س /كم٤٠مبتعدة بسرعة} ج{


ء	س
ء	ص،    ١٠=ء	ن

ء	م،   ٤٠= ء	ن
 ؟؟= ذ=ن‘ء	ن

ء	س= س 
ء	ص= ص ،     ذ٠=ذ×١٠=ن ×ء	ن

  ٨٠=ذ×٤٠= ن×ء	ن

  }@ ص+ذ٠{+ }@س -١٠{= @ ئ م: }@:ص:+:ذ٠:{:+}@:س-:٠:١{ [=  م 

ء	م{ئ ذم 
ء	س -}{س -١٠{ذ=}ء	ن

ء	ص}{ص+ذ٠{ذ+}ء	ن
  }ء	ن

ء	م×  :}@:ص:+:ذ٠:{:+}@:س-:٠:١{ [ئ  
  }٤٠}{٨٠+ذ٠{+}١٠ -{}ذ٠-١٠{=  ء	ن

ء	مئ 
ش؛!؛(=  ء	ن   السیارتان تبتعدان عن بعضھماتت  ؛١ِ؛ ٠ِ$١ش
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 ولى غرب السیارة الثانیة وانطلقتكم وكانت السیارة الأ٣٠المسافة الأفقیة بینھما ، سیارتان  

  أوجد معدل ،س /كم٥س والثانیة باتجاه الشرق بسرعة /كم١٠باتجاه الشمال بسرعة الأولى 
  ؟ساعات٤ابتعادھما بعد


ء	س
ء	ص،    ١٠=ء	ن

  ٥ = ء	ن

  :}@:ص:+:٣٠:{:+@س[=  م 
  }@ص+٣٠{+@س= @ ئ م

ء	م{ئ ذم
ء	س{ذس= } ء	ن

ء	ص}{ص+٣٠{ذ+}ء	ن
  }ء	ن

ء	م× : }@:ص:+:٣٠:{:+@س[ئ   
ء	س{س=  ء	ن

ء	ص}{ص+٣٠{+ }ء	ن
 }ء	ن

ء	س= س لكن 
ء	ص= ص ،     ٤٠=٤×١٠=ن ×ء	ن

  ذ٠=٤×٥=ن ×ء	ن

ء	م×/ ذ/٠٠/٥/+/٠/٠/٦/١[ إ  
ء	مئ  ٥×٥٠+١٠×٤٠=  ء	ن

  ٤؛ِ ١؛ ؛شش ؛ ؛!٥؛#=  ء	ن

  
 لذي تتساوى سرعةحدد الوقت ا،  بدأ بالانزلاق على الأرض، م یتكئ على حائط ٤سلم طولھ  

  ؟ة میلانھ عن الأرض في تلك اللحظةمع سرعة ھبوطھ وما ھي زاوی انزلاقھ فیھ
ص:+:@س[=   ٤@:  

  @ص+@س=  ١٦ئ 

ء	س{ذس=  ٠ئ 
ء	ص{ذص+}ء	ن

ء	س{ئ س} ء	ن
ء	ص{ص+}ء	ن

   ٠=} ء	ن

لكن 
ء	س
ء	ص -=  ء	ن

  ء	ن

ء	س{إ س
ء	ص{ص+}ء	ن

ء	س{ئ س ٠=} ء	ن
ء	س - {ص+}ء	ن

ء	س{سئ  ٠=} ء	ن
ء	س{ص= } ء	ن

  ص= ئ س } ء	ن

   ٨= @ ئ س@ ذس=  ١٦ئ : @:ذس[ : = @:س:+:@س[=    ٤ئ : @ص:+:@س[=   ٤إ 

  ص=  /ذ[ ذ / = ٨=  [ ئ س 

  بب٤؛= !تت ه  ١=  ص؛سس= ه  ظا

  
 د(باتجاه ) ا(تحركت الأولى من ، نملتان تحركتا على حافتي مكعب كما ھو مبین في الشكل(  

  أوجد معدل ابتعادھما، ث /وحدة٣بسرعة ) ل(باتجاه ) ھـ(ث وتحركت الثانیة من /وحدة٤بسرعة 
 ؟بعد ثانیتین
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ء	س
ء	ص،    ٤=ء	ن

،   ٣ = ء	ن
ء	م
  ؟؟= ذ=ن‘ء	ن

  @ص+ @س=@كلكن ، :  }@:ك{:+:}@:ذ:٠{ [ = م 
  :@ص:+:@س:+:٠٠:٤[=  إ م 
  @ص+@س+٤٠٠= @ ئ م

ء	م{ئ ذم
ء	س{ذس=}ء	ن

ء	ص{ذص+}ء	ن
  }ء	ن

ء	م{: @ص:+:@س:+:٠٠:٤[ئ   
ء	س{س=}ء	ن

ء	ص{ص+}ء	ن
  }ء	ن

ء	س= س لكن  
ء	ص= ص ،     ٨=ذ×٤=ن ×ء	ن

  ٦=ذ×٣=ن ×ء	ن

ء	م{/ ٦/٣/+/٤/٦/+/٠٠/٤[  إ
ء	م{×/٠٠/٥[ئ  ٣×٦+٤×٨=  }ء	ن

   ٥٠= } ء	ن

ء	م{ /٥[  ١٠ئ 
ء	م{/ ٥[ ئ  ٥٠=} ء	ن

ء	م{ئ  ٥=}ء	ن
ش؛ = %} ء	ن   ؛٥ِش

 
 التحرك في المستوى الدیكارتي وفقأثرت علیھ قوة أجبرتھ على ) ب(مثلث قائم الزاویة في اب ج  

 :الشروط التالیة بحیث یبقى المثلث قائم الزاویة
 .في نقطة الأصل) ا(الرأس  )١

 السینات الموجب بسرعة محور باتجاه) ٠,١(الحركة من النقطة  بدأ )ب(الرأس  )٢
 .ث/وحدة٣

 @س+١= ص قتران الا منحنى ىتحرك علی) جـ(الرأس  )٣

  وان؟ث٥دل تغیر مساحة المثلث بعد مضي جد معف

 الارتفاع×القاعدة×٢؛!= مساحة المثلث    ،
ء	س
ء	م،    ٣=ء	ن

  ؟؟= ٥=ن‘ء	ن

  #}س+ س{٢؛= !@} س+١{س  ٢؛= !س ص  ٢؛= !م 
ء	م
ء	س= س لكن ،   @}س٣+١{٢؛= ! ء	ن

  ١٥=٥×٣=ن ×ء	ن

ء	مإ 
  ٣٣٨= }@} ١٥{٣+١{٢؛= ! ء	ن

  
  انطلقت الأولى شمالاً بسرعة، ة كم حیث تقع الأولى غرب الثانی٢٠سیارتان المسافة بینھما  

  ساعات من٤بتعادھما بعد أوجد معدل ا، س/كم١٠س وانطلقت الثانیة جنوباً بسرعة /كم٦
  ؟الانطلاق
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ء	س
ء	ص،   ٦= ء	ن

  ١٠=  ء	ن

ء	س= س لكن ، : }@:ص:+:س{:+:}@ذ:٠{ [=  م 
ء	ص= ص ،  ذ   ٤=٤×٦=ن ×ء	ن

 ٤٠=٤×١٠=ن ×ء	ن

  }@ص+س{+٤٠٠= @ ئ م

ء	م{ئ ذم 
ء	س}{ص+س{ذ= } ء	ن

ء	ص+ ء	ن
ء	ن  {  

ء	م{: }@:ص:+:س{:+:}@ذ:٠{ [ئ   
  }١٠+٦}{٤٠+ذ٤{= } ء	ن

ء	م{/ ٦/٩/٠/٤/+/٠/٠/٤[ ئ 
ء	مئ  ١٠٢٤= } ء	ن

  ٢ِ؛ ٨ِ؛@١شش؛%؛^=  ء	ن

  
 رى على المحیط تتمددانإحدى قاعدتیھ واقعة على القطر الأول والأخ، دائرة شبھ منحرف داخل  

  تغیر المساحة المحصورةأوجد معدل ، سم ٧بانتظام بحیث یكون معدل تغیر نصف قطر الدائرة 
ً ٥وارتفاع شبھ المنحرف   سم١٠اللحظة التي یكون فیھا نصف قطر الدائرة  بینھما في   سم علما

  ؟ث/سم٦یساوي  معدل تغیر الارتفاع بأن
  

 ذص=  إذن القطر، القاعدة السفلى لشبھ المنحرف = ص = قق نفرض أن نصف القطر  
  مساحة شبھ المنحرف –مساحة الدائرة = المساحة المحصورة 

  ع×}ذص+س{ ٢؛! -@ بب ص= 
  :@ع:-:@ص[ ذ = ئ س @ س= @} ع -@ص{٤ئ  @س ٤؛= !@ ع -@ئ ص@ س ٤؛+ !@ع = @ صلكن 
  ع×}ص: +@ع:-:@ص[ {  -@ ئ بب ص  ع×}ذص: + @ع:-:@ص[ ذ  { ٢؛! -@ بب ص= إ م 

ء	مئ 
ء	ص{ذبب ص =  ء	ن

ء	ع} {ص: + @ع:-:@ص[ { أ –} ء	ن
  ٍ            {ع + } ء	ن

  }٨ٍ؛$؛({٥+ } ٦}{١٠/ + ذ/٥/-/٠٠/١[{أ –} ٧}{١٠{ئ ذبب

  ذٍ ٥/ + ٥/٧[  ٦+٦٠أ -بب ١٤٠ئ 
 

٢سم٨٠قص البعد الآخر بحیث تبقى مساحتھ انتث بینما ی/سم٦د أحد بعدیھ بمعدل یازتمستطیل ی ،  

  ؟سم٤كون فیھا طول الضلع المتزاید أوجد معدل التغیر في محیطھ  في اللحظة التي ی


ء	س
س؛*؛= (س ص ئ ص =  ٨٠= المساحة ،   ٦= ء	ن   س

   }سس؛*؛({ذ+ذس= ذص +ذس= } ك{ المحیط

ء	كئ 
ء	سذ =  ء	ن

ء	س؛ ٢سس!؛̂؛( - ء	ن
  ء	ن
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ء	ك
  ٤٨-=  ٦×؛١!؛٦̂؛( – ٦×ذ=  ٤=س ‘ ء	ن

 
 سم بدأ الارتفاع بالتناقص بمعدل١٠سم وطول قاعدتھ ٢٢في لحظة ما كان ارتفاع مثلث ما  

  مساحة المثلث في اللحظة التيغیر أوجد معدل ت، ث /سم٢ث والقاعدة بالازدیاد بمعدل /سم٤
  ؟الارتفاع مساویاً لقاعدة المثلث یكون فیھا

 ع،  ذذ  = ع	ء
ء	س،   ٤- =  ء	ن

ء	م، ذ  =  ء	ن
  ؟؟= ع=س ‘ء	ن

   ع×س×٢؛= !} م{ مساحة المثلث
ء	م
ء	ع{س { ٢؛= ! ء	ن

ء	س{ع + } ء	ن
 }}ء	ن

  ذ = نن ئ ٦=١ئ ذ ن٤-ذذ=ذن+١٠ع تت =سوعندما ، ن ٤-ذذ= ع ، ذن  +١٠= س لكن 
  ع=  ١٤=ذ×ذ+١٠= إ س 

ء	مإ 
  ١٤ - = }} ذ{١٤+ } ٤-{ ١٤{ ٢؛= ! ء	ن

 
 أوجد ،ث/سم٨حداث السیني بمعدل بحیث یزداد الإ #س=@ص العلاقة منحنىنقطة تتحرك على  

  ؟١=حداث الصادي عندما صمعدل التغیر في الإ


ء	س
ء	ص،   ٨=  ء	ن

  ؟؟= ١=ص‘ء	ن

  ١=ئ س ١=#تت س ١=صولأن ، # س=@ص

ء	ص{ذص 
ء	س@ {س٣= } ء	ن

  }ء	ن

ء	ص×١×ذ
ء	صئ  ٨×١×٣=  ء	ن

  ١ذ= ء	ن

 
س/كم١٠مع الأفق بسرعة  ٦٠قدارھا أقلعت طائرة من المطار الساعة الثامنة صباحاً بزاویة م  

 أوجد معدل ابتعادھا عن، س /كم٢٠وفي الساعة العاشرة أصبحت تسیر بشكل أفقي بسرعة 
 ؟بعد الظھر واحدةالساعة ال د تمامالمطار عن


ء	ص
ء	س،   ١٠= ء	ن

ء	م، ذ  ٠= ء	ن
  ؟؟= بعد الظھر واحدةالساعة ال ‘ء	ن

   ١- ×ذس ص -@ص+@س=  ١ذ٠ جتاذس ص -@ص+@س= ه  جتاذس ص - @ص+@س=@م

  ذس٠+٤٠٠+@سئ 
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ء	س= س ،      ٤٠٠+ذس٠+@س= @ م
ء	ص= ص ،     ٦٠=٣×ذ٠=ن ×ء	ن

  ذ٠=ذ×١٠=ن ×ء	ن

ء	م{ذم 
ء	س{ذس = } ء	ن

ء	س{ذ٠+}ء	ن
  } ء	ن

ء	م{ئ م 
ء	س= } ء	ن

  }١٠+س{ ء	ن

ء	م{: ٠٠:٤::+س:ذ٠:+:@س[ ئ 
  }١٠+٦٠{ذ٠= } ء	ن

ء	م{/ ٠/٠/٤/+١/ذ/٠/٠/+/٠/٠/٦/٣[ ئ  
  ٧٠×ذ٠= } ء	ن

ء	م{/ ٥/ذ/٠/٠[ ئ  
  ٧٠×ذ٠= } ء	ن

ء	م{/ ٣/١/×/٠/٠/٤[ ئ  
  ٧٠×ذ٠= } ء	ن

ء	م{/ ٣/١[ ذ ٠ئ 
  ٧٠×ذ٠= } ء	ن

ء	مئ 
ش؛&؛= ( ء	ن   ١ِ؛ ٣ش

  
 بحیث، ساعة كما ھو مبین في الشكلعكس عقارب ال) أ(بالحركة من النقطة ) ب(بدأت نقطة مثل  

  في اللحظ التي تكون فیھا) أ(أوجد معدل ابتعادھا عن النقطة ، ث /سم٢یزداد طول القوس بمقدار 
 ؟٦٠) = أ ع ب(زاویة ال


ء	ك
ء	م، ذ  =ء	ن

  ؟؟= ٦٠=ه  ‘ء	ن

  ه ٢؛! جاذقق / = ه/ ٢؛/!@/جا/ذ[ وذ قق  / = ه/ جتا/-١/ [ذ[ قق  / = ه/ جتا/ذ/-ذ[قق  = ه ئ م  جتا@ذقق-@ذقق=@م
  ه ٢؛! جاذقق  =إ م

ء	مئ 
ء	ه{ ٢؛!× ذقق =  ء	ن

  ه × قق= ك لكن ،    ه ٢؛! جتا} ء	ن

ء	كئ 
ء	ه×قق= ء	ن

ء	ه×قق =ئ ذ  ء	ن
ئ  ء	ن

ء	ه
ء	ن

 = 
ذ
قق

  

ء	مئ 
ذ{ ٢؛!× ذقق =  ء	ن

  ٣٠جتا} قق

ء	مئ 
  /٣/ = [ ٣[ ×  ٢؛!× ذ=  ء	ن

 كم انطلقت سیارة٧ما بیت على بعد یوجد على أحدھ ٦٠طریقان یحصران بینھما زاویة مقدارھا  
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  من البیتأوجد معدل اقترابھا ، س /كم٣٠كم مقتربة بسرعة ٢٠على الطریق الآخر ومن مسافة 
  ؟من الانطلاق ساعات٥بعد 

 

  :٠:٦: جتا: :ص}:س:-ذ:٠{:ذ-:}@:س:-:ذ:٠{:+:@ص[=   م 
  :س:٧:+٠:٤:١-:@س:+:س:٤٠:-٠٠:٤:+:٤٩[=   
  :٠٩:٣:+:س:٣:٣-:@س[=   

  ٣٠٩+س٣٣-@س= @م

ء	م{ذم 
ء	س{ذس = } ء	ن

ء	س{ ٣٣- }ء	ن
ء	س= س لكن }  ، ء	ن

 ١٥٠=٥×٣٠= ن ×  ء	ن

ء	م{: ٠٩:٣:+:س:٣:٣-:@س[  
ء	مئ  ٣٠×٣٣- ٣٠×١٥٠×ذ= } ء	ن

  ٣٠ت   ء	ن

  
ت تتمدد بالحرارة بحیث یزداد حجمأضعاف قطر قاعدتھا أخذ ٣ارتفاعھا یساوي ، اسطوانھ  

  فیھا أوجد معدل تغیر مساحة سطحھا الكلي في اللحظة التي یكون، ث /٣سم١٠ل دالمعدن بمع
  ؟سم٢نصف قطرھا 

 ح، قق  ٦= ق ،   ٣= ع	ء
ء	م،   ١٠= ء	ن

  ؟؟= ذ=قق‘ء	ن

  مساحة القاعدتین+ المساحة الجانبیة = المساحة الكلیة للاسطوانة 
  @بب قق١٤= @ ذبب قق+ } قق٦{ذبب قق =  @ذبب قق+ ذبب قق ع =  كم 

  #بب قق٦= } قق٦@ {بب قق= ع @بب قق= ح لكن 
  #بب قق٦= ح 

ء	ح
ء	قق× @ بب قق١٨=  ء	ن

  ذ= قق ،  ء	ن

ء	قق×بب٧ذ=  ١٠
ئ    ء	ن

ء	قق
ء	ن

 ؛بب٣%؛٦  = 

  @بب قق١٤=  كم
ء	م
ء	قق×ذبب قق٨=  ء	ن

  ء	ن

ء	م
  ؛&٩؛(= ؛بب ٣%؛٦×  ذ×ذبب٨=  ذ=قق‘ء	ن
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ث والخارجیة بمعدل/سم٥لیة بمعدل دائرتان متحدتان بالمركز بحیث یزداد نصف قطر الداخ  

  :ث أوجد/سم٢
  سم ٦قطر الداخلیة  نصفمعدل التغیر في المساحة المحصورة بینھما في اللحظة التي یكون ~ ١

 ؟سم٨ والخارجیة
 ساحة المحصورة بینھما عن التغیر؟الم فیھا تتوقف اللحظة التي~ ذ


١قق ء	
ء	قق	ذ،   ٥= ء	ن

ء	م، ذ  = ء	ن
  ؟؟= ٦،٨= قق  ‘ ء	ن

  مساحة الدائرة الداخلیة –مساحة الدائرة الخارجیة = المساحة المحصورة ~ ١

  }١@قق – ٢@قق{بب=  ١@} قق{بب – ٢@} قق{بب= م 
ء	م
ء	قق	ذ×٢بب أذقق =  ء	ن

١قق× ١ذقق  – ء	ن ء	
  ٍء	ن

  ذبب٨-=  ١٤-×ذبب= } ٥×٦-ذ×٨{ذبب= 
  

 تتوقف المساحة عن التمدد عندما یكون~ ذ
ء	م
  ٠=  ء	ن

ء	م
ء	قق	ذ×٢بب أذقق =  ء	ن

١قق× ١ذقق  – ء	ن ء	
ء	قق	ذ×٢قق  {ٍ   ئ ذببء	ن

١قق× ١قق  - ء	ن ء	
  ٠= }  ء	ن

١قق× ١قق  ئ ء	
ء	قق	ذ×٢قق =  ء	ن

  ١قق ٢؛= % ٢ئ قق  ١قق ٥=  ٢ئ ذقق   ء	ن

  
انطلق حصان من، باحاً كھربائیاً مضمار سباق دائري الشكل یوجد على نھایة أحد أقطاره مص  

  أوجد معدل تغیر، ث /م١٠كز بسرعة نھایة القطر الآخر عمودیاً على القطر الأول مقترباً من المر
  ؟ون قد قطع نصف المسافة عن المركزعلى المحیط الدائري في اللحظة التي یك الحصانظل 


ء	س
ء	م،   ١٠= ء	ن

  ؟؟= قق ٢؛= !س ‘ء	ن

  }ذه-بب٢؛!{قق = م 
ء	م
ء	ه× ذقق -=  ء	ن

  ء	ن

س= ه  لكن ظا ققି
س -١= قق

ء	ه× ه @ قائ  قق
١ି=  ء	ن

ء	س×  قق
١٠ି=  ء	ن

ء	ه× ه @ قاإ ،   قق
١٠ି=  ء	ن

   قق

س - ١= ه  ظاإ 
١ -١=  قق

 ٤؛= %ه @ قاتت  ١+ ٤؛= !١+ ه @ ظاتت  ٤؛= !ه @ ظاتت  ٢؛= ! ٢؛! - ١= قق  ٢؛!×  قق

ء	ه× ه @ قاإ 
١٠ି=  ء	ن

ء	ه×  ٤؛%ئ  قق
١٠ି=  ء	ن

ئ  قق
ء	ه
ء	ن

 = ١ି
ذقق

   



 

  
0779 909 516 ١٢٥ 

ولكن 
ء	م
ء	ه× ذقق -=  ء	ن

١ି× ذقق -=  ء	ن
ء	مإ ،   ١=  ذقق

  ١= ء	ن

  
 بحیث یزداد الاحداث السیني بمعدل ٣-س٦+#س=}س{قالاقتران  منحنىتتحرك نقطة على  

  ؟١=عدل تغیر میل العمودي عندما س ث أوجد م/سم٩


ء	س
ء	م،   ٩=ء	ن

  ؟؟=  ١=س‘ ء	ن

١ -=  }م{میل العمودي 

٦ା س
	

ذ
٣

ء	مئ  
=  ء	ن

ء	س
ء	ن
	 س٦

(٦ା س
	

ذ
٣)	

ذ
ء	مئ  

  ٣؛@= ؛ ٨ ١؛!×  ٩×٦= ١=س‘ ء	ن

  
 ث/سم٢زداد الاحداث السیني بمعدل بحیث ی ٨+س٦-@س=صالعلاقة  منحنىنقطة تتحرك على  

  ص الاقتران ث أوجد معادلة المماس والعمودي لمنحنى/سم١٠وینقص الاحداث الصادي بمعدل 

  ؟عند ذلك


ء	س
ء	ص، ذ  =ء	ن

  ١٠ -= ء	ن

ء	صئ  ٨+س٦-@س=ص
ء	س×ذس=  ء	ن

ء	س×٦ – ء	ن
   ء	ن

 ٢؛! =سذ ئ =س٤ئ ١ذ-س٤=١٠- ذ ئ ×٦-ذ×ذس=١٠-ئ 

  }؛@٤؛!،  ٢؛!{ : نقطة التماس ھيإ 
  ٥-=٦-١=   ٢؛= !س ‘}٦-ذس{=  ٢؛= !س‘ص= م 
  }٢؛! -س{٥-=؛ @٤؛!-  -ص : معادلة المماسإ 

  }٢؛! -س{ ٥؛= !؛ @٤؛!- -ص : معادلة العمودي
  

 ً   على العلاقة بین حجم الغاز وضغطھكمیة من الغاز المحصور أخذ بالتمدد بحیث یبقى محافظا

  أضعاف ٥ل الزیادة في حجمھ یساوي فإذا كان معد }ذ٠=ص×ح{سب القانون الفیزیائي للغازات ح

 معدل نقصان ضغطھ أوجد حجم الغاز وضغطھ؟

حئ  صص؛@؛= (ذ ئ ح ٠=ص×ح	ء
=  ء	ن

ء	ص
ء	ن
	 ذ٠ ି

ص
	

٥- ئ  ذ
ء	ص
=  ء	ن

ء	ص
ء	ن
	 ذ٠ ି

ص
	

  ذ=ئ ص ٤=@ئ ص ذ

  ١٠=  ٢؛@= ( صص؛@؛= (ح لكن 
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 ث أوجد معدل تغیر مساحة/٣سم٣٦سم تذوب بانتظام بمعدل ٤كرة جلیدیة من المعدن قطرھا  

  ؟سم١للحظة التي یكون سُمك الجلید سطح الجلید في ا

 ح، ذ  =ئ قق ٤=ذقق=ق	ء
ء	م،    ٣٦-= ء	ن

  ؟؟=١=س‘ ء	ن

  }@ذ+س{بب٤= @ بب قق٤= }َ بب# قق٣؛{$= }َ حجم الكرة{= مساحة سطح الجلید 
ء	م
ء	س×}ذ+س{ذ×بب٤=  ء	ن

ء	س×}ذ+س{ذ×بب٤=  ٣٦-ئ  ء	ن
  ء	ن

  حجم المعدن –الحجم الكلي للكرة = لكن حجم الجلید 
  ٨×بب٣؛$ - }# ذ+س{بب٣؛$= 

  ٨ٍ-}#ذ+س{بب أ٣؛$= إ ح 
ء	ح
ء	س×}@ذ+س{×بب٤=  ء	ن

   ء	ن

ء	س×٩×بب ٤=٣٦-
ئ  ء	ن

ء	س
ء	ن

 =  - ١

بب
   

ء	مإ 
ء	س×}ذ+س{ذ×بب٤=  ء	ن

١ -×٣×بب٨=  ء	ن
  ذ٤-=  بب

 
 رض یوجد مصباح فوق مركزھا مباشرةم عن الأ٢م وارتفاعھا ٤طاولة مستدیرة نصف قطرھا  

  الكرة على الأرض في اللحظة التي د أوجد معدل تغیر ظل/م٢یتحرك مقترباً من المركز بسرعة 
  ؟م٨ركز یكون فیھا بعد المصباح عن الم

 
     ظل الطاولة یشكل دائرة  

ء	س
ء	م، ذ  = ء	ن

  ؟؟=٨=س‘ ء	ن

لكن @  ، بب قق=م
قق

٤=  ذାس
  ٤+سس؛ = *س ئ قق ٤+٨=ئ س قق  س

  }@٤+سس؛ *{بب= م 
ء	م
٨ - ×ذبب=  ء	ن

س
	

س؛ *{× ذ   }٤+س

ء	م
٨ -×ذبب=  ٨=س‘ ء	ن

٦٤
  ٨؛% -ذبب= } ٤+١{×
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 الصعود مقترباً من قاعدة المنارةبدأ رجل ب ٣٠منارة على قمة جبل یمیل على الأرض بزاویة  

  ظة التي یكون بعده فیھا عن قاعدةث أوجد معدل اقترابھ من قمة المنارة في اللح/م٢بسرعة 
  ؟م١٠م علماً بأن ارتفاع المنارة ٢٠المنارة 


ء	س
ء	م، ذ  = ء	ن

  ؟؟=٢٠=س‘ ء	ن

  ١٠٠+س١٠+@س= ١ذ٠جتا ذس ص-@ص+@س= @ م

  :٠:٠:١:+س:٠:١:+:@س[=   ئ م 

ء	مذم 
ء	س{ذس =  ء	ن

ء	س{ ١٠+}ء	ن
  }ء	ن

ء	م{ :٠:٠:١:+س:٠:١:+:@س[   ئ
  }ذ{٥+}ذ{ذ٠= } ء	ن

ء	م× /٧[  ١٠ئ
ء	مئ  ١٠+٤٠=  ء	ن

ش؛!؛ ؛ ٢؛   = ء	ن   ٧ش

  
 قاعدتھ على شكل مثلث، م ١٢تفاعھ م وار١٠مقطعھ العرضي وعاء على شكل منشور طول  

  ء بحیث یكون معدل تغیر حجم الماءصب بھ الما، م ٨متساوي الساقین طول القاعدة في المثلث 
  ؟م٤التي یكون فیھا ارتفاع الماء  ث أوجد معدل ارتفاع الماء في اللحظة/٣سم١٠


ء	ح
ء	ع،    ١٠= ء	ن

  ؟؟=٤=ع ‘ ء	ن

  طول الحوض× مساحة قاعدة السائل = الماء حجم 
  ١٠×ع }ذس{٢؛= !ح 

  س ع١٠= ح 

لكن 
س
٤=  ع

١ذ
  ع٣؛= !ئ س   

ء	حئ @ ؛ع !٣؛= (إ ح 
ء	ع× ؛ع @٣؛= ( ء	ن

ء	ع×٤×؛@٣؛= (١٠ئ  ء	ن
ء	عئ  ء	ن

  ٨؛#=  ء	ن

 
 م وفق١٥من نفس المستوى وعلى بعد م أسقطت كرة ٢١مصباح على قمة برج على ارتفاع  

  ؟ة على الأرض بعد ثانیة من السقوطأوجد معدل تغیر ظل الكر ،ن ٦+@ن٣=}ن{ك معادلة الحركة

من التشابھ ینتج أن :
س
١٥

ିك=   ذ١
سئ  ك

١٥
ذ١=  

سئ  ١- ك
١٥
ذ١=  

ାذن) ن
	

ذ
)٣

 -٧=  ١

ାذن) ن
	

ذ
)

 -١  

سئ 
١٥
  =

ቆذنା ن
	

ذ
ቇି٧

ାذن) ن
	

ذ
)

  =
ିذن ن

	

ذ
ି٧

ାذن) ن
	

ذ
)
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  } ذن-@ن -٧{١٥= } ذن+@ن{ئ س

= ئ س 
ିذن) ن

	

ذ
ି١٥(٧

ାذن) ن
	

ذ
)

   

ء	سإ 
أ١٥=  ء	ن

ቀذାذنቁቆିذن ن
	

ذ
ି٧ቇିቀିذنିذቁ(ذنା ن

	

ذ
)

ାذن) ن
	

ذ
)	

ذ
    ٍ  

ء	سئ 
  ؛!٣؛$؛( -=  }ذ٨-{ ٣؛= % ١=ن ‘ء	ن

  
ث أوجد/سم٨حداث السیني بمعدل الإبحیث یزداد  @س=@ص نقطة تتحرك على منحنى العلاقة  

  ؟١=عند س) ١,٢(معدل ابتعادھا عن النقطة  
١ص : -:٢ص :{:+}@:١س : - :٢س {[=  } ك{ قانون المسافة بین نقطتین:@{:  

  }@١- ص{+}@ذ-س{= @ ئ ك
  ١+ذص-@ص+٤+س٤-@س= @ ئ ك
  ١+ذس-@س+٤+س٤-@س= @ ئ ك
  ٥+س٦-@ذس= @ ئ ك

ء	ك×ئ ذك
ء	س×}٦-س٤{=  ء	ن

ء	ك× : ٥:+س:٦:-@:ذس[ئ ذ   ء	ن
  ٨×}٦-١×٤{=  ء	ن

ء	ك× / ١[ ئذ 
ء	كئ  ١٦-=  ء	ن

  ٨-=  ء	ن

 
ملامساً لسطح الدائرة أوجد معدل مثلث متساوي الأضلاع داخل دائرة یتمدد بانتظام بحیث یبقى  

  بأن معدل التغیر فيسم علماً ٥تغیر المساحة المحصورة بینھما عندما یكون طول ضلع المثلث 
  ؟سم٢طول ضلعھ 


ء	س
ء	م، ذ   = ء	ن

 ؟؟=٥=س‘ ء	ن

  مساحة المثلث –مساحة الدائرة = المساحة المحصورة 
  ٦٠جا@ س ٢؛! -@ بب قق= م 

س ٢؛!لكن @  ، س: ؛ ٤#؛ش؛   -@ بب قق= 
  ؛ :#؛ ٢ش؛=    ٣٠جتا=  قق

  ٣س؛شش  = قق  ئ قق / ٣= [ ئ س
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{بب = إ م 
س
	

ذ

٣
بب@ {س= @ س: ؛ ٤#؛ش؛    - } 

٣
  }: ؛٤#؛ش؛   - 

ء	مئ 
ء	س×ذس=  ء	ن

بب{×  ء	ن
٣

ء	مئ  }: ؛٤#؛ش؛   - 
بب{×ذ×٥×ذ= ٥=س‘ ء	ن

٣
بب{ذ٠= } : ؛٤#؛ش؛   - 

٣
  }: ؛٤#؛ش؛   - 

  
 یبقى حجم المعدن وارتفاعھ ثابتیناسطوانة من المعدن مفرغة من الداخل تتمدد بالحرارة بحیث  

  وجد معدل تغیر نصف قطرھا الخارجيث أ/سم٦فإذا كان معدل تغیر نصف قطرھا الداخلي 
  ؟سم٤سم والخارجي ٣قطرھا الداخلي  نصفعندما یكون 


ء	قق	١
ء	قق	ذ،    ٦= ء	ن

 ؟؟=  ٣،٤=ذ ،  ١قق  ‘ ء	ن

  الحجم الداخلي –الحجم الخارجي = حجم المعدن 
   ع١@بب قق –ع ٢@بب قق= ح 

حئ 
  ١@قق – ٢@قق=  ع	بب

ء	قق	ذ×٢ذقق =  ٠ئ 
ء	قق	١×١ذقق  -  ء	ن

ء	قق	١×١ئ قق  ء	ن
ء	قق	ذ×٢قق =  ء	ن

ء	قق	ذ×٤=  ٦×٣ئ ء	ن
ء	قق	ذئ  ء	ن

  ٢؛)=  ء	ن

  
س/٣م٢٠م تصب فیھ حنفیة بمعدل ٤نصف قطر قاعدتھ ،وعاء على شكل مقطع طولي لاسطوانة  

  م حیث أن طول المقطع٢لسائل أوجد معدل ارتفاع السائل في اللحظة التي یكون فیھا ارتفاع ا
  ؟م١٠


ء	ح
ء	ع، ذ  ٠=ء	ن

 ؟؟= ذ= ع ‘ ء	ن

  طول الحوض× مساحة قاعدة الماء = حجم الماء 
  ١٠× ) مساحة المثلث –مساحة القطاع الدائري = (

  ١٠×}ذهجا١٦×٢؛! -ذه ×@قق ٢؛!{ = إ ح 
  }ذهجا٨-ه١٦{١٠= 

ء	ح
ء	ه×}ذهجتا١٦-١٦{١٠=  ء	ن

   ء	ن

لكن 
٤ିع

٤
ء	ع× ٤؛! -ه ئ جتا=  

ء	ه× ه  جا -=  ء	ن
  :یجب إیجاد الزاویة ھـ.....  ء	ن

٤ିع

٤
٤ିذه ئ جتا=  

٤
  ٦٠ = هه ئ جتا=  ٢؛!ه ئ جتا=  

ء	حإ 
ء	ه×}ذهجتا١٦-١٦{١٠=  ء	ن

ء	ه×}١ذ٠جتا١٦-١٦{١٠= ذ ٠ئ  ء	ن
   ء	ن
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ء	ه}٨+١٦{= ئ ذ 
ئ  ء	ن

ء	ه
ء	ن

  ؛١ ٢؛! = 

ء	ع× ٤؛! -:الآن
ء	ه× ه  جا -=  ء	ن

ء	ع× ٤؛!ئ   ء	ن
ء	ع ئ  ١؛ ٢؛! × ٦٠جا=  ء	ن

  /٣[   ٦؛= ! ء	ن

  
 فإذا كانت أشعة الشمس تمیل ، ٦+@ن٦=}ن{كم وفق معادلة الحركة ٢٤أسقطت كرة من ارتفاع  

  الأرض في لحظة وصولھا سطح الأرض أوجد معدل تغیر ظل الكرة على،  ٦٠على الأفق بزاویة 
 ً  ؟بأن أشعة الزاویة دائما متساویة علما


ିك ذ٤

ش!؛   = ك ئ س  - ذ٤= س / ٣[  ئ/  ٣= [  ٦٠ظا= س ش!؛   = } ك -ذ٤{٣؛ش   @}ن٦-١٨{٣؛ش

ش!؛   = إ س    @}ن٦-١٨{٣؛ش
ء	س
ش!؛   =  ء	ن   }ن١ذ-{٣؛ش

  ذ ٤=}ن{كلكن لحظة وصول الكرة سطح الأرض یكون 
  / ٣[ =ن ئ ٤=١+@ئ ن} ١+@ن{٦=ذ٤ئ

ء	سإ 
ش!؛    =  / ٣= [ن ‘ ء	ن   ١ذ- = } / ٣[× ١ذ-{٣؛ش
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 :  نھفإ  بٍ  ،أا ي ٢س  ،  ١س  وكان  بٍ  ،أا معرفاً على الفترة }س{قإذا كان:  

 .متزاید} س{قفإن } ١س  {ى ق} ٢س  {ق،  ١ى س   ٢س  إذا كان ~ ١

  .متناقص} س{قفإن } ١س  {آ ق} ٢س  {ق،  ١ى س   ٢س  إذا كان ~ ذ

  .)لا یوجد فترات تزاید وتناقص(ثابت } س{قفإن } ١س  {ق= } ٢س  {ق،  ١ى س   ٢س  إذا كان ~ ٣

  
  ص،س{تسمى النقطة{ نقطة حرجة إذا كان  ق}أصفار البسط والمقام(غیر موجودة تساوي صفر أو } س  

  ).للمشتقة الأولى
  
 :وتقسم إلى نوعین:  

١~  ،وتقسم إلى نوعین:  

  .لھا المجاورةوھي القیمة الأكبر من بین جمیع القیم : ~ ا

  
  
  
  .الإطلاقوھي القیمة الأكبر من بین جمیع القیم على : ~ ب

  
  
  
  :وتقسم إلى نوعین،  ~ ذ
  .لھا المجاورةوھي القیمة الأصغر من بین جمیع القیم : ~ ا

  
  

  

  .الإطلاقوھي القیمة الأصغر من بین جمیع القیم على : ~ ب
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 ملاحظات:  
  "قیمة محلیة ومطلقة" محلیة وتسمى في ھذه الحالة قیمة قیمة مطلقة كل ~ ١

  
  
  
  
  ).٠= } س{ق (نجد فترات التزاید والتناقص والنقط الحرجة والقیم القصوى من خلال حل المشتقة الأولى~ ذ

  
 ♠  

ضمن الفترة المعرف علیھا الاقتران فإنھا تسمى  الصغرى المطلقةأو   العظمى المطلقةإذا جاءت القیمة  )١
 .في آن واحد مطلقة ومحلیة

ً  لا تكون في أطراف الفترة الكلیة المحلیةالقیم  )٢  .أبدا
 .المشتقة غیر موجودة عند أطراف الفترة الكلیة ونقط الإنفصال والرؤوس المدببة )٣

  
  ؟٥+س٦-@س= } س{قأوجد فترات التزاید والتناقص والقیم الحرجة والقیم القصوى للاقتران  

 ٣= ئ س  ٦=ئ ذس ٠=  ٦-ذس= } س{ق  
همس،٣أمتزاید على الفترة } س{ق{  
٣ٍ،همس-{متناقص على الفترة } س{ق  
 ٣= س : القیم الحرجة  
 قیمة صغرى مطلقة ،٤-= } ٣{تت ق ٣= س  :القیم القصوى.  

  
 على الفترة س -@س -#س= } س{قأوجد فترات التزاید والتناقص والقیم الحرجة والقیم القصوى للاقتران  

  ؟  ٣،٣ٍ-أ

 ١،    ٣؛! - =ئ س ٠=}١-س}{١+س٣{ئ  ٠=١-ذس-@س٣= } س{ق  
١،٣ٍأ،ٍ   ٣؛! - ،٣-أمتزاید على الفترة } س{ق  
١ٍ، ٣؛! - أ الفترةمتناقص على } س{ق  

 ١،    ٣؛! -=س: القیم الحرجة  

 صغرى مطلقة( ٣٣-= } ٣-{تت ق ٣-=س  ،  )صغرى محلیة( ١-=}١{تت ق ١=س، :القیم القصوى(  

  مطلقة} ٣-{ق، محلیة } ١{تت ق} ٣- {ى ق} ١{ق

  ).عظمى مطلقة( ١٥= } ٣{تت ق ٣=س،    )   عظمى محلیة(؛ ٢ ٧؛= %} ٣؛! - {تت ق ٣؛! -= س 
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  مطلقة } ٣{ق، محلیة  } ٣؛! -{تت ق} ٣{آ ق} ٣؛! -{ق

  
 ؟: #س [=   } س{قأوجد فترات التزاید والتناقص والقیم الحرجة والقیم القصوى للاقتران  

همس،  ٠إ س ي أ،   ٠ئس س جمس  ٠جمس # س{  
  ٠=ئ س ٠/ = س[ ئ ٠/ = س[  ٢؛#=                                            

  
  لا یوجد فترات تناقص}  ، همس،٠أمتزاید على الفترة ق  

 ٠=س: القیم الحرجة  

 صغرى مطلقة ٠=}٠{تت ق ٠=س: القیم القصوى.  

  
 سجتا –س جا= } س{قأوجد فترات التزاید والتناقص والقیم الحرجة والقیم القصوى للاقتران   

  ؟ذببٍ   ،٠س ي أ
 جتاس - = جاس ئ  ٠=جاس+جتاس=}س{ق   

  بب٤؛#= إ س  ، ذببٍ   ،٠يي أ بب٤؛& =بب ٤؛! -ذبب ،ذببٍ   ،٠أ بب ي٤؛#= بب ٤؛! -بب= ئ س 
  ذببٍ ،بب٤؛#أومتناقص على الفترة ،  ببٍ     ٤؛، #٠أمتزاید على الفترة ق  
 ذبب،  ٠، بب ٤؛#= س: القیم الحرجة  
 القیم القصوى :  
  )صغرى مطلقة( ١-=}٠{تت ق ٠=س~ ١

  )صغرى مطلقة( ١-=}ذبب{ذبب تت ق=س~ ذ
  )عظمى مطلقة( ؛٢شش  ؛@ =}بب٤؛{ #بب تت ق٤؛#= س~ ٣

  
 ؟ س ي ح، س ٤-# س= } س{قأوجد فترات التزاید والتناقص والقیم الحرجة والقیم القصوى للاقتران  

 ش؛  _@= تت س ٣؛$= @تت س ٤=@س٣تت  ٠=٤- @س٣=}س{ق   ؛٣ش
  ش؛  @ - ،همس -{متزاید على الفترة ق   ٍ ؛٣شش  ؛، @؛ ٣شش  ؛@ -أومتناقص على الفترة ،  }همس،  ؛٣شش  ؛@أ، ٍ   ؛٣ش

 ش؛  _@ =س: القیم الحرجة   ؛٣ش

 القیم القصوى :  

ش؛  @ =س~ ١ ش؛  @ {تت ق ؛٣ش ش؛ ؛ !٣؛̂ - =}؛٣ش   )محلیةصغرى ( ؛٣؛ ؛ش

ش؛  @ -=س~ ذ ش؛  @ -{تت ق ؛٣ش ش؛ ؛ !٣؛̂= }؛٣ش   )محلیة عظمى( ؛٣؛ ؛ش
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 ؟ س ي ح،  ١+#س -@س٣=}س{قأوجد فترات التزاید والتناقص والقیم الحرجة والقیم القصوى للاقتران  

 ذ،٠=تت س ٠=}س- ذ{س٣تت  ٠=@س٣- س٦=}س{ق  
  همس، أذ، ٍ    ٠،همس -{ومتناقص على الفترة ،  ذٍ   ،٠أمتزاید على الفترة ق{  
 ذ،  ٠= س : القیم الحرجة  
 القیم القصوى:  
  )صغرى محلیة(١=}٠{تت ق ٠=س~ ١
  )عظمى محلیة( ٥=}ذ{ذ تت ق=س~ ذ

  
 ؟ }٠،٣{س ي ،س ٣- #س=}س{قأوجد فترات التزاید والتناقص والقیم الحرجة والقیم القصوى للاقتران  

 ١=ئ س ١_=تت س ١=@تت س ٣=@س٣تت  ٠=٣- @س٣=}س{ق  
 ٠،١{ومتناقص على الفترة }  ، ١،٣أ متزاید على الفترة ق ٍ  
 ١=س: القیم الحرجة  
 صغرى مطلقة محلیة(ذ -=}١{تت ق ١=س: القیم القصوى(  

  
 ؟ }٠،٣س ي أ،س ٣- #س=}س{قأوجد فترات التزاید والتناقص والقیم الحرجة والقیم القصوى للاقتران  

 ١=تت س ٠=٣- @س٣=}س{ق  
  ٠،١أومتناقص على الفترة }  ،  ١،٣أ متزاید على الفترةق ٍ  
 لأن ( ١،٠= س : القیم الحرجة ١{ق{=٠  ، ق}تت همس} ٠(  

 القیم القصوى:  
  )صغرى مطلقة(ذ -=}١{تت ق ١=س~ ١

  .تستخدم للمقارنة فقط) ......عظمى محلیة( ٠=}٠{تت ق ٠=س~ ذ

  )عظمى مطلقة( ١٨=}٣{تت ق ٣=س~ ٣

  
 ؟ س ي ح، ١+س+#س=}س{قأوجد فترات التزاید والتناقص والقیم الحرجة والقیم القصوى للاقتران  

 وھذا غیر ممكن في الریاضیات..... ١- =@س٣تت ٠=١+@س٣=}س{ق  

  .متزاید على جمیع الأعداد الحقیقیة} س{قوكذلك ، لا یوجد قیم قصوى ئ إذن لا یوجد قیم حرجة 
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 ؟ س ي ح# ،س ٣؛% - %س=}س{قأوجد فترات التزاید والتناقص والقیم الحرجة والقیم القصوى للاقتران  

 

 ١،_٠=تت س ٠=}١-@س@{س٥تت  ٠=@س٥-$س٥=}س{ق  
  ٠،١أ، ٍ   ١،٠- أومتناقص على الفترة ،    }همس،١أ، ٍ    ١-،همس  -{متزاید على الفترة ق ٍ  
 ١،_٠=س: القیم الحرجة  
 القیم القصوى:  
  )عظمى محلیة( ٣؛@= }١-{تت ق ١-=س~ ١

  )صغرى محلیة( ٣؛@ -= }١{تت ق ١=س~ ذ

  لیس قیمة قصوى ٠=لاحظ أن النقطة س
  

 ولك لیس كل قیمة حرجة قیمة قصوى، كل قیمة قصوى قیمة حرجة : نتیجة.  
  

 ؟ س ي ح، %}١-س{=}س{قأوجد فترات التزاید والتناقص والقیم الحرجة والقیم القصوى للاقتران  

 

 ١=تت س ٠=١-تت س ٠=}$١-س{٥=}س{ق  
 متزاید على ح  ق  

 ١=س: القیم الحرجة  
 لا یوجد قیم قصوى.  

  
 ؟ س ي ح}^،ذ-س}# {١+س{=}س{قأوجد فترات التزاید والتناقص والقیم الحرجة والقیم القصوى للاقتران  

 

 ٠=}@١+س{٣×}^ذ-س{% + }ذ-س{٦×}#١+س{=}س{ق  
  ٠=}ٍ  ذ-س{+ } ١+س{أذ% }ذ- س}@ {١+س{٣ئ 
  ٠=}ذ-س{+ } ١+س{ذ،   ٠% =}ذ- س}@ {١+س{٣ئ 

  ٠=ئ س ٠=س٣ئ  ٠=ذ-س+ذ+ذس،   ذ     ،١-=ئ س
   ذٍ ،٠أومتناقص على الفترة }  ، همس،أذ،ٍ  ٠،همس-{متزاید على الفترة ق  
 ذ،١،٠-= س : القیم الحرجة  
 القیم القصوى:  
  )عظمى محلیة(  ٦٤=}٠{تت ق ٠=س~ ١

 )صغرى محلیة(     ٠=}ذ{ذ تت ق=س~ ذ
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 ؟ س ي ح، / ٤/-/س/ذ=  [ }س{قأوجد فترات التزاید والتناقص والقیم الحرجة والقیم القصوى للاقتران  
 

 = }س{ق						١										ذ=ئ س ٠=٤-ئ ذس ٠/ =٤/- /س/ذ[ ئ  ٠= =   
  ئ س جمس ذ ٤ئ ذس جمس ٠جمس٤-ذس: }س{قلكن مجال 

 همس،أذ متزاید على الفترة  ق{  
 همس،ذ ي أذ=س: القیم الحرجة{  
 صغرى مطلقة( ٠=}ذ{ذ تت ق=س: القیم القصوى(  

  
 ؟ س ي ح، / @/س/-/٦/١=  [ }س{قأوجد فترات التزاید والتناقص والقیم الحرجة والقیم القصوى للاقتران  
 

 = }س{ق								ିس								٠=    
  ٠=ئ س ٠=س-: ٠=البسط  
 ٤_=ئ س ١٦=@ئ س ٠=@س -١٦: ٠=المقام  

   ٠جمس@ س -١٦ئ  ٠جمس/ @/س/ -/٦/١[  : }س{ق لكن مجال
  ٤حمس س حمس٤-ئ  ٤حمس‘ س‘ئ ٤حمس / @س[ئ   ١٦حمس@ ئ س
٠،٤ٍأومتناقص على الفترة ، ٍ   ٤،٠- أمتزاید على الفترة   ق  
 ٤،٤-،٠= س : القیم الحرجة  
 القیم القصوى:  
  )عظمى مطلقة ومحلیة(  ٤=}٠{تت ق ٠=س~ ١

  )صغرى مطلقة(  ٠=}٤-{تت ق ٤-= س ~ ذ

  )صغرى مطلقة(  ٠=}٤{تت ق ٤=س ~ ٣

  
 ؟ س ي ح، / ٦/١/-/@س=  [}س{قأوجد فترات التزاید والتناقص والقیم الحرجة والقیم القصوى للاقتران  
 ٤،٤-{ –ح =  ٤-حمس س حمس٤ئ  ٤جمس‘س‘ئ  ٤جمس / @س[ئ   ١٦جمس@ئ س ٠جمس١٦-@س: }س{قمجال{  

 = }س{ق											س									٠=   
  س{ق مجال يي ٠=س :٠=البسط{  
  س{قمجال ي  ٤_=ئ س ٠=١٦-@س: ٠=المقام{  
  ٤ٍ-،همس -{ ومتناقص على الفترة}  ،  ٤،٠أمتزاید على الفترة  ق  
 ٤،٤-=س: القیم الحرجة  
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 القیم القصوى:  
  )صغرى مطلقة( ٠=}٤-{تت ق ٤-=س~ ١

  )صغرى مطلقة(     ٠=}٤{تت ق ٤=س~ ذ

  
 ؟ س ي ح} ، س -ذ{/ س=  [}س{قأوجد فترات التزاید والتناقص والقیم الحرجة والقیم القصوى للاقتران  

 

 (ذିس)/ + س[ - =}س{ق
																
س٣ئ  ٠= (ذିس)ିذسئ  ٠=    ٠= ذି

  حمعرفاً على كل س  -ذ،   ٠ئ س جمس ٠جمس/ س[ : }س{قلكن مجال 
  }همس،٠أ= } همي،٠ح  ط أ= } س{قلكن مجال إ 
  همس،٠ي أ ٣؛@= ئ س ٠=س٣- ذ: ٠=البسط{  
  همس،٠ي أ ٠=ئ س ٠/ = س[  : ٠=المقام{  
  همس،  ٣؛@أ ومتناقص على الفترة ، ٍ    ٣؛، @٠أمتزاید على الفترة  ق{  
 ٣؛، @ ٠= س : القیم الحرجة  
 القیم القصوى:  
  .للمقارنة فقط) ...... صغرى محلیة(  ٠=}٠{تت ق ٠=س~ ١

  )عظمى محلیة ومطلقة( / ذ[  ٩؛$= }٣؛{@تت ق ٣؛@= س~ ذ

  
 س؛   ؛+ )س= }س{قأوجد فترات التزاید والتناقص والقیم الحرجة والقیم القصوى للاقتران   ؟ س ي ح، ٠س لآ،س

٠{ –ح : }س{ق مجال{ 

 سس )؛   -  ١=}س{ق ئ  ٠= ٢؛
٩ି س

	

ذ

س
	

   ٠= ذ

 ٠{ –ي ح  ٣_=ئ س ٠=٩-@س{  
 ٠{ –يي ح  ٠=ئ س ٠=@س{  

   ٠،٣ٍ} ، {٣،٠-أومتناقص على الفترة }  ، همس،٣أ، ٍ  ٣-،همس-{متزاید على الفترة ق  
 ٣،٣-= س  :القیم الحرجة  
 القیم القصوى:  
  )عظمى محلیة(  ٦-=}٣-{تت ق ٣-=س~ ١

  )صغرى محلیة(   ٦=}٣{تت ق ٣= س~ ذ
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 س{قأوجد فترات التزاید والتناقص والقیم الحرجة والقیم القصوى للاقتران{ =
س
	

ذ

١ା؟ س ي ح،  س  

 ١- { –س ي ح : قمجال{  

 س{ق { =
س
	

ذ
ିቀ١ାسቁذس

(١ାس)	
ئ  ٠= ذ

ିذس س
	

ذ

(١ାس)	
   ٠= ذ

 ١- { –ذ ي ح ،٠=ئ س ٠=}ذ- س{ئ س ٠=ذس-@س{  
 }١-{ –يي ح  ١-=ئ س ٠=١+ئ س ٠=}@١+س{  

  ذ ٍ،٠أومتناقص على الفترة } ،همس،أذ،ٍ  ١،٠-}،{١-،همس -{متزاید على الفترة  ق  
 ذ،٠= س: القیم الحرجة  
 القیم القصوى:  
  )عظمى محلیة(  ٠=}٠{تت ق ٠=س~ ١

  )صغرى محلیة(   ٣؛$= }ذ{ذ تت ق=س~ ذ

  
 س= }س{قأوجد فترات التزاید والتناقص والقیم الحرجة والقیم القصوى للاقتران

١ା س
	

  ؟ س ي ح،  ذ

 ح= ق مجال  

 س{ق { =
س
	

ذ
ି١

(١ା س
	

ذ
)	

ذ
 =٠  

 ي ح ١_=ئ س ١=@ئ س ٠=@س -١  
 ٠لآ ١+@س  
  همس،١أ،ٍ  ١-،همس -{ومتناقص على الفترة ، ٍ   ١،١-أمتزاید على الفترة ق{  
  ١- ،١=س :الحرجةالقیم  
 القیم القصوى:  
  )صغرى محلیة(  ٢؛! -= }١-{تت ق ١-=س~ ١

  )عظمى محلیة(   ٢؛= !}١{تت ق ١=س~ ذ

  
 ؟ذببٍ   ،٠أ،س جتاذ=}س{قأوجد فترات التزاید والتناقص والقیم الحرجة والقیم القصوى للاقتران  
 

 ذبب،بب،٠= ئ س  ٠=سجائ  ٠=سجاذ-= }س{ق  
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  ببٍ ،٠أومتناقص على الفترة ، ذببٍ   ،أببمتزاید على الفترة  ق  
 ذبب،بب،٠= س : القیم الحرجة  
 القیم القصوى:  
  )عظمى مطلقة(ذ     =}٠{تت ق ٠=س~ ١

  )صغرى مطلقة ومحلیة(ذ   -=}بب{بب تت ق=س~ ذ
  )عظمى مطلقة(ذ =}ذبب{ذبب تت ق=س~ ٣

  
 بب،٠أ،ذس جا=}س{قأوجد فترات التزاید والتناقص والقیم الحرجة والقیم القصوى للاقتران

  ؟ٍ   ذ

 بب،٠بب يي أ٢؛#لكن ، بب ٢؛، #بب ٢؛= !ئ ذس  ٠=ذسجتائ  ٠=ذسجتاذ=}س{ق
  ٍ   ذ

  بب٤؛= !بب ئ س ٢؛= !إ ذس
   ببٍ   ٢؛!، بب ٤؛!أومتناقص على الفترة ، ببٍ    ٤؛!، ٠أمتزاید على الفترة ق  
 بب٤؛!، بب ٢؛!، ٠= س : القیم الحرجة  
 القیم القصوى:  
  )صغرى مطلقة(  ٠=}٠{تت ق ٠=س~ ١

  )صغرى مطلقة(  ٠=}بب٢؛!{ بب تت ق٢؛= !س~ ذ

  )عظمى مطلقة ومحلیة(  ١=}بب٤؛!{بب تت ق٤؛= !س~ ٣

  
 ؟س ي ح ، س جا+س٧=}س{قأوجد فترات التزاید والتناقص والقیم الحرجة والقیم القصوى للاقتران  
 ١حمس س حمس١-لا یجوز لأن (#  ٧-=سجتائ  ٠=سجتا+٧=}س{ق(  

  متزاید على ح ق.  

  لا یوجد قیم قصوىتت لا یوجد قیم حرجة  

  
 ؟ببٍ   ،٠أ،س % جتا=}س{قأوجد فترات التزاید والتناقص والقیم الحرجة والقیم القصوى للاقتران  
 ٠=سجاس $ جتا ٥-=}س{ق  

  بب٢؛= !ئ س  ٠=سجتائ  ٠=س$ جتا،  بب    ،٠= تت س  ٠=سجا
  ببٍ ،٠أمتناقص على الفترة  ق  
 بب٢؛!، بب ،٠= س : القیم الحرجة  
 القیم القصوى:  
  )عظمى مطلقة(  ١=}٠{تت ق ٠=س~ ١
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  )صغرى مطلقة(  ١-=}بب{بب تت ق=س~ ذ

  
 للاقتران) إن وجدت(أوجد فترات التزاید والتناقص والقیم الحرجة والقیم القصوى:  

  ١حمس س حمس١-،   ١-@ذس
  =                                   }س{ق 

  ٥حمس س حمس١، س   -@ذس

 

١آ س آ١-، س  ٤  
 ١،١،٥- =س،    م.غ=   }س{ق  

  ٥آ س آ ١،   ١-س٤
 ١،١-{ي  ٠=تت س  ٠=س٤{  
 ١،٥{يي  ٤؛= !تت س ٠=١-س٤{  
  ١،٠ٍ- أومتناقص على الفترة ، ٍ   ٠،٥أمتزاید على الفترة  ق  
 ١،٠،١،٥- =س : القیم الحرجة  

 القیم القصوى:  
  )صغرى مطلقة ومحلیة(  ١-=}٠{تت ق ٠=س~ ١

  .للمقارنة فقط) ....... عظمى محلیة(  ١=}١-{تت ق ١-=س~ ذ

  )عظمى مطلقة(    ٤٥=}٥{تت ق ٥=س~ ٣

  
 للاقتران) إن وجدت(أوجد فترات التزاید والتناقص والقیم الحرجة والقیم القصوى:  

  ٣ذحمس س آ-،   ٥+@س
  =                                   }س{ق 

  ٧آ س آ٣، ذس  -١٠
 

  ٣ذآ س آ- ، ذس  
 ذ- =س،    م.غ=   }س{ق  

  ٧آ س آ٣، ذ  -
 ٣،ذ-{ي  ٠=ئ س ٠=ذس{  
 -٠ذ لآ  
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   ٣،٧ٍ، {ٍ   ٠،ذ- أومتناقص على الفترة } ، ٠،٣أمتزاید على الفترة ق  
 ٠،ذ-=س: القیم الحرجة  
 القیم القصوى:  
  ٩ى  ١٤=} س{ق - ٣ه لأن ).....عظمى محلیة(  ٩=}ذ-{ذ تت ق-=س~ ١
  )صغرى محلیة(    ٥=}٠{تت ق ٠=س~ ذ

  
 ؟ ‘٣- س‘@س=}س{قللاقتران ) إن وجدت(أوجد فترات التزاید والتناقص والقیم الحرجة والقیم القصوى  

 

  ٣س جمس،   @س٣-#س            ٣س جمس}  ، ٣-س@{س
  =    =                                 }س{ق

  ٣س آ،   #س - @س٣           ٣س آ}  ، س-٣@{س
  ٣س ى، س ٦-@س٣

 ٣=س، م    .غ=   }س{ق  
  ٣س آ@  ، س٣-س٦

 همس،٣{ذ يي ،٠=ئ س ٠=}ذ-س{س٣ئ  ٠=س٦-@س٣{  
 ٣،همس -{ذ ي ،٠=ئ س ٠=}س-ذ{س٣ئ  ٠=@س٣-س٦{  
   ٣ٍ،أذ، ٍ   ٠،همس-{ومتناقص على الفترات ،  } همس،٣أ، ذٍ    ،٠أمتزاید على الفترات ق  
 ٣،ذ،٠= س : القیم الحرجة  
 القیم القصوى:  
  )صغرى محلیة ومطلقة(   ٠=}٠{تت ق ٠=س~ ١

  )عظمى محلیة(   ٤=}ذ{ذ تت ق=س~ ذ

  )صغرى محلیة ومطلقة(  ٠=}٣{تت ق ٣=س~ ٣

  
 نقطة قصوى؟ }٣،١٨{علماً بأن النقطة  ب،اجد قیمة الثابتین ،  @ب٣+#اس=}س{قإذا كان  

 ١.......... ذ =ب ٣+ا٣ئ  ١٨=ذب ٧+اذ٧ئ  ١٨=}٣{ق~  
  ~ذ...........  ٠=ذب +ا٣ئ  ٠=ب ١٨+ذا٧=}٣{ئ ق  ب س٦+@اس٣ =}س{تت ق ٠=}٣{ق لكن 

  ٣؛$ -=ا: ومن إحدى المعادلتین ینتج أن،  ذ= بئ ~ ذ  -~ ١
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  لبت من السؤال( اختبار المشتقة الثانیة لإیجاد القیم القصوى ُ   ):تستخدم إذا ط
 طریقة الحل:  

 ).٠=}س{ق ( نجد أصفار المشتقة الأولى  .١

ار المشتقة الأولى فیھا فإذا كانت القیمة ا قیمة ونفحص أصف، ) }س{قَ (نجد قاعدة المشتقة الثانیة للاقتران  .٢

 :حرجة وكان
  َقیمة صغرى}} ا{ق،ا{ فإن ،  ٠ى } ا{ق. 

  َقیمة عظمى}} ا{ق،ا{ فإن ،  ٠آ } ا{ق. 

  َفإن اختبار المشتقة الثانیة یفشل ونلجأ إلى اختبار المشتقة الأولى،   ٠=} ا{ق. 

  
مستخدماً اختبار المشتقة الثانیة؟ ١+#س -@س=}س{قوجد نقاط القیم القصوى المحلیة للاقتران أ  

 س{ق{=٠=@س٣-ذس  تت ق}٣؛، @ ٠=تت س ٠=}س٣-ذ{س= } س  
 َس٦- ذ=}س{ق  
  َصغرى محلیة(تت  ٠ذ ى =٠- ذ=}٠{ق(  

  َعظمى محلیة(تت  ٠ذ آ-=٤-ذ=}٣؛{@ق(  

  
  إیجاد مجالات التزاید والتناقص  والقیم الحرجة والقیم القصوى من خلال رسمة س{ق{: 

 .قیم قصوى، مع محور السینات قیم حرجة  }س{ق نقاط تقاطع منحنى  .١

یكون متزاید  }س{قفإن بٍ    ،أافوق محور السینات في فترة ما مثل  }س{ق إذا كان المقطع من منحنى  .٢

 .أسفل محور السینات }س{ق على ھذه الفترة ویكون متناقص إذا كان المقطع من منحنى 

  
 بناءً على الشكل المجاور الذي یمثل منحنى الاقتران أوجد،  }س{ق:  

  .مجالات التزاید والتناقص~ ١

  .الحرجةالقیم ~ ذ

  .القیم القصوى~ ٣

 

 

  ٤ٍ،أذ،ٍ  ٤-،همس-{ومتناقص على }  ، همس،٤أ، ذٍ    ،٤-أمتزاید على ق ~ ١

  ٤،ذ،٤-=س: القیم الحرجة~ ذ

  :القیم القصوى~ ٣
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 صغرى محلیة(   } ٤-{تت ق ٤-=س(  

 عظمى محلیة(       } ذ{ذ تت ق=س(  

 صغرى محلیة(      } ٤{تت ق ٤=س(  

  
 س{قإذا كان{  والشكل المجاور یمثل  ٍ  ٦،ذ-أمتصلاً على الفترة ق}فجدٍ   ٦،ذ-أعلى الفترة  }س:  

  .مجالات التزاید والتناقص~ ١

  . القیم الحرجة~ ذ

  
  
  
 

  ٠،١ٍأومتناقص على }  ، ١،٦، {ٍ   ٠،ذ-{على  متزایدق ~ ١
  ٠،٣،٦،ذ-=س: القیم الحرجة~ ذ
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  تأتي قبل جملة أكبر أو(الثانیة  والمعلومة، دائماً المعلومة الأولى في السؤال ھي المعادلة المساعدة  

  .تشكل قاعدة الاقتران الرئیسي) أقل ما یمكن مباشرة
  

 أقل ما یمكن؟ ومجموع مربعیھما ٢٠ما العددان اللذان مجموعھما  

 ص، س نفرض أن العددان ھما  
 س -ذ٠=ذ تت ص٠=ص+س: المعادلة المساعدة  
 س٤٠-@ذس=@س+س٤٠-@س= }@ س -ذ٠{+@س= @ ص+@س=}س{ق: القاعدة  
 ١٠=١٠-ذ٠=صومن المعادلة المساعدة فإن ،   ١٠=تت س ٤٠=س٤تت  ٠=٤٠-س٤=}س{ق  

  
یراد طباعة إعلان علیھا بحیث تترك الھوامش كالآتي @سم٣٢ قطعة ورق مستطیلة الشكل مساحتھا:  

  بحیث تكون المساحة المستخدمة في أوجد أبعاد الورقة، سم  ٢؛!ومن الجانبین ، سم ١من الأعلى والأسفل 

  الطباعة أكبر ما یمكن؟
  

 ٣ذ= ذ+ئ ص ٣ذ=}ذ+ص}{١+س{: المعادلة المساعدة

١ା٣ذ= ئ ص س

١ାذ– س  

 ٣ذ{س= س ص =}س{ق: القاعدة

١ାس٣ذ= } ذ– س

١ାذس– س  

 س{ق{=
൫١൯ቀ س٣ذ ቁିቀ ٣ذ ቁ(١ାس)

(١ାس)	
س٣ذئ  ٠=ذ- ذ ି ٣ذ ା س٣ذ

(١ାس)	
  ذ= ذ

  ٦=ذ-٨=ص: ومن المعادلة المساعدة فإن،  ٣=ئ س ١+س=٤ئ }@ ١+س{=١٦ئ }@ ١+س{ذ=٣ئ ذ
  ٨=ذ+٦=ذ+ص،   ٤=١+٣=  ١+س: أبعاد الورقة ھيإ 

  
 صُّ من زوایاھا ، سم ١ذصفیحة معدنیة مربعة الشكل طول ضلعھا   الأربع أربعة مربعات متساویة طولق

  أوجد، كل علبة مفتوحة من الأعلى ثم طویت الجوانب بحیث أصبحت الصفیحة على ش، ضلع كل منھا س 
  قیمة س التي تجعل حجم العلبة أكبر ما یمكن؟

  
  الارتفاع×العرض×الطول= الحجم 

  س١٤٤+@س٤٨-#س٤=}س}{ذس-١ذ}{ذس- ١ذ{= 
  ٠=١٤٤+س٩٦-@س١ذ= حَ  
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  ٦،ذ=ئ س ٠=}٦-س}{ذ-س{ئ  ٠=١ذ+س٨-@ئ س

  ذ=سإذن ) أكبر ما یمكن(قیمة عظمى } ذ{قلأن 

  
 ددین بحیث یكون حاصل ضربھما أكبرفجد الع ٦٠إذا كان مجموع عدد مع ثلاثة أمثال عدد آخر یساوي  

  ما یمكن؟
 

 ص٣-٦٠=ئ س ٦٠=ص٣+س: المساعدة  
 ص٣- ص٦٠=ص×}ص٣-٦٠{=ص×س=}س{ق: القاعدة@  
 ٣٠=٣٠-٦٠=١٠×٣-٦٠=ص٣-٦٠=سولكن ،  ١٠=ص ئ ص٦=٦٠ئ  ٠=ص٦-٦٠=}س{ق  
  ١٠=ص،  ٣٠=س

  
 سم؟٥أوجد مساحة أكبر مستطیل یمكن رسمھ داخل دائرة نصف قطرھا  

 

 فیثاغورس....... ( ١٠٠=@ص+@س: المعادلة المساعدة(  

  :@س:- :٠٠:١[=  تت ص@ س -١٠٠=@ئ ص
  $س -@س١٠٠=@}س -١٠٠@{س=@ئ م} :@س:- :٠٠:١[{  س= ص×س= م 

  وذ٥،  ٠=ئ س ٠=@}س -٥٠{س٤ئ  ٠=# س٤-ذس٠٠= م ×ئ ذم
  وذ ٥: = ذ:×ذ:٥:-:٠٠:١[: =   @س:-:٠٠:١[=   صلكن 
  ٥٠=ذ×ذ٥= وذ  ٥×وذ ٥=إ م 

 
 المخروط الداخلي على قاعدةأوجد حجم أكبر مخروط یمكن رسمھ داخل مخروط آخر بحیث یقع رأس  

  سم؟١٢سم وارتفاعھ ٤علماً بأن نصف قطر المخروط الأكبر ، المخروط الخارجي 
 

 المعادلة المساعدة :
س

ିص ١ذ
  س٣-١ذ=ص ئ ص- ١ذ=س٣؛ ئ ١ ٢؛$=  

 س٣- ١ذ@{بب س٣؛= !ص @ بب س٣؛= !ح : القاعدة{  
  #}س -@س٤{بب=}س -٤@{بب س=ح 
  ٣؛*،  ٠=تت س ٠=}س٣-٨{تت بب س ٠=@}س٣-س٨{بب=حَ 

  ٤=٨-١ذ=  ٣؛*×٣-١ذ=إ ص
  ؛بب@٢؛%٧؛̂= ٤×؛٩̂؛$×بب٣؛= !إ ح 
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 سم؟٦أوجد حجم أكبر مخروط یوضع داخل دائرة نصف قطرھا  

 

 فیثاغورس........  ٣٦=@س+ }@٦ –ع { :المعادلة المساعدة  

  @ع –ع ١ذ=@ئ س ٣٦=@س+ ٣٦+ع١ذ-@ئ ع
  #}ع -@ع ١ذ{بب٣؛= !ع ×@}ع  –ع ١ذ{بب٣؛= !ع @ بب س٣؛= !ح 
  ٨،  ٠=تت ع ٠=}ع - ٨{تت بب ع  ٠=@}ع ٣ –ذع ٤{بب٣؛= !حَ 

  ٣ذ=٤×٨=}٨-١ذ{٨=}ع-١ذ{ع =@ع –ع ١ذ=@سلكن 
  ؛بب@٣؛%؛̂=  ٨×٣ذ×بب٣؛= !إ ح 

  
 ر السینات بحیث یقع رأسھ في نقطةمثلث متساوي الساقین یمكن رسمھ فوق محوما مساحة أكبر  

  ؟@س -ذ٧=}س{قالأصل والرأسین الآخرین على منحنى الاقتران 

 

  س ص=ص}ذس{٢؛= !م 
  #س - ذس٧=@}س -ذ٧{س= تت م @ س - ذ٧=صلكن 

 ٣=تت س ٣_=تت س ٩=@ذ تت س٧=@س٣تت  ٠=@س٣-ذ٧= م  
  ١٨=٩-ذ٧=إ ص
  ٥٤=١٨×٣=إ م 

  
كم ١٢مسافة وتبتعد عنھا } ا{شمال المدینة } ج{سم بحیث تقع المدینة ٢٠شارع مستقیم طولھ  اب،  

  كان محطة المحروقات التي تقع علىحدد م، كم ١٠وتبعد عنھا مسافة } ب{شمال المدینة } د{وتقع المدینة 

  بحیث یكون مجموع مربعي بعدیھا عن المدینتین أقل ما یمكن؟ ابالشارع 

ك-ذ٠{+١٤٤=@ص@ ، ك+١٠٠=@س@{  
  }@ك-ذ٠{+١٤٤+@ك+١٠٠=@ ص+ @س=}م{المسافة 

  ك٤٠-@ذك+٦٤٤= @ ك+ك٤٠-٤٠٠+١٤٤+@ك+١٠٠ئ 
  ٣ذذ+ذك٠-@ئ ك

  ١٠=ذ تت ك٠=تت ذك ٠=ذ٠-ذك=مَ 

  
 بحیث یكون أحد@ س - ٦=}س{ه@ ، س=}س{قما مساحة أكبر مستطیل یمكن رسمھ بین منحنیي الاقترانین  

  أضلاعھ یوازي محور السینات؟
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  #س٤-س١ذ=@}ذس-٦{ذس=@}س -@س -٦{ذس=}}س{ق –} س{ه{ذس=}م{ المساحة
  ١=تت س ١=@ئ س ١ذ=@س١ئ ذ ٠=@س١ذ-١ذ=مَ 

  ٨=٤-١ذ=١×٤-١×١ذ= إ م 
  
  

  
  


