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 النهايات

  إذا لم يحدد السؤال إيجاد النهاية من اليمين أو اليسار فإننا نوجدها من الجهتين 

 نهـــــــــــا ق)س( = نهــــــــــا ق)س(:  تكون النهاية موجودة إذا كانت                                        

 عندها تكون النهاية غير موجودة نهــــــــا ق)س( ≠  نهــــــــا ق)س( :  إذا كانت. 

  الدائرة الفارغة تعني أن الاقتران عندها غير معرف. 

 . الدائرة المغلقة تعني أن الاقتران معرف عند هذه النقطة 

  نأخذ بالاعتبار الدوائر المغلقة والمفتوحة فقط عند إيجاد الصورة. 

                           ـا ق)س(نهـــــــــ بالاعتماد على الجدول أوجد سؤال :

                                              3          

 س 393 3953 39553  7977 7972 7975

 ق)س( 593 5953 59553  0977 0972 0975

 

 5ــا ق)س( = نهـــــــــالحل :  

 

 :  أوجد ما يليق)س(   على الرسم الذي يمثل منحني الاقتران اعتمادا   سؤال : 

 ــاق)س(نهــــــــــــــ (أ
3←  س        

+
 

 ـــاق)س(نهــــــــــــ (ب
 5←  س        

 الحــل :   

 7 ₌ـــاق)س( نهــــــــــ   
3←  س    

+
 

 
   3 ₌ـاق)س( نهــــــــــــ  
5←  س   

-
  

 
       3نهــــــــــــــاق)س( =   
5←  س  

+
 

 
 
      3 ₌اق)س( نهــــــــــــ    y   ـاق)س( نهــــــــــ ₌ـاق)س( نهـــــــــــ 

                 
                                          

 

 +3←  س 

 اليمين
 اليسار

5←  س
-

5←  س 
+

 5←  س 
 

 +3←  س 

 +أ←  س -أ←  س

 +أ←  س -أ←  س
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 دا على الشكل الذي يمثل منحنى الاقتران ق ، جد كلا مما يأتي :اعتما سؤال :

 نهــــــــــاق)س(  (3

  5نهـــــــــا ق)س( = قيمة الثابت أ ، حيث    (7

 غير موجودةنهــــــــاق)س( قيمة الثابت ب ، حيث  (3

 الحل : 

 3= نهــــــــــاق)س(  (3

 3-نهـــــــــا ق)س( =  (7

 0و أ =   3أي أن أ =  y 0س   وكذلك y 3فإن س  y 5ق)س(  نلاحظ من الشكل عندما       

  3=  أي  ب  y 3س  غير موجودة  عندمانهــــــــاق)س( أن  نلاحظ من الشكل (3

 

 ق)س(  اعتمادا على الرسم الذي يمثل منحني الاقتران  ال:ؤس 

 :  أوجد ما يلي     

 نهـــــــــاق)س( (أ

 نهـــــــــأق)س( (ب

 (3ق) (ج

 الحل :   

 3نهـــــــــاق)س( =  (أ

     7نهــــــــاق)س( = 

  غير موجودةنهـــــــــاق)س(  فإن نهـــــــــاق)س(  ≠بما أن :    نهـــــــــاق)س(

      3،   نهـــــــــــاق)س( =    3نهــــــــــاق)س( =  (ب

 3نهـــــــــــاق)س(  فإن نهـــــــــــاق)س( =  بما أن نهـــــــــــاق)س(=

 3( = 3ق) (ج

 

         7)ق)س((3،      فجد قيمة نهــــــــــا      0 (=3-3س نهــــــــا)ق)س(+ إذا كانت سؤال :

 الحل : 

    0=  3نهـــــــــا  - 3ـا سـ( = نهـــــــــا ق)س( + نهـــــــ 3 – 3نهـــــــــا ) ق)س( + س

     
        0=  3نهـــــــــا  -  3نهـــــــــا ق)س( + )نهـــــــــا س( 
  

 أ← س

 ب ← س

 7← س

 7← س

 أ← س

 ب ← س

0 ← س

1 ← س

-0 ← س

+0 ← س

0 ← س+0 ← س-0 ← س

+1 ← س-1 ← س

1 ← س+1 ← س-1 ← س

3-←  س3-←  س

3-←  س3-←  س3-←  س

3-←  س3-←  س3-←  س3-←  س
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 0= 5-ا ق)س( نهـــــــــ = 3-3 -ا ق)س( نهـــــــــ = 3- 3(3-ا ق)س( + ) نهــــــــــ
 3-← س                           3-← س                                    3-← س  
 
     7=  5+  0نهـــــــــــــا ق)س(  =  
 3-← س  
 

(7)  3=   7ـا ق)س((نهــــــــ) 3= 7) ق)س(( 3ــا نهــــــــ  
7

   =3×23 = 753 
 3-←س                                3-←س   
 
 
 
 

 سؤال :

 

 :  كان إذا

 

 

 موجودة ، فما قيمة كل الثابتين : أ ، ب ؟،  نهـــــــاق)س(   31نهـــــــاق)س( =  وكانت

 الحل : 

  31( = 5+  7ومنه    نهـــــــا)ب س  31نهــــــــاق)س( = 

 

 3ومنه  ب=    7ب = 7ومنه      5 – 31ب = 7ومنه     31=  5+  7(3ب)

 نهــــــــاق)س( = نهــــــــاق)س( موجودة فإن بما أن نهـــــــاق)س( 

 

       بالتعويض (  5+  7أ( = نهــــــــأ)ب س –س 0نهــــــــا)

 

  3-=  2 – 0ومنه أ =   2أ =  -0ومنه    5+  7(3)3أ =  – 3×0

 

 فجد :،    5،    نهـــــــــــاهـ)س( =    2-نهـــــــــــاق)س( =  إذا كانت سؤال :

نهــــــــــا)
(س)ق

(س)هـ
 س (0+  7)هـ)س(( - 

 الحل : 

(س)نهـــــــــاق

(س)هـنهــــــــــا
 نهــــــــــاس (0+  7)نهــــــــاهـ)س(( - 

 

 =-2

 5
 - (5)7 +0×3  =-7 -31 +30  =-3  

 

    فأوجد قيمة الثابت ل     5 =(  3+   7ل سنهــــــــــــــــــا ) إذا كانت  سؤال :

                    

 5 = 3 نهــــــــــا+  7ل س نهـــــــــا =(  3+   7)ل سنهـــــــــــــا 

  3،  س         أ   -س 0

  3،  س       5+  7ب س
 ق)س( = 

 3←س 3←س

3←س
-

3←س 
+

 

 3←س 3←س

 3←س

3←س
-

3←س 
+

 

 3 ←س

 3 ←س

 3 ←س
 3 ←س 3 ←س

 3 ←س 3 ←س

 3- ←س

 3- ←س 3- ←س 3- ←س
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    5 =  3 نهـــــــــــــا+  7) نهـــــــــــــا )س( (ل   = 3 نهــــــــــــا   + 7س ل نهـــــــــــــا 

 

  5 =  3+   7(3-ل )

 5 = 3 – 5 =ل 

 

 

 :   عند دراسة نهاية الاقتران الكسري نميز أربع  نواتج

   :      الأول الناتج
عدد

عدد
    وهو ناتج مقبول     

:       الثاني الناتج
صفر

عدد
  وهو ناتج مقبول ويساوي الصفر   

:     الثالث الناتج
عدد

صفر
      وهو ناتج غير مقبول والنهاية غير موجودة   

 

:      الرابع الناتج 
صفر

صفر
 : التاليةوهو ناتج غير مقبول ولذلك نلجأ إلى كتابة الاقتران بصورة مكافئة بإحدى الطرق   

                                 التحليل إلى العوامل

                                الضرب في مرافق الجذر التربيعي 

                                 توحيد المقامات   

نهـــــــــا  سؤال :
30 -س3
  + 0- 75س

  =
صفر

صفر
 نضرب بمرافق الجذر التربيعي      

 

نهـــــــــا 
30 -س3
  + 0- 75س

= نهـــــــــا   
30 -س3
  + 0- 75س

  ×
 + 0+ 75س
  + 0+ 75س

   

 

نهــــــــــا 
(0+ 75س +  )(30-س3)

70 - 75س+ 
= نهــــــــــا 

(0+ 75س +  )(0-س)3
0 -س  

  

 

  3 ×35  =35( = 0  +75   +0)3( = 0+ 75س + )3= نهــــــــــا 

 

 

=  ——————جد  نهـــــــــــا  سؤال :
صفر

صفر 
  الناتج غير مقبول لذلك نوحد المقامات      

 

 

= نهـــــــــــا  ——————نهــــــــــــا   
(3س+) - 3

(7-س)(3س+)3 
= نهــــــــــا 

3-س - 3

(7-س)(3س+)3 
  

 

نهـــــــــــا  
س - 7

(7-س)(3س+)3 
= نهــــــــــا  

-3

(3س+)3 
  =

-3

 3(7+3)
  =

-3

 7
  

 

 3- ←س 3- ←س 3- ←س 3- ←س

y0  س

y0  سy0  س

y0  سy0  س

y0  س

y7  س  7-س 

3

3س +  
  -

3

 3
  

  7-س 

-3

y7  سy7  سy7  س

y7  سy7  س

3

3س +  
  -

3

 3
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0 y س 

0 y 0 س y س 

نهــــــــــــا جد      سؤال :
7 -+ س  7س

3 - 7س
  =

صفر

صفر
 نحلل لذلك غير مقبول   

نهــــــــــــا 
 (3 -س ) (7س + )

(3-س)(3س+)
= نهــــــــــــا  

(7س + )

(3س+)
  =

(3  +7)

(3+3)
  =

3

7
  

 

نهــــــــــــا )       جد قيمة ما يلي : سؤال :
35س + 7

70+  7س
 (  س+  

 

نهــــــــــــا )  
35س + 7

70+  7س
) ( = س+  

7(-0)  +35

(-0)7  +70
 ( +-0))   =

صفر

05
    0-=  0-= صفر  0- 

 

 جد قيمة النهاية في كل مما يأتي :  سؤال :

نهـــــــــا) (3
 3 + س 7+   3س

5 -س  
 +

3

7 -س  
 ) 

  =
 3(0) +3   +7(0) 

 0 - 5
 +

3

 0 - 7
  = )

 31  +35 

 -7
  =

35

 -7
   =-5  

 )
0س+

س   - 7س
  سؤال : نهــــــــــــــا ) س - 33 +  

 الحل : 

 )
0س+

س   - 7س
نهـــــــــــا ) س - 33 +   )

0س+

س   - 7س
+ نهـــــــــا)     نهـــــــــا  س - 33

=  7 + صفر = 7
صفر

70 +0  
   + 

32 = 
-0+0

(-0)7 - (-0)  
  + 33 - (-0)   = 

 

 

 

 

 

 

 

0- y س 

0- y س 

0 y س 

 y -0س 

 y -0س  y -0س  y -0س 
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 الاتصال

 إذا تحققت ثلاثة شروط : س = أ  عند نقطةمتصلا  ق)س(  يكون الاقتران

: ق)أ( = أالشرط الأول      

 

 نهــــــــــا ق)س( موجودة: نهـــــــــا ق)س( = نهــــــــــا ق)س( وبالتالي         الشرط الثاني

 

 : نهـــــــــا ق)س( = ق)أ(   الشرط الثالث

 

 إذا كان سؤال :

 

  2فابحث اتصال الاقتران ق عندما س = 

 الحل 

  2ق)س( اقتران متشعب عندما س = 

  0=  0 – 35=  0- 7×0 ( =7ق) ومنه 7س= معرف عندما ق  (3

  0=  3+  7(7( = )3+  7نهــــــــــاق)س( = نهــــــــــا)س (7

 0=  0 – 35=  0- 7×0(= 0 –س 0نهــــــــــاق)س( = نهــــــــــا)

        = )0نهـــــــــاق)س 

  0( = 7نهـــــــــاق)س( = ق) (3

   2عندما س=  ، فإن الاقتران ق متصل 2بما أن الاقتران ق حقق شروط الاتصال جميعها عندما س =      

 إذا كان :  سؤال :

 

 1-فابحث اتصال الاقتران هـ عندما س = 

 الحل :

  7،  س          3+  7س

   7،  س          0 -س 0
 )س( = ق

 -y8س  -y8س 

 +y8س  +y8س 

 y8س 

 y8س 

  3،  س             3س +

 3-= ،  س                  5
 )س( = هـ

 +أ yس  -أ yس  

 أ yس 

 أ yس 
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 5( = 3-،  هـ)  3-معرف عندما س =  هـ (3

 7=  3+  3-( = 3نهـــــــــاهـ )س( = نهـــــــــا)س +  (7

 (3-هـ ) نهـــــــــاهـ)س(  (3

         3-س =  الاقتران هـ غير متصل عندما 

 إذا كان :  سؤال :

 ، فجد قيمة الثابت أ ؟ 3وكان ق متصلا عندما س = 

 نهــــــــــاق)س( موجودة  ) وهي القيمة التي يتشعب عندها ق( فإن  3الحل :   بما أن ق متصلا عندما س= 

 ق)س(   نهـــــــــــاق)س(  =  نهـــــــــــا  

 

 (3( = نهــــــــــا)س +  5)أس +  نهـــــــــــا

  5=  5أ + 3ومنه       3+  3=  5أ + 3

 3-ومنه     أ =     3-أ = 3ومنه    5 – 5أ= 3

  1س = ق)س( +7ـــــــا ــنهـ وكانت،  7س = إذا كان ق متصلا عندما  سؤال :

 ( ؟7ق)فما قيمة      

   1 س =نهــــــــــا نهــــــــا ق)س( + y7  1ق)س( +س =7ــــا ـــنهــــ  

 1= 7نهـــــــا ق)س( +7 

 7عند س = وبما أن الاقتران ق متصلا ،  7نهــــــا ق)س( =  y 5نهـــــــا ق)س( = 7

  7نهـــــــا ق)س( = =  (7ق)

 سؤال :

1+  7هـ )س( = س إذا كان

   

،

    

₌ل )س( 
      

     7≥  س،                س - 7س3

 7<  س،                  2س +                                                               

 7ق)س( عند س =  فابحث في اتصال الاقترانل ) س (  –ق)س( = هـ)س(  وكان

 الحل : 

 لأنه اقتران كثير حدود  2متصل عند س = هـ)س( 

 y-0س  y-0س 

 y-0س 

  3،  س             5أ س +

 3،  س             3س + 
 )س( =  ق

 y3س 

 +y3س  -y3س 

 +y3س  -y3س 

 y8س  y8س 

 y8س  y8س 

 y8س 

 y8س   

 y8س 
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  35=  7 – 37( = 7) – 7(7)3( = 7ل)

  35=  7 – 37( = 7) – 7(7)3( = س – 7س3نهـــــــــا ل)س( = نهــــــــا)

  35=  2+  7( =  2نهـــــــــا ل)س( = نهــــــــا)س + 

  35نهــــــــــال)س( = نهـــــــــا ل)س(  ومنه   نهــــــــــا ل)س( = 

  2متصل عندما س = (    فإن ل)س( 7بما أن نهـــــــــا ل)س( = ل)

     متصل لأنه حاصل طرح اقترانين متصلينق)س(   ومنه

ق)س( =  إذا كان سؤال :
س3 - 1

35-س 3+ 7س
 التي تجعل ق)س( غير متصلجد قيم س   

 الحل :

 القيم التي تجعل ق)س( غير متصل هي أصفار المقام :

  5( = 7 –()س 0)س +   ومنه  5=  35 –س 3+  7س

  7،  س =   0-س = ومنه قيم س هي :   

ق)س( =  إذا كان سؤال :
3 -س 

5+ س 5- 7س
 هي :  س التي تجعل ق)س( غير متصلفإن قيمة   

  7د(                         7-ج(                       3ب(                5- (أ

 الحل : 

  5=  5س + 5 – 7س

  7ومنه  س =    5=  7-ومنه     س  5=  7(7 –)س 

ق)س( =  إذا كان سؤال :
س  

(7 -س )(3س + ) 
 هي :  س التي تجعل ق)س( غير متصلفإن قيم   

 5د(                         7-،  3ج(              7،  3-،  5ب(                 7،  3- (أ

  2،  1-الحل : قيم س = 

ق)س( = إذا كان  سؤال :
س0 - 7س

7س +3 - 7س 
 فإن قيم س التي لا يكون عندها الاقتران ق متصلا هي : 

   }7-،3-{د(                      }7،3{جـ(              }5،0-{ب(              }5،0{أ( 

 الحل : 

      7، س =  3ومنه  س=  5( = 7-()س3-ومنه )س 5=  7س+3-7س نوجد أصفار المقام

 -y8س  -y8س 

 +y8س  +y8س 

 y8س  +y8س  -y8س 

 y8س 
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 معدل التغير

 بداية يجب أن نميز بين ثلاثة مفاهيم :

 3س –7:  "س = س حيث ) دلتا س (  وتقرأ" س   مقدار التغير في س ويرمز له بــــ :   الأول

 حيث : " ص  أو " ق)س( مقدار التغير في الاقتران ويرمز له بــ :   الثاني

 (3ق)س –( 7" ق)س( = ق)س                            

 : هو    7س  إلى  3س من   س عندما تتغيرص= ق)س(  معدل تغير الاقتران:   الثالث

                  
"ص

"س 
  =

3ص –7ص
 3س –7س  

أو      
(س)"ق

"س 
   =

(3س)ق – (7س)ق

3س –7س  
  

 

 فإن معدل التغير للاقتران ق)س( يساوي :،  31إلى  23س من  عندما تتغير سق)س( =  إذا كان سؤال :

 (أ
0

 00
ج(            3-ب(                   

0

 08
  1-د(                        

"ص

"س 
 =

(3س)ق – (7س)ق

3س –7س 
  =

(23)ق – (31)ق

 31– 23
  =

31– 23
 31– 23

 =
1– 7

 31– 23
   =

-3

- 50
  =

3

 03
  

 : هي" س ، فإن قيمة  5إلى  3وتغيرت س من س 3 – 5ق)س( =  إذا علمت أن  سؤال :

 3د(                     7ج(                   7-ب(                     1- (أ

 الحل : 

  7=  3 – 0=  3س – 7"س = س

 

 ((3، ق) 3(( ، )5، ق) 5) ، فجد ميل القاطع المار بالنقطتين : 7س 2ق)س( = إذا كان  سؤال :

 الحل : 

"ص

"س 
 =

(3س)ق – (7س)ق

3س –7س 
 =

(5)ق – (3)ق

 3– 5
  =

2(3)7 – 2(5)7

 3– 5
  =

57– 5

 3
  =75 

 وكان ميل القاطع أب يساوي، ل( ، 3-( ، ب) 5،  3أ) بالنقطتين : إذا كان منحنى الاقتران ق يمر  سؤال :

  فجد قيمة ل( 3-) 
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 الحل : 

ميل القاطع = 
3ص –7ص
 3س –7س 

=  3-ومنه    
5 –ل 

 -3– 3
 37ومنه ل =    5 –= ل  37ومنه      

 معتمدا  الشكل المجاور الذي يمثل منحنى الاقتران ق ، ما ميل القاطع سؤال : 

 ( ؟ 6،  0( ، )  3،  3)المار بالنقطتين  

ميل القاطع =     
3ص – 7ص
3س –7س  

   =
3 –1

 3– 5
  =

-3

 3
  =-3  

    

 

 الحجم في التغير مقدار جد سم( 3) إلى سم(1) من ضلعه طول تغير بحيث للحرارة تعرض معدني مكعب سؤال :

   3= سح بفرض ح هو حجم المكعب نكتب :                  

  3سم 71= 3 – 75=  3(3)– 3(3( = )3)ح -(3)ح( = 3)سح –( 7= ح)س ح"    

=  التغير معدل:  نكتب الحجم في التغير معدل إيجاد المسألة في طلب إذا
"ح

"س 
  =

71

 7
  =33 

 حيث ف المسافة التي يقطعها الجسيم ،  5+  7ف)ن(= ن يتحرك جسيم على خط مستقيم وفقا  للاقتران سؤال :

  ]0،  7 [ ، جد السرعة المتوسطة للجسيم في الفترة الزمنية بالأمتار ، ن الزمن بالثواني

 الحل : 

ع = 
(3ن)ف – (7ن)ف

3ن –7ن 
 = 

(7)ف – (0)ف

 0 – 7
  =

 (0)7 +5–((7)7 +5)

 3
  

     =
37 - 33

 3
  =

73

 3
  =5  

 

 

 

 

 

 

 

(3  ،3)  

(6،1)  

● 

● 
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 ىولالمشتقة الأ

 فإن المشتقة الأولى للاقتران باستخدام التعريف العام هي : ]أ ، ب [إذا كان لدينا اقتران ص = ق)س( معرف على الفترة 

قَ)س( = نهـــــــــا                         
(س)ق - (س+هـ)ق

هـ 
  

 : نعبر عن المشتقة الأولى بالعلاقةبوضع ع = س + هـ                          

 قَ)س( = نهــــــــــــــــا                         
(س)ق - (ع)ق

س -ع  
  

 باستخدام التعريف قَ)س(  فجد،   7ق)س( = س إذا كان سؤال :

 نهـــــــــــــاقَ)س( = 
(س)ق - (ع)ق

س -ع  
  

= نهــــــــــا         
7س - 7ع

= نهــــــــــــــاس -ع 
(ع + س)(س -ع)

  س -ع  

 س 7س + س = = ) ع + س( = نهــــــــــا         

 

 3-≤ ، س    3س+: ق)س( =  للمشتقة ، جد المشتقة الاولى للاقترانباستخدام التعريف العام  سؤال :

 )س( = نهـــــــــــــاقَ
(س)ق - (ع)ق

س -ع  
  

 )س( = نهـــــــــــــاقَ
  + 3ع  -   + 3س    

س -ع  
 نضرب بمرافق الجذر التربيعي    

 نهـــــــــــــا)س( = قَ
  + 3ع  -   + 3س    

س -ع  
  ×

  + 3ع  +   + 3س    

   + 3ع  +   + 3س    
   

 )س( = نهـــــــــــــاقَ=  
  3 -س  - 3ع +

(   3س +   +  3ع +   )(س -ع ) 
   

 نهـــــــــــــا= 
س  -ع 

(   3س +   +  3ع +   )(س -ع ) 
= نهــــــــــــا  

3

   + 3ع  +   + 3س   
  

 =
3

   + 3س  +   + 3س   
  =

3

 7  + 3س   
  

 

 س yع 

 
 س yع  س yع 

 س yع 

 س yع 

 س yع 

 س yع 

 س yع 

 س yع  س yع 

 y5هـ 

 س yع 
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ق)س( =  إذا كان سؤال :
3  

س3-3 
≠ ، س    

3

 3
قَ)  التعريف ،ثم جدباستخدام قَ)س(  فجد  

3

 7
  ) 

 )س( = نهـــــــــــــاقَ
(س)ق - (ع)ق

س -ع  
  

 

 ————————— نهــــــــــــــا=         

 

نهـــــــا =        
 (ع3-3)-(س3-3)

(س3-3)(ع3-3)هـ 
نهــــــــــا  = 

 ع3+3-س3-3

(س3-3)(ع3-3)هـ 
  

= نهـــــــــــا       
 ع3س+3-

(س3-3)(ع3-3)(س -ع  ) 
= نهـــــــــا  

 (س -ع)3

(س3-3)(ع3-3)(س -ع  ) 
  

= نهـــــــــا       
3

(س3-3)(ع3-3) 
  =

3

(س3-3)(س3-3) 
  =

3

7(س3-3) 
  

( = قَ) 
3

 (3-3 ×)7
  =

3 

 (3-3×)7
  =

3

 
  =37 

نهـــــــــا  إذا علمت أن ق)س( اقتران كثير حدود فإن سؤال :
(3)ق - (+ هـ 3)ق

هـ 
 : تساوي  

 ( 3(                د( قَ)3(                    ج( ق)5(         ب( قَ)5ق) (أ

 ( 3الحل : قَ)

 قَ)س( فجد   7س هـ7-هـ 7س هوق)س(   وكان مقدار تغير الاقتران ص = ق)س( ،  إذا كان  سؤال :

  7س هـ7-هـ 7سهو " ص = " ق)س( =  مقدار تغير الاقتران 
 

قَ)س( = نهـــــــــا       
 (س)" ق

هـ 
= نهــــــــــا  

  7س هـ7-هـ 7س

هـ 
  

قَ)س( = نهـــــــــا      
  (س هـ7- 7س )هـ

هـ 
 س هـ( 7 – 7= نهـــــــــا ) س 

 7= س 5× س 7 – 7= س             

 

 

 

 

 

3  

ع3-3 
 

  

- 
3  

س3-3 
  

 س yع 

 س yع  س -ع 

 س yع  س yع 

 س yع  س yع 

 س yع 

 y5هـ 

 y5هـ  y5هـ 

 y5هـ  y5هـ 
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 قواعد الاشتقاق

     قاعدة الاشتقاق الأولى

 مشتقة العدد الثابت أي:♦ 

 حيث جـ عدد ثابتقَ)س( = صفر           فإنق)س( = جـ       إذا كان 

 قَ)س( = صفر  فإن    3ق)س( =  إذا كان:  مثال

 مشتقة اقتران ذو أس نوني  أي :♦ 

  P  حيث ن       3-نقَ)س( = ن س فإن    ن    ق)س( = س كانإذا 

 7س3=   3-3س3قَ)س(=  فإن  3: ق)س(= س مثال

 مشتقة جداء عدد ثابت باقتران قابل للاشتقاق أي :♦ 

 عدد ثابت    حيثهَـ)س(    قَ)س( =   فإن هـ)س(     ق)س(=  إذا كان

                 5س75=  3-0س0×  5فإن قَ)س( =    0س5ق)س( =  إذا كان:  مثال

 قاعدة الاشتقاق الثانية      

  مشتقة مجموع اقترانين : ♦

 لَ)س( = قَ)س( + هَـ)س( yل)س( = ق)س( + هـ)س( 

  مشتقة فرق اقترانين: ♦

 هَـ)س( –لَ)س( = قَ)س(  yهـ)س(  –ل)س( = ق)س( 

 قاعدة الاشتقاق الثالثة       

 : جداء اقترانين مشتقة حاصل

 هـ)س( فإن : × إذا كان ص = ق)س( 

xص

 xقَ)س( أي :× هَـ)س( + هـ)س( × = ق)س(  س 
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 مشتقة جداء اقترانين = الأول بمشتقة الثاني + الثاني بمشتقة الأول 

    قاعدة الاشتقاق الرابعة

ص =  إذا كان     مشتقة خارج قسمة اقترانين :
(س)ق

(س)هـ 
 فإن :  5≠، هـ)س(  

             
xص

 xس
  =

(س)هَـ×(س)ق - (س)قَ× (س)هـ

7((س)هـ) 
 أي أن :  

مشتقة قسمة اقترانين=               
البسط بمشتقة المقام -المقام بمشتقة البسط 

مربع المقام 
  

 

     نتيجة هامة

ق)س(=  إذا كان لدينا اقتران كسري
جـ

(س)هـ 
 بسطه عدد ثابت وليكن جـ فإن :  

قَ)س(=                                        
(س)هَـ×جـ -

7((س)هـ) 
   

 لكل مما يأتي : ولى الأ المشتقة جد سؤال :

  (3+  0-()س5+  7س3ص = )   

  
xص

 xس
 س( 1×)(3+  0-)س(+  1-س0-×)(5+  7س3)=  

إذا كانت  ص =    
3- 3س

1س +7 
،    فجد      

xص

 xس
  

  
xص

 xس
  =

البسط بمشتقة المقام -المقام بمشتقة البسط 

مربع المقام 
  

 
xص

 xس
   =

(7)(3- 3س) - (7س3)(1س+7)

7(1س+7) 
  =

7+  3س7 - 7س32+ 3س1

7(1س+7) 
  

         =
7+  7س32 +3س5

7(1س+7) 
  

نهـــــــــافجد قيمة  3+7ق)س( = سإذا علمت أن  سؤال :
(7)ق -(+هـ7)ق

هـ 
  

 7س= عندماق)س( ولى لــ هذه المشتقة الأ

  32=7×7( = 7قَ) yس 7قَ)س(= 

 

 y5هـ 
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ص= إذا كان      سؤال :
0

3+  7س 
،  فجد    

xص

 x7عند س=       س  

xص

 xس   =
س 7×  0-

7(3+  7س) 
   =

س 35-

7(3+  7س) 
  

xص

 xس    =
-35×7 

 ((7)7  +3)7
   =

-75

 70
   =- 

5

 0
  

إذا كان ص=  سؤال :
س 

3س +  
   +5فجد      3+ 7س 

xص

 xس 
 

xص

 xس   =
 (3)(س) - (3)(3س + )

7(3س + ) 
  +

 7س2

 7 53+ 7س  
  

       =
3 

7(3س + ) 
  +

 7س5

  53+ 7س  
  

 

فجد قيمة نهـــــــــا   س1ق)س( =   إذا علمت أن سؤال :
(3)ق -(+هـ3)ق

هـ 
  

  3س = نلاحظ أن هذا هو قانون المشتقة الأولى عند النقطة 

 بالمشتقة  3س=ثم نعوض ق)س( لذلك نشتق 

= س س1ق)س( = 

 y  =)قَ)س س-3 = س-  =  ×

3

 10س
  

×  ( = 3قَ)
3

 10س
  =  ×

3

 1(3)0
  = 

س ، جد 7-2،  ع =  7ع–ع 5ص= إذا كان : سؤال :
xص

 xس  

xص

 xع   ، 7-5=  ع
xع

 x7-=  س  

xص

 xس  =
xص

 xع  ×
xع

 xس  

xص

 xع5+ 2-( = 7-ع()7-5= ) س 

xص

 xس2 – 75س =2 – 37+ 2-س( = 7-2)5+  2-=  س 

 

 2س = 

 y5هـ 
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(3- 7س7ص = ) إذا كان سؤال :


 فجد،     
xص

 xس  

xص

 xس
   =(73- 7س)×5 = س

37

7
( 3- 7س7س) 


 3 – 7س7س1=  

:  ص =  إذا كان سؤال :
1

3فجد     3+  7س ،
xص

 xس  

( 3+ 7س3:  ص = )  نجهز الجذر 

 

xص

 xس
  =

3

1
( 3+ 7س3)  

-
-( 3+ 7س3س(= س)1×)

 

xص

 xس  =
س

 1 (33+  7س)0
  

، فجد       3س +  – 7س  ص =إذا كان   سؤال :
xص

 xس
  

  
xص

 xس
   =

3 -س 7

 7 3س +  – 7س
  

ص =    إذا كان سؤال :
3

  فجد س -7
xص

 xس 
 

ص = 
3

س ( – 7= ) س -7

 y  

xص

 xس  =(7 – )س
 
-

×-3 

xص

 xس  =- (7 – ) س
-

= 
-3

3 
3(7- س)7

  

 فجدجاس + ظاس  ، 7ص = سإذا كان   
xص

 xس  

xص

 xس جاس+ قا7جتاس + 7= س س
7

 س 

س                فجد 0إذا كان ص = جا سؤال :
xص

 xس  

xص

 xس0جتا 0=   س 

(      ،  فجد 3+  7س0ص = جا) إذا كان سؤال :
xص

 xس  

xص

 x(3+  7س0س جتا)35=   س 
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 جد سؤال :
xص

 xس
 يأتي :  لما 

ص = ظا
3

 س

xص

 xس
ظا3=  

7
س  قا
7

  س

س  فجد 0جا 7ص = س سؤال :
xص

 xس  

xص

 xس7× س 0س +  جا0جتا0×7= س س 

 س0س جا7س + 0جتا7س0=       

  تساوي :قَ)س(  ، فإنس 3جتا7ق)س( =  إذا كان سؤال :

 س 3جا 1-س                    د( 3جا1س            ج( 3جا7س     ب( 3جا7- (أ

 س 3جا 1-س = 3جا -×  3×7قَ)س( =   الحل :

س (7ص = ) جتا سؤال :
1 

 

xص

 xس
س (7) جتا1=  

 0س (7س) جتا7جا37-=  7× س 7جا -×  0

ق)س( = أ إذا كان سؤال :
7

 (= صفراً 3قً )فجد قيمة )قيم(الثابت أ التي تجعل  7س 37 – 3س

 س75 – 7س 7أ 3=  س 7×37 –7س3×7قَ)س( = أ

 = صفر  75 –( 3)7أ1( = 3قً ) y 75 –س  7أ 1=  75 –س 7×7أ 3قً )س( = 

  7 ±أ =  y 5=  7أ y 75=   7أ1 ومنه

 س ، فإن قً )س( تساوي :5إذا كان ص= جتا سؤال :

 س 5جا31-س            د( 5جتا31-س             ج( 5جتا 31س          ب( 5جا5- (أ

 س 5جا5-قَ)س( = 

 س5جتا 31-قً )س( = 

 أ ، ب فجد قيم 31(=3، قً ) 5(= 5قَ) وكان 3ب س + 7 – 3أ س3ق)س( =  إذا كان سؤال :

 ب 7 – 7أ س7ب = 7- 7س3×أ3قَ)س( =

 -ب =  y 5ب = 7 – 7(5أ)7( = 5قَ)
5

 7
   =-7 

 أ س 32س = 7×أ7قً )س( = 

أ =  y 31( = 3أ)32( = 3قً )
31

 32
   =7 
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 ق)س( 1قً )س( +  فجدس ، 7ق)س( = جتا إذا كان سؤال :

 س7جتا5-قً )س( =  yس 7جا7-قَ)س(  =  

 س 7جتا7س = 7جتا1س +7جتا5-ق)س( = 1قً )س( + 

 جاس ، فجد قً )س( 7إذا كان ق)س( = س  سؤال :

 س جاس7جتاس + 7س = س7× جتاس + جاس ×  7قَ)س( = س

  7×جتاس + جاس × س7س + 7× جاس + جتاس  -× 7قً )س( = س

 جاس  7س جتاس + 5جاس + 7س -جاس = 7س جتاس + 7س جتاس +7جاس +7س -= 

نهــــــــــا فإنس ، 3ق)س( = جاإذا كان  سؤال :
(س)ق-(س+هـ)ق

هـ
 : تساوي  

 س3س                      د(جتا3جا3س           جـ(3جتا3س         ب( 3جتا– (أ

  (ب

الحل : نهــــــــــا
(س)ق-(س+هـ)ق

هـ
 س3جتا3= قَ)س( =  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 y5هـ 

 y5هـ 
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 للمشتقةالهندسي والفيزيائي التفسير 

= نهــــــــــا ميل المماس     
"ص

"س
  = قَ)س( 

 ولى للاقترانأي أن ميل المماس لمنحنى الاقتران هو المشتقة الأ     

 ( :3ص ، 3)س يطلب في بعض المسائل إيجاد معادلة المماس المار بالنقطة     

 (3س –= م)س  3ص –ص                     

ق)س( =         لمنحنى الاقتران المماس جد معادلة سؤال :
3

3-س 7 
    عندما س = صفر        

 الحل : 

قَ)س( = 
-3×7

7(3-س 7) 
   

( = 5قَ)
-3×7

 (7×5 -3)7
   =-7 

( = 5ص = ق)
3

 7×5 -3
 (3-،  5) نقطة التماس       3-=   

 (3س –= م)س  3ص –: ص معادلة المماس 

 س 7-=  3ص+     ومنه(  5 –) س 7-=  3- -ص 

 يساوي : 1فإن ميل المماس لمنحنى الاقتران عندما   س =       س ق)س( = س +  إذا كان  سؤال :

 3د(                    -جـ(                  -ب(                   (أ

 (3ميل المماس = قَ)

+  3قَ)س( = 
3

7 س
      

   =+  3( = 3قَ)

 إذا تحرك جسيم بحيث كان بعده عن نقطة الأصل بالأمتار بعد ن ثانية معطى بالعلاقة : سؤال :

 فاحسب سرعة الجسيم بعد مرور ثانيتين من بدء الحركة ،  7ن + 3 – 7ن3ف)ن( = 

 الحل :

  7ن + 3 – 7ن3ف)ن(=  لمسافةا

 y5 "س
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  3 –ن 1ع)ن(= فَ)ن(=  السرعة

 7=  3 – 37=  3 –( 7)1(= 7= ع) ثانيتينالسرعة بعد مرور 

 متى تساوي ،  5+  7ف)ن( = ن : بالعلاقة معطى الأصل نقطة عن بعده كان بحيث جسيم تحرك سؤال :

 ؟ ثوان 4سرعته المتوسطة سرعته في اللحظة التي يكون فيها الزمن   

 2( = 5)7(=5ع) y 5عندما ن =  yن 7ع)ن(= فَ)ن( =    

ع =     
(5)ف - (ن)ف

 k -5
  

     2   =
5 - 5+7ن

 k -5
         y ن 2= 7نy 5( = 2 –ومنه ن) ن  5ن =2 -7ن  

 ث 2مرفوض     ،   ن =    5ن =      

 حيث ن الزمن بالثواني ،ف المسافة بالأمتار فإن ،  0ن+ – 7ف)ن( = ن يتحرك جسيم وفق العلاقة سؤال :

 ثواني من بدء الحركة يساوي :(3) مرور تسارع هذا الجسيم بعد

 7م  /ث 1د(                   7م  /ث 0ج(                   7م  /ث5ب(              7م  /ث7 (أ

 الحل : 

  3 –ن 7ن( = فَ)ن( =  ع)

  7م  /ث 7( = 3ومنه  ت)  7ت)ن( = عَ)ن( =  

 هي المسافة التي يقطعها جسيم ، حيث ف المسافة بالأمتار ،  ن30+  7ن7 – 3ف )ن( = نإذا كانت  سؤال :

 ن الزمن بالثواني ، فاحسب تسارع الجسيم في اللحظة التي تنعدم فيها سرعته 

 الحل : 

 ن30+  7ن7 – 3ف )ن( = نالمسافة  

 30ن + 32 – 7ن3السرعة = ع)ن( = فَ )ن( = 

  5عندما تنعدم السرعة فإن : ع)ن( = 

 فيكون : 3نقسم المعادلة على    5=  30ن + 32 – 7ن3

  3، ن = 0ومنه ن =  5( = 3-() ن 0-ومنه )ن    5=  0ن + 1 – 7ن
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 فإن :   0،  عندما ن=   32 –ن 1التسارع ت)ن( = عَ)ن( = 

  7م  /ث 37=  32 – 35=  32 –( 0)1( = 0ت)

 7م  /ث 37-=  32- 1=  32-( 3)1( = 3ت)  فإن :  3وعندما ن = 

 التزايد والتناقص والقيم القصوى

 لإيجاد التزايد والتناقص للاقتران ق نقوم بالخطوات التالية :

 ق)س( نشتق الاقتران -3

  ثم نوجد قيم سأي قَ)س( = صفر  نجعل المشتقة مساوية للصفر -7

 ولى حول أصفار هذه المشتقة ندرس إشارة المشتقة الأ -3

 موجبة( يكون الاقتران متزايد ضمن هذه الفترة المشتقة )أي قَ)س( < صفر  عندما -4

 سالبة( يكون الاقتران متناقص ضمن هذه الفترة المشتقة )أي قَ)س( > صفر  وعندما

 ) أي المشتقة منعدمة ( يكون الاقتران ثابت ضمن هذه الفترة   قَ)س( = صفروعندما 

 

 

 فجد فترات التزايد والتناقص للاقتران ق   7(5 –س 7ق)س( = )إذا كان  سؤال :

  31 –س 2=  7(×5-س7)7قَ)س( =      

  7ومنه س =  31س = 2ومنه  5=  31-س 2ومنه   5قَ)س( =      

  3ولتكن س =  7>نأخذ قيمة س      

 5 > 2-=  31 – 3×2( = 3قَ)     

  3ولتكن س =  7 <نأخذ قيمة س      

  5 < 2=  31 – 3×2( = 3قَ)     

 ( l،   7 [ ويكون متزايد على الفترة ]l  ،7-) يكون الاقتران متناقص على الفترة        

  ] 3،  3- [ في الفترةقَ)س(  اعتمادا   على الشكل المجاور والذي يمثل منحنى الاقترانسؤال :

   متزايدا  في الفترة :ق)س(  يكون الاقتران

              ] 3،  3 [ب(        ]       3،  3- [ (أ

 ]3،   5 [ د(              ]3،   3- [ ج(

    

 ] 3،  3 [:  فترات التزايد هيالحل : 

● 
7 -l l 

 +  + + + + +   - - - - - - )س( قَ

 ق )س(
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 قَ)س( معتمدا  الشكل المجاور والذي يمثل منحنى الاقترانسؤال :

 جد فترات التزايد والتناقص للاقتران ق 

  ]3،  3- [:  فترات التزايد

 ( l  ،-3[  ،] 3  ،l-) فترات التناقص

 

 اختبار المشتقة الأولى للقيم القصوى : 

 حسب اختبار المشتقة الأولى نقوم بما يلي :ص = ق)س(   للاقترانيجاد القيم القصوى لإ

 ق)س(نشتق الاقتران  -3

 سصفر ثم نحل المعادلة ونوجد قيم قَ)س( = نجعل المشتقة مساوية للصفر أي  -7

 ولى حول أصفار هذه المشتقة ندرس إشارة المشتقة الأ -3

 قسالبة فإن هذه النقطة تمثل قيمة عظمى محلية للاقتران ولى عند نقطة معينة من موجبة إلى إذا تغيرت إشارة المشتقة الأ -4

 ولى عند نقطة معينة من سالبة إلى موجبة فإن هذه النقطة تمثل قيمة صغرى محلية للاقتران قالأ المشتقة إشارة تغيرت إذا -5

 

 

 فجد كلا  مما يأتي :( 7س – 37س)7ق)س( =  إذا كان سؤال :

 فترات التزايد وفترات التناقص للاقتران ق  (1

 قيم س الحرجة للاقتران ق  (2

  القصوى للاقتران ق ، محددا  نوعها مالقي (3

 الحل:

 3س7-س 75ق)س( =  (3

 7س1 – 75قَ)س( =        

  5=  7س ومنه  75=  7س1 ومنه  5= 7س1 – 75  ومنه  5قَ)س( =        

  عداد الحرجةوهي الأ  7، س =  7-س =        

-8 8 
 (قَ)س  - - - - - - -   + + + + + + +

 ق)س(

-l l 
- - - - - - -  
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 ]l  ،-7[  ،] 7  ،l-) أن الاقتران متناقص على الفترتين : نلاحظ من خط الأعداد     

  ]7،  7- [ ويكون الاقتران متزايد على الفترة                                                  

  } 7،  7- {س =   قيم س الحرجة هي : (7

 قيمتها : 7-س =  توجد قيمة صغرى محلية عندما (3

 (37 -،7-) وبالتالي النقطة الحرجة هي  37-=  31+  52-=  3(7-)7-( 7-)75( = 7-ق)

 قيمتها : 7س =  وتوجد قيمة عظمى محلية عندما      

 (37،  7)  وبالتالي النقطة الحرجة هي  37=  31 - 52=  3(7)7-( 7)75( = 7ق)   

 قَ)س( الشكل المجاور والذي يمثل منحنى الاقتران اعتمادا  على سؤال :

 المعرف على مجموعة الأعداد الحقيقية جد ما يلي : 

 قيم س الحرجة للاقتران ق  (أ

 ن وجدت ( إنواع القيم القصوى ) أ (ب

 الحل : 

  2،      1-القيم س الحرجة هي :  (أ

  1-توجد قيمة عظمى محلية عند س =  (ب

  2وتوجد قيمة صغرى محلية عند س = 

 

 الحقيقية  دمتزايد على مجموعة الأعدا س7+  0ق)س( = سبين أن الاقتران  سؤال :

 لجميع قيم س صفر    < 7+  5س0أن  نلاحظ  7+  5س0قَ)س( = 

  ]l  ،l– [ومنه الاقتران متزايد على الفترة 

 

 

 

● ● + + + +   + - - - - -   + + + + + + +  
-l l -3 7 

 قَ)س(

 ق)س(

+ + + + + + + + + + +    + 

-l l 
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 معتمدا  على الشكل المجاور الذي يمثل منحنى المشتقة الأولى للاقتران ق)س( سؤال :

 المعرف على ح ، أجب عما يأتي :

 ا( كم عدد القيم الحرجة للاقتران ق ؟

 ( اكتب قيم س التي يكون للاقتران عندها قيم قصوى وبين نوعها 2

 الحل :

  3،     3-:  قيم س الحرجة هي (3

 

  3س =  وتوجد قيمة عظمى محلية عند  3-س =  توجد قيمة صغرى محلية عند (7

 للاقتران ق هي :فإن مجموعة قيم س الحرجة ( ، 3-()س3قَ)س( = )س+ وكان ،  متصلا   اقترانا   ق كان إذا سؤال :

 }3،  3-{ د(           }3،  3-{ ج(                    }3-،  3-{ ب(              }3،  3{أ(

     5قَ)س( = 

 }3،  3-{  قيم س الحرجة هي  3، س =    3-س =     ومنه    5( = 3-()س3)س+

 اختبار المشتقة الثانية للقيم القصوى :

  ولىجدول الإشارات للمشتقة الأخط الأعداد أو عندما نلجأ لاختبار المشتقة الثانية للقيم القصوى فلا داعي لرسم 

 : ويتلخص اختبار المشتقة الثانية كما يلي

 ـس = ج الحرجة بفرضس  وبالتالي إيجاد قيمقَ)س( = صفر  نقوم بإيجاد المشتقة الأولى للاقتران ق ونجعلها

 قيم س الحرجة بهاجاد المشتقة الثانية وتعويض ثم نقوم بإي

 ق  هي قيمة صغرى محلية للاقترانق)جـ(  فإنفإذا كانت قً )جـ( < صفر   

 ق   هي قيمة عظمى محلية للاقترانق)جـ(  فإنقً )جـ( > صفر  وإن كانت

  تقة الأولىيفشل ، ونعيد الحل باختبار المشختبار المشتقة الثانية ا فإنقً )جـ( = صفر  وإن كانت

 

 

-l l 

+ + + + + + + +    - - - - 

-    

- - - - 

-    -3 3 
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 : فإن للاقتران ق قيمة عظمى عندما س تساوي،  7س –س 1إذا كان ق)س( =  سؤال :

   3د(                        3-ب( صفر                         ج(                   1 (أ

 الحل :

 3ومنه  س =   1س = 7ومنه   5س = 7 – 1س   ومنه    7 – 1قَ)س( = 

  3س =  توجد قيمة عظمى محلية عندماصفر  < 7-قً )س( = 

 ، فجد قيمة الثابت أ  7س = قيمة حرجة عندما  5أس + – 7س3ق)س( =  للاقتران كان إذا سؤال :

 الحل :  

 أ  –س 1قَ)س( =   

 قَ)س( = صفر   

   37=  7×  1أ =  y 7( = صفر أ ي عندما س =7س  بما أن  قَ)1أ = yأ = صفر   –س 1 

  المجاور الإشارات جدول على بالاعتماد سؤال :

 : تساوي س عندما عظمى قيمة( س)ق للاقتران فإن

 

 ب( صفر                           7-  (أ

  5د(                                3ج(        

  7-س =  الحل : من جدول الإشارات توجد قيمة عظمى عندما     

 لما يلي : والصغرى( المحلية )إن وجدت(  العظمى) القصوى القيم جد سؤال :

 س  1 – 3س7ق)س( = 

  1 – 7س1قَ)س( = 

 3-،  س =  3ومنه : س = 3= 7ومنه س  5= 1- 7س1ومنه        5قَ)س( = 

 س 37قً )س( = 

 قيمتها :  1توجد قيمة صغرى محلية عندما س =  5 < 37=  3×  37( = 3قً )

 ( 5-،  3)  ومنه النقطة الحرجة هي 5-=  1 – 7( = 3)1 – 3(3)7( = 3ق)

 قيمتها : 1-توجد قيمة عظمى محلية عندما س =  5 > 37-=  3-×37(= 3-قً )

 5،  3)  الحرجة هيومنه النقطة  5=  1 + 7-( = 3-)1 – 3(3-)7( = 3-ق)

l        5          -7    -l س 
 قَ)س( + + + +   - - - - + + + + 

 ق)س(   
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 تطبيقات على القيم القصوى

 في هذه المسائل يقسم السؤال إلى قسمين :

  الفرضيات الذي على أساسه نضع المعطيات : هو قسم    ولأالقسم ال

 المعطيات هذه هي  y 05: ما العددان الموجبان اللذان مجموعهما مثلا   

  50فيكون س + ص =  ول س والعدد الثاني ص نفرض العدد الأ حيث : نضع الفرضيات  

 س  – 05ص=  ثم نوجد ص بدلالة س فيكون

 المعادلةوالتي على أساسها نشكل  الطلبات   :    القسم الثاني

 هذه هي الطلبات   yتتمة للمثال السابق : وحاصل ضربهما أكبر ما يمكن  

 س (  – 05×)ح = س تكون المعادلة :العددين   حاصل ضرب  )ح(بفرض   ل المعادلة :نشك   

 إذا كان الطلب في المسألة هو) أكبر مايمكن ( نبحث عن قيمة عظمى محلية

وإذا كان الطلب في المسألة )أصغر ما يمكن ( نبحث عن قيمة صغرى محلية
 

 ( ، ومجموع مربعهما أقل ما يمكن ؟20) ما العددان الموجبان اللذان مجموعهما سؤال :

 نفرض العدد الأول س والعدد الثاني ص 

  س – 75ص = ومنه        75س + ص = 

 إذا كان مجموع مربعيهما ح ، فإن :

 نبحث عن قيمة صغرى محلية لأن المطلوب أقل مجموع لمربع العددين   7+ ص 7ح = س

  7س( – 75+ ) 7سح)س( = 

 س 7+  55-س 7=  3-× س(  -75)7س +7حَ)س( = 

  55 –س 5حَ)س( = 

  35ومنه س =   55س = 5ومنه  5=55-س 5ومنه    5حَ)س( = 
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  35س =  توجد قيمة صغرى محلية عندما 5 < 5حً )س( = 

B 35=  35 – 75ص =  والثاني،  35س =  العدد الأول
 

 يراد إحاطتها بسياج من ثلاث جهات ، ، 7م 200قطعة أرض مستطيلة الشكل مساحتها  سؤال :

 ؟ ( دنانير ، ما أبعاد الأرض لتكون تكلفة السياج أقل ما يمكن5تكلفة المتر الواحد ) 

 الحل :

 نفرض أبعاد الأرض س ، ص 

 755ص = ×= م = س  مساحة الأرض

ص = 
755

س
  

س+ 7= ) 0× = ك = )س + ص + س( تكلفة السياج
755

س
 ×)0 

س +  35ك   =   
3555

س
      

+  35كَ)س( =  
-3555

7س
  

 - 35   ومنه   5كَ)س( = 
3555

7س
ومنه        5=  

3555

7س
 ومنه  35=  

  35،  س =    مرفوض  35-ومنه  س =   355=  7ومنه س 3555= 7س35

  35س =  من خط الأعداد نلاحظ وجود قيمة صغرى محلية عند

م  ،  ص =  35س =  تكون تكلفة السياج أقل ما يمكن عند
755

35
 م  75=  

 سم ، 120أبعاده الثلاثة  صندوق على شكل متوازي مستطيلات ، قاعدته مربعة الشكل ، ومجموع سؤال :

 ؟ جد أبعاده التي تجعل حجمه أكبر ما يمكن 

 ( سم 44ملاحظة هامة : في إحدى مسائل الدورات الوزارية كان نص المسألة مجموع محيط قاعدته وأرتفاعه )

 44س + ص = 4، في هذه الحالة :      سم  120بدل مجموع أبعاده الثلاثة  

 س س

 ص

35 
- - - - - - - - - - -  + + + + + + + + + +  + 

 ق)س(

 س(قََ )
-l l 
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 الحل : 

 الارتفاع × العرض ×حجم الصندوق ) ح( = الطول 

 (الطول = العرض = س لأن القاعدة مربعةس ، س ، ص) نفرض أبعاد الصندوق : 

 ص7ص = س×س×ح = س 

  375س + ص= y 7 375س + س+ ص = ولكن حسب الفرض 

 س 7 – 375ص = 

  3س7 – 7س375س(= 7-375)7ح )س( = س

           5yس( = – 55س)y 1 5= 7س1 –س y 755حَ)س( = صفر  عندما 7س1 –س 755حَ)س( = 

 المشتقة الثانية   ستخدم اختبارن 55، س =  5أما س= 

 س 37 – 755حً )س(= 

 وليس أقل ما يمكن قيمة صغرى محلية مرفوض لأنه المطلوب أكبر ما يمكن < صفر ،  755( = 5حً )

 55س = توجد قيمة عظمى محلية عندما > صفر ،  755-=  55×37 – 755( = 55حً )

 سم 55=  55×7 – 375سم ، ص = 55س =  ما الحجم أكبر ما يمكن عند

B  سم 55=  الارتفاعسم  ،  55=  العرضسم   ، 55=  الطول: أبعاد الصندوق 

 إذا كان عرض كل هامش  عليها، يراد طباعة إعلان  7سم 05صحيفة ورقية مستطيلة الشكل ، مساحتها  سؤال :

 سم ، فجد بعدي الورقة اللذين يجعلان المساحة المطبوعة  0.5سم ، وفي كل جانب   1في رأس الورقة وأسفلها 

 أكبر ما يمكن 

 الحل :

 م والمساحة المطبوعة، س ، ص   نفرض بعدي الصحيفة الورقية

  3 –، ص  7 –: س  فيكون بعدي منطقة الطباعة

 (3 –()ص  7-م = )س  مساحة منطقة الطباعة
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ص =  yص × = س  05 نوجد ص من مساحة الصحيفة الورقية
05

س 
  

 ()7-م )س( = )س
05

س
 -س  – 05( = 3 - 

355

س
 -س  – 07=  7+ 

355

س
  

+  3-مَ)س( = 
355

7س
  

+  y -3 5مَ)س( = 
355

7س
  =5 y 

355

7س
  =3 y 355= 7س y  

  مرفوض لأنه طول ولايجوز ان يكون سالب 35-، س=  35س = 

مً )س( =  
س7× 355-

5س
   =- 

755

3س
   

 -(= 35مً )
755

3555
 سم35س =  توجد قيمة عظمى محلية عندما> صفر  

ص = 
05

س
  =

05

35
  =0  

 سم 0سم ، 35 تكون المساحة المطبوعة أكبر ما يمكن عندما بعدا الورقة

 يراد إحاطتها بسياج ، إذا كانت تكلفة المتر الواحد  2(م1600مستطيلة الشكل مساحتها )قطعة أرض  سؤال :

 ( دنانير ، فجد بعدي قطعة الأرض اللذين يجعلان التكلفة أقل ما يمكن 3من السياج )

 نفرض بعدي الأرض س ، ص  الحل :

ص =     ومنه   3155ص = × :  م = س مساحة الارض
3155

س
  

 تكلفة المتر الواحد × التكلفة = محيط الأرض 

 ص 1س + 1=  3× ص ( 7س + 7ك = )

× 1س + 1ك = 
3155

س
س + 1=   

7155

س
  

 - 1كَ)س( = 
7155

7س
  

 - 1ومنه        5كَ)س( = 
7155

7س
   ومنه  5=  

7155

7س
   7155=  7س1  ومنه  1=  

55 
- - - - - - - - - - -  + + + + + + + + + +  + 

 ق)س(

 )س(َ قَ
-l l 
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  55،  س =     مرفوض 55-ومنه  س =   3155=  7س

  55س =  نلاحظ من خط الأعداد وجود قيمة صغرى محلية عند

B م ،  ص =  55س =  تكون التكلفة أقل ما يمكن عندما
3155

55
 م 55=  

 ؟ (م ، ما بعدا قطعة الأرض اللذان يجعلان مساحتها أكبر ما يمكن400)محيطها قطعة أرض مستطيلة الشكل  سؤال :

 الحل :

 نفرض بعدا قطعة الأرض : س ، ص

 العرض×  2الطول + × 2محيط المستطيل = 

 س  – 755ص =   ومنه= س + ص    755  ومنه  ص 7س + 7=  555

 7س –س 755س ( =  -755ص = س )×  )م( = س المساحة 

 س 7 – 755مَ)س( = 

  355س =      ومنه    755س = 7  ومنه     5س = 7 – 755   ومنه       5مَ)س( = 

 355س = توجد قيمة عظمى محلية عندما > صفر  7-مً )س( = 

B     م355=  355 -755م  ،  ص=  355س = تكون المساحة أكبر ما يمكن عندما 

 ، يراد طباعة إعلان عليها 7سم 37صحيفة  ورقية مستطيلة الشكل ، مساحتها  سؤال :

 سم ، وفي كل جانب  1إذا كان عرض كل هامش في رأس الورقة وأسفلها      

 سم ، فجد بعدي الورقة اللذين يجعلان المساحة المطبوعة أكبر ما يمكن  0.5    

 الحل :  

 م والمساحة المطبوعة، س ، ص   نفرض بعدي الصحيفة الورقية  

  3 –، ص  7 –: س  بعدي منطقة الطباعةفيكون  

 (3 –()ص  7-م = )س  مساحة منطقة الطباعة
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ص =  yص × = س  37 نوجد ص من مساحة الصحيفة الورقية
37

س 
  

 ()7-م )س( = )س
37

س
 -س  – 37( = 3 - 

15

س
 -س  –35=  7+ 

15

س
  

+  3-مَ)س( = 
15

7س
  

+  y -3 5مَ)س( = 
15

7س
  =5 y 

15

7س
  =3 y 15 = 7س y  

  مرفوض لأنه طول ولايجوز ان يكون سالب   2 - ، س=      2 س =

مً )س( =  
س7× 15-

5س
   =- 

372

3س
   

 -(= 35مً )
372

037
 سم 2س =  توجد قيمة عظمى محلية عندما> صفر  

ص = 
37

س
  =

37

2
  =5 

 سم 5سم ،  2 تكون المساحة المطبوعة أكبر ما يمكن عندما بعدا الورقة

  ، م6 النافذة محيط يكون بحيث ، منزله غرف إحدى جدار في مستطيلة نافذة يفتح أن إبراهيم أراد سؤال :

 جد بعدي النافذة اللذين يسمحان لأكبر كمية ممكنة من الضوء بدخول الغرفة 

 س ، ص نفرض بعدي النافذة           الحل : 

 الطول + العرض(×) 2محيط المستطيل =       

 س  – 3ص =  y 3س + ص =  y) س + ص( 7=  1   

 ص × م = س  مساحة النافذة     

 7س –س 3س (=  – 3م )س( = س )   

 س 7 – 3مَ)س( =   

س =  y 3س = y 7 5س = y 3 – 7 5مَ )س( =  
3

7
  المشتقة الثانية ستخدم اختبارن 

  =س توجد قيمة عظمى محلية عندما> صفر  7-مً )س( =  
3

7
 م 390=   

 س

 ص
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 - 3ص =  
3

7
   =

3

7
 م  390=   

 م 390م  ، 390:   اللذين يسمحان لأكبر كمية من الضوء بدخول الغرفةبعدي النافذة 

 (4قص من جوانبه الأربعه ) إذا ، سم 12 ضلعه طول ، مربع صندوق سؤال :

 مربعات متساوية طول ضلعها س ، ثم رفعت الجوانب ، وأصبح على صورة  

  علبة مفتوحة من أعلى ، فجد قيمة س التي تجعل حجم العلبة أكبر ما يمكن 

 الحل : 

 الارتفاع × العرض × حجم العلبة = الطول    

 س ، س7 – 37س ، 7 – 37بفرض أبعاد العلبة    

 س×س(7-37س()7-37ح )س( = )   

 7س (7- 37ح)س( = س)   

 3× 7س(7- 37+) 7-×س(7-37)7×حَ)س(= س   

 7س5س +52- 355+ 7س2س + 52-=           

  37نقسم على  355س + 71 – 7س37=           

  37س + 2 – 7حَ)س( = س   

 ومنه  5( = 7-()س1-)س y= صفر  37س +2- 7س yحَ)س( = صفر    

 من جدول الإشارات نلاحظ 7، س =  1س =   

 مرفوض لأن عندها قيمة صغرى محلية  1س = 

 عندها قيمة عظمى محلية  7س = 

 قيمة س التي يكون حجم العلبة أكبر

  7س =  ما يمكن هو 

 

 

 س

 س7 - 37

 س7 - 37

6   8 

+ + + + + +   
 

+ + + + + +   
 س(قَ ) 

 (ق )س 

-l l 
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 تطبيقات اقتصادية على القيم القصوى

  التكلفة الكلية –الربح = الإيراد الكلي 

 ك)س( -)س( د)س( = ر 

 ك( -د = ر)فيكون(-)ضع دالبعد ال)=( ضع الراءبعد  ( رد ككلمة )  احفظ:  لحفظ القانون

 التغير في التكلفة () معدل )ك(  ولى للتكلفة الكليةهي المشتقة الأ:        التكلفة الحدية كَ)س(

 )معدل التغير في الإيراد()د( ولى للإيراد الكلي هو المشتقة الأ:       الإيراد الحديدَ )س( 

 ) معدل التغير في الربح (  )ر(  هو المشتقة الأولى للربح:        الربح الحديرَ)س(

 كَ)س( -)س( دَ)س( = رَ                                                            

 

 دينار ، واقتران التكلفة الكلية :  7س7س + 05د)س(= كان اقتران الإيراد الكلي لأحد المبيعات هو  سؤال :

 دينار، حيث س عدد الوحدات المبيعة ، فجد قيمة س التي تجعل الربح  200 + 7س5س + 35ك)س( = 

  أكبر ما يمكن

 الحل :

 التكلفة الكلية  –الربح = الإيراد الكلي 

 755 – 7س5-س 35 – 7س7س + 05( =  755+  7س5س + 35)  – 7س7س+05ر)س( = 

  755- 7س7 –س 75ر)س( = 

 رَ)س( = صفر نجعلس 5 - 75رَ)س( = 

 المشتقة الثانية  ستخدم اختبار ن 0س =  y 75س = y 5 5س = 5 - 75

 0س =  توجد قيمة عظمى عندما> صفر  5-رً )س( = 

 وحدات مبيعة  0س =  الربح أكبر ما يمكن عندمايكون 
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 وجد مصنع لإنتاج أجهزة الإلكترونية أن التكلفة الكلية بالدينار لإنتاج س من الأجهزة أسبوعيا تعطى  سؤال :

 س( دينار ،  – 200، إذا بيع الجهاز الواحد بمبلغ ) 300س + 50بالاقتران : ك)س( = 

  بوعي أكبر ما يمكنفجد قيمة س التي تجعل الربح الأس

 الحل : 

 ك)س(  –ر)س( = د)س( 

 س (س – 755د)س( = ) حيث

 355-س 05- 7س –س 755(= 355س +05) –س(س  – 755ر)س( = )

 355-س 305+ 7س -ر)س(=  

 نجعل رَ)س( = صفر   305س + 7-رَ)س( = 

  المشتقة الثانية ستخدم اختبار ن   50س =  y 305س = y 7 5=  305س + 7-

 جهاز 50س  توجد قيمة عظمى محلية عندما> صفر  7-رً )س( = 

Ε جهاز 50س =   يكون الربح الاسبوعي أكبر ما يمكن عندما 

 

 لإنتاج )س( وحدة  من دينار ، فإذا كانت التكلفة الكلية  ( 60) بسعر  معينة سلعة من الواحدة الوحدة مصنع يبيع سؤال :

 دينارا  ، فجد الربح الحدي 055س + 37+  7س 595ك)س( =    : بالعلاقة تعطى السلعة هذه من

 الحل :

 ك)س(  –ر)س( = د)س( 

  055-س 37 – 7س595 –س 15ر)س( = 

  055 – 7س595 –س 52ر)س( = 

 س592 – 52رَ)س( = 
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 اقتران التكلفة الكلية لإنتاج س قطعة من سلعة ما ، فإنالتكلفة الحدية لإنتاج   7س3+  55ك)س( = إذا كان  سؤال :

 ( قطعة من السلعة نفسها هي : 20) 

  46د(                                                120ج(                                   160ب(                                 40 (أ

 الحل :

 س 1كَ)س( = 

 375=  75×  1( = 75كَ)

 من )س( دينار ، هما إيراد 30 س +2 – 7س7ك)س( = دينار ،  75 -7س –س  31د)س( = إذا كان  سؤال :

  يمكن ما أكبر الربح تجعل التي س قيمة فجد ، وتكلفتها معينة سلعة وحدات

 الحل :      

 ك )س(  –ر)س( = د)س(   

 30 –س 2+ 7س7 -75- 7س –س 31( = 30س + 2- 7س7) – 75- 7س –س 31ر)س( =   

   30-س 75+  7س3-ر)س( =   

 نجعل رَ)س( = صفر     75س + 1-رَ)س( =   

  المشتقة الثانيةستخدم اختبار ن 5س =  y 75س = y 1 5=  75س + 1-  

 5س =  توجد قيمة عظمى محلية عند> صفر  1-رً )س( =   

Ε  وحدة  5س =  عندمايكون الربح أعظم ما يمكن 

 


