
 

 

 

 

 

 بسم الله الرحمن الرحيم

 

 

 :  0222أحبائي الطلبة جيل 

حول كورس المنير في الرياضيات للأدبي  0222رت عليّ الأسئلة من طلبة التوجيهي جيل ث  بعد أن ك  

بخصوص حذف موضوعات المطالعة الذاتية ، وبسبب رغبة هؤلاء الطلاب في اقتناء الكورس 

) موضوعات المطالعة  الذي يتضمن الدروس والأسئلة ا الملف بتجهيز هذ والدراسة عليه ، فقد قمت

 ،  0222، لتكتمل بذلك المادة حسب منهاج جيل  التي تم حذفها من كورس المنير الذاتية ( 

 . لأحباّء راجياً الله عز وجل أن ينتفع به طلبتنا ا

  المرفق مع الكورس ضمن DVDكما يوجد شرح لهذه الدروس بالفيديو على القرص 

    .  0222ملف خاص لجيل 
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 الوحدة الأولى

 النهايات والاتصال
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 نهاية اقتران الجذر النوني
 عند عدد ما ) أ ( تساوي الجذر النوني لنهاية الاقتران عند هذا العدد ونعبر 

 ن
نظرية : نهاية الجذر النوني لاقتران   (س)ق 

إذا كان نهـــــــــــــــا ق)س( = ل فإن  عن ذلك بالرموز :  

نهـــــــــــــــــا                                            
ن

=   (س)ق
ن

=  (س)نهــــــــــــــــاق
ن

  ل

ونميز حالتين لـــ ) ن ( :

ي هذه الحالة نعوض بالنقطة التي تقترب منها س والتعويض مقبول    وف  :   ولى : ن فردي الحالة الأ  

 مثال :       إذا كان ق)س( =  3س + 3    فأوجد نهـــــــــــــــــــا ق)س(

0- = 3-8  = 3-11  +3  =  الحــــل :              نهـــــــــــــــــا  3س + 3

:: وهنا نميز ثلاث نواتج     ن زوجي الحالة الثانية :  

والنهاية موجودة وتساوي ناتج التعويض وهو مقبول  : موجب     الناتج الاول  

  مثال : إذا كان ق)س( =  4س +     فأوجد نهـــــــــــــــــــــا ق)س( 

3 = 9  = 5  +4  =  الحــــل :  نهـــــــــــــــــــــا  4س + 

: سالب وهو مرفوض والنهاية غير موجودة      الناتج الثاني  

 مثال : إذا كان ق)س( =  7 -س     فأوجد نهــــــــــــــا ق)س( 

 حقيقي للعدد السالب     لعدم وجود جذر تربيعي ةالنهاية غير موجود  4 - =  7 - 3=  7 -س ـــا ـــــــــل :  نهـــــــالحــ

( أي موجب من اليمين واليسار عند نقطة 2: صفر  وهنا ندرس الإشارة فإذا كان الاقتران) ق)س( <    الناتج الثالث  

ية غير موجودة   ( كانت النها 2الاقتراب كانت النهاية موجودة وتساوي الصفر وإذا كان ) ق)س( >    

 مثال :     أوجد قيمة ما يلي  نهـــــــــــــــــــــا  05 - 0س    

=  05 - 0(5) = صفر    ندرس إشارة ق)س(  الحل :  نهـــــــــــــــــــــا 05 - 0س

 س y 2 = 05 - 0 سy 05 = 0 س = ± 5

 

 

≠ نهـــــــــــــــا  05 - 0س    نهــــــــــــــــــا  05 - 0س غير موجودة         بما أن نهـــــــــــــــا  05 - 0س

 نهـــــــــــــــــا  05 - 0س = صفر                إذن :  نهـــــــــــــــا 70 - 7س غير موجودة     

 

 

 أ yس  أ yس 

 y -11س  

 y -11س 

 y 0س 

 y 0س 

 y 3س 

 y 3س 

 y 0س 

5 -5 

- - - - - - - - - - - - - - -  + + + + + + +

 + + 

 + + + + + + +

 اليمين اليسار + + 

 y 0س 

 -y 0س 

 y 0س 

 -y 0س  +y 0س 

 رابعاً 

 +y 0س 

 أ yس 
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 41صفحة                    1       مثال الكتاب

 إذا كان ق)س( =  3س+3          ،  هـ)س( =  3س +  فما قيمة كل مما يأتي :

 0=  38=  3+35=  3س+3ـــــــاــــــــــاق)س( = نهــــــــــــنهــــــ (1

 0-=  8-3=  3+11-3=  3س+3ـــاـــــــــــاق)س( = نهـــــــــــــــــنهــــ (0

 0=  4=  3+  1=  3س + ــــاـــــــــــــاهـ)س( = نهــــــــــــــنهــــ (3

 غير موجودة وذلك لعدم وجود جذر تربيعي  5-=  3+  ســــاـــــــــــــاهـ)س(= نهــــــــــــــنهــــ (5

 حقيقي للعدد السالب                                                           

 40صفحة                   2مثال الكتاب       

 ي : ، فجد قيمة كل مما يأت 44ـــــــاق)س( = ــــــإذا كانت  نهـــ

 8=  44 =  (س)ــــا قـــــنهــــــ =  (س)ق ـا ـــــــنهـــــــــ (1

 4=  44 3=  (س)ــــــا قــــــنهـــــ 3=  (س)ق 3ـــــا ــــــــنهـــ (0

 24صفحة               1تدريب الكتاب   
 فجد قيمة ما يأتي )إن وجدت( :    8ــــــاهـ )س( = ــــ،          نهــــ   04ــــاق)س( = ـــــنهـــــ إذا كانت

 =  (+ س هـ)س( (س)هـ - (س)ق ــــــــا) ـــــــنهـــ 

 ــــاهـ)س( ــــــــــنه× ــــاس ـــــــنهــــ+  (س)ــاهــــــــــنهـــــ - (س)ـــاقــــــــنهـــ 

 = 04 - 8  +3  ×8  =4  +04  =08 

 مثال الكتاب      3                 صفحة 43

 جد قيمة كل نهاية من النهايات الآتية )إن وجدت (

   9 -س  ــــــاـــــــــــنهــ (1

 

  2=  9 -س  ـــــاــــــــــومنه  نهـــ   2 9 -فإن س   +y 9من خط الأعداد نلاحظ أنه عندما س 

 

  9 -س   ــــاــــــــنهــــ (0

 غير موجودة 9 -س  ـــــاــــــومنه  نهـــ   2 9 -فإن س   -y 9من خط الأعداد نلاحظ أنه عندما س           

   9 -س  ــــــــاــــــــنه (3

 y 0س  y 0س 

 y -11س  y -11س 

 y 1س  y 1س 

 y -8س  y -8س 

 y 3س 

 y 3س  y 3س 

 y 3س  y 3س 

 y 3س  y 3س 

 y 3س 

 y 3س  y 3س 
 y 3س 

 +y 7س 

● 
9 

 + + + + + + + + + + - - - - - - - - - - -   

 +y 7س 

 -y 7س 

 -y 7س 

 y 7س 

 y 3س 
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 غير موجودة 9 -س  ــــــاـــــــــغير موجودة  ،  فإن نهــ 9 -س  ــــــاـــــــــنهــ أن بما        

 دائما مهما كانت قيمة س   2 0(9 –نلاحظ أن  )س        0(9 -س ) 4ــاــــــــــنهـــــ (4

      2=   0(9 -س ) 4ـــــاــــــــومنه     نهـــ

 44صفحة              2   تدريب الكتاب

 جد نهاية كل اقتران من الاقترانات الآتية )إن وجدت( : 

  3=  9 =  1+ 4×0 =  1س +0 ــــــاـــــــنهـــ (1

 1=  0(1-) =  0س ـــــاــــــــنهـــ (0

 غير موجودة   1 -س  4ـــاــــــــنهـــــ (3

  2=  1 -س  ــاــــــــنهـــــ (4

 غير موجودة  1 -س  4ـــــــاـــــــــغير موجودة  لأن  نهـ  1 -س  4ـــــاـــــــنهـــ (5

  س0 ـــــاـــــــــنهـــ (4

 غير موجودة                          س0 ـــــاـــــــغير موجودة فإن نهـــ  س0 ـاـــــــــبما أن نهــــ

 سؤال إضافي  

+  س - 4 ( 
9س+

   جد قيمة ما يلي :        نهـــــــــــــــــــــا)  س  

 الحل :

) ( + نهـــــــــــــــــا  س - 4
9س+

( = نهــــــــــــــــــا )  س   +  س - 4
9س+

 نهــــــــــــــــــا )  س  

1 = 3+0-= 9 + 0- = 4 - (-3)  + 
-3+9

-3  
   = 

 سؤال إضافي  

  جد قيمة ما يلي :

 )
5س+

س   - 0س
  نهــــــــــــــــــــا ) س - 33 +  

 الحل : 

+   س - 33ــــا )ـــــــنهـــــــ 
5س+

س   - 0س
) ـاـــــــــــنهـــــ+  س - 33 ـــــاــــــــــنهــــ= (  

5س+

س   - 0س
 ) 

 y -3س 

 y -3س  y -3س  y -3س 

 y -0س 

 y -0س  y -0س 

 y 7س  -y 7س 

 y 7س 

 y 7س 

 y 5س 

 y -1س 

 -y 1س 

 +y 1س 

 y 1س  -y 1س 

 y 5س 
● 
5 

 + + + + + + + + + + 
- - - - - - - - - - -   

 y 5س  -y 5س 

 y -0س 

● 
1 

 + + + + + + + + + + 
- - - - - - - - - - -   
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  =
33 - (-5)   +

-5+5

(-5)0 - (-5)  
  =

38    +
صفر

50  +5  
 0+ صفر =  0 =  

 سؤال إضافي  

 ـــــاق)س(  تساوي : ـــــ، فإن نهـــــ  س - 0إذا كان ق)س( = 

 د( غير موجودة                         4ج(                          0ب(                      صفر       (أ

   4     =0=  0 - -0=  س - 0ــــاـــــــــــاق)س( = نهـــــــــــنهـــــــ

 سؤال إضافي  

 تساوي :    4-س 34ــــا ــــــــــنهـــــ

 د( غير موجودة                          0ج(                 ب( صفر                                    0- (أ

 الحل : 

 0-=  8-3=   4-(1-)34=  4-س 34ـــا ــــــنهـــــــ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 y -0س    

 y -7س  y -7س 

 y -1س 

 y -1س 



  الأدبي ، الفندقي والسياحي                                        المنير في الرياضيات  الأستاذ منير أبوبكر  5550505770
 

7 

 

 

                          حل الأسئلة                                      
 45صفحة 

 ، فجد قيمة كل مما يأتي )إن وجدت( :  44-ــــاق)س( = ــــــإذا علمت أن نهــــــ (1

 4-=  44-3=  (س)ـــــاقــــنهـــــ3=   (س)ق3ـــاـــــنهـــــــ (أ

 الب ليس له جذرغير موجودة لأن الس  44-=  (س)ـاقــــنهـــــــــ=  (س)قـــــاــــنهــــ (ب

 3-ــاس ــــــنهــــ5+ 0ـــــاســــــ+ نهـ (س)ــــاقـــــنهـــ3(= 3-  س5+ 0+ س   (س)ق3ـــا)ـــــنهــــ (ج

            =3-44 ( +3)0 +5(3  )-3 =-4  +9 + 15 - 3  =17 

    ــــا)ــــــــــنهــ (د
(س)ق

 0  
 اــــــنهـــــــــ     (= 5-+ س   

(س)ق

 0  
  5-ـــاس ـــــ+ نهـــــــ  

              =    
-44

 0
       +3 – 5  =

5-30 -0  =-0 -0  =-4                    

 جد قيمة كل مما يأتي )إن وجدت( : (0

                                  3 -س  ــــــاــــــنهــ (أ

 2=  3 -س  ــــــــاـــــــومنه  نه   2 3 - فإن س   +y 3من خط الأعداد نلاحظ أنه عندما س                

  4 – 0ـــا ســــــ+ نهـــــ س - 33ــــــاـــــــ( = نهـــ4 – 0+ س س - 33ـــــا )ـــــــــنهــ (ب

                 =33 - (-5) ( +-5)0 – 4 =38 +05-4 =03  

ــــــــا  ـــــــنهــــجـ(        
 = 0س - 34

 = صفر  0(0-) - 34

ــــــــــا  ـــــــنهــد(        
    0س - 44

        نهــــــــــــــــا  0س - 44 = صفر لذلك ندرس إشارة الاقتران

     0± س =  y 4=   0س y  2=  0س – 4       

 

نهــــــــــــــــا نلاحظ أن  
 غير موجودة    0س - 44

نهــــــــــــــــا    
نهــــــــــــــــا      y= صفر     0س - 44

  غير موجودة  0س - 44

 

 

 y3س 

 y3س 

 y3س 

 y3س  y3س 

 y3س  y3س  y3س 

0  

0 
 y3س  y3س  y3س 

0 

 y3+ 3س 

+ + + + + + + + +  + - - - - - - - - - - -   
● 

 +y3س 

 y-0س 

 y-7س 

 y7س 

2 -2 

+ + + + + + + +  + - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 

 y 7س 

y 7س 
+

 

y 7س 
-

 y 7س  

 y3س 

 y-0س  y-0س 
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 الوحدة الثانية
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                                                                    المشتقة الأولى
          0222الأمثلة والأسئلة من الوحدة الثانية والمطلوبة من جيل 

 38صفحة                   4مثال الكتاب       

 باستخدام التعريف  قَ)س(س   ، فجد  إذا كان ق)س( = 

 الحل : 

= نهـــــــــــــا  قَ)س(
(س)ق - (ع)ق

س -ع  
  

= نهـــــــــــــا  قَ)س(
    ع-     س

س -ع  
 نضرب بمرافق الجذر التربيعي    

= نهـــــــــــــا  قَ)س(
    ع-     س

س -ع  
  ×

  +   ع    س

   +   ع   س
   

= نهـــــــــــــا  قَ)س(
س  -ع 

(س   ع   +   )(س -ع ) 
   

نهـــــــــــــا = 
1

   +   ع   س
  =

1

   +   س   س
  =

1

 0   س
  

 حل التدريب : طريقة ثانية ل

 س  (  -ع     س  () ع   +  س = ) –س  كما يلي :   ع  –نحلل ع 

= نهـــــــــــــا  قَ)س(
    ع-     س

س -ع  
   =

    ع-     س

(     ع-    س)(  +   ع  س) 
   

نهـــــــــــــا =          
1

   +   ع   س
  =

1

   +   س   س
  =

1

 0   س
  

 سؤال إضافي 

 1-≤ ، س    1س+باستخدام التعريف العام للمشتقة ، جد المشتقة الاولى للاقتران : ق)س( = 

= نهـــــــــــــا  قَ)س(
(س)ق - (ع)ق

س -ع  
  

= نهـــــــــــــا  قَ)س(
  + 1ع  -  + 1 س    

س -ع  
 نضرب بمرافق الجذر التربيعي    

= نهـــــــــــــا  قَ)س(
  + 1ع  -   + 1س    

س -ع  
  ×

  + 1ع   +  + 1س    

   + 1ع   +  + 1س    
   

= نهـــــــــــــا  قَ)س( 
  1 -س  - 1ع +

(   1س +  +   1ع +   )(س -ع ) 
   

 س yع 

 س yع 

 س yع 

 س yع 

 س yع 

 س yع 

 س yع 

 س yع 

 س yع 

 س yع 

 س yع 
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ــــــا ــــنهـــــــ=           
س  -ع 

(   1س +  +   1ع +   )(س -ع ) 
ــا ـــــ= نهــــــــــ 

1

   + 1ع   +  + 1س   
  

           =
1

   + 1س   +  + 1س   
  =

1

 0  + 1س   
  

 دام ) هـ ( طريقة ثانية لحل التدريب باستخ

= نهـــــــــــــا قَ)س(
(س)ق - (س+هـ)

هـ 
= نهـــــــــــا 

(س+هـ)+1 - +1س   

هـ 
 نضرب بالمرافق  

= نهــــــــــــــــا      
(س+هـ)+1 - +1س   

هـ 
 ×

(س+هـ)+1  ++1س 

 (س+هـ)+1  ++1س
  

ــــــا ـــــــــ= نهـ     
1-س-1س+هـ+

(  1س++  1+(س+هـ))هـ 
  

ـــــــاــــ= نهــــ     
هـ   

(1س++  1+(س+هـ) )هـ 
  

ــــــاـــــــنهـــ=      
1  

 ( (س+هـ)+1  ++1س)
  =

1  

  (+2س)+1  ++1س
 =

1  

 0+1س
  

 48صفحة              5الكتاب       مثال 

 باستخدام تعريف المشتقة  (5قَ)، فجد    3-س 0إذا كان ق)س( = 

 = نهـــــــــــــا (1قَ)س
(1س)ق - (+هـ1س)

  هـ 

= نهـــــــــــــا (5قَ) 
(4)ق - (+هـ4)

هـ 
 = نهـــــــــــا 

0( 4هـ +)-3 -  0×4 -3     

هـ 
   

= نهــــــــــــــــا           
5   +0 هـ-  5   

هـ 
 ×

5   +0 + هـ 5   

 5   +0 + هـ 5   
  

= نهـــــــــــــا           
5-هـ 5+0

 (   5هـ + 5   +0 )هـ
  

= نهـــــــــــا        
هـ0

(    5ـ + ه5   +0)هـ 
   =

0

0  5 
  =

1

 5   
 

 58صفحة              4تدريب الكتاب     
 ( 8قَ)باستخدام تعريف المشتقة ، ثم جد  قَ)س(، فجد    2س   ، س 0إذا كان ق)س( = 

 الحل : 

ــــا ــــ= نهـــــــــ قَ)س(
(س)ق - (ع)ق

س -ع  
  

 y5هـ  y5هـ 

 y5هـ 

 y5هـ 

 y5هـ 

 y5هـ 

 س yع  س yع 

 س yع 

 y5هـ 

 y5هـ 

 y5هـ 

 y5هـ 

 y5هـ 

 y5هـ 
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ــــــا ــــــــــ= نه قَ)س(
 0   ع-  0   س

س -ع  
 نضرب بمرافق الجذر التربيعي    

ــــا ــ= نهـــــــــ قَ)س(
0    ع-  0   س

س -ع  
  ×

 0 +   ع 0   س

  0 +   ع 0  س
   

ــــا ـــ= نهـــــــــ        
س 0 -ع 0

(س   0+ ع   0 )(س -ع ) 
   

ـــــا ــــــنهـــــ=         
 (س -ع )0

(س   0ع   + 0 )(س -ع ) 
ـــــاــــــ= نهـــــ 

0

 ( 0 +   ع 0  س)
  

        =
0

 ( 0 +   س 0  س)
  =

0

 0 0  س
  =

1

  0  س
  

=  (8قَ)
1

  0   ×8  
  =

1

  14  
  =

1

 4
   

 سؤال إضافي 

 باستخدام تعريف المشتقة الأولى عند نقطة  (5قَ)، فجد     3-سإذا كان ق)س( = 

= نهـــــــــــــا  قَ)س(
(س)ق - (ع)ق

س -ع  
   

= نهـــــــــــــا  قَ)س(
  3  –ع   -   3  –س    

س -ع  
 نضرب بمرافق الجذر التربيعي   

= نهـــــــــــــا        
 3–ع -3–س   

س -ع  
  ×

 3–ع  +3–س 

  3–ع  +3–س
  

نهـــــــــــــا =        
 3س + - 3 –ع 

(3–س+  3–ع  )(س -ع ) 
  

 ــــاـــــــ= نهــــ       
س - ع 

(3–س+  3–ع  )(س -ع ) 
  

ـــــــاـــ= نهـــ       
1

 ( 3–ع  +3–س)
  =

1

 03-س   
  

=  (5قَ)
1

 04 - 3   
   =

1

0
  

 

 

 

 

 

 س yع 

 س yع 

 س yع 

 س yع  س yع 

 س yع 

 س yع 

 س yع 

 س yع 

 س yع 

 س yع 
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                88صفحة حل الأسئلة                                                                
3) 

    3 + س 4ق)س( = د( 

= نهـــــــــــــا  قَ)س(           
(س)ق - (ع)ق

س -ع  
  

= نهـــــــــــــا                          

4 3 + ع    - 43+  س    

س -ع  
 نضرب بمرافق الجذر التربيعي       

ــــــــا = نهـــــ                         

4 3 + ع    - 43 +  س   

س -ع  
 ×

4 3 + ع     +43 +  س   

 43 +  ع        +4 3 + س     
       

ـــا ـ= نهـــــــــ                         
 ( 3س +4)- 3ع +4

  3 +  س4+     3 + ع 4(س  -ع ) 
  

ــــــاـــ= نهــــ                         
  3-س 4- 3ع +4

( 3 + س 4+   3 + ع 4)(س  -ع ) 
  

ــــــا ـــــ= نهـــ                         
   (س -ع )4

( 3 +  س4+   3 + ع 4)(س  -ع ) 
  

ـــا ـــــ= نهـــــ                         
4

 (4 3  + ع + 4 3 + س)
  =

4

 (4 3 + س  +4 3 + س) 

                          =
4

 043 +  س
   =

0

 (43 +  س)
  

 

4) 

  0-س           ،    س =  0 – 3ص =   (د

= نهــــــــــــــــا  (7-قَ)              
(0-)ق - (+هـ0-)ق

هـ 
  

= نهــــــــــــــــا  (7-قَ)              
 0–3(-0هـ +)  -  0 –3×-0

هـ 
  

نهــــــــــــــــا =                             
  0+ 4  - 3   هـ-   0    +4 

هـ 
  

نهــــــــــــــــا =                             
 8  -  3    هـ- 8  

ـه 
  ×

8 - 3  +   هـ8  

  8  - 3  +   هـ8  
  

= نهــــــــــــــــا                            
 8 -هـ 3- 8

(  8هـ   +   8  - 3)هـ 
  

 س yع 

 س yع 

 س yع 

 س yع 

 س yع 

 س yع 

 س yع 

 y5هـ 

 y5هـ 

 y5هـ 

 y5هـ 

 y5هـ 
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نهــــــــــــــــا =                            
هـ  3-

(  8هـ   +  8 - 3)هـ 
 ـــاـــنهـــــــ=   

-3

  8  - 3  +   هـ8  
  

                            =
-3

 8 - 3 ×2    +8  
  =

-3

 8  +8  
   =

-3

 08  
  

 المشتقات العليا
 إذا كان ص = ق)س( فإن :

                           
xص

 xوتسمى المشتقة الأولىقَ )س(    = صَ = س  

   وكذلك                 
x7ص

 x7س
  وتسمى المشتقة الثانية= قً )س(   = صً  

    وكذلك                
x3ص

 x3س
  وتسمى المشتقة الثانيةس( (U= ق  U= ص  

  وهكذا حتى المشتقة النونية                                
x

ن
ص

x
ن

س
 

  فقط المشتقة الثانيةما يهمنا في هذا البحث هو 

 808صفحة                   1مثال الكتاب         

 قً )س(  ، فجد 3س7 – 0س5س +  – 3إذا كان ق)س( = 

 0س01-س 12+  1-= قَ)س( 

 س40 – 12= قً )س( 

 سؤال إضافي 

  قً )س(فجد     0س +3-0س5+ 3إذا كان ق)س( = س

 ها للحصول على المشتقة الثانية :نوجد أولاً  المشتقة الأولى ثم نشتق

 3 –س 5+ 0س3=  قَ )س(

  5س + 4=  قً )س(

 808صفحة               2مثال الكتاب        

 جد المشتقة الثانية لكل مما يأتي : 

  0-عندما س =        1س + 0- 4س4= ق)س(  (1

 0 – 3س04= قَ)س( 

 0س70= قً )س( 

 088=  4×  70=  0(0-) 70= ( 7-) قً

 y5هـ  y5هـ 
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 جتاس 0= س جاس +   ص  (0

 جاس (0-جتاس + جاس( +)×= )س صَ 

 جاس  –جاس = س جتاس  0 –= س جتاس + جاس        

 جتاس  –جاس + جتاس (  -× =  )س   صً 

  س جاس -جتاس  =  –س جاس + جتاس  -=         

 980صفحة              1تدريب الكتاب    

 جد
x7ص

 x7س
 لكل مما يأتي :   

+ جتاس        0ص = س (1
 

 جتاس – 0=   صً yجاس  –س 0= صَ            

  2<  ص = س             حيث س (0

  1=  صَ

 = صفر  صً

ص =  (3
5
س 

 5-عندما س =         

=  صَ
-5

0س 
     y ًص   =

(س0×5-)-

0(0س) 
  

=  صً 
س12

4س 
  =

12

3س 
 y  ًص │ =

12

 (-5)3
  =-

12

 105
  =-  

0

 05
  

 980صفحة                    3مثال الكتاب        
إذا كان ق)س( = 

3س

 3
  +

0س

 0
 فجد :  7س + 0- 

 أصفار المشتقة الأولى  (1

 0 –+ س  0= س قَ)س(

 ومنه  2=  0 –+ س  0ومنه    س  2=  قَ)س(

  1،  س =   0-ومنه    س =    2( = 1 –()س 0)س + 

  } 1،  0- { الأولىأصفار المشتقة ⸫ 

 أصفار المشتقة الثانية  (0

 1س + 0=  قً )س(

  -ومنه     س =   2=  1س + 0 :ومنه    2=  قً )س(

  }  - {أصفار المشتقة الثانية ⸫ 

 808صفحة               4ب        مثال الكتا

إذا كان ق)س( = أ
 

، فجد قيم الثابتين : أ ، ب  12=  (5قً )،  7=  (1قَ)وكان   3+ 3ب س – 0س
 

 الحل :

  0ب س3 –أس 0=  قَ)س(

 5-س = 
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 7=  (1قَ)

 ( 1……………  )    7ب = 3 –أ 0

 ب س  4 –أ 0=  قً )س(

   12= ( 5قً )

  5،      ومنه أ  =      12أ = 0

 ( : 1المعادلة )من 

  1ومنه    ب =     3-ب = 3-ومنه     7ب = 3 – 12ومنه    7ب = 3- 5×0

                808صفحة             2تدريب الكتاب    

إذا كان ق)س( = أ
0

 = صفراً  (1قً )الثابت أ التي تجعل  فجد قيمة )قيم( 0س 10 – 3س

 س04 – 0س 0أ 3=  س 0×10 –0س3×0= أقَ)س( 

  = صفر 04 –( 1)0أ4= ( 1قً ) y 04 –س  0أ 4=  04 –س 0×0أ 3= س( قً )

  0± أ =  y 5 = 0أ y 04 =  0أ4ومنه 

  سؤال إضافي

  قً )س(جتاس فجد  –إذا كان ق)س( = جاس 

 جاس( = جتاس + جاس  -) –= جتاس  قَ )س(

 جاس + جتاس   -=  قً )س(

  سؤال إضافي

 تساوي : صً إذا كان ص= جاس ، فإن 

 جاس  –د(                       ج( جاس                       جتاس              –ب(             جتاس      (أ

 = جتاس    صَ

  جاس -=  صً 

  سؤال إضافي

 تساوي : قً )س(س ، فإن 4إذا كان ص= جتا

 س 4جا14-د(             س     4جتا14-ج(                س    4جتا 14ب(                 س4جا4- (أ

 س 4جا4-=   قَ)س(

 س4جتا 14-=  قً )س(

  سؤال إضافي

 = صفر  (1-قً )+ س  فجد قيمة الثابت أ التي تجعل  0أ س – 4إذا كان ق)س( = س



  الأدبي ، الفندقي والسياحي                                        المنير في الرياضيات  الأستاذ منير أبوبكر  5550505770
 

06 

 

 

 1أس + 0- 3س4= قَ)س( 

 = صفر (1-قً )أ       ولكن 0- 0س10= قً )س( 

 أ  0 – 0(1-)10= ( 1-قً )

  4ومنه  أ =   10أ = 0أ    ومن 0 – 10=   2

  سؤال إضافي

(1 –س 0إذا كان ق)س( = )
4

 ( 5قً )فجد      

 3(1-س 0)8=  0×  3(1-س 0)4=   قَ)س(

(1 –س 0)3×8= قً )س( 
 0(1-س 0)48=  0×  0

(1 – 2×0)48=  (5قً )
0   =48  

  سؤال إضافي

أ3إذا كان ق)س( = 
0

 ؟  10-= ( 1قً )ما قيمة الثابت أ التي تجعل   3س8 – 4س

أ10= )س( قَ
0

  0س 04- 3س

أ34= قً )س( 
0

  10-=   (1قً )س    ولكن 48 – 0س

أ34=  (1قً )
0
(1)0 – 48  ×1 

أ34=  10-
0
ومنه    أ   34أ = 34ومنه     48 – 

0
 1 ±ومنه  أ =  1=  

  سؤال إضافي

 ؟  30=  (7قً )ما قيمة الثابت  جـ  التي تجعل   0س8 –3إذا كان ق)س( = جـ س

 س  14 – 0جـ س3= قَ)س( 

  30=  (7قً )ولكن          14 –جـ س  4=قً )س( 

  14 – 0×جـ 4=  (7قً )

   14 -جـ  10=    30

  4جـ =     : 10جـ   نقسم الطرفين على  10=  48جـ   ومنه    10=  14+  30

  سؤال إضافي

  (7قً )جد    1س + 9+  0س4 – 3إذا كان : ق)س( = س

 9س +10- 0س3=   قَ)س(

  10 –س 4=  (قً )س

 = صفر  10 – 0× 4=  (7قً )
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 شتوية 8102وزاري سؤال 

 كل من الثابتين أ ، ب  ، فجد قيمة 04= (5قً )،  10=  (7قَ)، وكان  4+  0+ ب س3إذا كان ق)س( = أ س

  10= ( 7قَ)ب س  ولكن 0+  0أس3= قَ)س( 

 ( 0ب)0+  0(0أ)3=  (7قَ)

 (1………………)أ + ب  3=  3ن  فيكو 4ب      نقسم على 4أ  +  10=   10

  04=  (5قً )ب          ولكن 0أ س +  4= قً )س( 

 ب  0( + 2أ )4=  (5قً )

 ( فيكون 1نعوض في )  10ب  ومنه  ب = 0=  04

  10 – 3أ = 3ومنه   10أ + 3=  3

  3-ومنه   أ =   9-أ = 3

 888صفحة حل الأسئلة                                                     

 جد المشتقة الثانية للاقترانات الآتية :  (1

 س ( 5 – 8()5 – 4س0ق)س( = ) (أ

 (3س8س ()5 – 8( + )5-()5 – 4س0= ) قَ)س(

  05+  3س44+  4س52-=  4س 42 – 3س44+   05+  4س12-=          

 0س190+  3س022-=  0س 3×44+  3س4×52-=  قً )س(

  1س ( ، عندما س = 0 – 1)3ص = س (ب

  4س0 – 3ص = س

 3س8 – 0س3=  صَ

 0س04 –س 4=  صً

  18-=  04 – 4=  0(1)04 – 1×4│ =   صً

 جتاس 0=   هـ )س( (ج

 جاس 0-=  هَـ )س(

 جتاس 0-=  هًـ )س(

  0-(        ،      عندما  س =  1 –)س 0= س  ق)س( (د

  0س – 3= س   ق)س( 

 س0- 0س3=    قَ)س(

  0 –س 4=  قً )س(

  14-=  0- 10-=  0 – 0-×4=  (7-قً )

 س جتاس 0ق)س( = جا (ه

 س 0جتا0×جاس + جتاس  -× س 0= جا قَ)س(

 1س = 
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 س جتاس0جتا0س جاس + 0جا -=            

 س (0جا -×0×جاس + جتاس  -×س0)جتا0س ( +0جتا0×جتاس +جاس×س0)جا-=  قً )س(

 س جتاس 0جا 4-س جاس 0جتا0 -س جاس 0جتا0 -س جتاس 0جا -=                             

 س جاس 0جتا4 –س جتاس 0جا5-=                             

ق)س( =  (و
0

س4 - 1 
  2،     عندما س =        

= قَ)س(    
-0×-4

0(س4 - 1) 
  =

8

0(س4 - 1) 
 

=  قً )س(             
4-×(س4 - 1)0×8-

4(س4 - 1) 
  =

(س4 - 1)44

4(س4 - 1) 
  =

44

3(س4 - 1) 
 

=  (5قً )             
44

 (1 - 4×2)3
   =44 

 س( – 0ق )س( = جا)س (ز

           س( – 0( جتا)س1-س 0= ) قَ)س(

  0×س( – 0( + جتا)س1-س 0× )س(  – 0جا)س -(×1-س0= ) قً )س(            

 س( – 0سجتا) 0س(+  – 0جا)س 0(1-س 0) -=           

 فجد قيم أ ، ب 34= (1قً )،  4=  (5قَ)وكان  1ب س + 0 – 3أ س3إذا كان ق)س( =  (0

 ب 0 – 0أ س9ب = 0- 0س3×أ3 = قَ)س(

 ب 0 – 0(2أ)9=  (5قَ)

 -ب =  yب  0-=     4
4

0
   =-0 

 أ س 18س = 0×أ9=  قً )س(

 ( 1أ)18=  (1قً )

أ =  yأ  18=   34
34

18
   =0 

 . فجد قيم أ ، ب 120=  (7قً )،  01=  (1قَ)وكان  3 - 0ب س – 3إذا كان ق)س( = أ س (3

 ب س 0 – 0أ س3ب س = 0- 0س3×= أ قَ)س(

 (1………………………) 01ب = 0 –أ y 3 01=  1×ب 0 – 0(1أ)3=  (1قَ)         

 ب 0 –أ س 4ب = 0 –س 0×أ3=  قً )س(

 (0……………………)… 120ب = 0 –أ y 10 120ب = 0 –( 0أ)4=  (7قً )

 ( :0(  من  )1بطرح المعادلة )

 120ب = 0 –أ 10   

 01-ب = 0أ + 3-   

 ( :1نعوض في )   9ينتج :  أ =   9نقسم الطرفين على    81أ = 9    

 ومنه  :   01ب = 0 – 07ومنه   01ب = 0 – 9× 3

  3ب =     ينتج  0-نقسم الطرفين على     4-=  07 – 01ب = 0-
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 ق)س( 4+  قً )س(س ، فجد 0إذا كان ق)س( = جتا (4      

 س0جتا4-=  قً )س( yس 0جا0-=   قَ)س(          

 س 0جتا0س = 0جتا4س +0جتا4-ق)س( = 4+  قً )س(       

  قً )س(جاس ، فجد 0( إذا كان ق)س( = س5

 س جاس0جتاس + 0س = س0× جتاس + جاس ×  0= س قَ)س(

  0×جتاس + جاس × س0 س +0× جاس + جتاس  -× 0= س قً )س(

 جاس  0س جتاس + 4جاس + 0س -جاس = 0س جتاس + 0س جتاس +0جاس +0س -= 

 اختبر نفسك
   قً )س(جد جتاس    –س 7ق)س( = جا إذا كان (1

 

 س جتاس         جد  هًـ )س( 7 – 7+ س 1هـ )س( =  إذا كان : (7

 

 تساوي :( 1( ، فإن قً )1 –)س 7ق)س( = س إذا كان (3

 

  6د(                               0جـ(                   5ب(                   3 (أ

 

ق)س( =  للاقتران 5قً )س( =  قيمة س التي تجعل (5
3س

3
 +

7س

7
 :  هي،  5س + 7-

  -د(                       1ب( صفر                             جـ(                     7 (أ

 

 أ ، ب فجد قيم 65(= 7، قً ) 15(= 1قَ) وكان 6ب س +  - 3أ س0ق)س( =  انإذا ك (0

 

 ق)س(  75س ، فجد  قً )س( + 5ق)س( = جا إذا كان(6
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 288صفحة حل أسئلة الوحدة                                                
4 ) 

 

    0-≤ حيث س            4س + 0م)س( =   د(        

 ــاــــــــ= نهــــــ قَ)س(        
(س)ق - (ع)ق

س -ع  
    

ــــاـــــــ= نهــــ قَ)س(        
 0 + 4ع  - 0 + 4س

س -ع  
 نضرب بمرافق الجذر التربيعي     

ـــــاـــــــ= نهــــ                   
 0 + 4ع  - 0 + 4س

س -ع  
 ×

 0 + 4ع   +0 + 4س

  0 + 4ع   +0 + 4س
  

ــــا ــــــ= نهـــــ                   
4 -س 0 - 4ع + 0

4س + 0+   4ع +  0(س-ع) 
  

ــــــاــــــ= نهـــ                   
س0 -ع 0

4س + 0+   4ع +  0(س-ع) 
  

ـــا ــــــــــ= نهـــ                  
(س-ع )0

4س + 0+   4ع +  0(س-ع) 
  

ــــا ــــــ= نهـــــ                   
0

  0 + 4ع   +0 + 4س
  =

0

 00 + 4س
  =

1

 0 + 4س
  

 إعادة حل السؤال باستخدام ) هـ(      

 ــــاــــــــ= نهــــ قَ)س(       
(س)ق - (س+هـ)ق

هـ 
  

 ـــــاــــــ= نهــــ قَ)س(         
0(س+هـ)  +4  - 0 + 4س

هـ 
 نضرب بمرافق البسط   

ــــــاــــــــ= نهـــ قَ)س(         
0(س+هـ)  +4  - 0 + 4س

هـ 
  ×

0(س+هـ)  +4   +0 + 4س

 0(س+هـ)  +4 +0 + 4س
  

ـــــا ــــــــ= نهـــــ                    
4 -س 0 -  4هـ + 0س+0

(4س + 0+ 4+  (س+هـ)0)هـ 
  

ــــــــا ــــــــ= نهــ                    
هـ0

(4س + 0+ 4+  (س+هـ)0)هـ 
                       

ــــــــاـــــــ= نهــ                    
0

(0(س+هـ)  +4 +0 + 4س)
  

                    =
0

(0(+2س)  +4 +0 + 4س)
   =

0

 00 + 4س
)   =

1

( 0 + 4س)
  

 

 0، عندما س =    ≤ حيث س    3 -س 0 و( ق)س( =    

 y5هـ 

 y5هـ 

 y5هـ 

 y5هـ 

 y5هـ 

 

 س yع 

 y5هـ 

 س yع 

 س yع 

 س yع 

 س yع 

 س yع 

 س yع 
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 ــــاـــــــ= نهــــ قَ)س(    
(س)ق - (ع)ق

س -ع  
    

 ـــــــاــــــــ= نهـ قَ)س(   
 0 3-ع - 0 3 -س

س -ع  
 نضرب بمرافق الجذر التربيعي     

ـــــــاــــــــ= نهـ             
 0 3-ع - 0 3 -س

س -ع  
  ×

 0 3-ع  +0 3 -س

  0 3-ع  +0 3 -س
    

 ــــــاــ= نهـــــــــ      
3س + 0- 3-ع 0

3 -س 0+  3-ع  0(س -ع) 
  

 = نهــــــــــــــــا                  
س0-ع 0

3 -س 0+  3-ع  0(س -ع) 
  

 = نهـــــــــــــــا                  
0

 0 3-ع  +0 3 -س
  

                   =
0

 0 3-س  +0 3 -س
  =

0

00 3 -س
  =

1

 0 3 -س
  

=  (7قَ)        
1

0(0)-3
   =1 

 لكل مما يأتي :قً )س(  جد(8

 س(4 – 3()0+0ق)س( = )س (أ

 0س8-س4+ 8- 0س4-س =0×س(4 – 3+ ) 4-(×0+0)س= قَ)س(        

 8 –س 4+  0س10-=                    

 4س +04-= قً )س(       

(1-س 0= ) ق)س( (ب
5 

 4(1 –س 0)12=  0×4(1 –س 0)5= قَ)س(         

 3( 1 –س 0)82=0× 3( 1 –س 0)4×12= قً )س(         

  5 – 3-جتاس + س0ق)س( = س (ج

    4-س3-س 0× جاس + جتاس -×  0= سقَ)س(         

    4-س3-س جتاس 0جاس + 0س -=                    

  5-س10+ 0×جاس + جتاس -×س0س +0-×جتاس + جاس ×  0س -= قً )س(         

 5-س10جتاس +  0س جاس + 0 –س جاس 0 -جتاس 0س -=                

 5-س10جتاس +  0س جاس +  4 –جتاس  0س -=                              

 = صفراً  (1-) قً فجد قيمة الثابت أ التي تجعل، + س 0أ س-4= س إذا كان ق)س((15

 أ 0 – 0س10= قً )س( y 1أس +0- 3س4= قَ)س( 

 4أ =  10y=  أy 0أ y 5  =17 – 7أ = صفر 0 – 0(1-)10=  (1-قً )

 س yع 

 س yع 

 س yع 

 س yع 

 س yع 

 س yع 
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( 1 –إذا كان ق)س( = )أس (11
4
 48= ( 5قً )، فجد قيمة )قيم ( الثابت أ التي تجعل  

 3(1 –أ)أس 4أ = ×3(1 –)أس 4= قَ)س(

أ01أ = ×0(1 –)أس 3×أ4= قً )س(
 0( 1 –)أس 0

= 0أ y  0أy  48 = 10 0أ10=  0( 1 – 2×)أ0أ10= ( 5قً )
84

 01
  =4 y = 0± أ  

  1، فجد قيمة س 4= (1قً )س ، وكان  3(1-س0إذا كان ق)س( =) (17

 الحل :

 0(1-س0)4=  0× 0(1-س0)3= قَ)س(

 y 4= (1قً )س عندما( 1-س0)04=  0(×1-س0)0×4= قً )س(

 y (1-1س0)y1=4 4( نقسم الطرفين على 1 - 1س 0)04= 4
1

4
 1 – 1س0=   

1

4
=  1س0ومنه        1س0=  1+  

7

4
=  1ومنه س       

7

10
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 لثةالوحدة الثا

 التفاضل تطبيقات 
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 القيم القصوى
 الثانية للقيم القصوى :اختبار المشتقة 

 عندما نلجأ لاختبار المشتقة الثانية للقيم القصوى فلا داعي لرسم خط الأعداد أو جدول الإشارات للمشتقة الأولى 

 ويتلخص اختبار المشتقة الثانية كما يلي :

 بفرض س = جـ= صفر وبالتالي إيجاد قيم س الحرجة  قَ)س(نقوم بإيجاد المشتقة الأولى للاقتران ق ونجعلها 

 ثم نقوم بإيجاد المشتقة الثانية وتعويض قيم س الحرجة بها

 < صفر  فإن ق)جـ( هي قيمة صغرى محلية للاقتران ق  قً )جـ(فإذا كانت  

 > صفر فإن ق)جـ( هي قيمة عظمى محلية للاقتران ق   قً )جـ(وإن كانت 

 ونعيد الحل باختبار المشتقة الأولى = صفر فإن اختبار المشتقة الثانية يفشل ،  قً )جـ(وإن كانت 

 

 باستخدام اختبار المشتقة الثانية :  031صفحة   0المثال    أعد حل

 جد النقط والأعداد الحرجة والقيم القصوى )إن وجدت( للاقتران 

 5س +10 – 0س3- 3س0ق)س( = 

 الحل :

 10-س 4- 0س4=  قَ)س(

 ون فيك 4نقسم على  2= 10-س 4- 0س4ومنه   2=  قَ)س(

  2( = 1()س +0 –ومنه )س  2=  0-س  – 0س

  1-،  س =    0ومنه الأعداد الحرجة : س =

  4 –س 10=  قً )س(

  2<  18=  4 – 04=  4 – 0× 10=  (7قً )

  15( = 0، هي ق) 0توجد قيمة صغرى محلية عندما س = 

  2>  18-=  4 – 10-=  4 –( 1-)10=  (1-قً )

  10( = 1-، هي ق) 1-س =  توجد قيمة عظمى محلية عندما

  398صفحة                 3       مثال الكتاب
 باستخدام اختبار المشتقة الثانية ، جد القيم القصوى المحلية )إن وجدت ( للاقتران ق : 

  0س +  04 – 0س3 – 3حيث : ق)س( = س

 الحل : 
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  04-س 4 – 0س3=  قَ)س(

  3المعادلة على نقسم   2=  04-س 4 – 0س3ومنه   2=  قَ)س(

 ومنه :  2( = 0( )س + 4 –ومنه ) س  2=  8 –س 0 – 0س

 وهي الأعداد الحرجة   0-، س =  4س = 

 نقوم باختبار المشتقة الثانية :     4 –س 4=  قً )س(

  2<  18=  4 – 04=  4 – 4×4=  (5قً )

 قيمتها :  4توجد قيمة صغرى محلية عندما س = 

 78-=  0+  94- 48 – 44=  0( + 4) 04 – 0(4)3 – 3(4( = )4ق)

  2>  18-=  4- 10-=  4 – 0-×  4=  (7-قً ) 

 قيمتها :  0-توجد قيمة عظمى محلية عندما س =  ⸫

 32=  0+ 48+ 10 – 8-=  0( + 0-) 04 – 0(0-)3 – 3(0-( = )0-ق)

 408صفحة         3    تدريب الكتاب

 م القصوى المحلية )إن وجدت ( للاقتران : باستخدام اختبار المشتقة الثانية ، جد القي

 0س +3- 3ق)س( = س

 الحل : 

   3 – 0س3=  قَ)س(

 1± س =  y 1=  0س y 3=  0سy 3= صفر  3 – 0سy 3= صفر  قَ)س(

 > صفر توجد قيمة عظمى محلية للاقتران ق قيمتها : 4-=  1-×4=  (1-قً ) yس 4=  قً )س(

 (4،  1-وتكون النقطة الحرجة )  4=  0+  3+  1-=  0( +1-)3- 3(1-( = )1-ق)

  1< صفر توجد  قيمة صغرى محلية للاقتران ق  عندما س =  4=  1×4= (1قً )كذلك 

 (2،  1= صفر  وتكون النقطة الحرجة ) 0+ 3- 1=  0( + 1)3 -3(1( = )1هي ق)

 سؤال إضافي 

 قتران ق ، فجد القيم العظمى والصغرى )إن وجدت( للا 3س –س 10إذا كان ق)س( = 

 الحل :

 0س3 – 10=  قَ)س(

  0± س =  y 4=  0س y= صفر  0سy 10 – 3= صفر  قَ)س(

 0-< صفر توجد قيمة صغرى محلية عندما س =  10=  0-×  4-=  ( 7-قً )  yس 4 -=  قً )س(

  14-=  8+ 04-=  3(0-) – 0-×10( = 0-هي ق)

  0ا س = > صفر توجد قيمة عظمى محلية عندم 10-=  0×4-=  (7قً )
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  14=  8- 04=  3(0) – 0×10( = 0هي ق)

 سؤال إضافي 

 ، فجد القيم العظمى والصغرى )إن وجدت( للاقتران ق  4س + 4+  3س0-إذا كان ق)س( = 

 4+  0س4-=  قَ)س(

 ومنه   4=  0س4ومنه   2=4+  0س4-ومنه      2=  قَ)س(

 شتقة الثانية نستخدم اختبار الم  1،    س =    1-ومنه  س =   1=  0س

 س 10-=  قً )س(

 قيمتها : 1-< صفر توجد قيمة صغرى محلية عند س =  10=  1-×  10-=  (1-قً )

 = صفر  4+  4- 0=  4( + 1-)4+  3(1-)0-( = 1-ق)

 قيمتها :  1> صفر  توجد قيمة عظمى محلية عند س =  10-=  1× 10-=  (1قً )

     8=  4+  4+  0-=  4( + 1)4( + 1)0-( = 1ق)

 سؤال إضافي 

 ، فإن للاقتران ق قيمة عظمى عندما س تساوي : 0س –س 4إذا كان ق)س( = 

   3د(                                3-ج(               ب( صفر                                            4 (أ

 الحل :

 3=  ومنه  س  4س = 0ومنه   2س = 0 – 4س   ومنه    0 – 4=  قَ)س(

  3صفر توجد قيمة عظمى محلية عندما س =   0-=  قً )س(
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  488صفحة                   حل الأسئلة                              
 جد القيم القصوى )العظمى والصغرى( المحلية )إن وجدت( لكل مما يأتي باستخدام  (0

 اختبار المشتقة الثانية :

 0س – 8ق)س( =  (أ

 لحل :ا    

  2ومنه س =   2س = 0-ومنه   2=  قَ)س(   ومنه           س0-=  قَ)س(          

 قيمتها : 2توجد قيمة عظمى محلية عندما س =   2>  0-=  قً )س(    

 (  8،  2ومنه النقطة الحرجة هي )  8=   0(2) – 8( = 2ق)            

  4+  0ق)س( = س  (ب

 الحل : 

  2نه   س = وم   2س =0ومنه  2=  قَ)س(ومنه     س0=  قَ)س(          

 قيمتها : 2توجد قيمة صغرى محلية عندما س =  2<  0=  قً )س(          

 (4،  2ومنه النقطة الحرجة هي )  4=  4+  0(2( = )2ق)             

 س  4 – 3س0ق)س( =   (ج

 الحل : 

  4 – 0س4=  قَ)س(           

 1- ،  س =  1ومنه : س = 1= 0ومنه س  2= 4- 0س4ومنه        2=  قَ)س(           

 س 10=  قً )س(           

 قيمتها :  1توجد قيمة صغرى محلية عندما س =  2<  10=  1×  10=  (1قً )           

 ( 4-،  1ومنه النقطة الحرجة هي )  4-=  4 – 0( = 1)4 – 3(1)0( = 1ق)             

 قيمتها : 1-توجد قيمة عظمى محلية عندما س =  2>  10-=  1-×10=  (1-قً )             

 ( 4،  1ومنه النقطة الحرجة هي )  4=  4+  0-( = 1-)4 – 3(1-)0( = 1-ق)             
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 تطبيقات

 تطبيقات على القيم القصوى

 معلومات عامة تفيد في حل المسائل  :

 الضلع× مساحة المربع = الضلع 

  4× المربع = الضلع محيط 

 العرض × مساحة المستطيل = الطول 

 0×محيط المستطيل = )الطول + العرض ( 

 الارتفاع (× ) القاعدة  مساحة المثلث = 

 محيط المثلث = مجموع أضلاعه

 حيث نق نصف قطر الدائرة   0نق tمساحة الدائرة = 

 نق  t 0محيط الدائرة = 

 رتفاع الا× العرض × حجم المكعب = الطول 

 الارتفاع × العرض × حجم متوازي المستطيلات = الطول 

 ملاحظة هامة في حل المسائل      : 

 في هذه المسائل يقسم السؤال إلى قسمين :

  الفرضيات  الذي على أساسه نضع المعطيات  هو قسم:     ولالقسم الأ

 لمعطيات اهذه هي  y 52مثلا ً: ما العددان الموجبان اللذان مجموعهما   

  52حيث نفرض العدد الأول س والعدد الثاني ص  فيكون س + ص =   نضع الفرضيات : 

 س  – 52ثم نوجد ص بدلالة س فيكون ص= 

 المعادلةوالتي على أساسها نشكل  الطلبات   :    القسم الثاني

 هذه هي الطلبات   yتتمة للمثال السابق : وحاصل ضربهما أكبر ما يمكن  

 س (  – 52×)بفرض )ح(  حاصل ضرب العددين  تكون المعادلة : ح = س  معادلة :نشكّل ال 

 إذا كان الطلب في المسألة هو) أكبر مايمكن ( نبحث عن قيمة عظمى محلية

 وإذا كان الطلب في المسألة )أصغر ما يمكن ( نبحث عن قيمة صغرى محلية 

 842صفحة                1        مثال الكتاب
 ، وحاصل ضربهما أكبر ما يمكن ؟ 44ددان الصحيحان الموجبان اللذان مجموعهما ما الع
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 الحل :

 س – 44فيكون  ص=  44بفرض العدد الأول س ، والثاني ص وبما أن س + ص = 

 : فإن العددان ضرب بفرض ح هو حاصل 

  الضربص  نبحث عن قيمة عظمى محلية لأن المطلوب أكبر قيمة لحاصل × ح = س 

  0س –س 44ح)س( =  yس(  – 44=  س ) ح )س( 

 نختبر المشتقة الثانية  30س =  y 2س = y 44 – 0= صفر  حَ)س( yس 0 – 44=  حَ)س(

 30توجد قيمة عظمى محلية عندما س =  > صفر 0- = (37حً )ومنه  > صفر  0- = حً )س(

  30=  30 – 44= ص والعدد الثاني  30= س العدد الاول   ⸫

 384صفحة              1    تدريب الكتاب

 ( ، ومجموع مربعهما أقل ما يمكن ؟02ما العددان الموجبان اللذان مجموعهما )

 نفرض العدد الأول س والعدد الثاني ص 

 س  – 02ومنه    ص =     02س + ص = 

 إذا كان مجموع مربعيهما ح ، فإن :

 وع لمربع العددين نبحث عن قيمة صغرى محلية لأن المطلوب أقل مجم  0+ ص 0ح = س

  0س( – 02+ ) 0ح)س( = س

 س 0+  42-س 0=  1-× س(  -02)0س +0=  حَ)س(

  42 –س 4=  حَ)س(

  12ومنه س =   42س = 4ومنه  2=42-س 4ومنه    2=  حَ)س(

  12توجد قيمة صغرى محلية عندما س =    2<  4=  (15حً )ومنه   2<  4=  حً )س(

  12=  12 – 02ني ص = ، والثا 12العدد الأول س =   ⸫

 484صفحة                2        مثال الكتاب
 م ، ما بعدا قطعة الأرض اللذان يجعلان مساحتها أكبر  422قطعة أرض مستطيلة الشكل ، محيطها 

 ما يمكن ؟

 بفرض أبعاد المستطيل س ، ص 

 العرض × مساحة المستطيل )م( = الطول 

 س
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 لعرض (الطول + ا×)0محيط المستطيل = 

 

 س  – 322ص =  y= س + ص    y 322 0نقسم الطرفين على  )س+ ص( 0=  422

 0س –س 322س ( =  – 322المساحة : م = س )

 نستخدم اختبار  المشتقة الثانية  152س =  y 2س =y 322 – 0= صفر  مَ س عندما0 – 322=  مَ

  152محلية  عندما س = > صفر توجد قيمة عظمى  0-= ( 105)مً ومنه  > صفر  0-= )س( مً 

 م 152المساحة أكبر ما يمكن عندما س=   ⸫

 م  152=  152- 322س =  – 322ص = 

 584صفحة            2   تدريب الكتاب
 متر من الأسلاك الشائكة ، فما أبعاد  322يملك مزارع قطعة أرض تقع على ضفة نهر مستقيم ، فإذا اشترى المزارع 

 ة الأرض يمكن تسييجه بها من دون تسييج البعد الواقع على ضفة النهر ؟أكبر جزء مستطيل من قطع

 بفرض أبعاد المستطيل هي س ، ص

 المحيط = مجموع أطوال الأضلاع المسيجة 

 س + ص ومنه0= س + ص + س =  322

 س 0- 322ص = 

 العرض × المساحة = الطول 

 0س0 –س 322س( = 0- 322= س ) م

 نستخدم اختبار المشتقة الثانية  75س =  y  2س =y 322 – 4 2= مَ yس 4 – 322 = مَ

  75د قيمة عظمى محلية عندما س = توج  > صفر  4-= ( 75)  مًومنه   > صفر  4-= )س(   مً

 م 75المساحة أكبر ما يمكن عندما س =  ⸫

 م 152( = 75)0- 322ص = 

 سؤال إضافي 

( دنانير ، ما أبعاد 5حاطتها بسياج من ثلاث جهات ، تكلفة المتر الواحد )، يراد إ 0م 022قطعة أرض مستطيلة الشكل مساحتها 

 الأرض لتكون تكلفة السياج أقل ما يمكن ؟

 الحل :

 نفرض أبعاد الأرض س ، ص 

 022ص = ×مساحة الأرض = م = س 

ص = 
022

س
  

 س س

 ص

 ص

 س س

 ص
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س+ 0= ) 5× تكلفة السياج = ك = )س + ص + س(
022

س
 ×)5 

س +  12=  ك    
1222

س
      

+  12=  كَ)س( 
-1222

0س
  

 - 12ومنه      2=  كَ)س( 
1222

0س
ومنه        2=  

1222

0س
 ومنه  12=  

  12مرفوض   ،  س =   12-ومنه  س =   122=  0ومنه س 1222= 0س12

  12د س = من خط الأعداد نلاحظ وجود قيمة صغرى محلية عن

م  ،  ص =  12تكون تكلفة السياج أقل ما يمكن عند س = 
022

12
 م  02=  

 584صفحة                3        مثال الكتاب
 سم ، 102صندوق على شكل متوازي مستطيلات ، قاعدته مربعة الشكل ، ومجموع أبعاده الثلاثة 

 جد أبعاده التي تجعل حجمه أكبر ما يمكن 

 ملاحظة هامة : في إحدى مسائل الدورات الوزارية كان نص المسألة مجموع 

 سم  102( سم  بدل مجموع أبعاده الثلاثة 84محيط قاعدته وأرتفاعه )

 84س + ص = 4في هذه الحالة :  

 الحل : 

 الارتفاع × العرض ×حجم الصندوق ) ح( = الطول 

 = س لأن القاعدة مربعة( نفرض أبعاد الصندوق : س ، س ، ص) الطول = العرض

 ص0ص = س×س×ح = س 

  102س + ص= y 0 102ولكن حسب الفرض س + س+ ص = 

 س 0 – 102ص = 

  3س0 – 0س102س(= 0-102)0ح )س( = س

         2yس( = – 42س)y 4 2= 0س4 –س y 042= صفر  حَ)س(عندما  0س4 –س 042=  حَ)س(

 ية  نستخدم اختبار المشتقة الثان 42، س =  2ما س= إ

 س 10 – 042=  حً )س(

 < صفر ،  قيمة صغرى محلية مرفوض لأنه المطلوب أكبر ما يمكن  وليس أقل ما يمكن042=  (5حً )

 42> صفر ،  توجد قيمة عظمى محلية عندما س = 042-=  42×10 – 042=  (55حً )

 سم 42=  42×0 – 102سم ، ص = 42الحجم أكبر ما يمكن عندما  س = 

15 
- - - - - - - - - - -  + + + + + + + + + +  + 

 ق)س(

 س(قََ )
-l l 
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 سم 42سم  ،  الارتفاع = 42سم   ، العرض = 42وق : الطول = أبعاد الصند ⸫

 884صفحة                4        مثال الكتاب
 ، يراد طباعة إعلان عليها 0سم 52صحيفة ورقية مستطيلة الشكل ، مساحتها 

 سم ، وفي كل جانب  1إذا كان عرض كل هامش في رأس الورقة وأسفلها 

 ة اللذين يجعلان المساحة المطبوعة أكبر ما يمكن سم ، فجد بعدي الورق 2.5 

 الحل :

 نفرض بعدي الصحيفة الورقية  س ، ص ، والمساحة المطبوعة م

  1 –، ص  0 –فيكون بعدي منطقة الطباعة : س 

 (1 –()ص  0-مساحة منطقة الطباعة م = )س 

ص =  yص × = س  52نوجد ص من مساحة الصحيفة الورقية 
52

س 
  

() 0-م )س( = )س
52

س
 -س  – 52( = 1 - 

122

س
 -س  – 50=  0+ 

122

س
  

+  1-=  مَ)س(
122

0س
  

+  y -1 2=  مَ)س(
122

0س
  =2 y 

122

0س
  =1 y 122= 0س y  

 مرفوض لأنه طول ولايجوز ان يكون سالب  12-، س=  12س = 

=   (مً )س
س0× 122-

4س
   =- 

022

3س
   

 -=  (15) مً
022

1222
 سم12> صفر توجد قيمة عظمى محلية عندما س =  

ص = 
52

س
  =

52

12
  =5  

 سم 5سم ، 12تكون المساحة المطبوعة أكبر ما يمكن عندما بعدا الورقة 

 سؤال إضافي 

 (4سييج قطعة أرض مستطيلة الشكل ، إذا كانت تكلفة المتر الواحد من جانبين متوازيين )يريد مزارع ت

 ( دينار822دنانير ومن الجانبين الآخرين دينارين ، فجد مساحة أكبر قطعة مستطيلة يمكن تسييجها بمبلغ )

 الحل : 

 بفرض أبعاد الأرض س ، ص 

 فيكون : 4م الطرفين على نقس  822ص = 4س + 8ومنه      822ص = 0× 0س + 0×5
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 س 0 – 022ومنه   ص =   022س + ص = 0

 س( ومنه 0 – 022ص = س )× مساحة الأرض = م = س 

  0س0 –س 022م = 

 س 4- 022=  مَ)س(

  52ومنه   س =   022س =4ومنه     2س = 4 – 022ومنه       2=  مَ)س(

  52عظمى محلية عند س = توجد قيمة   > صفر 4-=  (05مً )ومنه  > صفر  4-=  مً )س(

 0م 5222=  5222 – 12222=  0(52)0 – 52×022أكبر مساحة ممكنة  هي  م =  ⸫

 سؤال إضافي

 يراد إحاطتها بسياج ، إذا كانت تكلفة المتر الواحد  0م (1422قطعة أرض مستطيلة الشكل مساحتها )

 لفة أقل ما يمكن ( دنانير ، فجد بعدي قطعة الأرض اللذين يجعلان التك3من السياج )

 الحل :  نفرض بعدي الأرض س ، ص

ومنه    ص =    1422ص = × مساحة الارض :  م = س
1422

س
  

 تكلفة المتر الواحد × التكلفة = محيط الأرض 

 ص 4س + 4=  3× ص ( 0س + 0ك = )

× 4س + 4ك = 
1422

س
س + 4=   

9422

س
  

 - 4=  كَ)س(
9422

0س
  

 - 4ومنه        2=  كَ)س(
9422

0س
ومنه     2=  

9422

0س
   9422=  0س4ومنه    4=  

  42مرفوض    ،  س =  42-ومنه  س =   1422=  0س

  42نلاحظ من خط الأعداد وجود قيمة صغرى محلية عند س = 

=  م ،  ص 42تكون التكلفة أقل ما يمكن عندما س =   ⸫
1422

42
 م 42=  

 سؤال إضافي

 م ، ما بعدا قطعة الأرض اللذان يجعلان مساحتها أكبر ما يمكن ؟ (422قطعة أرض مستطيلة الشكل محيطها )

 الحل :

 نفرض بعدا قطعة الأرض : س ، ص

 العرض×  0الطول + × 0محيط المستطيل = 

 س  – 022= س + ص   ومنه  ص =  022ص ومنه    0س + 0=  422

55 
- - - - - - - - - - -  + + + + + + + + + +  + 

 ق)س(

 س(قََ )
-l l 
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 0س –س 022س ( =  -022ص = س )×  المساحة )م( = س 

 س 0 – 022=  مَ)س(

  122ومنه     س =     022س = 0ومنه       2س = 0 – 022ومنه          2=  مَ)س(

 122توجد قيمة عظمى محلية عندما س =   > صفر  0-=  (155مً )ومنه    > صفر  0-=  مً )س(

 م122=  122 -022م  ،  ص=  122يمكن عندما   س = تكون المساحة أكبر ما   ⸫

 سؤال إضافي

 متر من الأسلاك الشائكة ، إذا أراد المزارع تسييج قطعة أرض مستطيلة الشكل ، (522لدى مزارع )

 ما بعدا قطعة الأرض المستطيلة اللذان يجعلان مساحتها أكبر ما يمكن ؟

 نفرض بعدا قطعة الأرض س ، ص 

 العرض × 0الطول  + × 0=  محيط قطعة الأرض

 س  – 052= س + ص     ومنه   ص =  052ص   ومنه  0س + 0=  522

 0س –س 052س( =  – 052ص   ومنه   م = س )× )م( = س  المساحة

 س  0 – 052=  مَ)س(

  105ومنه   س =      052س = 0ومنه     2س =0 – 052ومنه            2=  مَ)س(

  105توجد قيمة عظمى محلية عندما س =     > صفر0-=  (170) مً   ومنه   > صفر0-=  )س( مً

 م   105=  105 – 052م     ، ص =  105تكون المساحة أكبر ما يمكن عندما س=    ⸫

 شتوية  8102وزاري سؤال 

 سم ، فجد أكبر مساحة ممكنة لهذا المثلث   42إذا كان مجموع ضلعي القائمة في مثلث قائم الزاوية يساوي 

 نفرض بعدي المثلث س  ، ص 

 س  – 42ومنه   ص =    42س + ص = 

 الارتفاع (× ) القاعدة  مساحة المثلث = 

 س (  – 42س ) ص = ×س  م = 

 0س  -س 32م = 

 س  – 32=  مَ)س(

  32ومنه   س =     2س =  – 32ومنه        2=  مَ)س(

  32وجد قيمة عظمى محلية عندما س = ت  > صفر  1 -=  (35مً )ومنه   > صفر  1 -=  مً )س(

  0سم  (32)0   =922 – 452  =452 - 32×32أكبر مساحة ممكنة : م =   ⸫
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 148صفحة                     حل الأسئلة                                                   
 هما في مربع الأخر أكبر ما يمكن ، وحاصل ضرب أحد 42ما العددان  الصحيحان الموجبان اللذان مجموعهما  (1

 الحل :       

 ص  - 42س =  y 42نفرض العدد الأول س    ، ونفرض العدد الثاني ص  فيكون س + ص  =       

 0ص( ص - 42= )  0ص× ح = س      

 بفرض م هو حاصل ضرب أحدهما بمربع الآخر      

  3ص – 0ص42م)ص( =  0yص( ص -42م)س( = )     

 2ص( = 3- 102ص) y 2= 0ص3 –ص y 102 2= مَ)ص(  y 0ص3 –ص 102=  (مَ)ص     

 نستخدم اختبار المشتقة الثانية  42مرفوض  او ص  =  2إما ص =      

 > صفر  102-=  042 -102( = 42)4- 102= ( 55مً ) yص 4-102=  مً )ص(     

  42توجد قيمة عظمى محلية عند ص =      

  02=  42 – 42والثاني س=    42العدد الأول ص=  ⸫     

 ، يراد طباعة إعلان عليها 0سم 30صحيفة ورقية مستطيلة الشكل ، مساحتها  (0

 سم ، وفي كل جانب  1إذا كان عرض كل هامش في رأس الورقة وأسفلها      

 سم ، فجد بعدي الورقة اللذين يجعلان المساحة المطبوعة أكبر ما يمكن  2.5    

 الحل :     

 فرض بعدي الصحيفة الورقية  س ، ص ، والمساحة المطبوعة من     

  1 –، ص  0 –فيكون بعدي منطقة الطباعة : س      

 (1 –()ص  0-مساحة منطقة الطباعة م = )س      

ص =  y ص× = س  30نوجد ص من مساحة الصحيفة الورقية      
30

س 
  

() 0-م )س( = )س     
30

س
 -س  – 30= ( 1 - 

44

س
 -س  –34=  0+ 

44

س
  

+  1-=  مَ)س(     
44

0س
  

+  y -1 2=  مَ)س(     
44

0س
  =2 y 

44

0س
  =1 y 44 = 0س y  

 مرفوض لأنه طول ولايجوز ان يكون سالب    8 -، س=       8س =      
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=   مً )س(     
س0× 44-

4س
   =- 

108

3س
   

 -=  (15مً )     
108

510
 سم 8> صفر توجد قيمة عظمى محلية عندما س =  

ص =       
30

س
  =

30

8
  =4 

 سم 4سم ،  8تكون المساحة المطبوعة أكبر ما يمكن عندما بعدا الورقة       

 م ، 4مستطيلة في جدار إحدى غرف منزله ، بحيث يكون محيط النافذة  أراد إبراهيم أن يفتح نافذة (3

 جد بعدي النافذة اللذين يسمحان لأكبر كمية ممكنة من الضوء بدخول الغرفة       

 الحل :           نفرض بعدي النافذة س ، ص     

 الطول + العرض(×) 0محيط المستطيل =       

 س  – 3ص =  y 3 س + ص = y) س + ص( 0=  4     

 ص × مساحة النافذة م = س      

 0س –س 3س (=  – 3م )س( = س )       

 س 0 – 3=  مَ)س(     

س =  y 3س = y 0 2س = y 3 – 0 2=  مَ )س(     
3

0
 نستخدم اختبار المشتقة الثانية  

مً )ومنه  > صفر  0-=  مً )س(      
3

0
  =وجد قيمة عظمى محلية عندما ست  > صفر  0-=  ( 

3

0
 م 1.5=   

 - 3ص =       
3

0
   =

3

0
 م  1.5=   

 م 1.5م  ، 1.5بعدي النافذة اللذين يسمحان لأكبر كمية من الضوء بدخول الغرفة  :       

 (4سم ، إذا قص من جوانبه الأربعه ) 10صندوق مربع ، طول ضلعه  (4

 مربعات متساوية طول ضلعها س ، ثم رفعت الجوانب ، وأصبح على صورة       

 علبة مفتوحة من أعلى ، فجد قيمة س التي تجعل حجم العلبة أكبر ما يمكن       

 الحل :     

 الارتفاع × العرض × حجم العلبة = الطول       

 س ، س0 – 10س ، 0 – 10بفرض أبعاد العلبة       

 س×س(0-10س()0-10= ) ح )س(     

 س

 ص

 س7 - 17

1
7

 
- 

7
س
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 7س (7- 17س) =ح)س(    

 1× 0س(0- 10+) 0-×س(0-10)0×= س حَ)س(    

 س(0- 10س + 4-س()0 – 10)=                 

  س ( 4 – 10س( )0 – 10)= حَ)س(    

 = صفرس ( 4 – 10س( )10 – 0) y= صفر  حَ)س(       

 ، 4ومنه س =  2س =0- 10ومنه        

 0س = ومنه  2س = 4 – 10       

 من جدول الإشارات نلاحظ       

 مرفوض لأن عندها قيمة صغرى محلية  4س =       

     0ما يمكن هو س =  قيمة س التي يكون حجم العلبة أكبرأي  عندها قيمة عظمى محلية  0س =       

 أكبر مساحة ممكنة للمثلث سم ، فجد  42إذا كان مجموع طول ضلعي القائمة في مثلث قائم الزاوية يساوي  (5

 42الحل : نفرض طول الضلع القائمة الأولى س وطول الضلع القائمة الثانية ص فيكون س + ص =       

 س – 42ومنه   : ص=       

 الارتفاع (× )القاعدة  مساحة المثلث القائم =       

 0س  -س 02س( =  -42س) = )س( م       

 نختبر المشتقة الثانية  02س = y 2س =  – y 02= صفر )س(  مَ yس  – 02= )س(  مَ      

  02توجد قيمة عظمى محلية عندما س =  > صفر  1-= (75) مً ومنه  > صفر  1-= )س( مً       

  Ε  = سم 02=  02 – 42سم  ، والثاني =  02طول ضلغي القائمة الاول 

 0سم  (02)0  =422 – 022 =022 -( 02)02أكبر مساحة ممكنة للمثلث م =       

 ، تم إحاطتها بممر خارجي منتظم عرضه متران  0م 34يراد تصميم بركة قاعدتها مستطيلة الشكل ، ومساحتها  (4

 ، جد أبعاد البركة المراد تصميمها بحيث تكون المساحة الكلية للبركة والممر أقل ما يمكن        

 الحل :       

  4، ص+ 4فتكون أبعاده مع الممر س+ لممر س ، ص بفرض أبعاد البركة دون ا      

ص =  yص × = س  34من الفرض       
43

س
  

() 4( = )س+4()ص+4مساحة البركة مع الممر : م )س( = )س+      
43

س
 +4) 

س + 4+  34=  م )س(      
441

س
س + 4+  50=  14+  

441

س
  

 - 4=  مَ)س(      
441

0س
 = صفر  مَ)س(عندما   

 س

 م2  

6   2 

+ + + + + +   
 

 قَ )س(    + + + + + +

 ق )س( 

-l l 

 6 
+ + + + + + + + +  +

+  

 قَ )س( - - - - - - - - - - -

 ق )س(

-l l 

 س

 ص
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     4 - 
441

0س
  =2 y 

441

0س
 =4 y 4144=0 س 

  4عندما س =   من جدول الإشارات نلاحظ وجود قيمة صغرى محليةومرفوض  4-، س=  4س =  y 34=  0س    

م  ، ص =  4يمكن هي : س=  تكون عندها أصغرما  أبعاد البركة المراد تصميمها والتي  ⸫ 
43

4
                           م4=  


