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 هاٌاتنال
( بالاعتماد على الجدول ادناه الذي بٌٌن قٌم ق)س( عندما  1)

 ق)س( = ؟ فان نــــــــها 4← س
 4←س                

 3,33 3,33 3,33 4 1,,,4 1,,4 4,1 س

 3,33 3,33 3,33  1,,,6 1,,6 6,1 ق)س(

                          +                                             − 
       6نـــــــهاق)س(=

                  +4←س
 :. نـــــــهاق)س( غٌر موجودة      3نـــــــهاق)س(=

     4←س                    –4←س
 

 

     3=    أ( نــــــهـا ق)س(
 +2←س    

 )نقط عدم الاتصال(  للاقتران ق)س( ب( جد اعداد الانقطاع

  بندور عند اماكن القطع   :متصلٌعنً متى الاقتران غٌر
 فً المنحنى او عند الدوائر المفتوحه

 6,  2الحل: س =      
 ج( جد قٌمه ب , التً عندها نـــهـــا ق)س( غٌر موجوده        

  ب←س                                  
 بندور عند اماكن القطع فً   :متى النهاٌه غٌر موجوده

 . 2الحل: س =         المنحنى
 3الحل: أ =    6د( جد قٌمه الثابت أ , حٌث ان نــهـــا ق)س( = 

 أ←س                                   
 

 5, نــــــــها ع)س(= 6( اذا كان نـــــــها ق)س( = 3)
 3←س                   3←س               
  )  ق)س( 5+  4 –ع)س( 3(فجد نــــــــها 

 3←س      
 ق)س(   5+ نـــها  4نــــها  –ع)س( 3نـــها    
 3←س         3←س        3←س   

     ( =3×5 )–4 ( +5×6 = )41 

 

 ,3س( =2( إذا كانت نــــــــها)س ق)س(+ 4)
 5←س                 
 ( 2)س(+س ق 3فجد نــــــــها ) 

 2    5←س      
 5نعوض بدل كل س ب  (1

" نتخلص من الجمع او الطرح ثم الضرب تصبح معادله  - (2
 او القسمه "

 ,3( =  5)2ق)س( +× 5نــــــــها 
 5←س  

 ,1 -  ,3ق)س(  = 5نــــــــها 
 5←س

    ,2ق)س(  = 5نــــــــها 
 5←س

  4نــــــــها  ق)س(  = 
 .                  5←س

 المطلوب:

)س(+ س ق3نــــــها  :.
2

س نــــــها+  ق)س(  3 =  نــــــها
2

 

 5←س             2   5←س                  2 5←س  

 =3(4)  ( +5)
2
     =6  +25  =31 

   2 
 ( جد ناتج ماٌلً:5)

 25–2)ب( نــــــها  س        س –3      )أ( نــــــها
 +5←س                      3←س    
 الحل:   

 =   صفر 3–3س =   –3 )ا (  نــــــها  
 3←س      

                 –– – –          + + + + 
 

                              3 
 

 

 =  صفر  25–25=   25–2)ب( نـــــها  س
 +5←س    

             ++++ 
                          5 

 
 3≥+س      س2( اذا كان ق)س(=    6)    

 3س<       1 –2س                                
 فجد ما ٌلً:   نــــــهاق)س(       

 3←س                   
 : خط اعداد ثم ٌمٌن و ٌسار فً حاله الاكبر و الاصغر 

 موجوده والا فلااذا كان كلاهما متساوي فالنهاٌه 
 + س 2     1–2س          الحل: 
                          3 

    3=1–3نــــهــا ق)س(=     
        +3←س 

 5= 3+2نـــــــهـا ق)س( = 
             –3←س
 :. نـــــــهاق)س( غٌر موجودة  
 3←س   

  
 
 

 4س>≥ 1,            2س  ( اذا كان ق)س( =   3)  
 5س>≥ 4,       4س−5                                   

 فجد نـــهــــا ق)س(
 4←س      

 2س      4-س 5             الحل:     

                                5                      4                       1 

    16=  4 – ,2= 4 –( 4)5نــــهاق)س(=       
        +4←س   

 16=    2(4نـــــــهاق)س( = )
         – 4←س

 16=   ق)س( نــــها
 4←س

 
 2,  س=       4س+5( اذا كان ق)س(=   3)

  2≠س    ,  س6–2س                                
 فجد : نــــــهاق)س(        

                    2←س          
  , = بغض النظر ≠ النهاٌه دائما عند نعوض  ≠  فً حاله

 عن الرقم المطلوب
 (2) 6 – 2( 2نـــــــهاق)س(  = )  

            2←س      

      3+  4س      ( اذا كان ق)س( =3)
+  2س                                 س      2

 حٌث ص = مجموعه الاعداد الحقٌقٌه فجد نــهـــا ق)س(
 5←س                                               

 (5) 2+ 2( 5نـــــــهاق)س(  = )  
   ,1+  25=          5←س      

                         =35 

 ( جد ناتج ماٌلً:,1)
   س    ,1–2س2)أ( نــــــــها     

 س              -5   5←س         
          ,1 -(  =  5) 2-=   ( 5-س) س2 الحل: = نــــــها   

 س    -5    5←س             
        س3–2س)ب( نــــــــها 

              3–س   3←س      
 

 3=    (      3–س )س الحل:     نــــــــها
 3–س   3←س              

       12–س 6)ت( نــــــــها 
              2–س   2←س            

   6=    (2–)س 6الحل:    نـــــــها
 2–س    2←س           

          16–2س)ث( نــــــــها  
           4س+   4–←س     

  3–= 4– 4–= (4()س+4–)س= نــــــــها      
 4س+      4–←س       

      

  6س+5–2س)ج( نــــها 
           2–س     2←س        

 1–= 3–2=     (2–()س3–)س= نــــــــها 
 2–س     2←س    

  6س+5–2س)د( نــــها      
           2–س     2←س        

 1–= 3–2=     (2–()س3–)س= نــــــــها 
 2–س     2←س    

  3س+6+2س)هـ( نــــها   
           3س+2     4-←س   
 1-=   2+  4-=     (2()س+4)س+= نــــــــها 

 2(               4)س+2     4-←س    

 
      14س − 5− 2س)و( نــــــــهـا      

 − س         3        3←س           
 3( =  − 2+  3= − )  (2() س+3)س−= نــــــــهـا   

 − س( 3)      3←س         

 
      3س − 2+ 2س)ز( نــــــــهـا 

         2س  – 4      2←س     
 6− =   (4+  2− )=   (2-() س4)س+= نــــــــهـا   

 4         2+2+ س(        2− س( )2)   2←س    

   =64+3س)ف( نــــــــها     
       4س+   4–←س        

 (16س+4–2()س4)س+الحل : = نــــــــها  
 4س+        4–←س              

                =16+16+16   =43  

  .   5–س   )ر( نــــــــها 
      125–3س  5←س     

  1   =     .              5 –س           :.نــــــــها 
 35(          25س+5+2()س5–)س   5←س  

      3س − 2− 2س)ز ( نــــــــهـا 
         3س – 64      4←س     

  ,(         2() س+4)س− الحل: = نــــــــهـا  
 (2س+ س4+16− س( )4)       4←س       

   =( −4  +2)    =   -6 
  16+16+16         43 

  =     16–2س)س( نــــــــها 
               2–س         4←س    

 2+ س  ×16–2س الحل:  = نـــــــها
 2+س       2–س  4←س            
 (2+()  س16–2)س= نـــــــها

 4–س      4←س   
 (2+()  س4()س+4–)س = نـــــــها

 (4–)س         4←س   
           ( =4+4 ( × )2+2  = )3×4=32 

موجوده    اذا غير  

      + = صفر
 غٌر موجود=  -

 

 اذا  = صفر 
   

 عامل مشترك س و رقم

  سعامل مشترك 

رقمعامل مشترك   

 فرق بٌن مربعٌن

 ثلاثً الحدود

 ثلاثً الحدود

 ثلاثً الحدود

 ثلاثً الحدود

 ثلاثً الحدود

 مجموع مكعبٌن

 فرق بٌن مكعبٌن

 كوكتٌل 

 ضرب بالمرافق
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 ش( نــــــــهـا   5س+4−1 
        6س − 2     3←س      

 = نــــــــهـا    5س+1−4 ×   5س+4+1
4+1س+5         6س−2     3←س      

 = نــــــــهـا        5س+ 16−1       .
(4+1س+5() 6س−2)  3←س      

 = نــــــــهـا            5 س − 15      .   
(4+1س+5()  6س− 2)  3←س      

 = نــــــــهـا           5)س−3(           .
(4+1س+5( )  3)س−2    3←س      

 5  =      5      =     
       2(4+4     )16  

        
  ص( نــــــــهـا        س− 1         

        1-س2−   4س− 5   1←س             
 

 = نــــــــهـا     س− 1          .×  5س−4 +   2س-1 
1-س2+   4س−5    1-س2−  4س−5    1←س     

 

 = نــــــــهـا     )س− 1()   5س−4 +   2س-1 (
(       1 –س 2− ) 4س−5           1←س     

    = نــــــــهـا     )س− 1()   5س−4 +   2س-1 (
(       1)س−3                1←س       

2 =  1+1          
          3        3  

 )ض( نــــــــها  س–1–2  
               3– 4س+    5←س      

 3+4س+  ×  2+1–س  × 2–1–س  :. = نــــــــها
 3+4س+    2+1–س   3– 4س+    5←س      

 .(      3+4(  )  س+ 4–1 –)  س  = نـــــــها
 (2+1–( ) س3-4)س+  5←س   

 .(       3+4(   )  س+5–)س        = نـــــــها
 (2+1–س  ) (5–)س 5←س   

        .=   3+3  = 6  
           2+2        4 

         1 –    2 )ط( نــــــــها    
       2   1س+  3←س        

             3–س                      
  ( 1()س+1)–(2×2) = نـــــــها

 (3–() س1()س+2)  3←س  
 .    1 –س  – 4    =نـــــــها

 (3–()س1()س+2)  3←س  
 .س        – 3       =نـــــــها

 (3–()س1()س+2)  3←س  
.=        –1      = –1 

    (2()3+1        )3 
 

 .  1          1 – 1ظ( نــــــــــهـا   
      3-س        3س          3س    

      .  1          س  –3نــــــــــهـا    
  3 –( )س(    س3)      3س  
 

 1-=          1-=         س (  –3)  نــــــــــها 
                                       3           3×3(     3–()س()س3)   3س

 1     –  2س   ع( نـــــــــــهـا  
 1-س     1-س       1س     

 الحل: 
 = نـــــــــها                 

 1س    
    (1( ) س + 1 –) س = نــــــــــها  

                         (1 –) س                1س    

 الاتصال 
 ( جد اعداد الانقطاع )نقط عدم الاتصال( للاقتران 11)
 .         4 –س 6 )أ( ق)س(= 

 س              –2س2                
 ,س=  –2س2

 ,(= 1–س2س)     
 ,= 1–س2،    ,س=      

 1 س=← 1س=2
                   2 

 اقتران كسري : المقام = صفر و جل المعادله 
 

   12   )ب( ق)س( =
 3–س                  

 3س= ←  ,= 3–ب( س
 +                 3س+       س – 2س3ج( ق)س( =   

 س                    - 2س            2 –س                       
 س = صفر – 2او        س    = صفر  2 –س 

 ( = صفر1-س )س                             2س = 
 1س = صفر ,                                        

 3≤ ,  س  4+2س3)د( ق)س(=   
 3,  س>    5س+3                   

   =(     ممكن ان تكون 3نبحث عند نقاط التشعب )عند س
 بالضرورة نقطه قطع و لكن لٌس

 31=4+2(3)3نـــــــهاق)س(  =
            -3←س

        23=5(+3×3نـــــــهاق)س( =)
         +3←س

 3:. الاقتران غٌرمتصل عند س = 
 3:. نقاط الانقطاع عند س= 

 الاتصال عند نقطه 
 نحد النهاٌه ٌمٌن و ٌسار .1
 نجد الصورة عند اشارة ٌساوي ثم نقارنهم ببعض .2
 

 2اتصال الاقتران  عند س = ( ابحث فً 12)

 2س<     3س+4   ق)س(=     
 2س =   1-س2+ 3س                    
 2س>    1–2س3                   

 

               1–2س3          3س+ 4الحل:         
                            2 

    11=3(+2×4نـــــــهاق)س(  =)
        +2←س

          11=1–2(2)3نـــــــهاق)س(  =
         –2←س
 11=  1-4+3=  1 -( 2)2+  3(2( = )2ق)

 2:. الاقتران ق)س( متصل عند س =  

 الاتصال عند نقطه 
 ≠نحد النهاٌه عند اشارة  .1
 نجد الصورة عند اشارة ٌساوي ثم نقارنهم ببعض .2
 ( اذا كان 13)

 4≠س             16–2سق)س(=     
 4–س                
 4س=        4س+3–2س              

  4فابحث فً اتصال الاقتران عند س = 
 16–2سنــــــــها ق)س(= نــــــــها     
 4–س    4←س            4←س    

 3=  4+4= ( 4()س+4–)سنــــــــها
         4–س      4←س

 4(+4×3)–2(4(=)4ق) 
        =16–12+4 =3  

 4الاقتران متصل عند س = :.   
 نجهز اولا الاقتران  ل )س( ثم نجد المطلوب

 

 ( اذا كان 13)
 4≠س             16–2سق)س(=     

 4–س                
 4س=        4س+3–2س                

  4فابحث فً اتصال الاقتران عند س = 
 

 الحل: 
 16–2سنــــــــها ق)س(=نــــــــها     
 4–س    4←س           4←س    

 3=  4+4= ( 4()س+4–)سنــــــــها
         4–س      4←س

 4(+4×3)–2(4(=)4ق) 
        =16–12+4 =3  

 4:. الاقتران متصل عند س =   
   

 
 
 

 2≥س    4+2س3( اذا كان ق)س(=    14)
 2س<        6س+5                                 

 س 2س(=ه)               
  2ق)س( عند س= - فابحث فً اتصال ل)س(=هـ)س(

 الحل:
    2≥ (     س4+2س3) -س 2ل)س(=  
 2(      س< 6س+5) -س 2            

 (4+2س3) -س 2(     6س+5) -س 2        
                       2 
 ( 4+  2(2)3)  -( 2)2نـــــــها ل)س(  = 

 12-=  16 – 4=             +2←س
 12 -( =  6+  2*5)  -(  2)2نـــــــها ل)س(= 

        –2←س
 12 -( =  2ل)
 2:. ل)س( متصل عند س =  
 

 3 – 2سهـ )س( =    3( اذا كان ق)س( = س + 15)
  3 -س                                                                

 3هـ )س( عند س =  ×فابحث فً اتصال ق)س( 
 الحل:

 هـ )س(× ل)س( = ق)س( 
 3 – 2س( ×  3= ) س +         

  3 -س                               
 صفر  =      (3-3( )  3+ 3) نــهــا ل)س( = 

 صفر               3 – 3                  3←س
  

 ( 3( ) س +  3 –( ) س  3= نــهــا   )س + 
 3 –س                         3←س    

 (    =3+3  ( )3+3  =  )36 
 

 36( =  3+3( )  3+3( = )3ل)
 3هـ )س( متصل عند س = × ل)س( = ق)س( 

 

( اعتمادا على المنحنى ادناه الذي ٌمثل الاقتران ق)س( , 16)
 اجب عما ٌلً :

أ( ابحث فً اتصال 
 3الاقتران عند س=

 (3ب( جد ق)
 

ج(اذا كان كل من الاقترانٌٌن 
 5ق,هـ متصلان عند س=

 ,  4( = 5وكان هـ)
=  س3ق)س( + نـــهـــا  

1 
 هـ)س( 2   5←س

 ( ؟ 5فجد ق) 
 نجهز اولا الاقتران  ل )س( ثم نجد المطلوب 

 

 كوكتٌل 

 كوكتٌل 

 كوكتٌل 

 توحٌد مقامات

 س2 – 1
1 –س   

مقاماتتوحٌد   

 المقام موحد جاهز 
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 اسئله المجاهٌل
 2≥س        2+ س أس6( اذا كان ق)س(=   13)

 2+ أ ( س     س< 12)                                
 و كانت نــــــــها ق)س( موجودة , فجد قٌمة الثابت أ؟

 2←س         
               2أ س + س6+ أ ( س   12الحل:                          ) 

 2بما ان نــــــــها ق)س( موجودة      
 2←س         

 :.نــــــــهاق)س(= نــــــــهاق)س(
                            –2←س           +2←س  
 2(2+ ) 2×أ  6=   2× + أ (  12)   

 4أ +  12أ   =  2+  24        
 أ 2 -أ  12=  4 – 24        
 ( ,1أ  ) بالقسمه على  ,1=  ,2         

 = أ 2          

 
 3س− أ              س>    ( إذا كان ق)س( =13

 3س      س<4−2ب س                                
 

 6فجد قٌمة الثابت أ،ب إذا كانت نــــــهـاق)س(=
         3←س                                     

 س      س− أ              4−2الحل:              ب س
                                  3 

       6نــــــــهاق)س(  =                  6نــــــــهاق)س( = 
                            –3←س                           +3←س  

ب    3        6أ  =    - 3            6( = 3)4  -  2 (3ب )
   3-6أ = -                           6=    12  -
   3 -أ =                             12+6ب = 3 

 2ب =        
 
 
 

 
 3س=         4س+5( اذا كان ق)س(=     13)

 3≠س      س 4–2ب س                               
 , فجد قٌمة الثابت ب ؟ 15وكانت نــــــــها ق)س( =

 3←س         
 15(  = 3)4 - 2(3الحل:   ب ) 

 15=  12 –ب 3
 12+  15ب =  3
 3ب =              23ب =  3
 
 
 
 

 
 

 3س     س>6–2س4( اذا كان ق)س(=      ,2)
 3≤س+أ            س3                                  

 وكان ق)س( متصلا فجد قٌمة الثابت أ؟
 الحل

 س6–2س4س + أ              3                            
                                                3 

 ق)س( متصل ولم ٌحدد النقطه:. نبحث عند نقطة التشعب

 :.نــــــــهاق)س(= نــــــــهاق)س( 
                            –3←س           +3←س  
 (3×6)–2(3) 4(+أ = 3×3)  

 13 – 36+أ  =3      
 3أ = ←  3 – 13أ =            

 
 2+ب          ،  س>2أس     ( اذا كان ق)س(=21) 

 2،  س<      2أس + س3                                  
 2س       ،  س=4+ 3س                                   

 ب ‘ فما  قٌمة الثوابت أ  2و كان ق)س( متصلا عند س = 

  
 +ب       2أس            2أس + س 3            الحل:      

                                         2 
 ( 2نــــــــهاق)س(= نــــــــهاق)س(  = ق )  

 –2←س           +2←س  
 (2) 4+  3(2+ ب = ) 2(2= أ )  2(2( + )2أ ) 3
 3+    3أ  +  ب   =   4=       4أ + 6
 16أ + ب =  4          16=     4أ +  6
 16( + ب =  2)4                   12أ =  6

 3=  3 – 16ب =                          2أ = 
 
 

 3أس + ب         ،  س>    إذا كان  ق)س(= ( 22
 3،  س=                11                                 

 3،  س<  1-ب 2+  2س أ                               
 فما  قٌمة الثوابت أ ,ب 3كان ق)س( متصلا عند س = و
  

  
 2،  س=ب                      إذا كان  ق)س(=   ( 23

 2،  س<      2سب  –أ س                                 
 

  , نــهــا ق)س( موجودة  3وكانت نــــــــها ق)س( =

 2←س                 3←س          
 فما قٌمه كل من الثابتٌن أ , ب

 
 

 ,  س > ل     5 – 2س2(  اذا كان ق)س( =     24
 ,  س< ل                   23                                    

 ؟ و كانت نــهـــا ق)س( موجوده , فجد قٌمه الثابت ل
 ل←س          

 
 

 الـــتــــفـــــــاضــل
 متوسط التغٌر :  -1

 1س – 2س = س  ∆التغٌر فً قٌم س = 

 1ص – 2ص = ص  ∆=  التغٌر فً قٌم ص

 ق)س(∆ التغٌر فً الاقتران =  
 (1ق) س  –( 2=   ق)س                            

 ق )س(∆=  ص∆=            
 (1ق) س –( 2ق)س =   1ص – 2صمتوسط التغٌر =                  

 1س – 2س           1س – 2س                         

 متوسط التغٌرو معدل التغٌر و مٌل القاطع هم نفس الشئ
 

 فجد ما ٌلً : 3س + 2إذا كان  ق )س( =     (25)   

وتغٌرت  2مقدار التغٌر فً السٌنات إذا كانت س=   أ(    
  4لتصبح 

 ب( مقدار التغٌر فً الاقتران
  1س – 2س = س∆أ( 

          =4 – 2  =2  
 (1ق)س –(2ق)س( = ق)س∆ ب( 

 (2ق) –(4= ق)                 
                  ( =2(4 + )3   )-   (2(2 + )3 ) 
                  =11 – 3  =4 

 

سم، ما مقدار 3سم إلى 5( ٌتغٌر طول ضلع المكعب من 26)
 التغٌر فً حجم المكعب

 3المكعب = ح = سالحل:حجم 
 1ح – 2ح = ح ∆

      ( =3)3 –  (5 )3          =23 – 123  =- 33 

سم 4( ٌتغٌر طول ضلع المربع بعد تعرضه للحراره من 23)
 سم، ما مقدار التغٌر فً مساحه المربع؟1إلى 

 2الحل: مساحه المرابع = م = س
 1م – 2م = م ∆      

           ( =4)2 –  (1 )2 
            =16 – 1  =15 

فجد متوسط التغٌر   6  – 2( إذا كان  ق ) س ( = س23) 
 ؟ 5=  2، س 2=  1فً ق)س( إذا كانت س

 ( 1ق)س –( 2الحل:متوسط التغٌر= ق)س
                                       1س – 2س                         
    ( 2 ق ) –(  5ق ) =                         

                                     5 – 2 
  =([5)2–6([‒]2)2–6]    =3+12      =3 

                   3                    3              
 
 
 
 
 
 

 
 ،  3=1و كانت س 3س+2إذا كانت ق)س(=   (  23)
 فجد متوسط التغٌر؟ 3س= ∆

 ( 1ق)س –( 2متوسط التغٌر= ق)س
    1س – 2س                      

 1س – 2س = س∆         (3ق) –( 11ق)=                  

                                 3– 2= س 3                    3                            
 11= 2س          3(+3×2)    – 3(+11×2) =    

                    3 
= 5 – 3 = 1 

     3        4 

فجد معدل التغٌر  12(  =3ق )   3(= 5( إذا كان  ق ),3)
  3إلى  5للاقتران عندما تتغٌر س من  

 (1ق)س –(2معدل التغٌر =  ق)س  
 1س – 2س                        

  2= 3 –12= (5ق ) –( 3ق ) =            
                      3 – 5             2 

 (إذا كان متوسط التغٌر لـ ق)س( عندما تتغٌر س من 31) 
س فجد متوسط 5س(= ق)س(+ه)وكان  6=3الى  1س= 

 ؟3الى  1س( عندما تتغٌر س من ه)التغٌر 
  (1ق)س –( 2ق)سق)س( =  ل متوسط التغٌر 

  1س – 2س                                   
  (1ق) –( 3ق)=  6                       

                                    3 - 1 
 12( = 1ق) –( 3ق)        ( 1ق) –( 3ق)=  6

               2 
 س( ل ه)متوسط التغٌر 

  (1ه) –( 3ه) = (1سه) –( 2سه)= 
  1 – 3          1س – 2س        

 ([1×5(+)1ق)]    –   ([3×5(+)3] ق) =
                          2 

 5 -( 1ق)– 15( + 3ق)  =
                2 

 11= ,1+ 12=  ,1(+1ق)–( 3ق)  =
                2             2                      

    
   3≥  س  ≥ 1س      3إذا كان ق )س (=       (32)   

   5≥ >  س  3س    –5                                         
 

 ؟  5إلى  3فجد معدل التغٌر للاقتران ق عندما نغٌر س من 
 (  1ق ) س –(  2التغٌر  = ق ) س معدلالحل:

  1س –  2س                             
 (   3ق )  –(  5ق ) =    

                5 – 3   
  = (5–5  )– (3 ×3 ) =,–3  =– 3  

              2                   2        2  
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جد مٌل القاطع  2− س3إذا كان ص = ق) س(  =  (33)
 ( 1–، 2() − 3، ,المار بالنقطتٌن )

  1ص – 2صالحل:   مٌل القاطع = 
 1س – 2س                            

                       =-1 - 3 =  -4  =2 
                          -2 - ,     -2 

فجد مٌل القاطع المار   2+س2(إذا كان ص = ق)س( =34) 
 (( 4،ق) 4(( )2،ق)2بالنقطتٌن )

 1ص – 2مٌل القاطع =   ص

 1س – 2س                      
  (2ق) –( 4ق)=   

           4– 2              
 =(2( +4)2)– (2( +2)2=)13 – 6 =6 

                    2                   2 

 
  1=   3 = 3-6=   1ص – 2صمٌل القاطع  = 

   3     1-4         1س – 2س                   

 

  السرعه المتوسطه = متوسط السرعه 

 ( 1ف ) ن –(  2ف) ن=  ع

   1ن  -  2ن               
ف حٌث  3+2(ٌتحرك جسم حسب العلاقة ف)ن(=ن33)

المسافة بالأمتار ن الزمن بالثانٌة ، احسب السرعة المتوسطة 
 [2، 5فً الفترة ]

 (1 ف)ن –(2 ف)ن_ع = 
 1 ن – 2 ن              

 (5( − ف)2ف)= 
         2  −5 

 =((2)2  +3(( − )5)2  +3) =  −21    =3   
                 −3                       −3 

 
 

 اسئله المجاهٌل -2

 عندما تتغٌر س   6( إذا كان مقدار التغٌر فً س = 33)
 تساوي؟  2فان قٌمة س 2الى س  1=1من س         

 1− س 2س = س ∆
 3=   1+  6= 2س                 1 – 2= س 6    

 

عندما  13(إذا علمت ان مقدار التغٌر فً الاقتران ق)س(=33)
 ي؟( تساو4فان ) 2(=2و كان ق) 4الى  2تتغٌر س من 

 ( 1ق) س –(  2ق)س( = ق ) س ∆
 (  2ق) –( 4= ق) 13        
=  2+  13(  = 4ق)              2 -(  4= ق) 13       

15 
 

    ]Э ]1  ،3، س   3+  2( إذا كان  ق ) س ( =ب س,4)             
 , فجد قٌمه ب ؟    16وكان التغٌر فً الاقتران =                     

 ( 1ق) س –(  2ق)س( = ق ) س ∆الحل:  
 ( 1ق )  –(  3= ق )  16         
 [ 3+  2( 1] ب )  -[   3+  2(3= ] ب ) 16         

 2ب =                 ب   – 3ب + 3=  16          
و تغٌر س من  2–( إذا كان متوسط التغٌر للاقتران ق= 41)
 (؟1، اوجد ق),1(=5و كان ق) 5الى  1

  (1ق)س –( 2ق)سمتوسط التغٌر=  
                                       1س – 2س                        

    ( 1ق )  –(  5ق ) =  2 –         
                         5 – 1 

 ( 1ق) – ,1 = 2-          
                         4 

 13=  3+,1( = 1ق)( ← 1ق) –,1=  4×2–
 

 4≥س≥ 1,      2س2    ( اذا كان ق)س( = 42)
 3> س>4ب س   ,                                      

الى  3و كان معدل التغٌر فً الاقتران ق عندما تتغٌر س من 
 فجد قٌمه الثابت ب؟ 6هو  5

 (1ق)س –( 2ق)سالحل: معدل التغٌر = 
 1س – 2س                              

 ( 3ق)  –(  5ق) =   6               
                             5 - 3 

     ( 2 3×  2)  –(  5× ) ب =  6               
                              2 

 = ب 6ب       5=  ,3           13 –ب 5=  12   

اذا كان مٌل القاطع لمنحنى الاقتران ق)س( فً الشكل  (43)

 (3( فجد قٌمه ق) 2-ادناه ٌساوي ) 

 

 
 وكان متوسط  ل       ( اذا كانت ق)س(=44)

 3س +                              
 2-ٌساوي  3فر الى التغٌر لـ ق)س( عندما تتغٌر س من ص

 فجد قٌمه )ل( 
 ٌرمز لها بالرمز      طرق اٌجاد المشتقه الاولى -3

 د ق)س(  ،  د ص  قَ)س(   ، صَ  ،  
 د س       د س                         

 التعرٌف العام (1
 اذا كتب السؤال كلمه بالتعرٌف العام او القانون العام 

 ق)س(  –ه( ق)س+قَ)س( = نــــــــها 
 ه              ,ه←             

 مفكوك الاقواس 
 هس2+2+ه 2= س 2ه()س+ 
 2هس3ه+2س3+3+ه3= س 3ه()س+ 

 اوجد قَ)س( باستخدام تعرٌف ؟ 3 – 2( ق)س(=س45
 ق)س(ه(− ق)س+الحل:  قَ)س( = نــــــــها 

 ه           ,ه←               
 (3− 2−)س3− 2ه()س+= نــــــــها 

 ه                  ,ه←    
 3+2−س3ه −س2+2+ه2س= نــــــــها 

 ه                  ,ه←    
 (هس+2ه)= نــــــــها  2ه+هس2= نــــــــها 

 ه        ,ه           ه←        ,ه←    
 س 2=  ,س + 2ه= س+2= نــــــــها 

     ,ه←    

 فجد صَ باستخدام قانون المشتقة  6+  3( ق)س( = س46)
 ق)س(ه(− ق)س+= نــــــــها 

 ه           ,ه←         
 (6+3س2−)6+3ه()س+= نــــــــها 

 ه                  ,ه←    
 6−3س2−6+ 2هس3ه+2س3+ 3+ه3س  = نـــــــها     

 ه                          ,ه←       
 3+ ه2هس3ه+2س3= نـــــــها       

 ه           ,ه←
    2س3=  (2ه+ هس3+2س3ه )= نـــــــها 

 ه           ,ه←
اوجد قَ)س( باستخدام  2 –س 3كان ق)س(=( اذا 43)

 تعرٌف المشتقة ؟
 ق)س(  –ه( ق)س+قَ)س( = نــــــــها 

 ه              ,ه←             
  ( 2 –س3) – 2–ه( )س+3= نــــــــها 

 ه                 ,ه←    
 2س+ 3 – 2 –ه 3س+3= نــــــــها 

 ه                 ,ه←    
 3=  3= نــــــــها ه  3= نــــــــها        

 ,ه      ه←    ,ه←           

 اوجد قَ)س( باستخدام تعرٌف ؟ 4 – 3س3( ق)س(=43
 ق)س(ه(− ق)س+قَ)س(  = نــــــــها  

 ه           ,ه←                 
 (4-3س3−)4-3ه()س+3= نــــــــها  

 ه                  ,ه←    
 4+3س3−4-( 2هس3ه+2س3+3+ه3)س3  = نـــــــها      

 ه                          ,ه←       
 4+3س3−4- 2هس3ه+2س3+33ه3س+3  = نـــــــها      

 ه                          ,ه←       
  2هس3+3ه3ه+ 2س3= نـــــــها        

 ه           ,ه←
 2س3=      ه(س3+2ه3+ 2س3ه)= نـــــــها 

 ه           ,ه←
 ( جد المشتقة الأولى للاقتران ق حٌث أن43)
 باستخدام تعرٌف المشتقة ؟  .    4   ق)س( =  

 س 1−3              
 ق)س(ه(−ق)س+قَ)س( = نــــــــها 

 ه           ,ه←               
 .     4       +.      4          = نــــــــها 

 س 3−1ه(      )س+3−1    ,ه←    
 ه                                

  ه(()س+3−1)4س( − 3−1)4= نـــــــها
 س( )هــ(      3−1ه(())س+ 3−1)        ,ه←  

 ه 12س+12+4س−12−4= نـــــــها
 س( )هـ( 3−1ه(())س+3−1)  ,ه←    

 .ه            12               = نـــــــها 
 ه (   س() 3−1ه(())س+3−1)   ,ه←   
 =             12               . =      12    . 
 2س(3−1)    س(   3−1((),)ه +1−3)   

 س3+4(جد المشتقة الأولى للاقتران ق)س( ق)س(=  ,5)
 ق)س(ه(−ق)س+قَ)س( = نــــــــها 

 ه           ,ه←               
 س3+4ه( −     )س+3+4 = نــــــــها 

 ه                 ,ه←    
 س3+4ه( −     )س+3+4 = نــــــــها 

 ه                 ,ه←    

                    س3+4هـ   +   3س+4+3   ×            

 س                     3+4ه  +   3س+4+3                     
 س(     3+4ه − )3س+3+4    = نــــــــهـا       

 س (3+4   +ه  3س+3+4ه )     ,ه ← 
 

 س       3− 4ه −3س+3+4    = نــــــــهـا        
 س (3+4  +ه  3س+3+4ه)     ,ه ←           

           =             3                      . 
 س      3+4س     +    4+3             

               =      3           
 س     4+3   2                     
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 باستخدام تعرٌف  3( جد المشتقة الأولى ق)س( = 51)
 ق)س(ه(−ق)س+قَ)س( = نــــــــها 

 ه           ,ه←               
 = صفر     3−  3= نــــــــها 

 ه      ,ه←    

 ( باستخدام تعرٌف المشتقة لإٌجاد المشتقة الأولى52)
 ؟.2عند س=  5س−3+2ق)س( = س 

 ق)س(ه(−ق)س+الحل : قَ)س( = نــــــــها 
 ه           ,ه←               

 (5-س3+ 2−)س5 -)س+هـ( 3+ 2ه()س+= نــــــــها   
 ه                  ,ه←    

 5س+3 -2س - 5-هـ 3س+3ه +س2+2+ه2س= نــــــــها 
 ه                  ,ه←    

 هـ 3+2ه+هس2= نــــــــها  
 ه             ,ه←    

 ( 3+ +هس 2هـ )= نــــــــها 
 ه            ,ه←    
  3+,س + 2=     
 3س + 2=      

 
 3=  3( +  2)  2(  = 2قَ) 
 

 ( اذا كان ص=ق)س( و كان مقدار التغٌر فً   53) 
الاقتران ق)س( عندما تتغٌر س من س الى )س+هـ(  هو         

 هـ  فجد قَ)س(؟3+  2هـ3س هـ + 5
 ص ∆الحل: قَ)س(= نـــــــــها   

 هـ       ,←هــ                    
   هـ3+  2هـ3س هـ + 5=  نـــهـــــا               

 هـ            ,←هــ                
 ( 3+   هـ3س + 5هـ ) ــهـــــا  = نـ           

 هـ           ,←هــ              
 3س  + 5=                

 ( ٌستعمل هذا القانون اذا اعطانا التغٌر فً الاقتران∆ 
 ص(و طلب المشتقه∆ق)س(( )

 ( اذا كان ص=ق)س( و كان معدل تغٌرالاقتران        54)
 س هــ , فجد قَ )س( ؟5 – 2ق)س( هو س     

 ص ∆الحل: قَ)س(= نـــــــــها   
 س    ∆     ,←هــ                    

 س هــ (5 – 2= نـــــــــها   )س          
 ,←هــ             

 2( = س ,س ) 5 – 2= س         

  ٌستعمل هذا القانون اذا اعطانا متوسط )معدل( التغٌرو
 طلب المشتقه

 
 

 
 

 قواعد الاشتقاق ) الطرق السرٌعة ( (2
 تسعمل دوما ما لم ٌذكر  كلمه التعرٌف او القانون

 جد المشتقة الأولى فً كل من الحالات التالٌة :   (55)
 (3س–س5+س()2س2( ق)س(=)1) 
 س  5+ 2س ( ق)س(=2)

 3+  3س                  
 .        3        ( ق)س(=3) 

 2س4+2                  
    
 
 +س(                                        2س2()2س3–5(+)3س–س5()1س+4)( قَ)س(= 1)

 
 
 
 
  س( 5+2)س2س3–(3+3()س5س+2)(قَ)س(=2)

    2(3+3)س                            
        

 .س(    4)3 –    ( قَ)س(=3)
 2(2س4+2)                   

 

 

 
 س5+  2( ص =    س4)
 

        س    3( ص = 5)
 

 س3+  3س   3( ق)س( = 6)

 الحل :
 5س + 2( قَ)س( = 4)

 س5+  2س  2                
 
 1/ 3( ص = )س(5)

 2-/3) س (  3/1صَ =           

               1    

 2س   3  3              

 
                                        1 

                                  3س(3+  3( ق)س( = )س6
                                    −2 

 (3+2س3)3س(3+3)س1=  د صقَ)س( = 
 3د س                  

 (3+2س3)     1=                     
 2س(3+3)س  3   3                       

 

  2س4س + جتا 3جا 2( ق) س ( = 3
 

 س3ظا 5+  2( ق)س( = س3)
 

 س3س ظا2( ص = 3)
  

 س 4س جا3( ص= ,1)
 

 (    2س –س 5ظـا ) 2س3( ص =  11) 
 الحل: 
 س(3( )2س4جا  -( + )3س ( )3)جتا  2( قَ)س( = 3)  

 ( 3س ( ) 3 2)قا 5س + 2( صَ = 3)  
 س(2( )  3س( ) 32س(+) قا3( )ظاس2( صَ=) 3)  
 س(3( )  4س( ) 4س( +) جتا4( )جا3( صَ=) ,1)   
 6(5+2( ص = )س15)
 

 .     5       ( ص =16)
 6(4–س2)                

 

 3س(5( ص = )جتا13)
 

5( ق)س(= ظا13)
3

 س
 

 س2×5(5+2)س6= د ص  ( 15) 
 د س          

 2×5(4–س2)6×5– = د ص( 16)
 2(6(4 –س 2د س       )  )         

 (          5س ( ) 5جا -)   2س(5)جتا3( صَ = 13)
 ( 5س ( ) 52) قا 2س(5) ظا3قَ)س(= ( 13)

 
 (  5-س 3( ص = قــا ),2)
 س ( 4+2) 2قــا 3( ص =21)
 س(3جتا – 5س )  3( ص = جـا21)
 س  5ظــا  3س (3جـا  2( ق)س( = )س22)

 الحل:
 فتصبح         1      ( نستعمل متطابقه   قــا س =    ,2)

 جــتـــا س                                                  
 

                1                 ق)س( =       
 ( 5-س 3جــتــا )                        

 ( 3( )  5 –س 3جــا )  -×  1 -قَ)س(= 
 2(   5 –س 3جــتـــا )                     

 3( ص =           21)
 س ( 4+2) 2جــتــــا                        

 ( 4س( )4+2جــا )-س(( )4+2)جــتــا ) 2×  3 - صَ = 
 2س (  4+2) 2جــتـــا                    

 فجد:  5-( = 4، هـَ) 3(= 4( =  , قَ)4(=  ، هـ)4( ق)56)
 (4أ( )ق.هـ(َ )

 الحل:  )قاعده الضرب (
 (4ق)( × 4(  + هـَ)4هـ)( × 4قَ)
( =3  ×2  ( + )-5  ×5)  =14  +- 25  =-11 

 

 (2س ق)س( فجد لَ)2ب( اذا كان ل)س( = 
 س(  2( ق)س( + قَ)س(  )2لَ)س(=)

 ( 4×2(( × ) 4(+)قَ)4ق)2(= 4لَ)
(=2×5 (+)3  ×3  = )1,  +56  =66 

 فان 3س+2–5س4(  اذا علمت ان ق)س(=53) 
 تساوي؟ (1ق)+ه(−1ق)نــــــــها 

 ه           ,ه←
 لسرٌعهو نشتقه بالطرق ا(  1الحل: المطلوب هو قَ) 

 2 – 4س,2:. قَ)س(= 
  2 –,2= 2–4(1),2(= 1قَ)
 =13 

 

 ص2دس فجد  3+3س 2(  إذا كان ص =53)
 2دس                                               

 3+  2س 6=  دص
 د س

 س 12=  ص2د
 2دس

 4س − 6+  3س+  4س(إذا كان ق)س( = 53)
                             12      3   

 قٌمة س التً تجعل قً)س( = صفر ؟فجد 
 

 6+  2+ س 3س4 الحل قَ)س( =       
                        12 

 س = صفر 2+  2قً)س( =  س
 ,( = 2= س ) س +           

 2-س = او  ,س =  
 

 جد  5س+ 2ع=     ،    ع 4+3(إذا كان ص = ع61)
 ؟  د ص     

 د س     
  2=  د ع ،    4+  2ع3=  ص د

 د ع                         د س 
 د ع  × د ص = د ص

 د س      د ع      د س 
 2( ×  4+  2ع3= )        
 2×    4+ 2(5س+2)3=           

 1+2س3، ع =   2ع+ ع 2( إذا كان ص = 62)
 ؟  1عند س =  د ص جد

 د س      
 س  6=  د ع ع    ،2+ 2=  د ص

 د ع                     د س 
 د ع  × د ص = د ص

 د س      د ع      د س 
 6(×  1+  2س3)  2+  2س =  6× ع ( 2+  2= )        

 س
 ,6  =  د ص 

 د س        

)مشتقه الثانً( )الاول( +مشتقه الضرب = )مشتقه الاول( )الثانً(   

 مشتقه القسمه = )مشتقه الاول( )الثانً( - )مشتقه الثانً( )الاول(

2)الثانً(  

 - الثابت )مشتقه الثاني(
2)الثاني(  

 اقتران مركب

 )نشتق القوة ( ) حشوة(

رموز : قاعده السلسله  3  
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 س فجد 3جــتــا  2( اذا كان ق)س( = 63)
 ق )س( ؟ ؟؟ 2 –قَ َ)س( 

 اسئله المجاهٌل
( 1و كان قَ) 5 - 3ب س – 2أ س2( اذا كان ق)س( = 64)

 , فجد قٌم الثابتٌن أ , ب   12( = ,, قَ َ) 6= 
 2س3ب  –أ  س 4الحل: قَ )س( = 

 2(1ب )3 –( 1أ)4( = 1قَ)   
 (1)------------ 6ب = 3 –أ 4           

 ب س6 –أ 4قَ َ)س( = 
 (,ب )6 –أ 4( =  ,قَ َ)

 ( 4)بالقسمه على  12أ = 4              
 3أ =        

 ( لاٌجاد) ب(1ض قٌمه أ فً المعادله )نعو
 6ب = 3 –أ 4
 6ب = 3 –( 3)4

 2ب =                  6-ب =  3-        6ب = 3 – 12
 

, فجد قٌمه )قٌم(  2س12 – 3س 2( اذا كان ق)س( = ب65)
 24(= 2الثابت )ب( التً تجعل قَ َ)

 س 24 – 2س3 2الحل: قَ )س( = ب
 

           24 -س 6 2قَ َ)س( = ب        

  24 -( 2)6 2( = ب2قَ َ)        
 24=  24 - 2ب 12                  

  2-,  2ب =              4=  2ب        43=  2ب 12
, فجد قٌمه الثابت )أ(  4( 1-( اذا كان ق)س( = )أ س 66)

 43(= ,التً تجعل قَ َ)
 ) أ ( 3( 1-) أ س  4الحل: قَ)س( = 

 ) أ ( ) أ (  2( 1-) أ س  12=   قَ َ)س(        
 ) أ ( ) أ ( 2( 1- ,× ) أ  12=   (,قَ َ)        

 ) أ ( ) أ ( 2(  1-)  12=    43              
 (  12) نقسم الطرفٌن على   2أ 12=  43         

  2-,     2أ = +       2= أ 4          
 ,    3+  2ب س – 3( اذا كان ق)س( = أ س63)

 ,فجد قٌم التوابت أ , ب ؟ 13( = 1, قً ) 3( = 1وكان قَ)   
 

 
 وكان  ب                ( اذا كانت ق)س( =  63)

 (                      1س +3)                                    
 فجد ب ؟؟؟ 15 –( = 1قَ)   

                16 

 معادله المماس = قاعده المماس
 ( 1س –) س = م  1ص –ص 

 = تعطى من السؤال  1س
 فً الاقتران الاصلً ) ق)س( ( 1= نعوض قٌمه س 1ص

 م = مٌل المماس =  نشتق ثم نعوض بقٌمه س

 

 ( جد مٌل المماس لمنحنى الاقتران 63) 
 1س عند س=5+2س4ص= 

 

 5س+3المٌل= قَ)س(= 
 13=5(+1)3(= 1قَ)         

 

 ( جد معادلة المماس لمنحنى الاقتران ,3)
 (2،1–عند النقطة)  5س+3ق)س(= 

 الحل:
 (1س–=م)س1ص–ص   
 2-=  1س
 1=  1ص

 3م = قَ)س( = 
 3( = 2–قَ)     

 (2)س+3=1–معادلة المماس  :.  ص
 

 ( جد معادلة المماس لمنحنى الاقتران31) 
 1عندما س= 3س − 2+  2س3ق)س( = 

 (1س–=م )س1ص–ص
 1=  1س
 2=  3−  2+  3( = 1= ق) 1ص

 2س + 6م = قَ)س( = 
   ( =6×1 + )2  =3 

 (1)س − 3=  2معادلة المماس  :  ص − 
 

 

 

 
 
 
 

                                 
 

 
 
 

فجد  5+  3ن  - 2( ٌتحرك جسم حسب العلاقة  ف)ن( = ن32)
 ما ٌلً 

ثوانً )السرعة اللحظٌة عند ن  3سرعة الجسم بعد مرور  (1)
 ثانٌة( 3= 

)التسارع اللحظً عند ن =   3تسارع الجسم عندما ن =  (2)
 ثانٌة( 3

 5+  3ن  - 2ف)ن( = ن
 2ن 3 –ن 2ع)ن( = 

 ن 6 – 2ت)ن( = 
  21 –= 23 –6=             2(3)3 –( 3×2( = )3( ع)1
 16 –= 13–2(=3×6)–2( =3( ت)2
 
 
 

فما تسارع  3ن + 12 – 3ن4( اذا كانت ف)ن( = 33)
 م/ث36الجسم عندما تكون سرعته 

 3ن + 12 – 3ن4ف)ن( = 
 12 – 2ن 12ع = 

  
  

 36=  12 – 2ن12         
 2,, :.   ن =  4=  43 = 2ن←  43=  2ن12  

                               12 
  43=  2×  24( = 2ت ) 
 

 ( ٌتحرك جسم حسب العلاقة 34)
، حٌث ف المسافة بالامتار ، ن  3+  2ن3 – 3ف)ن( = ن

 الزمن بالثوانً ، جد السرعة عندما تنعدم التسارع ؟
 3+  2ن3 – 3ف)ن( = ن

  ,= 6 –ن 6ت)ن( =  
 1ن = ←  6 = ن6
 6     6 

 ( 1)6 –2(1)3( = 1:. ع)
            =3– 6 =– 3   

 

 ( ٌتحرك جسم حسب العلاقة 35)
 ، حٌث ف 4 –ن 12 – 2ن3 – 3ف)ن( = ن

                     2 
 المسافة بالأمتار ، ن الزمن بالثوانً ، جدمتى تنعدم السرعة 

   4 –ن 12 – 2ن3 – 3ف)ن( = ن     
                          2 

 ,= 12 –ن 3 – 2ن3ع)ن( = 
 3 –ن 6ت = 

 

 ,=  4 –ن 3 – 2ع =  ن
 ,( = 1()ن+4–)ن     
 مرفوضة←1–  ،  4ن =       

 ثوانً تنعدم السرع 4:. عندما ن = 

 التزاٌد و التناقص
 اختبار المشتقه الاولى      اختبار المشتقه الثانٌه

 النـــــتـــــــــــائــــــــــــــج                    
 قٌم س الحرجه-1قٌم س الحرجه                  -1
 القصوى للاقترانالقٌم -2القٌم القصوى للاقتران     -2
 فترات التزاٌد و التناقص-3

 طرٌقــــــه الــــــــحـــــل
 نشتق الاقتران = صفر و نحل المعادله لاٌجاد قٌم س الحرجه  -1

 )اصفار المشتقه الاولى(
 نشتق مشتقه ثانٌه و -2نفحص على خط الاعداد    -2

 + = متزاٌد                         ونعوض قٌم س الحرجه
 متناقص                        بها لفحص الاشارة = -

 = عظمى                       + = صغرى قمة
 = عظمى -= صغرى                     قاع 

 

 (1جد ما ٌلً:12س+3–2س3–3( اذا كان ق)س(= س36)
 ( القٌم الحرجه2فترات التزاٌد و التناقص  

 ( القٌم القصوى للاقتران3        
 الحل :

 (3)نقسم على  ,=  3 –س 6 – 2س3قَ )س( =  
 ,=  3 –س 2 – 2س

 3،  1 –س =            ,( =  3 –( )س 1)س +  
 
                    + + + +- - - - - -   +  + + 

 1 –             3            قَ)س(      
 ∞ (   ،+  3[، ] 1–،∞–( الاقتران متزاٌد)1
 [ .                       1–,   3تناقص ]    
 3،  1 –( قٌم س الحرجة = 2 

وقٌمتها   1 –( للاقتران قٌمة عظمى محلٌه  عند س= 3
 13=  12( + 1-)3- 2(1-)3+  3(1-(    = )1–ق)
( 3وقٌمتها ق) 3للاقتران قٌمة صغرى محلٌه عند س =     
( =3)3  +3(3)2 -3(3 + )12 =33 

 

فجد فترات التزاٌد و  3(6–كان ق)س(=)س( اذا 33)
 التناقص للاقتران 

 الحل:
 ,=  2(6–)س3قَ)س(= 

 ,=  6 –س                
 6س =                      

            + + + + +  + + + + + 
                           6 

الاقتران متزاٌد على ح ولا ٌوجد قٌم قصوى للاقتران قٌم س 
  6عند س =  الحرجة

 

 
باستخدم اختبار س 35 – 3( اذا كان ق)س( = س33) 

 لاٌجاد القٌم االقصوى للاقتران المشتقة الثانٌة 
 الحل:

 ,=  35 – 2س3قَ)س( = 
  35=  2س3             

 5± س = ← 25=   2س
 س 6قً)س( = 

 , موجب   :. قٌمة صغرى محلٌه  ,3=  5×6( = 5قً)
 سالب :. قٌمة عظمى محلٌه ,3–=  5–×6( = 5–قً) 

 
 ,        ,(=1، قَ)4(= −1( إذا كان ق)33)

  3(= −3, قً) ,(=3قَ)    3(=3ق)     6(=1قً)
 ( قٌم س الحرجه 1فجد

 (  القٌمة العظمى والصغرى للاقتران2
 ,(=3،   قَ)    ,(=1قَ) (1

 1،3:. القٌم الحرجة عند س = 
 4(= −1موجب :. صغرى وقٌمتها ق) 6( = 1( قً)2
 3(= 3سالب  :. عظمى وقٌمتها = ق) 3 –(= 3قً)   

 

 ف = المسافه
 ع = السرعه
 ت = التسارع

 ع = صفر ----تنعدم السرعه 
 ت = صفر ----ٌنعدم التسارع 
 ف = صفر  -----ٌتوقف الجسم 

 اولا نكتب قانون ف ع ت 
مربع و الثانً نحل معادلته لاٌجاد المطلوب نضعه فً 

 عوض فٌه نن )الزمن( و نرجع للمربع 

ن 24ت =   

 – 2ن3ع)ن( = 

ن6  
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 ( الرسم ٌمثل منحنى ق)س( اعتمد على الرسم فً اٌجاد: ,3)
 (فترات التزاٌد والتناقص للاقتران ق)س(1
 ( قٌم س الحرجة  2
 (القٌم القصوى المحلٌه )ان وجدت(   3 
 (2( ، قَ)1–( قَ)4 

 

 
 ( ٌمثل الشكل المجاور منحنى قَ)س( جد ما ٌلً: 31)
 (   فترات التزاٌد والتناقص1
 (  القٌم س الحرجة للاقتران ق)س( 2
 (  القٌم القصوى 3

 
 

 

 
 اسئله المجاهٌل

( جد قٌم س التً ٌكون عندها مٌل المماس لمنحنى 32)
 3س ساوي 3−  2س2الاقتران ق)س( = 

  3 –س 4الحل :م = 
 3 –س 4=  3
 3س =           12س = 4
  4−س(2( إذا كان مٌل المماس للاقتران ق)س(=)33)

 1، فجد قٌم س 4( ٌساوي 1،ص1عند النقطة  )س      
 ( 1-)  3س(  – 2) 4الحل: م = قَ)س( = 

   3س ( – 2)  4-=            
 ( 4-) نقسم الطرفٌن على    3س ( – 2)  4=  4     
 ) الجذر التكعٌبً على الطرفٌن( 3س ( – 2=  )  1-    
 س                    – 2=   1-    

 3س = 

, حٌث ل عدد   3-س 12+  2( اذا كان ق)س( = ل س34)
, فجد قٌمه 24هو   2ثابت و كان مٌل المماس عندما س = 

 الثابت ب ؟
 12ل س + 2الحل: م = قَ)س( = 

 12( + 3ل )2( = 3قَ)            
 12ل + 6=    24                   

 2ل          ل = 6=  12          
 

( ٌتحرك جسٌم بحٌث كان بعده عن نقطه الاصل بالامتار 35)
 بعد ن ثانٌه من بدء حركته معطى بالعلاقه

. اذا كانت سرعته المتوسطه فً الفترة  2ن4ف)ن( =  
ثوانً  2, ب [تساوي سرعته اللحظٌه بعد مرور  ,الزمنٌه ] 

 فجد قٌمه أ ؟
 3ت =     ن3ع =       2ن4الحل:ف = 

 

         16=           2×  3( = 2ع)
 (1ف)ن –( 2ف)نالسرعه اللحظٌه = ع  = 

 1ن – 2ن                                                   

      ( ,ف) –ب (  ف )=                              
 , –ب                                         

 2(,) 4 – 2)ب( 4=   
 ب             

 2ب4=  16 
 ب           

 2ب4ب = 16

 = صفر 2ب4 –ب 16
 4ب = صفر ) تهمل ( , ب =     ب ( = صفر – 4ب ) 4
 

 

, حٌث  3(2-( ٌتحرك جسٌم وفق العلاقه ف)ن( = ل )ن36)
ف المسافه التً ٌقطعها الجسٌم بالامتار , ن الزمن المحتسب 

ثوانً تساوي  4بالثوانً , اذا كان تسارع الجسٌم بعد مرور 
 , فجد قٌمه الثابت ل  2م / ث 43

 3( 2 –ف = ل ) ن 
 ( 1)  2( 2 –ل ) ن 3ع = 
 ( 2 –ل ) ن 6ت = 
 = ل 4   ل  12=  43     (  2-4ل ) 6( =  4ت ) 

 

س  نقطة حرجة عند 12+2أس3إذا كان للاقتران ق)س(= 
 فما قٌمة أ؟ 1س=

 12أ س+6قَ)س( = 
 ,=12(+1×أ6(=)1قَ)
 2أ= −← 12− أ =6
6        6 

 تطبٌقات على القٌم القصوى
 الحل: خطوات

 ( نرسم شكل توضٌحً للسؤال )إن أمكن (1

 المطلوب   ( تكوٌن الاقتران أو المعادلة حسب المقدار 2
 ( تحوٌل المعادلة إلى متغٌر واحد فقط 3
 القٌمة الحرجة )المطلوب (  ( نشتق ونساوى المشنقة بالصفر لإٌجاد4
  الثانٌةالمشتقة الأولى أو  ( نختبر القٌم الحرجة باستخدام اختبار 5
 

( وحاصل ضربهما ,4( جد العددان اللذٌن مجموعها )33)
 اكبر ما ٌمكن 

العدد الثانً =               الحل:  نفرض العدد الأول = س
 ص

 − س,4ص=        ←,4     س+ص=
 ل = حاصل ضربهم 

 ص    × ل = س
 − س( س,4ل= )

   2س− س,4=  
 ,س= 2− ,4لَ=
 :. عظمى    ,>2لً= −      ,2س = ← س 2= ,4

= ,2–,4العدد الثانً = س =      ,2العدد الاول = س = 
2,        

 ,2،  ,2:. العددان 
متر جد بعدي  ,,4( قطعة أرض مستطٌلة الشكل محٌطها 33

 القطعة لتكون مساحتها اكبر ما ٌمكن 
 الحل:

                                               ,,4ص=  2س +  2المحٌط = 
 س  2 –,,4ص =  2        

  س – ,,2ص =           
 ص                                                                            × المساحة = م = س 

 س ( – ,,2= س )                  
  2س –س  ,,2م =               

 ,س =  2 – ,,2مَ = 
 ,,1س = ←  س  2= ,,2

 :. عظمى       ,>2 -م ً ) س( = 
 س – ,,2ص =       

            =2,, – 1,,  =1,, 
 4( صندوق معدنً قاعدته مربعة الشكل بلا غطاء حجمه ,3)

ما أبعاده لتكون كمٌة المادة المستخدمة فً تصنٌعه اقل  3سم
 ما ٌمكن ؟

 
 الحل :

 س ص4+ 2المساحة =    م= س 
 .  4 ×س4+ 2م = س       

 2س                 
  16  + 2م = س             

 س                             
 ,= (  1)16–س +  2مَ= 

 2س                     

 

  16 س =2         
 2س               

 2س = ←      3= 3س      16= 3س2      
 موجب , صغرى (16()2)2–2=16×س2 −2مً=

 4(2)                4س 

  1=  4 =  4  =  4 ص=       
 4   2(2)    2س             

   

) النقطه الحرجه ( = صفر  ق    

 ص

 س

 ص

 س

 س
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سم   ,2( مثلث    قائم الزاوٌة مجموع ضلعً القائمة =31)
 جد اكبر مساحة ممكنة للمثلث .؟

 س                                       الحل :
  ,2س+ص=

 − س,2ص=
        ص× س×1المساحة = م =

                   2 
 − س(,2×)س×1=                

                  2 
 2سس−  ,1=               

                                              2 
 ,1س=       ,− س= ,1مَ =

 :. عظمى          ,>1مً = − 
 − س ,2ص=  

=2,–1,=1,  
 ص×س×1اكبر مساحة = 
                 2 

= 1 ×1,×1, =5,  

    2 

( ٌراد تسٌج  قطعة ارض مستطٌلة الشكل إذا كانت تكلفة 32)
دنانٌر ومن  6المتر الواحد من الجانبٌٌن المتوازٌٌن هً 

دنانٌر فجد مساحة اكبر قطعة ٌمكن  3الجانٌٌن الآخرٌن هً 
 دٌنار  ,,24تسٌجها بمبلغ 

 س                            الحل:   
 
 ص                  (3×ص2(+)6×س2السٌاج  =)  

 ,,24ص= 6س+ 12
 س  12− ,,24ص=6

 س2− ,,4ص=   
 ص× م= س
  س(2− ,,4×)= س        
  2س2س − ,,4م =      
  ,س=4−  ,,4مَ =

 ,,1= ,,4س=← س 4= ,,4
                             4 

 :. عظمى      ,>4مً = − 
 (,,1×2− ),,4ص =

=4,, −2,,  =2,, 
 

 ص × المساحة = س
 =1,,×2,,  =4,,,,  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

( ٌراد 2سم 32( صفٌحة من الورق مستطٌلة مساحتها )33)
طباعة إعلان علٌها إذا كان عرض كل من الهامشٌن فً راس 

سم( فجد  5.,وفى كل من الجانبٌٌن ) )اسم   (الورق وأسفلها
 بعدي  الورقة حتى تكون المساحة اكبر ما ٌمكن

 
 المساحه الكلٌه = م

 (    4+    36(  )  4م = ) س +      ( 4( ) ص +  4م = ) س + 
 س                                                                

 ( 4( ) س +   36 -(  +  )  4+  36( ) 1مَ = )
 2س                   س              

 4×  36-س (  + ×  36 -+  )     4+  36     
 2س                        2س                   س     

    36   +4  - 36  - 144   
 2س            س      س    
 = صفر  144 -  4    

 2س          
       4  =144 

 2س              
 6س =                    36=  2س            144=  2س4    

 س 2×  144مَ َ = 
 2( 2) س       

 ,, موجب , صغرى   4× 2× 144( =  4مَ َ)
                 (4 2)2 

 3=    36ص = 
         4 

( لاحظت احدى الشركات التً تصنع العاب الاطفال ان ,,1)
 الكلً  لانتاج س لعبه هًالاٌردا 

دٌنار , وان الربح  2س1,,.,س +  2., – ,,3د)س( = 
س دٌنار , جد عدد 4,,الناتج عن بٌع س لعبه هو ر)س( = 

 اللعب اللازم انتاجها حتى تكون التكلفه اقل ما ٌمكن؟
 الحل: دّ = رَ + ك َ 

 + كَ  4,,س =  2,,,,+  2,, - 

 4,, -س   2,,,,+  2,, -ك َ = 
 س  2,,,,+  6,,-=       
 س = صفر 2,,,,+  6,,-      

 6,,س =  2,,,,       
 ,,,3س =        
 ,,, موجب اذا صغرى 2,,,,كَ َ = 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 ( ٌراد عمل صندوق مفتوح من الأعلى من قطعة ورق   1,1)
بقطع مربعات متساوٌة عند سم  وذلك ,5سم،,3مستطٌلة الشكل إبعادها 

رؤوسهم  ثم ثنً الأجزاء البارزة   إلى الأعلى ، ما حجم اكبر صندوق 
 ٌمكن صنعة بهذه   الطرٌقة؟

 
         

 الارتفاع× العرض × الحجم = الطول  
 ) س ( ×س ( 2 – ,5)  ×س ( 2 – ,3ح = ) 

 س (2 – ,5( )  2س2 –س  ,3ح = )  
  
 ( 2س2 –س ,3( )  2-س ( + ) 2 -,5س ( ) 4 – ,3حَ = )  

  2س4س +,16 – 2س3س + ,,2 –س ,16 – ,,,4=  

 (4= صفر) بالقسمه على  2س 12س + ,52 – ,,,4=  
 = صفر ,,,1س +  ,13 – 2س3   
 (    = صفر  ,1 -(  ) س   ,,1 -س  3)  
 = صفر ,,1 –س 3اما  
 ,,1س = 3 
 ) مرفوض( ,,3/1س =  
 = صفر ,1 –او س  
 ,1س =  
 ,13 -س 6حَ َ =   

 ,13 -(  ,1) 6( =  ,1حَ َ ) 
 عظمى,, سالب ,,  ,3 -=  ,13 – ,6=     

 
تقع  2م,,3(قطعة ارض مستطٌلة الشكل مساحتها 1,2)

على ضفة نهر مستقٌم فإذا أراد مالكها تسٌجها ولم ٌسج 

سٌاجها الواجهة  الواقعة على ضفة النهر جد أبعادها  لٌكون 

 اقل ما ٌكن ؟

متر من الأسلاك الشائكة إذا  أراد  ,,5(لدى مزارع 1,3)

المزارع  تسٌج قطعة ارض مستطٌلة الشكل ما بعدا قطعة 

 الأرض المستطٌلة الشكل اللذان ٌجعلان مساحتها اكبر ما ٌمكن  

 

 ( إذا كااااااان اقتااااااران الإٌااااااراد الكلااااااً للمبٌعااااااات هااااااو 35) 
س دٌنااار و اقتااران التكلفااة الكلٌااة  ,6+  2س 2د)س( =  − 

س دٌنااار . حٌااث س عاادد الوحاادات المنتجااة ماان  4ك)س( = 
 سلعة ما فجد ما ٌلً :

 الحدي( الربح 3( الإٌراد الحدي  2( التكلفة الحدٌة   1
 4( التكلفة الحدٌة = ك َ )س( = 1
 ,6س +  4-( الإٌراد الحدي = دَ)س(= 2
 ( الربح الحدي = رَ )س(3

 دَ)س( = رَ)س( + كَ)س(
 4= رَ +   ,6س + 4-   
  56س +  4 -=  4 – ,6س + 4-رَ  =    
 
( ٌنتج مصنع للحواساٌب س جهااز أسابوعٌا فاإذا كانات 36)  

 عً تعطى بالعلاقةتكلفة الإنتاج الكلً الأسبو
وكاااان المصااانع ٌبٌاااع الجهااااز  2س + س12+ 15ك)س( =  

 دٌنار فجد:,,3الواحد بمبلغ 
 اقتران الربح الكلً  -2اقتران الإٌراد الكلً    -1

 عدد الأجهزة التً ٌجب بٌعها أسبوعٌا لٌحقق اكبر ربح -3
 السعر × (لإٌراد الكلً = س 1

 س ,,3=                  
 ( د = ر + ك 2

 2س + س 12+ 15س = ر +  ,,3

 2س –س  12 – 15 –س ,,3ر =  

 2س – 15 –س  233=     

   ,س = 2 – 233(  رَ)س(  = 3
 س  2=  233           

 جهاز 144=  233س= .:  
             2 

 ,,, سالب اذا عظمى  2-رَ َ = 
  
( ٌنتج مصنع س من اجهزة الحاسوب فً الشهر و ٌبٌع 33)

س( دٌنارأ , اذا كانت  3+  ,22بمبلغ )  الجهاز الواحد
التكلفه الكلٌه لانتاج س من الاجهزة تعطى بالعلاقه ك)س( = 

دٌنارأ , فما عدد الاجهزة التً ٌجب  2س4س + ,2+  ,25
ٌكون ربحه اكبر ما ان ٌنتجها و ٌبٌعها المصنع شهرٌا حتى 

 ٌمكن؟
 السعر× د = س
 س ( 3+  ,22× ) د = س 

 2س3س +  ,22=  
 دَ = رَ + كَ 

 س3+  ,2س = رَ + 6+  ,22 
 س 3 – ,2 –س 6+  ,22رَ = 
 س 2 – ,,2رَ = 
 س = صفر2 – ,,2     
 س2=  ,,2     
  ,,1س =      

 

 ,, سالب اذا عظمى 2-رَ َ = 

 الاٌراد الكلً = د)س(
 الربح الكلً = ر)س(

 التكلفه الكلٌه = ك )س(
 السعر ×= س د = ر + ك

 

 حدي == مشتقه
 اٌراد حدي = دَ 
 ربح حدي = رَ 
 تكلفه حدٌه = كَ 

 د = ر + ك     .......    ...   دَ = رَ + كَ 

 ص

 س 2,222+  2,2 -=   د  
 2,4ر  =  

 

 س6+  222=    د  
 س8+  22=   ك  
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