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أوجد فترات التزايد والتناقص والقيم القصوى المحلية 
والمطلقة وفترات التقعر ونقط الانعطاف )إن وجدت( 

 لكل من الاقترانات التالية.

( ق)س( = 31
2 s

1 s    س(    ، 3) 
 [0،]س |  ،  س2( ق)س( = | جـــا31

 [0،]س   ،  س1( ق)س( = جـــــا31

s)2( ق)س( = جــــا31 |9 – 2س ( ق)س( = |3
 [0،2]جتــــاس  ،  س –(2

[2س    ،   س2 –( ق)س( = ظــــاس 31 |2 –س  | | 3س +  ( ق)س( = |2
،2

] 
( ق)س( = 1

1 4
3 3s8 s  31س     ،   س2 2( ق)س( = جــــا[0،2
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2
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4 s
32 ( ق)س( = س.20   s S 

 س 1 -| 3+  2س | + |1 –س  |1( ق)س( = 23 |1 –س  | 2( ق)س( = س1
 [0،]س  ،  س2جتـــا –س S  3( ق)س( = 1

( ق)س( = 22
21 s s 3

21 s s

  


 

  
 [0،]جــــاس + جتـــاس  ،  سS  3( ق)س( = 1
 [0،]( ق)س( = جـــاس + جتـــاس  ،   س9

( ق)س( = 21 
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1 s 1 s3

   


   


  
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 [0،]س   ،   س2جـــا -2
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( ق)س( = 21

2
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41 s ss

 


  

 

  
أوجد فترات التزايد والتناقص والقيم القصوى المحلية 

 والمطلقة )إن وجدت( لكل من الاقترانات التالية:
 ([-2،1،  س  1|+3س+ |1-|2-س | = ( ق)س(3
1 = ( ق)س(2

 [0،2]س ، س2جــــاس+1-س 2جــــا2
  [0،]جتــــاس    ،   س1س + 2جـــا2( ق)س(=1
  [0،]جــــاس   ،   سS  3-س2( ق)س(= جــــا1
1 -( ق)س(= جتــــاس 1

  [0،]س   ،   س2جتـــا2

 
، ب( Hإذا كان ق)س( قابلًا للًشتقاق على الفترة )

 ، ب(H .)لكل س 0<ق(s)حيث 
، أثبت أن ه)س( متزايد 1وكان ه)س(= ق)س( + س

 ،ب[.Hفي ]

  
س  س2جتـــــــا –س 2+جتـــــــا2ق)س( =   ، 0 :أوجد 

 ( مجالات التقعر لأعلى ولأسفل.3
 وزوايا الانعطاف.( نقط 2
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=  ق(s)إذا كانت 

2

3

s4 9
1 s



 S
، أوجد فترات التزايد 

 والتناقص والقيم القصوى المحلية للًقتران ق. 

 
س، أثبت أن 2جــــا1+  1(3إذا كان ق)س( = )س+
2،  0ق)س( متزايد في الفترة ]

] 

  
 أثبت ان الاقتران:

 ق)س( = س+جــــاس متزايد في ح
 باستخدام التزايد والتناقص، أثبت أن: 

2 2

f
9 f 9

H
H


 

fحيث أن   H 3  

  
 أثبت أن الاقتران 

 متزايد في ح 1-س1+1ق)س( = س

 
إذا كان ق)س(، ه)س( اقترانان معرفان على الفترة     

[H ويقعان في الربع الأول، إذا كان ق)س( متزايداا ]ب،
 ،ب[، أثبت أن:H،ب[. ه)س( متناقص على ]Hعلى ]

(s)ل)س( = 
(s)i

 . ،ب[H]( متزايد في0، )ه)س( ق
  

 س 1+2سH - 1إذا كان الاقتران ق)س(= س
 Hمتزايد في ح، جد مجموعة قيم 

  
 إذا كان الاقتران 

2ق)س( = 
s 3
[ s



 ]متزايد في ح، جد مجموعة قيم 
الشكل المجاور يبين  

منحنى الاقترانين 
ق)س(، ه)س( 

 .،ب[H]المعرفين على 
 :أثبت أن

3)   ق(s) i   اقتران متناقص في[H]ب، 
 ،ب[H]ه()س( اقتران متزايد في  –( )ق 2
1 ) ق(s) i اقتران متناقص في[H]ب، 

(s)( الاقتران 1
(s)i

 ،ب[H]هو اقتران متزايد في  ق

( ل)س( = 1   ق s  مقعّر لأعلى في[H]ب، 

 
1إذا كان ق)س( = 

س، أثبت أن ق)س( 2س+جــــــا2جتــــا2
 ثابت.

  
 0= ق(3)= (1)قإذا كان 

 س : 2-1= ق(s)وكان 
 حدد فترات التزايد والتناقص. (3
 حدد نقط القيم العظمى والصغرى. (2
 حدد فترات التقعر لأعلى ولأسفل (1

، وكان للًقتران 1ه)س((-3إذا كان ق)س(= ) 
( أثبت 1،  2ه)س( قيمة عظمى محلية عند النقطة )
 ( 1-،  2أن للًقتران ق قيمة صغرى عند النقطة )
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( حيــث ،بHإذا كــان ق)س( قــابلًا للًشــتقاق علــى الفتــرة )

(s)لكــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــل س 0<ق(Hوكــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــان ،ب . ) 
ـــــــي 1ه)س( = ق)س( + س ـــــــد ف ـــــــت أن ه)س( متزاي  ، أثب

[Hب،] . 

إذا كان ق)س(=  
K s

1 s   س(   ،3 .) 
(، أوجد فترات التزايد 2)ن( عدد صحيح )ن

والتناقص والقيم القصوى المحلية للًقتران )ق( إذا كان 
 )ن( تمثل عدد زوجي.

 س( + ن 3) – ن+ س( 3إذا كان ق)س( = ) 
 (: 3)ن( عدد صحيح )ن<

 ( أثبت أن نقطة الأصل هي نقطة حرجة للًقتران.3
 (( هي نقطة قيمة صغرى مطلقة.0ق)، 0( اثبت أن )2
( 3-، ن3-( إذا كـــــان )ن( عـــــدد فـــــرد ، أثبـــــت أن )1

 هي نقطة انعطاف بزاوية منفرجة.

  
ق)س(، أثبت  -= ه(s)=ه)س(  ، ق(s)إذا كان
 ( اقتران ثابت.2+ ه 2أن )ق

 
pلجميع قيم س ك(s)<ق(s)إذا كانت   اثبت أن .

 .pك)س( متزايد على –الاقتران ق)س( 
ذا كان ق) Hp( حيث H( = ك)Hوا   :فأثبت أن 

  fHق)ب( < ك)ب( حيث  

 
 باستخدام القيم القصوى، أثبت أن: 

1س + 
s2 عندما س3 

 
 . مس(-3) نإذا كان ق)س( = س

 (2)ن، م( أعداد صحيحة )ن، م 
( أثبت أن القيم الحرجة للًقتران)ق(هي3 K1 0L K

  
( إذا كان )ن( عدد زوجي، أثبت أن )ق( له قيمة 2

 ( 0صغرى محلية عندما )س = 
( إذا كان )م( عدد زوجي، أثبت أن )ق( له قيمة 1

 (3صغرى محلية عندما )س=
يوجد قيمة عظمى محلية للًقتران )ق(  ( أثبت أنه1

Kعندما س = 
L K
  

 
 باستخدام القيم القصوى، أثبت أن: 

 2س| عندما | 2|1س –س 1 |

 
 باستخدام القيم القصوى، أثبت أن: 

 [2،  0س في الفترة ]جـــــاس

  
ثابت، ن عدد  H، حيث ن(H-إذا كان ق)س( = س)س

(، أوجد فترات التزايد والتناقص والقيم 3صحيح )ن
في  القصوى المحلية وفترات التقعر ونقط الانعطاف

 ( ن عدد زوجي2( ن عدد فرد      3الحالتين: 

إذا كانت )د، ق)د(( هي نقطة انعطاف لمنحنى  
 جـ(   –ب( )س  –( )س H–الاقتران: ق)س( = )س

]أثبت أن د =  f H
3

   
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 أن كثير الحدود من الدرجة )ن( له على الأكثر  بيّن 
 ( نقطة انعطاف.2 –)ن 

 
( H0د،) + س جــــــــــــ + 2س ب + 1سHإذا كـــــــــــان ق)س( =

]أوجد شروط على الثوابت ) f H بحيـث يكـون الاقتـران )
 )ق( متزايداا دائماا

3إذا كـــــــــــــــان ق)س(= 
، جـــــــــــــــد 1+ 2( س2 –+ )م 1س4

 مجموعة قيم م التي تجعل ق)س( مقعراا لأعلى في ح. 
 

+ دس ،  2+ جــــــــ س 2+ ب س 1إذا كـــــــان ق)س( =س 
أثبــت أنــه توجــد نقطتــي انعطــاف للًقتــران )ق( إذا كانــت 

2 3f [8   

ارســــم منحنــــى  ق(s)الأشــــكال التاليــــة تمثــــل منحنــــى 
 تقريبي للًقتران ق.

 

، ن عــــدد صــــحيح موجــــب نه)س((-1إذا كــــان ق)س(= ) 
ـــــــران 2)ن ( ، ه)س( اقت

ـــــــــــــرة  ـــــــــــــى الفت  معـــــــــــــرف عل
[ كمـــــا فـــــي الشـــــكل 1،  3]

 المجاور:
( هـــي 1( أثبـــت أن )س=3

 للًقتران ق.قيمة حرجة 
 [3،1( اثبت أن ق)س( متناقص على الفترة ]2
 ( أثبـــــــت ان للًقتـــــــران )ق( قيمـــــــة صـــــــغرى عنـــــــد النقطـــــــة 1
(1 ،3) 
 [1،  3( أثبت ان ق)س( مقعر للأعلى في الفترة ]1

ــــران 1 ــــت أن الاقت ( أثب ق(s) i ــــاقص ــــرة متن ــــي الفت  ف

 [1  ،1.] 

ــــى  ــــل منحن ــــة تمث ق)س( ارســــم منحنــــى  الأشــــكال التالي
 .ق(s)تقريبي للًقتران 

 

ـــاHإذا كــان الاقتــران  ق)س(=   ـــا س + ب2جتــــ س 1جـــــ
6انعطاف هي ) له نقطة

،1  جد قيم ،)H ،ب 

 + ب س +جـ ، 2سH+ 1إذا كان ق)س( س 
 ( أثبت أن ق)س( له نقطة انعطاف وحيدة.3
2( أثبت أن ق)س( له قيم قصوى إذا كانت2 H 1ب 
( إذا كــان للًقتــران قيمــة عظمــى محليــة وقيمــة صــغرى 1

نقطـــــة الانعطـــــاف تقـــــع فـــــي منتصـــــف محليـــــة، أثبـــــت ان 
 المسافة بينهما.

له قيمة قصوى عند  2س + ب 1سHإذا كان ق)س(=  
 ، بH( جد 1، 3النقطة )

1إذا كـــــان للًقتـــــران ق)س(= س 
س نقطـــــة H + 2س 1 - 

 ق(s)( تقعر H   2( قيمة 3انعطاف أفقي، أوجد: 
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ــــــران  ق)س(=   ـــــــاس + بHإذا كــــــان الاقت ـــــــاس  جــــ جتـــــ
3وكانت )

4
،2S  :نقطة قيمة عظمى للًقتران ق ) 

 ، بHجد قيم  ( 3
 [0،2] الفترة على الانعطاف ونقط التقعر فترات أوجد (2

س نقطـة H+  2س 1 - 1إذا كان للًقتران ق)س(= س 
 ق(s)( تقعر H   2( قيمة 3انعطاف أفقي، أوجد: 

جد معادلة كثير الحـدود مـن الدرجـة الثالثـة يمـر بالنقطـة  
 11º( نقطة انعطاف بزاوية 1، 3-( والنقطة )2،0)

يمــــس منحنــــى  0= 1 –إذا كــــان المســــتقيم ص + س  
ــــــد نقطــــــ 2س + ب 1سH الاقتــــــران ق)س(=  ة + جـــــــ عن

] (( . جد قيمة3، ق) 3الانعطاف ) f H  
ــــاس)  ــــاس( 3أثبـــت أنـــه يوجـــد للًقتـــران ق)س(=جــ +جتـــ

قيمة عظمى عندما س = 
3
  

إذا كــــان ق)س( ، ه)س( كثيــــرا حــــدود موجبــــان لكــــل  
 .Hمنهما قيمة صغرى محلّية عندما س=

 .Hعندما س= ىه قيمة صغر ×أثبت أن للًقتران ق

 2س H+  1س2 – 1إذا كــــــــــــان للًقتــــــــــــران ق)س(= س 
((. جـــــــــد نقطـــــــــة 2، ق)2نقطتـــــــــا انعطـــــــــاف أحـــــــــدهما )

 الانعطاف الثانية ومجالات التقعر.

ــــى الفتــــرة  ]  ــــد عل [، H،fإذا ل)س( كثيــــر حــــدود متزاي
7)س( = Rوكـــــان   0ل)س( 

(s)g
س. أثبـــــت 9 -

 [.H،fلأسفل في الفترة ]أن الاقتران ق مقعّر 

 جــــــــــــــد الفتـــــــــــــــرات التـــــــــــــــي يكــــــــــــــون فيهـــــــــــــــا الاقتـــــــــــــــران 
س فـــــــوق جميـــــــع مماســـــــاته 1+  2س – 1ق)س( = س

 والفترات التي يكون فيها الاقتران تحت جميع مماساته.

ــــــــــران ق)س(= س  + ل)س(  1س1 – 1إذا كــــــــــان للًقت
 (2،  3نقطــــــــــــــــــــــــة انعطـــــــــــــــــــــــــاف أفقـــــــــــــــــــــــــي هـــــــــــــــــــــــــي )

  u(1))س( جد 2وكان ع)س( = ل 
ـــــــــــــران ق)س( = س   سH+  2س2 – 1إذا كـــــــــــــان للًقت
(H :نقطة انعطاف افقي، جد )ثابت 

 Hقيمة  (3
 مجالات التقعر لأعلى ولأسفل. (2
 احداثي نقطة الانعطاف الأفقي. (1

 


