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( )=0 3 R  صغرى مطلقة 

للاقت�ران ) ان وج�دت(الحرج�ة والق�يم القص�وى  الق�يمجد  )۲۲
[ ] ( )− + − =2 35 1 s s9 s6 s s R   

  :الحل 

÷ = + − =23 0 9 s12 s3 R 

= + − =20 3 s4 s R 
( )( )= − −0 1 s 3 s 

=1 3 s 

): الحرجة  القيم ) ( )− −4 1 16 1  

( ) ( )20 5 0 3  

( )− = −16 1 R  صغرى مطلقة 
( )=4 1 R  عظمى محلية 
( )=0 3 R  محلية صغرى 
( )=20 5 R  عظمى مطلقة 

للاقت�ران ) ان وج�دت(الحرج�ة والق�يم القص�وى  الق�يمجد  )۲۳
[ ] ( )π + =2 0 s s s s R     

  :الحل 

= ⇐ = + − =s s 0 s s R     
π π =5
4 4 s 

 

( )=1 0 R  صغرى 

( )π= + =1 12
42 2 2

R
S S S

  محليةعظمى  

( )π− −− = + =1 1 52
42 2 2

R
S S S

 محلية  صغرى 

الش��كل الت��الي يمث��ل منحن��ى المش��تقة الاول��ى للاقت��ران  )۲٤ 

ان (ج��د ال��نقط الحرج��ة والق��يم القص��وى  كثي��ر الح��دود

)للاقت��ران ) وج��دت )s R ج��د  المع��رف عل��ى الفت��رة

للاقت��ران ) ان وج��دت(ال��نقط الحرج��ة والق��يم القص��وى 

[ ]−3 2  اعتمد على ذلك في تعين ،: 

 R النقط الحرجة للاقتران) أ  
 Rالقيم القصوى المحلية للاقتران) ب
 Rمجالات التزايد والتناقص للاقتران )ج

  :الحل 

 النقاط الحرجة عند) أ

{ }− −3 2 1 3 s    
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٥١ 

−محلية عند  عظمىقيمة  )ب =1 s  هي( )−1 R  

2=محلية عند  صغرىقيمة  s  هي( )2 R 

]متزايد في  )ج  ] [ ]− −3 2 1 3  

]متناقص  ]−2 1 

وب��ين  )ان وج��دت(الحرج��ة والق��يم القص��وى  الق��يمج��د  )۲٥
  :المطلقة منها لكل من الاقترانات الاتية 

] )أ ] ( )− + − =21 3 s 5 s6 s s R   
  :الحل 

( )= ⇐ = − =3 s 0 6 s2 s R  

( )= −32 3 R  
 عظمى مطلقة

( )=0 1 R  صغرى مطلقة 

] )ب ] ( )− − =33 3 s s s12 s R   
  :الحل 

( )= ⇐ = − =2 2s3 12 0 s3 12 s R 

± = ⇐ = ⇐22 s 4 s 

( )− = −9 3 R  

( )=16 2 R مطلقة و عظمى محلية 

( )− = −16 2 R مطلقة و محلية صغرى 

( )=9 3 R  

) )ج )− + =2p s 5 s4 s s R  
  :الحل 

( )− = ⇐ = + =2 s 0 4 s2 s R 

( )− = −9 2 R  

 صغرى محلية ومطلقة 

) )د )
> ≥ − + 

=> > − 

23 s 2 5 s
s R

7 s 3 s2 10




 

  :الحل 

( )s R  3=غير متصل عند s 

( )
> > −  => > 

3 s 2 s2
s R

7 s 3 2




 

= ⇐ = ⇐ =0 s 0 s2 0 R 

R 3=عند  ةغير موجود s 
( )= −9 2 R 

 
 لا توجد قيمة عظمى مطلقة ∴

( )=5 0 R  صغرى محلية 

( )− =4 7 R )غير موجودة( 

 لا توجد صغرى مطلقة 

) )هـ )− =2p s 2 s s s R  
  :الحل 

( )
> − × =≤ − 

2
2 s s 2

s s R
2 s 2 s




 

( )
> − 

=
≤ − 

3 2

2 3

2 s s s2
s R

2 s s2 s




 

( )
> − 

=< − 

2

2

2 s s3 s4
s R

2 s s4 s3




 

= − ⇐ =20 s3 s4 0 R 

( )= ⇐ = −4
3 0 s 0 s3 4 s 

= − 20 s4 s3 
( )= ⇐ = − ⇐4

3 0 s 0 4 s3 s  

R 2=عند  ةغير موجود s 

 
 

( )=0 0 R  ومطلقةصغرى محلية 

( )=0 2 R صغرى محلية ومطلقة 

( )=32 4
27 3 R  عظمى محلية 
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٥٢ 

] )و ] ( )− − =
4

3s
4 1 s s s R

4
   

  :الحل 

( )= − =3 20 s s3 s R 

( )= ⇐ = − 23 0 s 0 s 3 s 

( )− = −5
4 1 R صغرى ومطلقة 

( )=0 4 R  

( )=27
4 3 R عظمى محلية ومطلقة 

] )ز ] ( )π =0 s s s R   S 
  :الحل 

( )=s
s R

s 2



S
 

( )π = ⇐ = ⇐ =2 s 0 s 0 s R  

R غير موجودةπ = ⇐ = ⇐0 s 0 s  

( )=0 0 R مطلقة  صغرى 

( )π=0 R  مطلقةصغرى 

( )π= 21 R مطلقة و عظمى محلية 

) )ح ) ( )− =
2 2 3p s s4 s s R  S 

  :الحل 

( ) ( ) ( )
−

− − =
1
3 2 2

34 s2 s4 s s R 

( )− =
− 2 3

4 s2 2

s4 s 3S

 

( )= ⇐ = − ⇐ =2 s 0 4 s2 0 s R 

R غير موجودة= − ⇐20 s4 s 

( )= ⇐ = − ⇐4 0 s 0 4 s s 

 
 

( )=316 2 RS محلية  عظمى 

( )=0 0 R صغرى محلية ومطلقة 

( )=0 4 R ومطلقةمحلية  صغرى 

 

) )ط )+ =3p s 1 s s R  
  :الحل 

( )= =20 s3 s R 

 

 

fج��د ق��يم ك��ل م��ن الث��ابتين  )۲٦ h  الت��ي تجع��ل للاقت��ران
( )+ + =2 3sf sh s s R  نقطت����������������������ين

= حرجتين عند − =2 s 1 s 
  :الحل 

( )+ + =2f s h2 s3 s R 
( )= + − = −0 f h2 3 1 R 

( ) − = + −⇐1 3 f h2 
( )= + + =0 f h4 12 2 R 

( ) − = + ⇐2 12 f h4 
−−: بالطرح  = = ⇐ − =93

2 6 h 9 h6 
−−: بالتعويض  = + × −3

23 f 2 
− = ⇐ − = +6 f 3 f 3 

) الش���كل الت���الي يمث���ل منحن���ى كثي���ر الح���دود )۲۷ )s R 
] المعرف على الفترة ]−3 3  ، اعتمد عل�ى ذل�ك ف�ي

 :تعيين 
 Rالحرجة للاقتران  القيم) أ  
 Rالقيم القصوى المحلية للاقتران) ب
 Rمجالات التزايد والتناقص للاقتران) ج

  :الحل 

 :الحرجة  القيم) أ

( ) ( )− −2 2 0 3   

( ) ( )−7 2 2 0   

( )0 3 

) )ب )− = −2 2 R  صغرى محلية 

( )=2 0 R عظمى محلية ومطلقة 

( )− =7 2 R صغرى محلية ومطلقة 
 

]متزايد في  )ج ] [ ]−3 2 0 2  

]متناقص  ] [ ]− −2 0 2 3  

R  متزايد على( )p 

 لا توجد قيم قصوى
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٥٣ 

@“b�»„¸a@¬b‘„Î@ä»‘n€aZ@

@Ú‹rflaZ@

اوج��د فت��رات التقع��ر للأعل��ى وللأس��فل ونق��اط الانعط��اف لك��ل 
 :مما يلي 

۱( + − =2 3 4s12 s6 s R على[ ]−5 5 

  :الحل 

+ − =2 3s24 s18 s4 R 

= + − =20 24 s36 s12 R 

= + − 20 2 s3 s 
( )( )= ⇐ = − −1 2 s 0 1 s 2 s 

 
 

]مقعر للأعلى  ] [ ]−5 2 1 5  

]مقعر للأسفل ]2 1 

۲( =
2
3 s R 

  :الحل 
−−

−− = = ⇐ =
14

3 32 2
9 34 3

2
s R s R

s 9S
  

R  0=غير موجودة عندما s 

)مقعر للأسفل على  )p 

۳( − =4 3s s6 R 
  :الحل 

− =3 2s4 s18 R 

= − =20 s12 s36 R 

( )= ⇐ = −3 0 s 0 s 3 s12 

 
 

)نقاط الانعطاف  )( )81 3 0 0  

 

 

٤( + =1
2s2 s 2 R  على[ ]π2 0 

  :الحل 

× + − =1
2s2 2 s 2 R   

= − − =0 s2 2 s 2 R   

( )= − − =0 s s 2 2 s 2 R    

( )= + −0 s 2 1 s 2  
π π = ⇐ = −3
2 2 s 0 s 2  

− = ⇐ = +1
2 s 0 s 2 1  

π π = ⇐11 7
6 6 s 

 

 

 : نقاط الانعطاف

( )( )( )( )π π π π−3 3 11 3 3 3 7
4 2 4 26 60 0   S S 

٥(+ − =33 s12 s R  فم�������ا الق�������يم القص�������وى ،
 باستخدام المشتقة الثانية

  :الحل 

= − =20 12 s3 R 
± = ⇐ = 22 s 12 s3 

=s6 R 

( )< = ⇐ =0 12 2 R 2 s 
2= عن�������دما R ص�������غرى محلي�������ة للاقت�������ران ⇐ s        
) وهي )− =13 2 R 

( )> − = − ⇐ − =0 12 2 R 2 s 
)وهي  Rعظمى محلية للاقتران  ⇐ )= −19 2 R 

٦( + =4
s R

s
 

  :الحل 

R  0=غير متصل عندما s 

− =2

4
1 R

s
 

×= =43

8 s2 4
R

ss
 

R  0=غير موجودة عندما s 
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٥٤ 

)مقعر للأسفل  )∞ −0 

)مقعر للأعلى )∞ 0 

۷( [ ]− − =24 4 s s 16 R   S 

  :الحل 

( )− =
1
2 2 s 16 R 

( )
−

−× − =
1
2 2 1

2s2 s 16 R 

( )
−

− − =
1
2 2 s 16 s 

( ) ( )
− −

−× − + −× − × − =
1 3
2 22 2 1

21 s 16 s2 s 16 s R

( ) ( )
−− =

− −
1 3
2 2

2

2 2

1 s

s 16 s 16
 

( )
( )

( )
− − −−> = =

− −
1 3
2 2

2 2

2 2

s 16 s16
0

s 16 s 16

 

]مقعر للأسفل  ]−4 4 

 

۸( 
> − 

=≤ − 

22 s 1 s
R

2 s s 5




 

  :الحل 

>  =< −

2 s s2
R

2 s 1




 

>  =< 

2 s 2
R

2 s 0




 

R متصل وقابل للاشتقاق 

2=عندما   s 

]مقعر للأعلى  )∞ −2 

۹( ( ) ( )− =
2 1 s

s i
s

 

  :الحل 

( )− −+ − = + − = − =
2

2 1
2

1 2 1
s s2 1 1 1 i

s ss
 

− −− =3 2s2 s2 i 
− −+ − =4 3s6 s4 i 

( ) −+ − = + =43 3

6 1 6 4
4

s ss s
 

i  0=غير موجودة عندما s 

= = ⇐ = ⇐ = + − =3 6 6 6
s 4 0 4 0 i

2 4 s s
 

 مقعر للأعلى

[ ] [ )∞ −3
2 0 0  

)مقعر للأسفل ]∞ 3
2 

۱۰( [ ]π + − =0 s 1 s s R     

  :الحل 

− − =s s R   

= + − =0 s s R   
π = ⇐ =4 s s s  

]مقعر للأسفل  ]π
4 0 

]مقعر للأعلى ]ππ 4 

۱۱( + + − =2 32 s9 s6 s R 
  :الحل 

+ − =29 s12 s3 R 

= − =0 12 s6 R 

= ⇐2 s 

): نقطة الانعطاف  )4 2 

۱۲( − =
1 2
3 3s s R 

  :الحل 
−−

− =
12

3 31 2
3 3s s R 

− −
−+ =

5 4
3 32 2

9 9s s R 

− + − = + = 
 

1 4 5 4
3 3 33

1 2 2 2
1

s9 s9 s9s
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٥٥ 

R  0=غير موجودة عندما s 

= ⇐ = + −⇐ =1 1
3 3

1 1
1 0 1 0 R

s s
 

= ⇐ = ⇐
1
31 s 1 s 

 :نقاط الانعطاف 

( ) ( )0 1 0 0  

۱۳( =
3
5 s R 

  :الحل 
− −−− = = ⇐ =

7 2
5 5

7
5

6 3
25 5

6
s R s R

s25
  

R 0=غير موجودة عندما s 

) :نقطة الانعطاف  )0 0 

۱٤( [ ]π π − − =2 2 s s s R    

  :الحل 

− =2s 1 R  

= × − =0 s s s 2 R    

= − =20 s s 2  

= 20 s  
 لا يوجد

=0 s 
=0 s 

 : نقطة الانعطاف 

( )0 0 

۱٥( − =s s R  ،  فم��ا الق��يم القص��وى باس��تخدام
 المشتقة الثانية

  :الحل 

− = ⇐ = + =s s 0 s s R     
π π = ⇐7 3
4 4 s 

+ − =s s R   
π = ⇐3
4 s 

( )π−> = ⇐32
42

0 R
S

 

πعظمى محلية عندما  =3
4 s 

( ) ( )π−= − =1 1 32
42 2 2

R
S S S

 

( )π π< = ⇐ =7 72
4 42

0 R s
S

 

)صغرى محلية وهي  )π− = 72
42

R
S

 

۱٦( + =2128
s R

s
، فم�ا الق�يم القص�وى باس�تخدام  

 المشتقة الثانية
  :الحل 

= − =2

128
0 s2 R

s
 

= ⇐ = ⇐ =3
2

128
4 s 64 s s2

s
 

( ) ×< = ⇐ + =4

s2 128
0 6 4 R 2 R

s
  

4=ص������������غرى محلي������������ة عن������������دما  ⇐ s  وه������������ي

( )= + =48 32 16 4 R 

+ اذا كان�����ت )۱۷ + + =2 3] s[ sf sh R 
)ال�����ذي يم�����ر بالنقط�����ة  )5 1  ومعادل�����ة المم�����اس عن�����د

) الانعط�����اف )1 2 ه�����ي= +7 s3 w  ق�����يمفم�����ا 

] [ f h   
  :الحل 

+ + =2[ sf2 sh3 R 

+ = + × =f2 sh6 f2 s2 h3 R 

R  يمر( ) ( )= ⇐5 1 R 5 1 

( ) = + + +1 5 ] [ f h 

R  يمر( ) ( )= ⇐1 2 R 1 2 

( ) = + + + =2 1 ] [2 f4 h8 

( )← 1 2  انعطاف( )= ←0 2 R 

( ) = +3 0 f2 h12 

 : المماس 
( )− = ⇐ − = ⇐ − =3 2 R 3 w s3 7 w  

( ) − = + +4 3 [ f4 h12 
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٥٦ 

−: بالحذف  = ⇐ − =h6 f h12 f2 

)) : ۳(في بالتعويض  )− = + − +3 [ h6 4 h12 

− = ⇐ − = + −3 h12 [ 3 [ h12 

 ) : ۲(بالتعويض في 
( ) ( )= + − + − +1 ] 3 h12 2 h6 4 h8 

− = ⇐h8 7 ] 

 ) :۱(بالتعويض في 
( ) ( ) ( )= − + + − + − +5 h8 7 h12 3 h6 h 

= − = = − = ⇐15 ] 15 [ 6 f 1 h   
+ − + − =2 315 s15 s6 s R 

۱۸( ≠ =1
0 s R

s
 

  :الحل 

−= = ⇐ =4 23

2 s2 1
R R

s ss
  

R 0=غير موجودة عندما s 
 
 

۱۹ (=
1
3 s i 

  :الحل 
−

=
2
3 1

3s i 
−

−− = =
5
3

5
3

2
9

2
s i

s9
 

i 0=غير موجودة عندما s 

 

) قعر للأسفلم )∞ −0  ،مقعر للأعلى ( )∞ 0 

 
 
 
 
 
 
 
 

@·çä€a@Âfl@òaÏ®a@xbn‰nçaZ@
 كثير حدود  R الرسم المجاور يمثل  )۱

والق�يم القص�وى وفت�رات فترات التزاي�د والتن�اقص اوجد ) أ

 التقعر ونقاط الانعطاف

  ارسم) ب

( ) ( )s R s R  

 

  :الحل 

 متزايد في)أ
 

 ( ] [ )∞ − ∞ −1 1  

]متناقص ]−1 1 

( )= −3 1 R قيمة عظمى محلية 

( )− =3 1 R قيمة صغرى محلية 

]للاسفلمقعر  )∞0 

)مقعر للاعلى ]∞ 0 

)نقطة الانعطاف  )0 0 

 ) ب

 

 

 

 

 

 

)والذي يمثل  من الشكل المجاور )۲ )s R 

 التقعر ونقاط الانعطافو اوجد فترات التزايد والتناقص) أ

) ارسم) ب ) ( )s R s R  
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٥٧ 

  :الحل 

 متزايد في ) أ
 

 [ ] [ )− ∞ −2 0 2  

)متناقص ] [ ]∞ −2 0 2  

( )0 R قيمة صغرى محلية 

 مقعر للاسفل

( ] [ )∞ − ∞ −1 1  

]مقعر للاعلى ]−1 1 

)نقاط الانعطاف  )( ) ( )( )− −1 R 1 1 R 1  

 ) ب

 

 

 

 

 

 

) الشكل المجاور يمثل )۳ )s R 

 ما القيم الحرجة) أ

 اوجد فترات التزايد والتناقص) ب

 فترات التقعر للأعلى وللأسفل) ج

) ارسم) د )s R 

 

 
 

  :الحل 

 الحرجة القيم) أ

 { }−4 0 4  

)متزايد في  ) ب ] [ ]∞ −4 0 4  

]متناقص ] [ )− ∞ −4 0 4  

( )−4 R قيمة صغرى محلية 

( )4 R قيمة صغرى محلية 

( )0 R قيمة عظمى محلية 

 مقعر للاسفل) ج
[ ]−2 2 

)للأعلىمقعر  ] [ )∞ − ∞ −2 2  

)نقاط الانعطاف  )( ) ( )( )− −2 R 2 2 R 2  

 :زوايا الانعطاف 

( )= ⇐ = − =1 145 i 1 2 R i 

( )= ⇐ − = =2 2135 i 1 2 R i 

 ) د

 

 

 

 

) يمث����ل المج����اورالش����كل  )٤ )s R حي����ث R  متص����ل   

] على ]−6 3 

 ما القيم الحرجة) أ

 اوجد فترات التزايد والتناقص) ب

 وللأسفلفترات التقعر للأعلى ) ج

)ارسم) د )s R 

 
 

 
 

  :الحل 

 الحرجة القيم) أ

 { }− −4 1 6 3   

]متزايد في  ) ب ]−4 1 

]متناقص ] [ ]− −6 4 1 3  

−قيمة صغرى محلية عندما  =1 s 

4=قيمة عظمى محلية عندما  s 

R
 

 

R
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٥٨ 

 لأعلىمقعر ) ج

[ ]−2 3 

]للأسفلمقعر  ]6 2 

)نقاط الانعطاف  )( )2 R 2 

 :زوايا الانعطاف 

( )π = = ⇐ = =3 60 i 3 2 R iS 

 ) د

 

 

 
 

 

) الرسم المجاور يمثل منحنى )٥ )s R 

 ما القيم الحرجة) أ

 فترات التقعر ونقاط الانعطاف) ب

)،  R ارسم) ج )s R 

 
 

 

  :الحل 

 الحرجة القيم) أ

 { }5 4 3 1 0    

 مقعر لاعلى) ب

[ ]3 0 

]مقعر للاسفل ]5 3 

)نقاط الانعطاف  )( )3 R 3 

 ) ج

 

 

 

 

)رسمة  )s R 

 )خطي(خط مستقيم  Rبما ان 

= ⇐R  ميل ⇐ثابت =R R  

) يمر بالنقاط ) ( )−4 3 2 0  

= R ميل ( )− −= =−
2 4

2 R
0 3

 

)يمر ) ( )−2 5 2 3  

= R  ميل− −− = =−
2 2

2 R
3 5

 

 

 

 

 

 

) الرسم المجاور يمثل منحنى )٦ )s R  جد ،: 

 فترات التقعر ونقاط الانعطاف) أ

)اوجد ) ب )2 R 

= اذا كان���ت )ج =5 s 1 s  فم���ا الق���يم الحرج���ة ،
 والقيم القصوى وفترات التزايد والتناقص

 
 
 
 
 

  :الحل 

 مقعر لاعلى) أ

[ )∞ −3 

 مقعر للاسفل

( ]∞ 3 

)نقاط الانعطاف  )( )3 R 3 

=) ب R  ميل− −= =−
4 0 4

R
3 3 0
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)) ج )=0 1 R  

( )= 1 R  1=عندما  صغرى محلية ⇐موجبة s 

( )=0 5 R  

( )= 5 R  5=عظمى  محلية عندما ⇐سالبة s 

]متزايد في   ]5 1 

)متناقص ] [ )∞ ∞ −5 1  

)الشكل المجاور يمثل  )۷ )s R 

 احسب نقاط الانعطاف) أ

= كان��تاذا ) ب =6 s 2 s  فم��ا الق��يم الحرج��ة ،
 وفترات التزايد والتناقص

 
 
 
 

  :الحل 

 مقعر لاعلى) أ

[ ]4 0 

 مقعر للاسفل

[ )( ]∞ − ∞0 4  

)نقاط الانعطاف  )( ) ( )( )4 R 4 0 R 0  

))ب ) ( )< =0 2 R 0 2 R   

( ) ⇐2 R  قيمة صغرى محلية 

( ) ( )> =0 6 R 0 6 R   

( ) ⇐6 R  محلية  عظمىقيمة 

]متزايد في   ]6 2 

)متناقص ] [ )∞ ∞ −6 2  

) ارس���������������م )۸ )s R اذا كان���������������ت ( )= −4 2 R 
( )<0 s Rعن����دما − >2 s و ( )>0 s R 

− عندما <2 s ،( )>0 s R 

  :الحل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

) معتم��دا عل��ى الج��دول المج��اور ، ارس��م منحن��ى )۹ )s R 
) حيث )=2 1 R 

s −1 1 3 

R 0 5 0 

R 5 0 −5 

  :الحل 

s −1 1 3 

R 0 5 0 

R 5 0 −5 

 عظمى انعطاف صغرى النقطة

R مقعر للاسفل متزايد مقعر للاعلى 

 

 

 

 

 

 R ، ارسم منحنى R الشكل المجاور يمثل )۱۰
 
 

 

  :الحل 

 

 

( )s R 
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