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@ÔçÜ‰:a@7é–n€aZ@
 نعوض) ۱

 نشتق ) ۲

 نعوض) ۳

): معادلة المماس ) ٤ )− = −1 1s s l w w 

): معادلة العمودي ) ٥ ) −− = −1 1

1
s s w w

l
 

 

@Ú‹rflaZ@

)اذا كان���ت ) ۱ )+ =3s2 s s R  احس���ب معادل���ة ،
1= المماس والعمودي عندما s 

  :الحل 

( ) ( ) ( )= × + =3
1w 3 1 2 1 1 R 

( )+ =22 s3 s R 
( ) ( ) ( )= + =2l 5 2 1 3 1 R 

( )− = −1 1s s l w w 

):معادلة المماس  )− = −1 s 5 3 w 
): العموديمعادلة  ) −− = −1

51 s 3 w 
 

+ اذا كان��ت) ۲ =1 s2 RS  احس���ب معادل���ة المم���اس ،
4= والعمودي عندما s 

  :الحل 

( ) ( )= =1w 3 9 4 RS 

( )=
+

2
s R

1 s2 2


S

 

( ) ( )=2
l 4 R

6
 

( )− = −1 1s s l w w 

):المماس معادلة  )− = −2
61s s 3 w 

): العموديمعادلة  ) −− = −2
6

1
4 s 3 w 

 

ÒÜ«b”@IQH@Z@

=يقطع المنحنى محور السينات  ⇐0 w 

=يقطع المنحنى محور الصادات  ⇐0 s 

@fibrflZ@

)اكت��ب معادل��ة المم��اس لمنحن��ى  )− =31 s s R  عن��د

 تقاطع محور السينات
  :الحل 

=يقطع السينات  ⇐0 w 

= ⇐ = ⇐ = −3 31 s 1 s 0 1 s 

( ) ( ) ( )= − =3
1w 0 1 1 1 R 

( )=2 s3 s R 
( ) ( ) ( )= =2l 3 1 3 1 R 

( )− = −1 1s s l w w 

):معادلة المماس  )− = −4 s 3 0 w  
 

 

ÒÜ«b”@IRH@Z@

R  يوازيi = ⇐i R  

 

@fibrflZ@
احس���������������ب النق���������������اط الت���������������ي عل���������������ى منحن���������������ى 

( )+ − =36 s5 s s R ا هالت��ي يك��ون المم��اس عن��د

= يوازي المستقيم −11 s7 w 
  :الحل 

+ = ⇐ = −s7 11 w 11 s7 w 

= يوازي ⇐w R  

= − 27 5 s3 

− = ⇐ = ⇐ =2 22 2 s 4 s 12 s3 

( ) ( )( )4 2 2 R 2  

( ) ( )( )− − −8 2 2 R 2  
 

 

ÒÜ«b”@ISH@Z@

R  يعامدi = × ⇐i R   
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٢ 

@fibrflZ@

)اذا ك����ان )+ + =27 s3 s s R  احس����ب النق����اط ،

 المس�����تقيم عم�����ودي عل�����ىالت�����ي يك�����ون المم�����اس عن�����دها 
= +16 s w5 

  :الحل 

= ×w R   
( )−= × +1
3 s2

5
 

=1 s 

= +0 1 w5 
− = ⇐1

w
5

 

 

( ) ( ) ( ) ( )⇐ = + + =211 1 11 7 1 3 1 1 R 
 

 

ÒÜ«b”@ITH@Z@

=السينات  يوازي او المماس افقي ⇐0 R 

 

@fibrflZ@

احس�������������������ب معادل��������������������ة المم�������������������اس لمنحن��������������������ى

( )+ − =
3

2 s
7 s2 s R

3
، الت����ي يك����ون المم����اس  

  )افقيا(يوازي السينات عندها 
  :الحل 

( )= − =20 s4 s s R 

( )= ⇐ = − ⇐4 0 s 0 4 s s 

=0 s 
( )← =1w 7 0 R 
=0 R 
=0 l 

( )− = −1 1s s l w w 
( )− = −0 s 0 7 w 

=7 w 

=4 s 
( )− =9 4 R 
=0 R 
=0 l 

( )− = −1 1s s l w w 
( )− = +0 s 0 9 w 

− =9 w 
 

 

 

 

ÒÜ«b”@IUH@Z@

= عالتقاط ⇐i R 
 

Ú‹rfla@Z@

 لمنحن������������������ى اكت������������������ب معادل������������������ة المم������������������اس) ۱
( )− + =2 37 s s s R  عن��������������د تق��������������اطع ،

+ =21 s i 
  :الحل 

=i R 
+ 21 s = − 27 s + 3 s 

= ⇐ = 32 s 8 s 
( ) ( ) ( )= − + =2 35 7 2 2 2 R 

+ =2s2 s3 R 
( ) ( )= × + =216 2 2 2 3 2 R 

( )− = −1 1s s l w w 

):معادلة المماس  )− = −2 s 16 5 w 
  

 

اكت������������������ب معادل������������������ة المم������������������اس لمنحن������������������ى) ۲
( )= + − +310 w7 s5 w s  ، عند تقاطع مع

= المستقيم  +2 w s 
  :الحل 

− = ⇐ = +s 2 w 2 w s 
( )= − + − 3

10 s 2 7 s5 s − +2 s( ) 

= ⇐ = − + −1 s 10 s7 14 s5 8. 

( ) ⇐ = − = ⇐1 1 1 1 2 w 

): نشتق  ) ( )= + − + +20 w7 5 w 1 w s 3  
): نعوض  ) ( )= + − + +20 w7 5 w 1 1 1 3  

− = ⇐7
w

19
 

):معادلة المماس  ) −− = −7
191 s 1 w 

  
 

ÒÜ«b”@IVH@Z@

 نقطة معطاة بالسؤال                     

 

 
 
 
 

 تحقق المعادلة
 )تماس(

 لا تحقق المعادلة 
 خارجية
−

=−
1 2

1 2

w w
R

s s

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٣ 

@Ú‹rflaZ@

)اكتب معادلة المماس لمنحن�ى ) ۱ )− =2 s s4 s R  
)المرسوم من  )5 2 

  :الحل 

( ) ( ) ( )≠ ⇐ − =5 4 4 2 4 2 R  خارجية 
)نفرض التماس  )w s 
− =−

5 w
R

2 s
 

− − = −−
25 s s4

s2 4
2 s

 

+ − −2s4 s2 8 s4 = − −25 s s4 
= + − − −2 20 8 5 s4 s s2 

= + − ⇐20 3 s4 s 
( )( )− = ⇐ = + − ⇐1 3 s 0 1 s 3 s 

=3 s 
( )=3 3 R 

− =s2 4 R 
( )− =2 3 R 

( )− − = −3 s 2 3 w 

− =1 s 
( )= −3 1 R 
− =s2 4 R 
( )= −2 1 R 

( )− = −1 s 2 3 w 
 

 

)ب��������ين ان لمنحن��������ى  )۲ )+ =28 s s R  مماس��������ين
) مرسومين من )5 1 خارجية التي لا تقع عليه 

  :الحل 

)نفرض التماس  )w s 
−− = ⇐ =− −

1 2

1 2

w w5 w
R R

1 s s s
  

− + = ⇐−
28 8 s

s2
1 s

 

= − − 20 3 s2 s 
( )( )− = ⇐ = + − ⇐1 3 s 0 1 s 3 s 

 يوجد مماسان⇐

)النقاط ⇐ ) ( )−9 1 17 3  

−المم����اس لمنحن����ى  ةاوج����د معادل���� )۳ = −2 28 w s 
)المرسوم من النقطة  )−0 4 

  :الحل 

( )− ≠ − −28 0  خارجية  4

)نفرض التماس  )w s 

( )
− =− −

0 w
R

4 s
 

=+
w s

4 s w
 

= +2 2w s4 s 

− = −2 2s4 w s 

− = −2 28 w s 
= −0 ww2 s2 

= w w2s2
w2 w2

 

=s
w

w
 

 
= ⇐ − = −2 s s4 8 

( )− = −2 28 w 2 

( )− = ⇐ = ⇐212 12 w 12 wS S 

=2 s 
=12 wS 

=s
w

w
 

=2
l

12S

 

( )− = −2
12

2 s 12 w
S

S 

=2 s 
− =12 wS 

 

 
 
 

( ) −− = +2
12

2 s 12 w
S

S 

 
 
 

= لمنحن�����ى م�����اساكت�����ب معادل�����ة الم )٤ +2 25 w s 
) النقطة المرسوم من )0 5   

 

اذا ك����������������ان المم����������������اس المرس����������������وم لمنحن����������������ى  )٥
+ − =2f s7 sh R  عن��د( )3 1  يم��ر بالنقط��ة

( )5 3  فما قيم ،f h 

  :الحل 

=−الميل  = =−
2 3 5

1
2 1 3

 

− =7 sh2 R 
( ) ( )= ⇐ = − = ⇐ =4 h 1 7 1 h2 1 R 1 s 

R  يمر( ) ( )= ⇐3 1 R 3 1 

+ − =2f s7 sh R 
( ) ( )+ − =2f 1 7 1 h 3 

= ⇐ + − = ⇐ + − =6 f f 7 4 3 f 7 h 3 
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٤ 

 

 

ÒÜ«b”@IWH@Z@

= كلمة يمس ←
= ←

i R
i R

  

 
fibrfl@Z@

+ اذا ك�������ان المس�������تقيم  =h s3 w  يم�������س منحن�������ى 
− =+

2 s
R

1 s
) ، فما نقاط التماس وما قيمة  )h 

  :الحل 

=3 w   
( )( ) ( )( )

( )
− − + =

+2

1 2 s 1 1 s
R

1 s
 

=R w  
+2 s − +1 s
( )

=
+2 3

1 s
 

( )
( )

= + ⇐ =
+

2
2

3
1 1 s 3

1 s
 

1 = 1+ + ⇐2s2 s 
( )− = ⇐ = + ⇐2 0 s 0 2 s s 

=0 s 
( )−− = =+

2 0
2 0 R

1 0
 

( )= + × =h h 0 3 0 w 

=w R 

= −h 2 

− =2 s 
( )− −= = −+ −

2 2
4 2 R

1 2
 

( )−4 2 
( )+ − = −h 6 2 w 

=w R 
= ⇐ + − =h 10 h 6 4 

 
 

ÒÜ«b”@IXH@Z@

= يمس السينات  ←
= ←

0 R
0 R
 

 
 
 
 
 

@Ú‹rflaZ@

)اذا ك�������������ان ) ۱ )+ + =2h s h s s R   فم�������������ا ،       
) قيمة )h اذا كان ( )s R يمس السينات  
  :الحل 

− = ⇐ = + ⇐ =h
s 0 h s2 0 R

2
   

( )−= h
20 R 

( ) ( )− −= + + 2h h
2 20 h h 

× = + −
2 2h h

4 0 h
2 4

 

= − ⇐ = + −2 2 20 h h4 0 h4 h2 h 
( )= ⇐ = − ⇐4 0 h 0 h 4 h 

 

) اذا ك���ان المس���تقيم الم���ار بالنق���اط )۲ ) ( )−3 2 0 1  

) يم��س المنحن��ى )+ − =25 s7 sh s R  فم��ا ،
) قيمة )h 
  :الحل 

الميل : نجد معادلة المستقيم 
( )
−= =− −

0 3
1

1 0
 

( )− = −1 1s s l w w 

( )( )+ = ⇐ − − = −1 s w 1 s 1 0 w 
 :نعيد صياغة السؤال 

+اذا ك������������������ان المس������������������تقيم  =1 s w  يم������������������س
+ − =25 s7 sh R  فما قيمة ،( )h 

=R w  

= ⇐ − =4
h 7 s h2 1

s
 

=w R 
+ − = +25 s7 sh 1 s 

+ − × = +2 4
5 s7 s 1 s

s
 

= ⇐ + − = +1 s 5 s7 s4 1 s 

= = ⇐4
4 h

1
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٥ 

s2= اذا ك�����������������ان المس�����������������تقيم )۳ w يم�����������������س 
( )( )+ − =2f s h 2 s R عن�������د ، فم�������ا ق�������يم 

f h 
  :الحل 

( ) ( )=2 R 2 w 
( )( )+ − =f h2 2 4 4 

( ) = +1 4 f2 h4 

 

( ) ( )=2 R 2 w  
( )( ) ( )( )+ + − =2s4 f sh h 2 s 2 

+ + =f4 h8 h2 2 
( ) = +2 2 f4 h10 

 

=:  بالحذف  − =8 f 3 h 
 

) اوج������������د ق������������يم )٤ )s الت������������ي عل������������ى منحن������������ى 

− =s2 s R  التي يكون العمودي عل�ى المم�اس
] موازي لمحور الصادات لكل ]π2 0 s  

  :الحل 

 :قاعدة 
 المماس يوازي السينات ⇐العمودي يوازي الصادات 

=0 R 

= ⇐ = −1
s2 0 s2 2 1

2
  

=660 420 300 60 s2
2 2 2 2 2

   

[ ]π =2 0 330 210 150 30 s     
 

 

ÒÜ«b”@IYH@Z@

 : اذا علمت معادلة المماس معناها نفس يمس

 

 
 
 
1= عن��دما R المم��اس لمنحن��ى ةاذا كان��ت معادل��) ٥ s 

= ه��ي +5 s2 w وك��ان + =2 3sf sh R  
f فما قيم h 

  :الحل 

=R w 
+ = −2 3sf sh s2 5 

=R w  
× + = −2s2 f sh3 2 

=1 s 
( ) + =1 f h 3 

=1 s 
( ) + = −2 f2 h3 2 

 

=:   بحل المعادلات − =11 f 8 h 

2= عن��دما R اذا كان��ت معادل��ة المم��اس لمنحن��ى) ٦ s 
= ه��������������������������������ي +7 s3 w  وكان��������������������������������ت

( )
( ) ( )+ × =2 312
s R s s g

s R
 ، احس�����ب

( )s g 
  :الحل 

( )
( )× − × + × =2 2 3

2

R 12
s3 R R s R2 s g

R
   

)يلزم  ) ( )/2 R 2 R 

( ) ( )=2 R 2 w 
( ) = × −2 R 2 3 7 

( ) =2 R 1 

( ) ( )=2 R 2 w  
( ) = −2 R 3 

 
 

−×= − × × + −× × × =3 12
0 4 3 1 3 1 2 8 g

1
 

) اذا كان����ت معادل����ة المم����اس لمنحن����ى )۷ )s R عن����دما 
=2 s ه����ي = +11 s3 w  وكان����ت معادل����ة

) العم�����ودي لمنحن�����ى )s i 2= عن�����دما s ه�����ي 
= +9 s2 w5 وكان�����������������������������������������������������������������������ت 

( )( ) ( )× =s i R s g احسب ،( )2 g 
  :الحل 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )× + × =2 R 2 i 2 i 2 R 2 g   

 حيث 

− =s3 11 w 
( )− =6 11 2 w 

( ) = =2 R 5 

− =3 w 
( )− =3 2 R 

− =s2 9 w5 
− =92

5 5s w 
− =2
5 w عمودي 

=5
2 i 

( ) ( )= ⇐ =1 2 i 1 2 w 

 

( )= −× + × = ⇐19 5
3 1 5 2 g

2 2
 

 

=w R  =w R 
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٦ 

 
 

 المم������اس لمنحن������ىاحس������ب معادل������ة العم������ودي عل������ى  )۸
( )=2 s s R اذا ك��ان العم��ودي مرس��وم م��ن النقط��ة 

( )9
2 0 

 المنحن���ىاحس���ب مس���احة المثل���ث المك���ون م���ن مم���اس  )۹

=1
w

s
)عند   )1

h h والمحاور 

  :الحل 

− −= =2 2 1

1 1
l

h s
 

 

( ) ( )1
h h 0 s  

− =−
1
h

2

0
l

s h
 

=2 1l l 

−=−
1
h

2

1
s h h

 

× = + −2 1
h s h

h
 

= ⇐ = + −h2 s h s h 
( ) ( )1

hw 0 h  

− = ⇐−
1
h

2

w
l

h 0
 

−− −= ⇐ −× = − ⇐ =−
1
h

2 2

w2 1 1 1
w h w

h h hh h
 

=المساحة  × × = × =2 1 1
2 h2 w s

h 2 2
 

 

) ب����ين ان المم����اس لمنحن����ى )۱۰ )=2 s s R عن����دما 

=h s يقطع محور السينات عندما =h
2 s 

  :الحل 

( )=2 h h R 
= = = 1h2 s2 R l 

( ) ( )20 s h h  

− =−
2

2

0 h
l

s h
 

( )= − ⇐ =−
2

2 h
h s h h2 h2

s h
 

( ) ( )= − − ⇐ = − − ⇐20 h s2 h2 h 0 h s h h2 
( )= − ⇐0 s2 h h 

= ← = = ⇐h
s s2 h 0 h

2
 

معتم��دا عل��ى الش��كل المج��اور ، احس��ب مس��احة المثل��ث  )۱۱
) ك���ون م���ن المم���اس المرس���وم م���نمال )1 0 لمنحن���ى 

+ =33 s R والعم��ودي عل��ى المم��اس والمس��تقيم 
=1 w 

  :الحل 

)نجد  )f 
− =− 1

1 w
l

0 s
 

+ − += =
3 32 s 1 3 s

s s
 

= =2

2s3 R l 

+= + ⇐ =
3

3 3 2 3 s
s3 2 s s3

s
 

= ⇐ = ⇐ =3 31 s 1 s 2 s2 
( ) ( )⇐ =4 1 f 4 1 R 

=ارتفاع المثلث  ⇐ − =3 1 4 

)لايجاد   خارجية على العمودي ](

)الميل  )= ⇐ =23 1 R s3 R  

−ميل العمودي  =1
3

 

− −= ⇐ =−
1 4 1

10 s
s 1 3

 

=طول  القاعدة  − =10 0 10 [h 
=المساحة  × × =1

215 3 10 

اثبت ان نصف قطر ال�دائرة يك�ون عمودي�ا عل�ى مم�اس  )۱۲
 الدائرة عند التماس 

  :الحل 

)معادلة الدائرة  ) ( )= − + −2 2 2i w ] s 

( ) ( )= − + −10 w i w 2 ] s 2 

( )− −] s 2
( )−i w 2

( )
( )

−= −
w i w 2

i w 2
 

( )
( )
− =−1

] s
l w

i w
 

)يمر  ) ( )i ] w s  

−ميل نصف القطر  =−2

i w
l

] s
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٧ 

×2 1l l 

( )− −−− = ×− −
] si w

1
] s i w

 

 نصف القطر يعامدالمماس 

اوجد النقاط الت�ي يك�ون عن�دها المم�اس لمنحن�ى العلاق�ة  )۱۳
= +2 252 w16 s9 موازي���������������ا للمس���������������تقيم 

= −1 w8 s9 
  :الحل 

 ميل المستقيم= ميل الماس 
= ⇐ − = ⇐ = −9 1 9

w s w 1 w8 s9
8 8 8

 

= + ⇐ = +2 20 ww32 s18 52 w16 s9 
− = ⇐s9

w
w16

 

=w w  

−− = + ⇐ =9 s9
w2 s

8 w16
 

= : لكن  +2 252 w16 s9 
( )= + −2 252 w16 w2 9 

= +2 252 w16 w36 
± = ⇐ = 21 w 1 w 

= ⇐ − = − = ⇐ =2 s 1 w 2 s 1 w 
)النقاط  ) ( )− −1 2 1 2  

4= ب��ين ان���ه لمنحن��ى )۱٤ s R اس���ين مرس��ومين م���نمم 
( )3

40 التي لا تقع عليه 

  :الحل 

( )3
40   ،  خارجية( )w s تماس 

− = =−
3

3
4

0 w
s4 R

s
 

= − ⇐ =−
4

4 3 4 3

3
4

s
s s3 s4 s4

s
 

= = ⇐ = −3 41 s 0 s 0 s3 s3 
)التماس  ) ( )1 1 0 0  هناك مماسين 

=0 l 
( )− = −0 s 0 0 w 

=3 s4 R 
( )= =34 1 4 l 

( )− = −1 s 4 1 w 

) ن ق���يمع���ي )۱٥ ) ف���ي ]( )=2 s[ s R  اذا كان���ت
1=ما عن�����د R زاوي�����ة مي�����ل الم�����اس لمنحن�����ى s        

) هي )45 

  :الحل 

=الميل  =R i  
( )= =1 45 1 R 

= ⇐ = × ⇐ =1
2 [ 1 1 [2 1 s[2 

 
 

+ بين ان�ه لمنحن�ى )۱٦ =28 s R  مماس�ين مرس�ومين
) من النقاط )5 1 التي لا تقع عليه 

 معادل����������������ة المم����������������اس لمنحن����������������ىس����������������ب حا )۱۷
+ − =27 s6 s R م�������������ع  عن�������������د تقاطع�������������ه
= + −0 1 s3 w 

  :الحل 

=w R  )من التقاطع( 
− = + − 21 s3 7 s6 s 

= + − 20 8 s9 s 

( )( )= = ⇐ = − −1 s 8 s 0 1 s 8 s 

=8 s 
( )=23 8 R 

− =6 s2 R 
( )=10 8 R 

( )− = −8 s 10 23 w 

 المماس الاول

=1 s 
( )=2 1 R 

− =6 s2 R 
( )− =4 1 R 

( )− − = −1 s 4 2 w 

 المماس الثاني
 

) اوج��د ق��يم )۱۸ )s  الت��ي يك��ون العم��ودي عل��ى المم��اس
s2− لمنحنى s يوازي الصادات 

  :الحل 

=يوازي الصادات  ⇐0 R 
= − =0 s2 2 1 R 

= ⇐ =1
2 s2 s2 2 1  

π ππ π+ = ⇐ + =6 3k s k 2 s2 
π ππ π+ = ⇐ + =5 5
6 3k s k 2 s2 
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٨ 

= اذا ك�������ان )۱۹ =2 3s i s R اوج�������د ق�������يم ، 
( )s الت���ي يك���ون عن���دها مم���اس مش���ترك لك���ل م���ن 
i R  

  :الحل 

i=نجد نقاط التقاطع  R 
= − ⇐ =2 3 2 30 s s s s 

( )= = ⇐ = − 21 s 0 s 0 1 s s 

=0 s 
=2 s3 R 

=s2 i 
( ) ( )= =0 0 i 0 R  

 هناك مماس مشترك

=1 s 
( ) ( )=1 i 1 R  

لا يوجد مماس مشترك 

1=عندما  s 

 

= اسين للمنحني�يناثبت ان المم )۲۰ +2 2s8 s w 

=2 s w متعامدين عند النقطة ( )0 0 

  :الحل 

− = ⇐ = +s2 8
w 8 s2 ww2

w2
  

( )
=

0 0

8 w]
0 s]

 90=زاوية الميل  ⇐غير معرف  

0=: معادلة المماس  ⇐ s )محور الصادات( 

=:  المماس الثاني نجد معادلة ⇐ = =0 l 0 s2 w 

)عند  )0 0 ⇐  معادلة المماس الثاني عند( )0 0  هي 

=0 w محور السينات 
 )الصاداتمحور السينات ومحور (المماسان متعامدين  ⇐

+ رس��������م مم��������اس لمنحن��������ى )۲۱ =32 s R عن��������د 
( )w s فقط����ع المنحن����ى ف�����ي نقط����ة ثاني����ة ه�����ي 

( )− −6 2 فما معادلة هذا المماس ، 

  :الحل 

( )− −6 2   ،  خارجية( )w s تماس 
+ =+

6 w
R

2 s
 

+ + =+
3

26 2 s
s3

2 s
 

+ + = + ⇐3 2 36 2 s s6 s3 

= − + ⇐ = − +2 3 2 30 4 s3 s 0 8 s6 s2 

1=بالتجريب  s تحقق 

): تركيبية  )( )= + + −20 4 s4 s 1 s 

− = =2 s 1 s  تهمل لأنها معطاة بالسؤال 

)الميل ⇐ ) ( )⇐ = =3 1 3 1 R تماس 

): معادلة المماس  )− = −1 s 3 3 w 

− اذا كان����ت المعادل����ة )۲۲ =3 s2 w  ه����ي معادل����ة
+= المماس لمنحنى

1
R

sf h
1=عن�د   s  فم�ا ،

f قيم h 
  :الحل 

( ) ( )=1 R 1 w 

= −+
1

1
f h

 

( ) − = +1 1 f h 

( ) ( )=1 R 1 w  

( )
( )

− =
+

 2

f
2 2

f h
 

 

−: بحل المعادلات  = =2 f 1 h 

= رس����م مم����اس لمنحن����ى العلاق����ة )۲۳ 2s4 w عن����د 
( )w s فقط���ع الس���ينات عن���د ( )0 l  اثب���ت ان ،: 

− =s l 
  :الحل 

=ميل المماس


w
w

s
 

( ) − =−

0 w
1 w

l s
 

( )


4
2

2

w2
= ⇐ =w 4 ww2  

= − ⇐ =−
2 w 2

w l2 s2
l s w

 

= −⇐ = − ⇐l s s4 l2 s2  وهو المطلوب 
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٩ 

) ف���ي الش���كل المج���اور المس���تقيم )۲٤ )g  عم���ودي عل���ى
) المم���������اس للاقت���������ران )s R عن���������د ( )w s  ،    

) احسب )s R 
  :الحل 

= R  ميل المماس 

 

− −=1 1
120

 

−= =
−

1 1

3 3S S

 

من الشكل المجاور ، احس�ب قي�اس الزاوي�ة المحص�ورة  )۲٥
s= ب����������ين w ����������نارومم����������اس منحن����������ى الاقت 

− =2 s s3 RS عند ( )0 0 

  :الحل 

 ونها المماسالزاوية التي يك نجد

 مع الاتجاه الموجب للسينات

− =s2 3 RS 

)ميل المماس )⇐ =3 0 RS  المماس يكون زاوية( )60 

s= نجد الان الزاوية التي يكونها المستقيم w  مع الاتج�اه

 الموجب للسينات

⇐ =1 w ٤٥(هي ) ۱(التي ظلها  ةالزاوي( 

s=الزاوي�����������ة ب�����������ين المم�����������اس والمس�����������تقيم  ⇐ w               
= هي −15 45 60 

= اذا كان���ت )۲٦ +h w h 2 s مماس���ا للعلاق���ة ثاب���ت 
= 2s8 w فما قيمة ، ( )h 

  :الحل 

= ⇐ = ⇐ = +1
w wh 1 wh 2 s

h
 

= ⇐ = ⇐ = 24
w 8 ww2 s8 w

w
  

( ) = ⇐ = ⇐ =

4 1
1 h4 w w w

w h
  

( ) = − ⇐ =

2 w
2 2 wh w w

8
 

±: بحل المعادلات  =1 h 

 اثب�����ت ان المماس�����ين المرس�����ومين لمنحن�����ى العلاقت�����ين )۲۷
= − = +2 2 2 25 w4 s 45 w9 s4 عن������د 
 نقطة تقاطع المنحنيين في الربع الاول متعامدين

  :الحل 

+ =2 2w4 5 s 
( )= + +2 245 w9 w4 5 4 

± = ⇐ = ⇐ = +2 21 w 1 w 45 w25 20 
± = ⇐ = + = ⇐23 s 9 4 5 s 

)التماس  ⇐ )1 3 بالربع الاول 

 الان نشتق كل منحنى لمعرفة ميل المماسين
= −2 25 w4 s 
= −0 ww8 s2 

)عندميل  )= 1 3 

=3
4 w 

 

= +2 245 w9 w4 
= +0 ww18 s8 

)عندميل  )= 1 3 

= +0 w18 24 
− =4
3 w 

−− = × = ×2 1

4 3
1 l l

3 4
 متعامدين  

) احس��ب جمي��ع ق��يم )۲۸ )s  الت��ي يك��ون عن��دها العم��ودي

− عل�����ى المم�����اس لمنحن�����ى =29 1
4 4s R  م�����ارا

 بالأصل
  :الحل 

)نفرض التماس  )w s 

=ميل العمودي 


w
s

 

− −⇐ =−
0 w 1
0 s s2

 ( )− = −29 1 1
4 4 2s s s 

− = − ⇐39 1
8 8s s s 

= − ⇐ = + − ⇐3 30 s s 0 s8 s9 s 

( )− = ⇐ = − ⇐1 1 0 s 0 1 s s  

) اذا ك���ان )۲۹ )
( )
+ =

2s s i
R

s g
وك���ان يوج���د مم���اس  

g مش�����ترك افق�����ي للاقت�����رانين i عن�����د ( )4 3  ،
) احسب )3 R 

  :الحل 

)مماس افقي مشترك عند  )4 3 

 ميل العمودي

=s s 
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١٠ 

( ) ( )

( ) ( )

= = ⇐ = = 

4 3 g 3 i

0 3 g 3 i 
 

( ) ( )( )
( )

+ × − +
=

2

2

s i g g 1 ii2
R

g

 
 

( ) ( )
( )( )

( )− += =2

0 3 g 1 04
3 R

16 3 g
 

) رس�����������م مماس�����������ين م�����������ن )۳۰ )−4 0 لمنحن�����������ى 

+ − =2f s4 s R وك���������������������������������������������������ان 
− =4 s2 w المماس����ين ، احس����ب معادل����ة  اح����د

 الاخر
  :الحل 

)لايجاد  )w f يمسR  

= ⇐ − ⇐ =3 s 4 s2 w R  
=w R  عندما+ − = − ⇐f 12 9 4 6 

= ⇐5 f 
) نفرض: نجد الان معادلة المماس الثاني  )w s تماس 

( )−4 0  خارجية: 
+ += − ⇐ =−

4 w 4 w
4 s2 R

s 0 s
 

+ + − = −2 24 5 s4 s s4 s2 
± = ⇐ = ⇐23 s 9 s 

)التماس الثانية  ⇐ )−26 3 

)ميل المماس  )− = −10 3 R 
): معادلة المماس الثاني  )+ − = −3 s 10 26 w 

+اذا ك����ان المم����اس لمنحن����ى )۳۱ =21 s h R  يم����ر

) ويك���ون زاوي���ة بالأص���ل )π
م���ع الاتج���اه الموج���ب  4

) لمحور السينات ، احسب قيم )h 
  :الحل 

=45 ميل المماس= ⇐ = ⇐ =1
s 1 sh2 R

h2
 

)التماس  )+ 1 1
h4 h21  

=الميل  ⇐ =



w
1

s
 

− += ⇐ = =−
1
h4

1
2

0 11
h 1

4 0 h
 

۳۲( R  يم����ر الثاني����ةكثي����ر م����ن الدرج����ة( )4 1  يم����س

+ المس��������تقيم − =3 s2 w 0= عن��������دما s  ، 
 اكتب قاعدة الاقتران

  :الحل 

+ + =2[ sf sh R  يمر( ) ( )= ⇐4 1 R 4 1 

( ) = + +1 4 [ f h 

R  يمس+ − = ⇐3 s2 w w  0=عندما s 

( )− =2 0 R 

( )− = ⇐ + =2 f f sh s R 

0=عندما  s  يكون( ) ( )= ⇐ =3 [ 0 w 0 R  

+ − = ⇐ = ⇐23 s2 s3 R 3 h 

) احس��ب معادل��ة المس��تقيم ال��ذي يم��ر بالنقط��ة )۳۳ )1
2 2 

2= ويكون عموديا على منحنى s w  
  :الحل 

)نفرض التماس  )−=


w 1
w s

s s R  

− −− −= ⇐ = ⇐− −

21 1
2 2s w1 1
2 s s2 2 s s2

 

( ) ⇐ = ⇐ =31 1 1 s 1 s  تماس 

−ميل العمودي  −= =1 1
2 R 

): معادلة المستقيم  ) −− = −1
21 s 1 w 

) اذا ك����������ان )۳٤ )+ − =21 s4 s s R  وك����������ان
− المستقيم =3 w يمس الاقتران ( )s R  اوج�د ،

 نقطة التماس
  :الحل 

)المنحنى والمستقيم مماسان  )= ⇐w s R  

= ⇐ = − ⇐2 s 0 4 s2 

( )− = + − =3 1 8 4 2 R 

)نقطة التماس  ⇐ )−3 2 

=w R  
=w R 
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١١ 

) اكتب معادل�ة المم�اس لمنحن�ى )۳٥ )=2 s s R  عن�د

)نقطة تقاطع  )s R مع ( )=1
s i

s
 

  :الحل 

i=عند نقطة التقاطع  R 

= ⇐ = ⇐ = ⇐3 21
1 s 1 s s

s
 

( )⇐ =1 1 R  نقطة التماس( )1 1 

( ) ( )= ⇐ =2 1 R s2 s R  
): معادلة المماس  )− = −1 s 2 1 w 

= اذا ك������ان المس������تقيم )۳٦ − −0 4 w4 s8  مماس������ا
) لمنحن������ى )s R عن������د( )5 3 وك������ان المس������تقيم 

= + −0 15 w6 s3 عمودي�������ا عل�������ى منحن�������ى 
( )s g عند ( )4 3 اوجد ، ( ) ( )⋅3 g R 

  :الحل 

( ) ( )= =4 3 g 5 3 R 
) لإيجاد ) ( )3 g 3 R   نجد الميل 

− = ⇐ = − −4 s8 w4 0 4 w4 s8 

( ) = = ⇐ − = ⇐3 R 2 w 2 s2 w  

+ = ⇐ = + −15 s3 w6 0 15 w6 s3 

= ⇐ + = ⇐1 15 1
2 26w s w 

( )− = ⇐2 3 g 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )× + × = ⋅3 R 3 g 3 g 3 R 3 g R   

− = × + −× =2 2 4 2 5 

) بين ان لمنحنى )۳۷ )=3 s s R ازي ومماس ثاني م
) لمماس��ه عن��د نقط��ة )8 2 معادل��ة لح��ل م��ن  وأوج��د

 المماسين
  :الحل 

( ) ( )= ⇐ =212 s R s3 s R  
± = ⇐ = ⇐22 s 4 s 

)النق���اط  ⇐ ) ( )− −8 2 8 2   يوج���د عن���د ك���ل منهم���ا

 )۱۲(مماس ميله يساوي 
)عند  ) ( )− = − ⇐2 s 12 8 w 8 2 

)عند  ) ( )+ = + ⇐ − −2 s 12 8 w 8 2 

) اوجد النقاط على منحنى )۳۸ )s R  الت�ي يك�ون المم�اس
م�����������������وازي لمح�����������������ور الس�����������������ينات حي�����������������ث 

( )+ − =3 1
37 s9 s s R 

  :الحل 

 بما ان المماس موازي لمحور السينات

( )± = ⇐ = − = = ⇐23 s 0 9 s s R l 

)النقاط  ⇐ )( ) ( )( )− −3 R 3 3 R 3    

)أي  ) ( )− −25 3 11 3   

) اوجد النقاط على منحنى )۳۹ )s R  الت�ي يك�ون المم�اس

)لمنحن��������ى  )− =1
s s R

s
 ي��������وازي المس��������تقيم 

= −5 w s2 
  :الحل 

 ميل المستقيم= ميل المماس  ⇐المماس موازي للمستقيم 

= ⇐ = ⇐ = +2
2 2

1 1
1 s 1 2 1

s s
 

± = ⇐1 s 

)النقاط هي  ⇐ ) ( )−0 1 0 1    

s8= اذا ك��������ان المس��������تقيم )٤۰ w يم��������س منحن��������ى 
( )+ =2h s2 s R فما قيمة ، ( )h 

  :الحل 

w يمس ( )s R ( ) = ⇐s R w  

= ⇐ = ⇐2 s s4 8 

w  يمس الاقتران( ) ( )= ⇐2 R 2 w R  

= ⇐ + = ⇐ + × = × ⇐h 8 h 8 16 h 4 2 2 8 

+ اذا ك�����ان المس�����تقيم )٤۱ =h s3 w يم�����س منحن�����ى 
( )− =+

1 s2
s R

1 s
) ، فجد نقاط التماس وقيم  )h 

  :الحل 

( ) ( )
( )

( )× − − × + = =
+2

1 1 s2 2 1 s
s R 3 w

1 s
  

( )
+=

+2

1 s23
1 s

− +2 s2
( )

=
+2 1 s

 

( )
= ⇐ =

+2

3
3 R w

1 s
  
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( ) ( )= + ⇐ = + ⇐2 21 1 s 3 1 s 3 
= + ⇐ = + +2 20 s2 s 1 1 s2 s 

( )− = ⇐ = +2 0 s 0 2 s s 

)عندما  :اولاً  )−− = = =+
1 0

1 0 R 0 s
1 0

 

)النقط������������ة  )−1 0  ب������������التعويض ف������������ي المس������������تقيم

− = ⇐ + = −1 h h 0 1 

)عندما  :ثانياً   )= − − =5 2 R 2 s 
)النقط������������ة  )−5 2  ب������������التعويض ف������������ي المس������������تقيم

= ⇐ + − = ⇐ + −× =11 h h 6 5 h 2 3 5 

s2= اذا ك����������������ان المس����������������تقيم )٤۲ w يم����������������س 
( )( ) ( )+ − =2f s h 2 s s R 2= عن������دما s  

f فجد h 
  :الحل 

)عند التماس  ) = ⇐s R w 

( )( )+ − = × ⇐f sh 2 4 2 2 

( ) ( )+ = ⇐ + = ⇐1 f h2 2 f sh 2 4 

)عند التماس  ) = ⇐s R w  

( ) ( )× + + × − = ⇐2s2 f sh h 2 s 2 

( ) ( )× + + × − = ⇐4 f h2 h 2 4 2 

( ) + = ⇐ + = ⇐2 f2 h5 1 f4 h10 2 

): بحل المعادلتين  )
( )

+ =
+ =





1 f h2 2
2 f2 h5 1

 

− = ⇐3 h  ۱(نعوض في ( 
= ⇐ + −× = ⇐8 f f 3 2 2 

) رس����م مم�����اس لمنحن����ى )٤۳ )+ =2h s s R  م�����ن
) النقط�ة )f 1 الواقع�ة عل��ى منحن�ى ( )s R  فقط��ع

− المماس محور السينات عند =1 s فجد ، f h 
  :الحل 

R  يمر بـ( ) ( )= ⇐f 1 R f 1 

( ) = + ⇐1 f h 1 

( ) ( )= = ⇐ =2 1 R s2 s R  ميل المماس 

): معادلة المماس  )− = −1 s 2 f w 

−يقطع محور السينات عندما  = =1 s 0 w 

( )= ⇐ − = −⇐ − − = − ⇐4 f 4 f 1 1 2 f 0 

 ) ۱(بالتعويض في المعادلة رقم 

= ⇐ = + ⇐3 h 4 h 1 

− اذا ك���ان المس���تقيم )٤٤ =7 s13 w يم���س منحن���ى 
( )+ =2 3sf sh s R 1= عن��دما s  فم��ا ،

f قيم h 
  :الحل 

)عند التماس  ) = ⇐s R w 

( ) = + ⇐ + = − ⇐1 6 f h f h 7 13 

)عند التماس  ) = ⇐s R w  

+ = ⇐2sf2 sh3 13 

( ) + = ⇐2 f2 h3 13 

=:  )۲(و ) ۱( بحل المعادلتين = ⇐5 f 1 h 

= اذا كان المستقيم )٤٥ + +0 [ w4 s يم�س الاقت�ران 

=−
s2

w
2 s

) ، فما قيمة  )[ 

  :الحل 

 ميل الاقتران= ميل المستقيم  ⇐المستقيم يمس الاقتران

=المستقيم  + +0 [ w4 s 
−− = ⇐ + − = ⇐[ 1

s w [ s w4
4 4

 

−ميل المستقيم  ⇐ =1
w

4
 

)ميل المماس  )
( )

× − × − = =
−2

s2 1 2 2 s
w

2 s
 

( )
− =
−2

4
2 s

 

 ميل المماس= ميل المستقيم 

( )
( )

− −− = − −⇐ =
−

2
2

1 4
16 2 s

4 2 s
 

( )± = − ⇐ = − ⇐24 2 s 16 2 s 
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١٣ 

=× :اولاً  = ⇐ = ⇐ = −−
6 2

3 w 6 s 4 2 s
2 6

 

)النقط����ة  ⇐ )3 6 تحق����ق المس����تقيم ومعادل����ة المنحن����ى 

− = ⇐ = + × + ⇐18 [ 0 [ 3 4 6 

 :ثانياً  
× −= = ⇐ − = ⇐ − = −− −

2 2
1 w 2 s 4 2 s

2 2
 

)النقط������������ة  )−1 2  ب������������التعويض ف������������ي المس������������تقيم

− = ⇐ = + × + −2 [ 0 [ 1 4 2 

] اوج���������������د قيم���������������ة ك���������������ل م���������������ن )٤٦ f h                         

) اذا ك��������������������������ان )+ + =2f s h s s R   ،

( )− =2 s s[ s i  اذا ك�����ان المنحني�����ان يم�����س
) بعضهما البعض عند النقطة )0 1 

  :الحل 

)المنحنيان يمس بعضهما البعض عند النقطة  )0 1 

( ) ( )= = ⇐0 1 i 0 1 R 

( )= ⇐ = − = ⇐1 [ 0 1 [ 1 i 

( ) ( )− = + ⇐ = + + ⇐ =1 1 f h 0 f h 1 0 1 R 

( )+ =h s2 s R 

( )− = − =s2 1 s2 [ s i 

)لكن  ) ( )=1 i 1 R  

− = ⇐ − = + ⇐ − = +3 h 1 h 2 2 1 h 2 

−) ۱(بالتعويض في  = + ⇐1 f h 

= ⇐ − = + −2 f 1 f 3 

 اذا ك��������������������������ان المم��������������������������اس لمنحن��������������������������ى )٤۷
( )+ + =22 sf sh s R عند ( )1

2 1 ي�وازي 

 لمنحن����������������ىالعم����������������ودي عل����������������ى المم����������������اس 
( )+ + =210 s6 s s i عن������د ( )−2 2  ،

f اوجد h 
  :الحل 

R  يمر بـ( ) ( )= + + = ⇐1 1
2 22 f h 1 R 1 

− = + ⇐3
2 f h 

( ) ( ) ( )+ = ⇐ + =1 f h2 1 R f sh2 s R   

( ) ( )= + − = − ⇐ + =2 6 4 2 i 6 s2 s i  

):  ميل العمودي ⇐ ) − −= + ⇐ =

1 1
2 22 f h2 

− )۲(و ) ۱(المعادلتين بحل  = = ⇐5
2 f 1 h 

) اذا ك�����ان المم�����اس لمنحن�����ى )٤۸ )=h
s R

s
يم�����ر  

) بالنقطتين ) ( )−1 0 2 1  فجد قيمة ، ( )h 

  :الحل 

−ميل المماس  − −− = ⇐ = =+2 2

h 2 1 h
1

1 0s s
 

= ⇐2h s 
): لكن معادلة المماس  )− = −1 1s s l w w 

( )+ − = ⇐ − − = −1 s w 0 s 1 1 w 

+ − = ⇐ + − = ⇐
2 s h

1 s 1 s
s s

 

= ⇐ + − = ⇐1 s2 1 s s 

( )= = ⇐ = ⇐21 1 1
4 2 2h s 

) اذا ك���ان )٤۹ ) ( )+ =2 4 s s R اوج���د ق���يم ،( )s 
) على منحن�ى )s R  الت�ي يك�ون المم�اس عن�دها م�ارا

 بنقطة الاصل
  :الحل 

)نفرض ان نقطة التماس  )w s 

( ) ( )+ + = + = =2 216 s8 s 4 s s R w 

( )+ = =8 s2 s R l 

)وبما انه يمر بالنقطتين  ) ( )w s 0 0   
−= = ⇐−

w 0 w
l

s 0 s
 

+ = ⇐ + = ⇐2 w
s8 s2 w 8 s2

s
 

) بالتعويض بدل )w بمعادلة المنحنى 

+ = + + ⇐2 2s8 s2 16 s8 s 

− = ⇐2 2s s2 16 

± = ⇐ = ⇐24 s s 16 
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١٤ 

) اذا كان��ت المس��تقيمات الم��ارة بالنقط��ة )٥۰ )3 2  تم��س

) منحن����ى )=2 s s R  اوج����د اح����داثيات نقط����ة ،
 التماس

  :الحل 

)نفرض ان نقطة التماس  )w s 

( )= =s2 s R l  النقطتين  ،( ) ( )w s 3 2   

− −= ⇐ = ⇐− −
3 w 3 w

s2 l
3 s 3 s

 

( )( )− = − ⇐3 w 2 s s2 

− = − ⇐23 w s4 s2 

)بالتعويض بدل  )w  

− = − ⇐2 23 s s4 s2 

= + − ⇐20 3 s4 s 

( )( )= − −0 1 s 3 s 
( )= = ⇐ = ⇐ = −29 3 w 3 s 0 3 s 

)النقطة  ⇐ )9 3 

( )= = ⇐ = ⇐ = −21 1 w 1 s 0 1 s 
)النقطة  ⇐ )1 1 

 اثب������������������������ت ان المماس������������������������ان لمنحن������������������������ى )٥۱
( )+ − =26 s5 s s R  عند نقطت�ي تقاطع�ه م�ع

 محور السينات متعامدين
  :الحل 

)يقطع  )s R محور السينات عندما= + − 20 6 s5 s 

( )( )= ⇐ = − − ⇐2 3 s 0 2 s 3 s 

( )− =5 s2 s R 

( )= − × = = 11 5 3 2 3 R l 

( )− = − × = = 21 5 2 2 2 R l 
⇐ ⇐ − = ×2 11 l l المماسان متعامدان 

 
 

 

] اوجد نقطة على منحنى )٥۲ ]π =2 0 s s w    

 مس������تقيملبحي������ث يك������ون المم������اس عن������دها موازي������ا ل
=s2 w 

  :الحل 

= =2s w l   2=، ميل المستقيم w 

± = ⇐ = 22 s 2 s S 

± = ⇐ ± = ⇐1 1
s 2

s2



S

S

 

= ⇐1
s

2
 
S

)لان   )π
2 s  

π = ⇐s
4

 45او    

 اثب�����������������������ت ان المماس�����������������������ين للمنحن�����������������������ين )٥۳
= =s w s w   0= عندما s متوازيان 

  :الحل 

= =w]
s s s w

s]
     

= × = = ⇐10 0 1 0 0 l  

− = ⇐ = ⇐w]
s s w

s]
  

= − = ⇐20 0 l 
⇐ وبما ان  =2 1l lزياناالمماسان متو 

 المم��������������������������اس لمنحن��������������������������ى ك��������������������������اناذا  )٥٤
[ ] ( )π + =2 0 s s 2 s4 s R    

+ يوازي المستقيم =3 s2 w اوجد قيم ، ( )s 
  :الحل 

( )= − ⇐ =2 s 2 4 w s R   
= ⇐ = ⇐1 s s 2 2  

π = ⇐s
2

 90او    

+ اذا ك�����ان المس�����تقيم )٥٥ =4 s3 w يم�����س منحن�����ى 
( )+ =f s h s R عن��د النقط��ة ( )4 0  فج��د ،

f قيمة h 
  :الحل 

( )= ⇐ = + × ⇐ =4 f 4 f 0 h 4 0 R 
( )= ⇐ =s h 3 0 R w   

= ⇐ × = ⇐3 h 1 h 3   
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١٥ 

) اوج���������������د ق���������������يم )٥٦ )s عل���������������ى المنحن���������������ى 
( )− =s2 s s R  والت��ي يك��ون المم��اس عن��دها

 موازيا لمحور السينات
  :الحل 

( )= − = × − = =0 s2 2 1 2 s2 1 s R l   

= ⇐1
2 s2 

×اما  ⇐ + =k 360 60 s2 

+ = ⇐k180 30 s 

×او  ⇐ + =k 360 300 s2 

+ = ⇐k180 150 s 

) اذا ك����������ان )٥۷ )
( )

( )+ =
2s s R

s ;
s i

 ، اوج����������د 

( )3 ; علم�����ا ب�����ان للمنحن�����ين ( ) ( )s i s R 

) مماسا مش�تركا افقي�ا عن�د النقط�ة )4 3  الواقع�ة عل�ى

 كليهما
  :الحل 

( ) ( )= =4 3 i 3 R 

( ) ( )= =0 3 i 3 R  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( )
+ × − + ×

=
2

2

s s R s i s i 1 s R s R2
s ;

s i

 
 

( ) ( ) ( )+ × − × + × ×= = =16 3 0 4 1 0 4 21 4
3 ;

4 16 16
 

) اذا ك���������ان )٥۸ ) ( )× =s2 g s s R وكان���������ت 
− =s 48

w
5

تمث��ل معادل��ة العم��ودي عل��ى المم��اس  

3= عندما R لمنحنى s اوجد ، ( )6 g 
  :الحل 

( )−= =3 48
9 3 R

5
 

( ) −= ⇐ =1
5 3 R w

5
  

( ) ( )= ⇐s R
s2 g

s
   

( ) ( ) ( )× − = × ⇐2

s R 1 s Rs
2 s2 g

s

  

3=عندما  s 
( ) ( )× − ×= ⇐ = = = ⇐1 2 6 1 9 5 3
6 g 6 g2

3 3 9 9
  

= اوج����د النق����اط عل����ى المنحن����ى )٥۹ +2 220 w s 
 2= والتي يكون ميل المماس عندها

  :الحل 

=نشتق ضمنيا  + ⇐w]
0 w2 s2

s]
 

− = ⇐w]
s2 w2

s]
 

−= = ⇐s w]
2

w s]
 ميل المماس  

 

− = ⇐w2 s بالتعويض في العلاقة من السؤال 

( )= + ⇐ = + −2 2 2 220 w w4 20 w w2 

± = ⇐ = ⇐ =2 22 w 4 w 20 w5 

)نعوض لايجاد  )s 
• − = × − = ⇐ =4 2 2 s 2 w 

)النقطة  ⇐ )−2 4 

• = −× − = ⇐ − =4 2 2 s 2 w 

)النقطة  ⇐ )−2 4 

 اوج����������������د معادل����������������ة المم����������������اس للمنحن����������������ى )٦۰

= ++
31

ws5 s
w 1

0= عندما  w 

  :الحل 

)نعوض لإيجاد  )s 

= ⇐ = ⇐ = ++
3 31

1 s 1 s 0 s
0 1

 

)النقطة  ⇐ )0 1 

 :نشتق لإيجاد الميل 

( )

−
= + × +

+
2

2

w]
w]s] w5 s5 s3
s]w 1

 

نعوض بالنقطة 
( )

−
= + + ⇐

+2

w]
w]s] 0 5 3
s]0 1

 

− = + × ⇐w] w]
3 5

s] s]
   

− −= = ⇐ − = ⇐1 3 w] w]
3 6

2 6 s] s]
 

): معادلة المماس هي ⇐ ) −− = −1
21 s 0 w 
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١٦ 

= اوج��د معادل��ة المم��اس لمنحن��ى )٦۱ 2s16 w  عن��د
 للمس����تقيمالمم����اس موازي����ا النقط����ة الت����ي يك����ون فيه����ا 

− =s2 3 w 
  :الحل 

= ⇐ = 2w]
16 w2 s16 w

s]
 

= = ⇐8 16 w]
w w2 s]

 ميل المماس   

−ميل المستقيم  = =w]
2

s]
 

 ميل المستقيم= ميل المماس 

− = ⇐ − = ⇐ − = ⇐8
4 w w2 8 2

w
 

)نعوض لإيجاد  )s 

( )= = ⇐ = −216
1 s s16 4

16
 

)النقطة  ⇐ )−4 1 

): معادلة المماس هي ⇐ )− − = −1 s 2 4 w 

 اوج���������د معادل���������ة المم���������اس المرس���������وم لمنحن���������ى )٦۲
= +2 28 w s4 من النقطة ( )−0 2 

  :الحل 

( ) ( )≠ = + = + −2 28 16 0 16 0 2 4 

( )− ⇐0 2  لا تقع على منحنىR  

)نفرض ان نقطة التماس هي  )− = ⇐+ 1

0 w
l w s

2 s
 

= :نشتق  +w]
0 w2 s8

s]
 

− −= = = ⇐2

s4 s8 w]
l

w s2 s]
 

−− − = ⇐ = ⇐ =+
2 2

2 1

s4 w]
s8 s4 w l l

w 2 s 
− = ⇐ − = ⇐ − = + ⇐2 21 s s8 8 s8 s4 w

 

)نعوض لإيجاد  )w 
± = ⇐ = ⇐ = +2 22 w 4 w 8 w 4 

) النقاط ⇐ ) ( )− − −2 1 2 1   

)عندما  )−× −= = ⇐ −1 4 w]
2 2 1

2 s]
 

): معادلة المماس هي ⇐ )+ = −1 s 2 2 w 
)عندما  )−× −− = = ⇐ − −−

1 4 w]
2 2 1

2 s]
 

): معادلة المماس هي ⇐ )+ − = +1 s 2 2 w 

@pb‘Ój�m@ÚÓˆbÌåÓœZ@

pbƒy˝fl@Z@

 بإح��دىالس��رعة ه��ي المش��تقة الاول��ى للمس��افة ويرم��ز له��ا ) ۱
[t :الرموز التالية 

t u
k]

  

التس��ارع ه��و المش��تقة الثاني��ة للمس��افة او المش��تقة الاول��ى  )۲
 :الرم�������وز التالي�������ة  بإح�������دىللس�������رعة ويرم�������ز ل�������ه 

2

2

u] t ]
j

k] k]
  

= السرعة المتوسطة )۳


t
k

 

= التسارع المتوسط )٤


u
k

 

)تنعدم السرعة أي ان  )٥ ) ( )= =0 u 0 k t 

) ينعدم التسارع أي ان )٦ ) ( )= =0 j 0 k t 

) ارتفاع عندما لأقصىيصل الجسم  )۷ )=0 u 

ف��ي حال��ة ورد ف��ي الس��ؤال كلم��ة تس��ارع نج��د المس��افة ث��م  )۸

 السرعة ثم التسارع ثم المطلوب في السؤال

زمن الصعود للجس�م يس�اوي زم�ن الهب�وط لك�ن بش�رط ان  )۹

 ارتفاع لأقصىالجسم  يصل

= وصول الجسيم الارض )۱۰ ⇐0 t 

رض المس��افة الت��ي يقطعه��ا الجس��يم حت��ى يع��ود ال��ى الا )۱۱

 يساوي ضعفي مسافة اقصى ارتفاع

ص�اعد يك�ون موج�ب وس�رعته وه�و سرعة الجسم وه�و  )۱۲

 هابط يكون سالب

 الس���رعة لحظ���ة وص���وله ال���ى الارض أي ان المطل���وب )۱۳
( )u ارتف���اع الب���رج  + ا تك���ون معادل���ة الحرك���ةمعن���د

 يساوي صفر

) الس���رعة الابتدائي���ة للجس���يم نج���د س���رعة لإيج���اد )۱٤ )u 
) ونعوض مكان )k بالصفر 

ان يغي��ر م��ن  اثب��ات ان الجس��م يتوق��ف م��رة واح��دة دون) ۱٥
0= اتج��اه حركت��ه أي ان المطل��وب اثب��ات u  عن��د قيم��ة

) واحدة فقط للزمن )k 
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١٧ 

@Ú‹rflaZ@

 :يتح�����رك جس�����يم عل�����ى خ�����ط مس�����تقيم وفق�����ا للمعادل�����ة ) ۱
( )− + =2 3k9 k6 k k t حي�����ث ( )t ، بالق�����دم 
( )k  بالثواني ، اوجد ما يلي: 

3= اوجد موضع الجسيم عندما) أ   k ثواني 

3= اماوجد سرعة الجسيم عند) ب k ثواني 

 ثواني) ۳(اوجد تسارع الجسيم بعد ) ج

عن���دما  اوج���د التس���ارع المتوس���ط والس���رعة المتوس���طة) د
 ثواني) ٤(ثانية الى ) ۱(يتغير الزمن من 

  :الحل 

)) أ ) ( ) ( )× − + =2 33 9 3 6 3 3 t 

= − + =54 27 54  قدم 27

−السرعة  )ب + = =29 k12 k3 t u 

( )− × + × =29 3 12 3 2 3 u 

= − + =54 9 36  e/قدم 27

) )ج )+ = =12 k6 k u j 

( )= + × =30 12 3 6 3 j 2/قدم e 

  )د

 

 

 

 

 

قذف جسيم للأعلى ع�ن س�طح الارض ف�إذا كان�ت المس�افة  )۲
− :المقطوع�����ة تعط�����ى بالعلاق�����ة  =2 k16 k96 t 

) حي��ث )k ، ال��زمن ب��الثواني ( )t  بالق��دم ، احس��ب م��ا
 :يلي 

 سرعة الجسيم بعد ثانية واحدة من بدء الحركة) أ  

 متى يصل الجسيم لأقصى ارتفاع) ب

 المسافة التي يقطعها الجسيم حتى يعود للأرض) ج

  :الحل 

−) أ =2 k16 k96 t 

− = =k32 96 t u 

− = =k32 u j 

( )= − = × − = ⇐64 32 96 1 32 96 1 u قدم/e 

0=يصل الجسيم لأقصى ارتفاع عندما  )ب u 

= − ⇐ = ⇐0 k32 96 0 u 

= ⇐ = ⇐3 k 96 k32 ثواني 

×تى يصل الارض حالمسافة التي يقطعها  )ج مسافة  2=

 اقصى ارتفاع

 اقصى ارتفاع ∴
( )= × − × =2144 3 16 3 96 3 t قدم 

المسافة التي يقطعها حتى يعود للأرض ∴
= × =288 2  قدم 144

يتح��رك جس��يم عل��ى خ��ط الاع��داد بحي��ث بع��ده ع��ن نقط��ة  )۳
) الاص�����ل ب�����المتر وبع�����ده )k م�����ن الث�����واني يس�����اوي 

+ 218 k2S احس���ب المس���افة عن���دما تك���ون الس���رعة ، 
 e/قدم )۱(

  :الحل 

+ =218 k2 tS 

= =
+ 2

k4 t]
u

k]18 k2 2S
 

1=نعوض  u  لإيجاد قيمة( )k 

+ = ⇐ = ⇐
+ 2

k4
18 k2 2 k4 1

18 k2 2
S

S

 

( )+ = ⇐218 k2 4 k16 

= − − ⇐2 20 72 k8 k16 

( )= − ⇐ = − ⇐2 20 9 k 8 0 72 k8 

( )( )= + − ⇐0 3 k 3 k 8 

( )= ⇐ = − = ⇐l6 3 t 3 k 3 k  
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١٨ 

− يتحرك جسيم ف�ي خ�ط مس�تقيم )٤ =31 1
4 12k k t  ،

 e/قدم )٦( احسب تسارع الجسيم عندما تبلغ السرعة

  :الحل 

− =31 1
4 12k k t 

= ⇐ − =21 1 3
2 4 12k j k u 

=عندما  − ⇐ =21 1
4 46 k 6 u 

= ⇐ = ⇐ = − ⇐2 25 k 25 k 24 1 k 

=1
2k j   عندما= ⇐ =5

2 j 5 k 2/قدم e 

− :يتح�رك جس��يم وفق��ا للمعادل��ة  )٥ =3 2k k h t حي��ث 
( )t ، المس���افة بالق���دم ( )k ، ال���زمن ب���الثواني ( )h 

ثاب��ت ، اوج��د س��رعة الجس��يم بع��د ثاني��ة واح��دة م��ن ب���دء 
              الحرك������ة علم������ا ب������ان تس������ارعه ف������ي تل������ك اللحظ������ة

2/قدم) ۱۰( e 
  :الحل 

− =3 2k k h t 

− = ⇐ − =2k6 h2 j k3 k h2 u 

−عندما  = ⇐ =k6 h2 10 10 j 

+ = ⇐ + =k3 5 h k6 10 h2 

)عوض قيمة  )h  في( )u − = ⇐2 k3 k h2 u 

( )− + = ⇐2 k3 k k3 5 2 u 

+ = − + =2 2 2k3 k10 k3 k6 k10 

== + = 1 k13 3 10 u قدم/e 

يتحرك جس�يم عل�ى خ�ط مس�تقيم بحي�ث ان بع�ده ع�ن نقط�ة  )٦
) بع��د بالأمت��ارالاص��ل  )k ثاني��ة يعط��ى وفق��ا للاقت��ران  :
( )+ =27 k3 k t م������ا س������رعة الجس������يم بع������د ،       

 ثواني) ۳(
  :الحل 

+ =27 k3 t 

( )/ = × = ⇐ =e l18 3 6 3 u k6 u 

 

) ۱٦۰(قذفت كرة رأسيا الى اعلى من قيمة ب�رج ارتفاع�ه  )۷

 :ق�����دما اذا كان�����ت المس�����افة المقطوع�����ة وف�����ق المعادل�����ة 

( )+ + − =2160 k48 k16 k t اوجد ما يلي : 

 اقصى ارتفاع تصله الكرة) أ  

 بالأرضسرعة الكرة لحظة اصطدمها ) ب
  :الحل 

( )+ + − =2160 k48 k16 k t 
− = ⇐ + − =32 j 48 k32 u 

=) أ ⇐ = ⇐ = + −48
32 k 48 k32 0 48 k32 

= ⇐3
2 k ثانية 

( ) ( )= + × + − =23 3 3
2 2 2196 160 48 16 t 

+ )ب + − = ⇐ = ⇐2160 k48 k16 0 0 t 

)نقسم الطرفين على  )−16 

( )( )= + − ⇐ = − − ⇐20 2 k 5 k 0 10 k3 k 

− = ⇐2 5 k  

5=عندما  k 

( )− = + × − = ⇐112 48 5 32 5 u قدم/e 

 :ق���������ذف جس���������يم ال���������ى اعل���������ى حس���������ب العلاق���������ة  )۸
( )+ − =2k4 k8 k t  اوجد ما يلي ،: 

 الزمن اللازم حتى يعود الجسيم الى الارض) أ

 السرعة التي قذف بها الجسيم) ب

  :الحل 

=) أ + − =0 4 k16 u 

= ⇐ = ⇐1
4 k 4 k16 زمن الصعود ثانية 

=الزمن اللازم حتى يعود الى الارض  × =1 1
2 4e 2 

) )ب )/ = + × − =e l4 4 0 16 0 u 

 

 

 قدم
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١٩ 

مت��ر حس��ب ) ٦۰(ق��ذف جس��يم م��ن س��طح ب��رج ارتفاع��ه  )۹
− :العلاقة  =2 k k11 t الجسيم وهو ، احسب سرعة

 متر من سطح الارض) ۹۰(على ارتفاع 
  :الحل 

+ − =2k11 k t 

+ + − =260 k11 k t 

− = + − =2 j 11 k2 u 

= + + −⇐ =290 60 k11 k l90 t 

)اضرب المعادلة بـ  )= + − ⇐ −20 30 k11 k 1 

( )( )= = ⇐ = − − ⇐5 k 6 k 0 5 k 6 k 

=/ − = + × − = 6 ke l1 11 6 2 u  )هابط( 

=/ = + − = 5 ke l1 11 10 u  )صاعد( 

 :ق����ذف جس����يم رأس����يا ال����ى الاعل����ى حس����ب العلاق����ة  )۱۰
+ + − =24 k h k36 t بس����رعة ابتدائي����ة مق����دارها 

/e lh ما مقدار السرعة ، ( )h  اذا علم�ت ب�ان الجس�يم
 متر) ٥۰(ارتفاع مقداره  لأقصىقد وصل 

  :الحل 

+ − =h k72 u 
=بما ان الجسيم وصل اقصى ارتفاع  ⇐0 u 

= ⇐ = + − = ⇐k72 h 0 h k72 u 

= لكن + + −⇐ =2 250 4 k72 k36 50 t 

= ⇐ = − ⇐2 246 k36 0 46 k36 

= ⇐46
36 kS 

× لكن = ⇐ =46
36l h k72 h72S 

ق��ذف جس��يم رأس��يا ال��ى الاعل��ى بحي��ث ان ارتفاع��ه م��ن  )۱۱
) بعد بالأمتارنقطة القذف  )k ثانية يعطى وفق الاقتران :
( )− =2

1k5 k u k t علم���ت ان اقص���ى ارتف���اع  ف���إذا

) متر ، ما قيمة) ۲۰(وصل اليه الجسيم هو  )1u 

  :الحل 

)اقصى ارتفاع أي ان  )=0 k t 
( )= + =10 k10 u k t 

= ⇐ = ⇐1u k10 1u
k

10 10 10
 )زمن اقصى ارتفاع(  

) لكن )= 1u20 t
10

 

( ) ( )= × − × =
2

1 1 1
1

u u u
20 5 u t

10 10 10
 

×
= − ×

2 2
1 1u5 u 10

20
10 10 10

 

−
= ⇐ =

2 2 2
1 1 1u5 u5 u10

20 2
100 100 
± = ⇐ = ⇐2

1 120 u 400 u 

/ لكن = 1e l20 u لأنها سرعة ابتدائية 

4k= :يتح��رك جس��يم حس��ب العلاق��ة  )۱۲ t  احس��ب ،

 مرة من بدء الحركة لأولالتسارع عندما تنعدم السرعة 

  :الحل 

= =30 k k 4 u  

= 30 k  
=0 k 

π π =2 0 k  

=0 k 
π π =3
2 2 k 

π =2 k 

× + −× =2 3k k 12 k k k 4 j     

+ − =2 2 4k k 12 k 4   

( )π− = × × + × − = 24 0 1 12 1 4 j 

− اذا كانت )۱۳ =2 k5 k60 t  اوجد ما يلي ،: 

 اقصى ارتفاع) أ  

 متر) ۱٦۰(وهو على ارتفاع  مسرعة الجسي) ب

) قيم) ج )k التي تكون السرعة موجبة عندها 

  :الحل 

= ⇐ = − =6 k 0 k10 60 u 

) )أ ) ( )= − × =2180 6 5 6 60 6 t 

 

 البرج

 الارض
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٢٠ 

− )ب = =2 k5 k60 160 t 

= + − =20 160 k60 k5 

= + − =20 32 k12 k 
( )( )= = ⇐ = − − ⇐4 k 8 k 0 4 k 8 k 

( )− = × − =20 8 10 60 8 u 

( )= × − =20 4 10 60 4 u 

=)ج − =0 k10 60 u   
< = ⇐0 u 6 k  لكل( ]6 0 

 :م�����ن س�����طح بناي�����ة اس�����قط جس�����يم حس�����ب العلاق�����ة  )۱٤
=2

1k5 t �للأس��فلم اخ�ر رأس�يا يوبع�د ثاني�ة ق�ذف جس 
+ من نفس المكان =2

2k5 k15 t  فوصل الجس�مان
الارض ، احسب سرعة كل م�ن الجس�يمين لحظ�ة وص�ول 

 تفاع البنايةرالارض وما ا
  :الحل 

)اذا احتاج الجسيم الثاني  )k  ثانية فان الاول :( )+1 k 

( ) ( )= +2 1k t 1 k t 

( )+ = +2 2k5 k15 1 k 5 
+ = + +2 2k5 k15 5 k10 k5 

= ⇐ =1 k 5 k5 

( )= × = 120 4 5 2 t 

( )= × + × = 220 1 5 1 15 1 t 
( )= × = ⇐ =1 120 10 2 2 u k10 u 

= × + ⇐ + = 225 1 10 15 k10 15 u 

) :يتح���رك جس���يم حس���ب العلاق���ة  )۱٥ )=[ k k t  اذا
مثل�ي س�رعة الجس�يم  ثواني) ۱۰( كانت سرعة الجسيم بعد

) ثواني ، احسب قيمة) ٥(بعد  )[ 
  :الحل 

( ) ( ) −× = =1 [5 u 2 10 u k[ u 

( ) ( )− −= ⇐1 [ 1 [5 [2 10 [ 

−1 [5 − −× = ×1 [ 1 [2 2 5 ⇐ 
−= ⇐ = − ⇐ = ⇐1 1 [2 [ 1 1 [ 2 2 

3= يتحرك جسمان بحيث )۱٦ 2t u  احس�ب التس�ارع ،
e/ ا السرعة تساويمعند l8 
  :الحل 

= ⇐ =2 3 2t t3 uu2 t u  
u =2 t3 j u ⇐2 

=
2 t3

j
2

 

×= =16 3
24

2
 

8=عندما u 
( )=3 2t 8 

= ⇐ =34 t t 64 
 

> اذا كان���ت )۱۷ =0 h t h u S  وك���ان تس���ارع الجس���يم

2/ يساوي e l8 فما قيمة ، ( )h 

  :الحل 

× ×= =u h t h
j u

t 2 t 2


S S

  

= ⇐ = ⇐2 t
4 h h 16 S ×h h

tS
= 8

2
 

 يتح������رك جس������يم بحي������ث بع������ده ع������ن نقط������ة ثابت������ة )۱۸
[ ]π + =2 0 k k k t      احس��ب المس��افة ،

 والتسارع لحظة السكون اللحظي
  :الحل 

− = ⇐ + =k k u k k t    
− − =k k j  

= ⇐ = − ⇐ =k k 0 k k 0 u    
=225 45 k 

( ) ( )π π− −− = + = =1 1 52 2
4 42 2 2 2

t t
S S S S

 

( ) ( )π π−= =52 2
4 42 2

j j
S S

 

+ اذا كان�������������������������������������ت )۱۹ =k2 3 k2 5 t   ،         
) احسب )j 4= عندما t 

  : الحل

+ − =k2 6 k2 10 u  
− − =k2 12 k2 20 j  

= + ⇐ =4 k2 3 k2 5 4 t  
): نلاحظ  )+ − =k2 3 k2 4 j  

− = × − = ⇐ × − =16 4 4 j t 4 j 

⇐ 


 20=ارتفاع البناية 
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٢١ 

) اذا ك����������ان )۲۰ )− =k4 5 k4 3 k t  حي����������ث 
( )t  بالأمتارالمسافة ، ( )k  الزمن بالثواني ، احس�ب

πكلا من المسافة والسرعة والتسارع عندما  =8 k 
  :الحل 

( )− =k4 5 k4 3 k t  

( )+ =k4 20 k4 12 k u  

( )+ − =k4 80 k4 48 k j  

( )π= × − × = 83 0 5 1 3 t 

( )π= × + = 820 1 20 0 u 

( )π− = + − = 848 0 48 j 

) اذا كان������ت )۲۱ )+ − = =2 3 1
3k5 k3 k k t s 

 ف��ي المعادل��ة الزمني��ة لحرك��ة جس��يم ف��ي خ��ط مس��تقيم حي��ث
( )k الزمن بالثواني ، المسافة ( )t احس�ب  بالأمتار ،

 السرعةتسارع الجسيم في اللحظة التي تنعدم فيها 
  :الحل 

+ − =2 3 1
3k5 k3 k t 

+ − =25 k6 k u 
=تنعدم السرعة  ⇐ ⇐0 u 

= + − ⇐20 5 k6 k 

( )( )= = ⇐ = − − ⇐1 k 5 k 0 1 k 5 k 

− =6 k2 j 
( ) ( )− = − = = − = ⇐4 6 2 1 j 4 6 10 5 j 

قذف جسيم رأسيا للاعل�ى م�ن نقط�ة عل�ى س�طح الارض  )۲۲
) حيث ), − , =2 k49 k24 5 k t اوجد ما يلي ،: 

 الزمن اللازم حتى يعود الجسيم الى سطح الارض) أ 

 )السرعة الابتدائية(السرعة التي قذف بها ) ب

= اقصى ارتفاع يصل اليه الجسيم) ج ⇐0 u 

/ يكون سرعة الجسيماللحظة التي ) د ,e l14 7 

/ اللحظة التي يكون سرعة الجسيم) هـ , −e l14 7  

 تسارع الجسيم في كل لحظة) و

  :الحل 

= )أ , − , ⇐ =20 k49 k24 5 0 t 

( )= − , ⇐0 k 5 k49 

= ⇐0 k 5=  ،  زمن الانطلاق k  للأرضيعود 

, )ب − , =k9 8 24 5 u 

( ), = × , − , = ⇐24 5 0 9 8 24 5 0 u 

, )ج
, = ⇐

k9 8
2 5 k

,9 8

,= ⇐ = , − ,,
24 5

0 k9 8 24 5
9 8

 

( ) ( ), = , × , − , × , = , ⇐2
l306 2 5 49 2 5 24 5 2 5 u 

, )د − , =k9 8 24 5 u 

= ⇐ , − , = , ⇐1 k k9 8 24 5 14 7 

= )هـ ⇐ , − , = , −4 k k9 8 24 5 14  ثواني 7

/ )و , − = −e l9 8 j u 

 م����ن س����طح بناي����ة حي����ث للأعل����ىق����ذف جس����يم رأس����يا  )۲۳
( )− =2 k5 k30 k t  اذا كان������ت س������رعته لحظ������ة

e/ وصل الارض تساوي l60 اوجد ارتفاع البناية ، 
  :الحل 

− =2 k5 k30 t 

+ − =2h k5 k30 t 

= ⇐ = ⇐ − = − =9 k k10 90 60 k10 30 u 

( ) ( )= + − × =20 h 9 5 9 30 9 t 

= ⇐ = + − =135 h 0 h 405 270 

2= حي��ث l100اس��قط جس��يم م��ن ارتف��اع  )۲٤

1k5 t  
 وف���������ي الوق���������ت نفس���������ه ق���������ذف جس���������يم للاعل���������ى

− =2

2k5 k50 t ن ي، اوجد سرعة ك�ل م�ن الجس�يم
 لهما الارتفاع نفسه عن سطح الارضعندما يكون 

  :الحل 

= +2 1100 t t 

= ⇐ = ⇐ = − +2 22 k 100 k50 100 k5 k50 k5 
 

 البناية

 الارض



@ábnç¸a@ZÖbj«@Öb‡«@ÖbÌa@@pb‘Ój�m@›ôb–n€a@OÔ‡‹»€a@0799366611@ج
 

 

 
٢٢ 

): جسيم الاول سرعة ال )= =1 1k10 k t u 

( )/ = × = ⇐1e l20 2 10 2 t 

): سرعة الجسيم الثاني  )− = =2 2k10 50 k t u 

( ) ( )/ = × − = ⇐2e l30 2 10 50 2 t 

 جسيم يتحرك ف�ي خ�ط مس�تقيم ، م�اذا كان�ت س�رعته بع�د )۲٥
( )k ثاني�ة م��ن حركت�ه ه��ي ( )+ − =22 k3 k k u  
 :فجد 

 سرعته الابتدائية) أ  

 ذحينئالجسيم لحظيا وما قيمة تسارعه  يسكنمتى ) ب
  :الحل 

)) أ )= + − =2 2 0 0 0 u 

=) ب + − =3 20 2 k k u 

( )( )= = ⇐ = − − ⇐1 k 2 k 0 1 k 2 k 

− = =3 k2 u j 
( ) ( )− = − = = − =1 3 2 1 j 1 3 4 2 j 

e/ يتحرك جسيم بسرعة ابتدائي�ة مق�دارها )۲٦ l2  حس�ب
) :العلاقة  )+ =2kf k h k t حي�ث f h   ثواب�ت

ث��واني م��ن ) ۳(احس��ب المس��افة الت��ي يقطعه��ا الجس��يم بع��د 
e/الحركة ، علما بان تسارعه  l8 

  :الحل 

+ = =f k h2 t u 

( )= ⇐ = + =2 f 2 f 0 0 u 

= ⇐ = = =4 h 8 h2 u j 

( )+ = ∴2k2 k4 k t 

( )= × + × =42 3 2 9 4 3 t 

 بع�د بالأمت�اريتحرك جسيم بحيث ان بعده عن نقطة ثابتة  )۲۷
( )k ثاني���ة م���ن ب����دء حركت���ه يعط����ى وفق���ا للاقت����ران  :

[ ] ( )π + =2 0 k k k k t     ،  ج��������������������د

 المسافة والتسارع في حالة السكون للحظي للجسيم
  :الحل 

= ⇐ = − = =k k 0 k k t u     

π π = ⇐ = ∴5
4 4 k 225 45 k   

( )π π π= = + = + =1 12
4 4 42 2 2

2 t 
S S S

S 

( )π− −−− = = + =1 1 52
42 2 2

2 t
S S S

S 

− − = =k k u j   
( )π−−− = = − =1 12

42 2 2
2 j

S S S
S 

( )π= = + =1 1 52
42 2 2

2 j
S S S

S 

تقيم بحي�ث ان بع�ده ع�ن نقط�ة يتحرك جسيم على خط مس )۲۸
) بعد بالأمتارثابتة  )k  ثانية من ب�دء حركت�ه يعط�ى وفق�ا

) : للاقت�������ران )=3 k k t  ،عته كان�������ت س�������ر ف�������إذا
] الفت���رة الزمني���ةالمتوس���طة ف���ي  ]h 0  تس���اوي س���رعته

2= اللحظية عندما k جد قيمة ، ( )h 
  :الحل 

( )= ⇐ = =212 2 u k3 t u 

)السرعة المتوسطة  ) ( )−−= = =−
2 0 t h t0 h

12
h 0 h

 

= − ⇐ =3 30 h12 h h12 h 

 ( )− = ⇐ = − ⇐212 12 0 h 0 12 h h S S 

12=نأخذ  hS 

 :يتح�����رك جس������يم بس������رعة تعط������ى حس������ب العلاق������ة  )۲۹
− =3 2t 1 u حيث ، ( )t  ب�ين  بالأمت�ارالمس�افة ،

) ان تسارع الجس�يم يس�اوي )−3
ف�ي اللحظ�ة الت�ي تنع�دم  2

 فيها سرعته
  :الحل 

− =3 2t 1 u 

× − = ×2t t3 u u2  

− = ⇐
2 t3

j u
2

× − = ×2 t3 u u2 

0=عندما تكون  u 

= ⇐ − = ⇐31 t t 1 0 
− × −= = ∴3 1 3

j
2 2
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 :يتحرك جس�يم عل�ى خ�ط مس�تقيم وف�ق المعادل�ة الزمني�ة  )۳۰
( ) ( )− + =2 4 1

4k6 2 k k t حي���������������������ث ( )k 
) ب��الثواني ، )t ج��د تس��ارع الجس��يم عن��دما ،  بالأمت��ار

e/ تكون سرعته l89  
  :الحل 

( )= − + = =389 k12 2 k t u 

= − + + +2 389 k12 8 k12 k6 k 

= − +2 30 81 k6 k 

=بتجربة  − + =0 81 54 27 3 k 

)على  التركيبية بالقسمة )−3 k 
 

=الناتج  + + 20 27 k9 k 

> − = × × − = − 20 27 27 1 4 81 [h4 f 

3=فقط  ∴لا يوجد اصفار  k 

( )− + = =212 2 k 3 u j 

( ) ( )= − = − + =263 12 75 12 2 3 3 3 j 

ق���ذف جس���يم رأس���يا ال���ى اعل���ى م���ن نقط���ة عل���ى س���طح  )۳۱
) كانت المسافة التي يقطعه�ا بع�د فإذاالارض ،  )k  ثاني�ة

:  ب������������الاقتران م������������ن ب������������دء الحرك������������ة معط������������ى
( )− =2 k16 k64 k t  ب������ين ان الجس������يم يفق������د ،

 l48 نصف سرعته الابتدائية على ارتفاع
  :الحل 

( )= − = ⇐ − − = =64 0 64 0 u k32 64 t u 

)عند  )÷ − = ⇐ =216 k16 k64 48 48 t 

= + − ⇐ − =2 20 3 k4 k k k4 3 

( )( )= = ⇐ = − −1 k 3 k 0 1 k 3 k 

( ) ( )× = = × − =1
264 32 1 32 64 1 u 

 لان الجسم يكون هابطا
 

يتحرك جسيم على خط مستقيم بحي�ث ان بع�ده ع�ن نقط�ة  )۳۲
) بع����د بالأمت����ارالاص����ل  )k  ثاني����ة معط����ى بالعلاق����ة: 
( )=4k k t  اللحظ��ة الت��ي  ف��يفج��د س��رعة الجس��يم

 مرة بعد تحركه لأولينعدم فيها تسارعه 

  :الحل 

= =3k k 4 t u   

× × + −× = =2 3k k 12 k k k 4 u j      

+ − =2 2 4k k 12 k 4   

( )= + − =2 2 20 k k k 4   

π π = ⇐ = ⇐ = =

22 0 k 0 k 0 k 4     

= ⇐ = + −2 2 2 2k 0 k 3 k    
π π = ⇐ ± = ⇐ = ⇐

25
3 3 k 3 k 3 k   S 

πينعدم التسارع لأول مرة عندما  =3 k السرعة وتكون 

( ) ( )π π π= × × = =
2 33 3 1 3

4 2 2 3 3 34 4 u S S 

 :دي��ة عل��ى خ��ط مس��تقيم حس��ب العلاق��ة اتتح��رك نقط��ة م )۳۳
( ) ( )− =k 27 k k tS  اثبت ان هذه النقط�ة الت�ي ،

 ثواني ، ثم جد سرعتها حينئذ) ۹(الحركة بعد  منها بدأت
  :الحل 

( ) ( )− = − × =
1 13

2 2 2k k27 k 27 k k t 
−

= − × = =
1 1
2 2 13

2 20 k k 27 t u 

= ⇐ = − ⇐3 27 3 27
k 0 k

2 2k 2 k 2
S S

S S

 

= ⇐ × = × ⇐9 k k 3 k 2 2 27S S 

9>السرعة تتغير اشارتها عند  k 

)الجسيم يعكس اتجاه حركته  ∴ )=54 9 t 

متر من سطح الارض قذف ) ۸۰(من نقطة على ارتفاع  )۳٤
 جس������يم رأس������يا ال������ى اعل������ى وف������ق اقت������ران المس������افة

( )− =2 k16 k64 k t  جد ،: 

 اقصى ارتفاع يصل اليه الجسيم) أ  

 الزمن الذي بعده يعود الى نقطة القذف) ب

 لذي بعده يعود الى سطح الارضالزمن ا) ج

e/ متى تصبح سرعة الجسيم) د l40 

0≥ مجموعة القيم) هـ k  التي تكون عندها( )<0 k u 
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  :الحل 

− =2 k16 k64 t 

=) أ ⇐ = − = =2 k 0 k32 64 t u 

 القذفاقصى ارتفاع من نقطة 
( )= − = × − × =64 64 128 4 16 2 64 2 t 

 عن سطح الارض يكون اقصى ارتفاع هو

= +l144 80 64 

= )ب − ⇐ =20 k16 k64 0 t 

( )= = ⇐ = − ⇐4 k 0 k 0 k 4 k16  

+عن الارض  t )ج − =280 k16 k64 

0=وعندما يصل سطح الارض تكون  t 

= + −20 80 k16 k64 

÷ = − − 216 0 80 k64 k16 

( )( )= + − ⇐ = − − 20 1 k 5 k 0 5 k4 k 

− = = ⇐1 k 5 k   5=، نأخذ k 

= )د − ⇐ = − =k32 40 64 40 k32 64 u 

= = ⇐ =3 24
4 32 k k32 24 

)ندرس اشارة  )هـ )u 

= ⇐ = − =2 k 0 k32 64 u 

<0 u  في( ]2 0   

من سطح بناية ، افلت ش�خص جس�يما م�ن الس�كون وف�ق  )۳٥

) :الاقت���ران  )=2

1k16 k t  وف���ي اللحظ���ة نفس���ها ،

رمى شخص ثان جسيما عاموديا الى اسفل بسرعة ابتدائية 

e/ مق������������������دارها l20  وف������������������ق الاقت������������������ران: 

( )+ =2

2k16 k20 k t  م�����اذا ارتط�����م الجس�����يم ،

)د بع���الاول  )1
ثاني���ة م���ن ارتط���ام الجس���يم الث���اني ع���ن  2

 :الارض ، فجد 

س��رعة ك��ل م��ن الجس��يم الاول والجس��يم الث��اني لحظ��ة ) أ 
 بالأرضارتطامها 

 ارتفاع البناية) ب
  :الحل 

)ثانية اذا احتاج الجسيم الثاني  )k  فان الجسيم الاول يحتاج

( )+1
2 k ثانية 

( ) ( )= + ∴1
22 1k t k t 

( )÷ + = +22 1
24 k16 k20 k 16 

( )+ = +22 1
2k4 k5 k 4 

= ⇐ − =1 k k4 k5 1 

= زمن الجسيم الاول  + =13
2 2 1 

 1=زمن الجسيم الثاني 

= )أ =1 1k32 t u 

( )= × =3 3
2 2 148 32 u 

+ = =2 2k32 20 t u 

( )= + = 252 32 20 1 u 

) )ب ) ( )= × = × =29 3 3
4 2 2 136 16 16 t 

( )= × + × = 236 1 16 1 20 1 t 

م�ن س�طح بناي�ة ارتفاعه�ا ع�ن  للأعل�ىقذف جسيم رأسيا  )۳٦
 :فتح����������������رك حس����������������ب العلاق����������������ة  l20ض الار

( )− =2 k5 k15 k t  ج���د س���رعة الجس���يم لحظ���ة ،
 وصوله الارض

  :الحل 

( )+ − =220 k5 k15 k t 

)لحظة وصوله سطح الارض  )= +0 20 k t 

= − − ⇐ = + −2 20 4 k3 k 0 20 k5 k15 

( )( )− = = ⇐ = + − ⇐1 k 4 k 0 1 k 4 k  

( )− =k10 15 k u 

( )/ − = × − =e l25 4 10 15 4 u 

 الارض
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 حس�ب العلاق�ة  l100ارتفاعه  قذفت كرة من قمة برج )۳۷
( )− =2 k5 k h k t 0> حي����ث h  وكان����ت س����رعة

e/ الكرة عند ملامستها الارض هي l60  اوجد قيمة ،
) الثابت )h 

  :الحل 

( )− =2 k5 k h k t 

) عند ملامستها سطح الارض )= + ⇐0 100 k t 

( ) = + − ⇐

21 0 100 k5 k h 

( )− = − ⇐ − =60 k10 h k10 h k t 

+ + = ⇐h 60
k

10
 

)ض قيمة عو )k   ۱(في( 

( ) ( )+ += + −
2 h 60 h 60

0 100 5 h
10 10

 

= + − − − +2 20 200 h h120 3600 h2 h120 

± = ⇐ = − 240 h 0 1600 h 

=لكن  ⇐ <40 h 0 h 

 :ق������������������ذف جس������������������يم حس������������������ب العلاق������������������ة  )۳۸
( )− =2 k16 k128 k t  جد ما يلي ،: 

 سرعة الجسيم) أ

0≥ مجموعة قيم) ب k والتي تكون عندها السرعة موجبة 

 اقصى ارتفاع يصل اليه الجسيم) ج

 سرعة الجسيم الابتدائية) د

  :الحل 

) )أ )− =k32 128 k u 

) )ب )≤ − ⇐ ≤0 k32 128 0 k u 

( ] ⇐ ≥ ⇐4 0 k 4 k  

) )ج )= ⇐0 k u 

= ⇐ = − ⇐4 k 0 k32  ثواني 128

( ) ( )= × − × =2256 4 16 4 128 4 t قدم 

) )د )= ⇐0 u؟؟ 

( )/ = × − =e l128 0 32 128 0 u 

 :فتح���رك حس���ب العلاق���ة  للأعل���ىق���ذف جس���يم رأس���يا  )۳۹
( )− =2 k5 k60 k t  احس������ب س������رعة الجس������يم ،

 l100عندما يكون على ارتفاع 
  :الحل 

( )= − ⇐ =2100 k5 k60 100 k t 

= + − 20 20 k12 k 

( )( )= = ⇐ = − − ⇐2 k 10 k 0 2 k 10 k 

( )− =k10 60 k u 

)عندما  )/ − = ⇐ =e l40 10 u 10 k 

( )/ = ⇐ =e l40 2 u 2 k 

 :فتح���رك حس���ب العلاق���ة  للأعل���ىق���ذف جس���يم رأس���يا  )٤۰
( )− =2

1k5 k u k t اذا ك���ان اقص���ى ارتف���اع ه���و 

l20 فما قيمة ، ( )1u  

  :الحل 

( )− =2

1k5 k u k t 
)اقصى ارتفاع  )= ⇐0 k t 

= ⇐ = ⇐ = −1u
10 1 1k k10 u 0 k10 k u 

( )×
= − × ⇐ =

2
1 1 1

1

u 5 u u
20 u 20 t

100 10 10
 

= ⇐ = − ⇐
2 2

1 12
1

u5 u10
2000 u5 20

100 10
 

/ = ⇐ =2
1 1e l20 u 400 u 

 :يتح�����������������رك جس�����������������يم حس�����������������ب العلاق�����������������ة  )٤۱
( )+ + − =2 34 k9 k6 k k t  اوجد ما يلي ،: 

 ازاحة الجسيم وتسارعه عندما تنعدم السرعة) أ  

 ازاحة الجسيم وسرعته عندما ينعدم تسارعه) ب

  :الحل 

))أ )= + − ⇐ = ⇐20 9 k12 k3 0 k u 
( )( )= − − ⇐ = + − ⇐20 1 k 3 k 0 3 k4 k 

= = ⇐1 k 3 k 
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( ) ( ) ( )= + × + × − =2 3l4 4 3 9 3 6 3 3 t 

( ) ( ) ( )= + × + × − =2 3l8 4 1 9 1 6 1 1 t 

( )− =12 k6 k j 

( ) ( )/ − = / =2 2e l6 1 j e l6 3 j 

)) ب )− =12 k6 k j 

( )= ⇐ = − ⇐ =2 k 0 12 k6 0 k j 

( )= + + − =l6 4 18 24 8 2 t 

( )/ − = + − =e l3 9 24 12 2 u 

كان بعد الجسيم يعطى  فإذاالاعلى قذف جسيم رأسيا الى  )٤۲
) :بالعلاق�����ة  )− =2 k5 k30 k t  اوج�����د ارتف�����اع ،

)الجسيم في اللحظة التي يكون فيه�ا س�رعته  )1
الس�رعة  3

 التي قذف بها
  :الحل 

1=السرعة الابتدائية 
 السرعة التي قذف بها 3

× =1
330 10 

( )− =k10 30 k u 

= ⇐ − =2 k k10 30  ثانية 10

( ) ( )= × − × =2l40 2 5 2 30 k t 

) :قذف جسيم حسب العلاق�ة  )٤۳ )− =2 k5 k40 k t 
ال�ى الاعل�ى ، اوج�د س�رعته عن�دما l80من فوق ارتف�اع 

 عن سطح الارض اثناء هبوطهl35يكون على ارتفاع 
  :الحل 

( )− = − =45 80 35 k t 

 يريد السرعة اثناء الهبوط لأنه

= − − ⇐ − = −2 20 9 k8 k 45 k5 k40 

( )( )− = = ⇐ = + −1 k 9 k 0 1 k 9 k  

( )− =k10 40 k t 

( )/ − = × − = ⇐e l150 9 10 40 9 t 
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@ÔzÓôÏm@fibrflZ @

 عند اشتقاق العلاقة التالية بالنسبة للزمن 

+ =3 2w2 s ;5 

+: تصبح  =2w] s] ; ]
w6 s2 5

k] k] k]
 

@Ú‹rflaZ@

سم يستند طرف�ه العل�وي عل�ى ح�ائط رأس�ي 10سلم طوله ) ۱
وطرف���ه الس���فلي عل���ى الارض ، اذا انزل���ق الس���لم بحي���ث 

مبتع���دا ع���ن الح���ائط وف���ي  د l2/ س��رعة طرف���ه الس���فلي
ئط ، م�ن الح�ا l8 لحظة ما كان الطرف السفلي عل�ى بع�د

 :اوجد ما يلي 

 معدل نزول الطرف العلوي للسلم) أ  

 معدل التغير في مساحة المثلث من السلم والارض) ب

 معدل تغير الزاوية المحصورة بين السلم والارض) ج

  :الحل 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


