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۱ (2 w )( )w لها قوة( 
۲ (( )s رتبطة فيم ( )w 

× 3 2w
w s w s

s
 S 

) الزاوية تكون) ۳ )w مثلا 
 ws w    

 :الخطوات 

) اش��تق الط��رفين ض��منيا بحي��ث ك��ل م��ا نش��تق) ۱ )w  نض��ع
[w بعدها

s]
 

[w ميعتج) ۲
s]

 في طرف 

[w اخذ) ۳
s]

 عامل مشترك 

[w القسمة على معامل) ٤
s]

 



 ج

@ábnç¸a@ZÖbj«@Öb‡«@ÖbÌa@@›ôb–n€a@OÔ‡‹»€a@0799366611@
 

 

 
٣١ 

@Ú‹rflaZ@

+اذا كانت  )۱ = −2 2w4 s9 s6 w3،اوجد  w]
s]

 

  :الحل 

 

 

 

+اذا كانت  )۲ =2 2w8 s3 w    احسب ،w]
s]

 

  :الحل 

+ =w] w]
8 s6 w w 2

s] s]
  

= −w] w]
s6 8 w w 2

s] s]
  

( )= − w]
s6 8 w w 2

s]
  

=
−

s6 w]
s]8 w w 2 

 

−اذا كان���������������������������������ت  )۳ = +3 35 ws7 w s ،        
[wاحسب  

s]
)عند   )4 2 

  :الحل 

 

 

 

)اذا كانت  )٤ )=2 w ws    احسب ،w]
s]

 

  :الحل 

 

 

 

=اذا كانت  )٥ +2 2
2

5 3
w s6

s w
[w، احسب   

s]
 

  :الحل 
− −= +2 2 1 2w s6 s5 w3 

− −× + × = − −2 2 2 3s12 w ww2 s6 s5 w w6  

− −+ = × − −2 2 2 3s5 ws12 ww2 s6 w w6  

( )−
−

−

× − −+ =
× − −

2 3
2 2

2 3

w2 s6 w6s5 ws12
w2 s6 w6 −× − −2 3

w

w2 s6 w6

 

 
 
 

=اذا كان��������������������������������������ت  )٦ +2 2ws5 w6 s3 ،           

احسب  
2

2

w ]
s]

  

=اذا كان��������������������ت  )۷ +2 21 w s  ، اثب��������������������ت ان:  

− = ×
2

3
2

w ]
1 w

s]
)عند   )3 2 

  :الحل 

 

 

 

 
 

w=اذا كان����������������������������ت  )۸ s  ، اثب����������������������������ت ان:  
=2w w w   

w=اذا كان����������������������������ت  )۹ s  ، اثب����������������������������ت ان:  

=
+2

1 w]
s]s 1

 

+اذا كان������������ت  )۱۰ =s 3 4 w S  ، اثب�������������ت ان:  
( )= + +224 w w 2 ww2  

+اذا كانت  )۱۱ = −5 2i
15 l 2 i

l
[i  اوجد،  

l]
 

  :الحل 

( )× − ×= −
i]

4 l]
2

i 1 l i]
l5 2 i2

l]l
 

+= −
i]

4 l]
2

i2 l2 i]
l5 i2

l]l
 

= + −
i]

4 l]
2 2

l2i2 i]
l5 i2

l]l l
 



 ج

@ábnç¸a@ZÖbj«@Öb‡«@ÖbÌa@@›ôb–n€a@OÔ‡‹»€a@0799366611@
 

 

 
٣٢ 

− = −
i]

4 l]
2

2i2 i]
l5 i2

l l]l
 

( )− = −4
2

i2 2 i]
l5 i2

l l]l
 

−
=

−

4
2
i2

l5
i]l

2 l]i2
l

 

=اذا كان�����������������������ت  )۱۲ + +2 w2 s2 s 4 wS S ،     
[wاحسب

s]
 

  :الحل 

= + × +w] 1 w] 1
w4 2 4

s] s]s 2 w 2S S

 

+ = −2 w] 1 w]
2 w4

s] s]s w 2S S

 

 + = − 
 

2 1 w]
2 w4

s]s w 2S S

 

+
=

−

2
2

w]s
1 s]w4

w 2

S

S

 

@fia˚çZ@

+اذا ك��������ان  = +2 21 w ws s  اوج��������د ،
2

2

w ]
s]

    

) عند )3 2 

 

)اذا كان��������������ت  )۱۳ )=w ws   ،فج��������������د  w]
s]

         

)عند  )π
21 

  :الحل 

( ) ( )= +w] w]
ws s w

s] s]
 

( )= +w] w]
ws s ws w

s] s]
  

( ) − =w] w]
ws s ws w

s] s]
  

( )− =w]
ws s 1 ws w

s]
  

=
−

ws w w]
s]ws s 1




 

( )π

π

π π
× ×= =
× − 2

2

12 2

1 1 w]
0

s]1 



 
 

 
 

)اذا كان��������ت  )۱٤ ) ( )= + =24 5 R 1 w R s   ،

[w  اوجد
s]

2=عند   w 

  :الحل 

( )+ =2 w]
1 w R w2 s

s]
 

( )=
+ 2

w] 1
s] 1 w Rw2

 

( ) =
= = =× 2 w

1 1 1 w]
16 4 4 5 R4 s]

 

fl»@fiÜ7Ãn€a@Z@
 

˝flpbƒy@Z@
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= × × = ∴3 1 1 u
u u u p

6 3 2
 

×: المطلوب  =2 1 p]
u3

6 u]
 

=عندما × = ⇐ =1 p]
18 36 6 u

2 u]
 

م�ا مع��دل التغي��ر ف�ي حج��م مكع��ب بالنس�بة لمس��احة س��طحه  )۳
 سم)۱۰(يكون طول ضلعه عندما 

  :الحل 

= ⇐ =2 3p]
s3 s p

s]
 

= ⇐ =2l]
s12 s6 l

s]
 

×: باستخدام قاعدة السلسلة  =s] p] p]
l] s] l]

 

= × ⇐
2

2s3 1
s3

s12 s12
 

=

×= =× 10 s

6 20 3 p]
12 10 12 l]

 

اس�طوانة دائري�ة قائم�ة حجمه��ا ثاب�ت ، اوج�د مع�دل التغي��ر  )٤
 في ارتفاعها بالنسبة الى طول نصف قطر قاعدتها

  :الحل 

π =2u p   بقسمة الطرفين علىπ2 

π
π π
× − = ⇐ =2 2 2

2 p p] p
u

]


 
 

π π
π

− ×= =
2

2 4

u2 2 u u]
]

 
 

 

 

 
 

 
 

مس�تطيلة الش�كل تتم�دد بانتظ�ام بحي�ث يبق�ى صفيحة معدني�ة  )٥
امثال عرضها ، اوجد معدل التغير ف�ي ) ۳(طولها يساوي 

 سم)۱٥(مساحتها بالنسبة الى طولها عندما يكون طولها 

@ÚflbÁ@pbmbjqaZ@

) اذا ك���������������������������ان )۱ )=[ s R  اثب���������������������������ت ان ،: 
( s رفص=( R حيث ، (  ثابت ](

  : البرهان

( ) ( ) ( )
←

− =− s u

s R u R
s R

s u
 

←

−=  رفص−=
s u

[ [
s u

 وهو المطلوب 

) اذا ك�������������ان )۲ ) ( )× =s g [ s R  اثب��������������ت ان ،: 
( ) ( )× =s g [ s R  

  : البرهان

( ) ( ) ( )
←

− =− s u

s R u R
s R

s u
 

( ) ( )
←

− =− s u

s g[ u g[
s u

 

( )
( ) ( )( )

←

−
× = =− s u

s g u g
s g [ [

s u
  

) اذا ك����ان )۳ ) ( ) ( )+ =s l s g s R  اثب����ت ان ،: 
( ) ( ) ( )+ =s l s g s R   

  : البرهان

( ) ( ) ( )
←

− =− s u

s R u R
s R

s u
 

( ) ( ) ( ) ( )
←

− − + =− s u

s l s g u l u g
s u

 

( ) ( ) ( ) ( )
←

− + − =− s u

s l u l s g u g
s u

 

( ) ( ) ( ) ( )
← ←

− −+ =− −s u s u

s l u l s g u g
s u s u

  

( ) ( )+ =s l s g   وهو المطلوب 

 زاريو

 وهو المطلوب
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٣٤ 

) اذا ك�����������������������ان )٤ )=k s s R  اثب�����������������������ت ان ،: 
( )− × =1 k s k s R حي���ث ، ( )k ع���دد طبيع���ي 

 )جبصحيح مو(
  : البرهان

( ) ( ) ( )
←

− =− s u

s R u R
s R

s u
 

←

− =−
k k

s u

s u
s u

 

( ) ( )− − −+ × + × + × −

2 3 k 1 2 k 0 1 ks u s u s u s u

−s u ←
=

s u

 

)عوض مكان  )u  بـ( )⇐ s 
− − −+ × + × + × =

2 3 k 2 k 1 ks s s s 1 s 
− − −+ + + =

1 k 1 k 1 ks s s 
− × =1 k s k  وهو المطلوب 

= اذا كان )٥
l
k s w  اثبت ان ،: − =

l
k1 l
s w

k
 

  : البرهان

=
l
k s w برفع طرفي العلاقة للقوة ( )k 

=l ks w بالاشتقاق الضمني ⇐ 
− −= ×1 l 1 kw]

sl wk
s]

 
−

− = ⇐
1 l

1 k

sl w]
s]wk

=لكن   
l
k s w 

( )
−

− × = ⇐
l
k

1 l

1 k

s l w]
k s]s

 

+l
k l − −1 l

−

−× = × =l
k

1 l

l

l s l
s

k ks
 

− = ⇐
l
k1 l w]
s

k s]
 وهو المطلوب  

) اذا ك����������������������ان )٦ )=s s R  اثب����������������������ت ان ،: 
( )=s s R 

  : البرهان

( ) ( ) ( )
←

− =− s u

s R u R
s R

s u
 

( ) ( )
← ←

− +
−= =− −s u s u

s u s u
2

s u2 2
s u s u

 
 

  

( )
← ←

−
+× =− s u s u

s u
s u2

2
s u 2


   

( )+= = × =s2 1 s s
s 2

2 2 2
    وهو المطلوب 

) اذا ك���������������������ان )۷ )=s s R  ب���������������������رهن ان ،: 
( )− =s s R 

  : البرهان

( ) ( ) ( )
←

− =− s u

s R u R
s R

s u
 

( ) ( )
← ←

− + − −= =− −s u s u

s u s u
2

s u2 2
s u s u

 
 

 
 

( )+− = − = × − =s2 1 s s
s 2

2 2 2
   وهو المطلوب 

) اذا ك��������������������ان  )۸ )=s s R  ب��������������������رهن ان ،: 
( )=2s s R 

  : البرهان

( )⇐ =s
s R

s



 

( )
( )

− −
=2

s s s s
s R

s


   


 

+= = =
2 2

2

2 2

1 s s
s

s s
 


 

 وهو المطلوب 

) اذا ك������������������������ان )۹ )=s s R  اثب������������������������ت ان ،: 
( )=s s s R  

  : البرهان

( )= =1
s s R

s



 

( )−× −× = =2

s 1 s 1
s R

s s s
 

  
 

( )=s s s R   المطلوبوهو 
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٣٥ 

) اذا كان )۱۰ )( ) =k
s l w  اثبت ان ،: 

( )( ) ( )− × × =1 k w]
s l s l k

s]
 

  : البرهان

)ليكن  ) ( )= ⇐ =u]
s l u s l

s]
 

− وينتج ان = ⇐ =1 k kw]
uk u w

u]
 

×:  باستخدام قاعدة السلسلة =u] w] w]
s] u] s]

 

( ) −× × ⇐1 ks l u k 

( )( ) ( )− × = ⇐1 k w]
s l s lk

s]
 وهو المطلوب 

@pbjq¸a@Ú‹˜çaZ@

=اذا كان ) ۱ +w s
2

s w
=: ، اثبت ان   w]

1
s]

 

  : البرهان

= +w s
2

s w
 بتوحيد المقامات   

+= + ⇐ =
2 2

2 2 w s
ws2 w s 2

ws
 

+: نشتق ضمنيا  = + ⇐w] w]
s2 w2 w2 s2

s] s]
 

[w حدود التي تحتوي علىبتجميع ال
s]

 في طرف 

− = −w] w]
s2 w2 s2 w2

s] s]
 

( )− = − w]
s2 w2 s2 w2

s]
 

= ⇐w]
1

s]
 وهو المطلوب  

)اذا ك�����������ان  )۲ )+ =s s s R   اثب�����������ت ان ، :
( )( ) ( )( )= + 22

2 s R s R 
  : البرهان

( )+ =s s s R  

( )− =s s s R  

( ) ( )( )− =
2 2

s s s R  

+ − =2 2s s s 2 s    

− =s s 2 1  

): لكن  ) ( )( )+ =
2 2

s s s R  

+ + =2 2s s s 2 s    

+ =s s 2 1  

( )( ) ( )( )+ ∴22
s R s R 

s s 2  + +1 s s 2  − =1 

= + =2 1  وهو المطلوب  1

)اذا ك��������������������ان  )۳ )=2s s R  اثب��������������������ت ان ، :
( )= −0 s2 s R  

  : البرهان

( )= =s2 s s 2 s R   

= − ⇐0 s2 s2   وهو المطلوب 

s2=اذا ك�����������������������ان  )٤ s w  اثب�����������������������ت ان ، :

= + +
3

3

w] w ]
0 w8 s4 s

s] s]
 

  : البرهان

+ = w]
s2 s2 s2

s]
  

( )+ + × − =
2

2

w ]
s2 2 s2 2 2 s2 s2

s]
   

+ − =s2 4 s2 s4  

+ − =s2 4 w4 

( )− + − =
3

3

w] w ]
s2 2 4 4

s] s]
 

− − =w]
s2 8 4

s]
  نضرب الطرفين في( )s 

− − = ⇐
3

3

w] w ]
s2 s8 s4 s

s] s]
 

= + + ∴
3

3

w] w ]
0 s2 s8 s4 s

s] s]
 

= + + ⇐
3

3

w] w ]
0 s8 s4 s

s] s]
 وهو المطلوب  
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٣٦ 

=اذا ك����������������ان  )٥ + +0 w w s  اثب����������������ت ان ، :

( )
=

+

2

23

w w ]
s]w 1




 

  : البرهان

= + +w] w]
0 w 1

s] s]
 

− = + ⇐w] w]
1 w

s] s]
 

( )− = + ⇐]
1 w 1

s]
 

− = ⇐
+

1 w]
s]w 1

 

( ) ( )

( )
− × − −

= ⇐
+

2

2 2

w]
w 1 w ]s]

s]w 1





 

( ) ( ) ( )
−− −× = =

+ + +
2 2

w]
w1 w s]

w 1 w 1 w 1




  

 

( )
=

+
3

w

w 1





 وهو المطلوب 

 
 

s2=اذا ك�����������������������������ان  )٦ w  اثب�����������������������������ت ان ، :

= + −
2

3
2

w ]
0 w4 w8

s]
 

  : البرهان

= w]
s2 s2

s]
  

( )× + =
2

2
2

w ]
s2 2 s2 2 s2 s2 s2 2

s]
      

+ =3 2s2 4 s2 s2 4   
( )+ − =3 2s2 4 1 s2 s2 4   

+ − =3 3s2 4 s2 4 s2 4   
− = − =3 3w4 w8 s2 4 s2 8  

= + − ∴
2

3
2

w ]
0 w4 w8

s]
 وهو المطلوب  

 
s=اذا ك������ان  )۷

w
s
 ،  0≠حي������ث s  اثب������ت ان :

= + +0 ws w2 ws  

  : البرهان

−− = =2 2

s s s s s
w

ss s
    

− − − −− =
2

4 2

s s2 s s s s s
w

s s
    

( ) − −+ − − = 2 23

s 2 s s s
1

ss ss
    

( ) − = 2 2

s 2 s
2 w2

s s
  

( ) =3 s ws 

 ⇐) ۳) + (۲) + (۱(نجمع 

= + +ws w2 ws  

= + − + + − −2 2

s 2 s s s
0 s s

s ss s
   

  

+اذا ك���������������������ان  )۸ =1 s2 wS  اثب���������������������ت ان ، :

= +
2

23

1 w ]
0

s]w
 

  : البرهان

= =
+

1 2 w]
w s]1 s 2S

 

− −
− = = =

2

2 2 23

1 w]
1 w ]w s]

w w s]w
 

−= + = + ∴
2

23 3 3

1 1 1 w ]
0

s]w w w
 وهو المطلوب 

)اذا ك������������������ان  )۹ )− =
6 21 w s  اثب������������������ت ان ، :

− =
21 w w]

ws12 s]
 

  : البرهان

( ) ( )− × = ⇐ − =
5 62 2w]

1 w w2 6 1 1 w s
s]

 

( )
=

−
5 2

1 w]
s]1 w w12

 

)ولكن  ) ( )= − ⇐ = −
−

5 62 2
2

s
1 w s 1 w

1 w
 

− = ⇐
21 w w]

ws12 s]
 وهو المطلوب  

 وزاري

 وزاري
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٣٧ 

+اذا ك�����������ان  )۱۰ =3 1
3s s w   اثب�����������ت ان ، :

=4 w]
s

s]
 

  : البرهان

+ =2 2 2 w]
s s s

s]
   

( )= × = + =4 2 2 2 2s s s s 1 s     

 
 

s=اذا ك�����������������������ان  )۱۱ s w  اثب�����������������������ت ان ، :

+ =
2

2 2
2

w ]
s 2 s w2

s]
  

  : البرهان

=s s w 

+ = ⇐2 w]
s s s

s]
  

× + + = ⇐
2

2 2 2
2

w ]
s s 2 s s s

s]
    

+ =2 2s s s2 s 2   

+ = ⇐
2

2 2
2

w ]
s w2 s 2

s]
   وهو المطلوب 

−اذا ك������ان  )۱۲ ≠ =+
1

2 s w
2 s

  اثب������ت ان ، :

( )= + +0 w 2 s w2  
  : البرهان

( )
= ⇐ =++2

1 1
w w

2 s2 s
 

( )
( )−= + =

+
3

3

2
2 s 2 w

2 s
 

( )+ + ⇐w 2 s w2  

( )
( )

( )
−×× + + =
++ 23

2 1 2
2 s

2 s2 s
 

( ) ( )
−= + =

+ +2 2

2 2
0

2 s 2 s
 بوهو المطلو  

s2=اذا ك�������������������������ان  )۱۳ w  اثب�������������������������ت ان ، :
= + w]

0 s 4 s
s]

  

  : البرهان

− = − = w]
s s 4 s2 2

s]
   

= + ⇐w]
s 4 s

s]
  

= + − = +0 s 4 s 4 s 4 s    −× 1
s 4

s




 

−اذا ك��������������ان  )۱٤ =3 2 2s s w  اثب��������������ت ان ، :

( )= + + ×
22

2

w] w ]
1 s3 w

s] s]
 

  : برهانال

− =3 2 2s s w  نشتق ضمنيا 

− =2 w]
s3 s2 w2

s]
 

− = + ×
2

2

w ] w] w]
s6 2 w2 2

s] s]s]
 

( )÷ = + +
22

2

w] w ]
2 2 s6 2 w2

s] s]
  

( )= + +
22

2

w] w ]
1 s3 w

s] s]
 وهو المطلوب  

=اذا ك���������������������ان  )۱٥
−

s2
w

s2 1



: ، اثب���������������������ت ان  

=
−

2 w]
s]s2 1

 

  : نالبرها

( )( ) ( )( )
( )
− − − −

=
−

2

s2 s2 2 s2 1 s2 2 w]
s]s2 1

   



 

( )
+ + − =

−

2 2

2

s2 2 s2 2 s2 2

s2 1

  



 

( )
( )

+ + −
=

−

2 2

2

s2 s2 2 s2 2

s2 1

  



 

( )
( ) ( )

− + −= =
− −

2 2

s2 1 2 2 s2 2

s2 1 s2 1

 

 

 

= ⇐
−

2 w]
s]s2 1

 وهو المطلوب  

)اذا ك����������������ان  )۱٦ )+ = lk s 1 w  اثب����������������ت ان ، :

( ) ( )− × = +
2

2

k w] w ]
1 s 1

l s] s]
 

  : البرهان

( )+ = lk s 1 w  نشتق ضمنيا 

 وزاري

 وهو المطلوب
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٣٨ 

( ) −− + = ⇐1 l1 k w]
s 1 k wl

s]
 

( ) ( )− −

− −
+ += =

× ×

1 k 1 k

1 l 1 l

s 1 k s 1 k w]
s]w w l wl

 

. ( )− + × × =1 k
l

w k
s 1

lw
 

( )
( )

− +× = × =+ +

1 k

k

s 1 ww k k
s 1 l ls 1

 

( )= + ∴k w]
w s 1

l s]
 نشتق ضمنيا  

( )× = + +
2

2

w] k w ] w]
s 1

s] l s]s]
 

( )− × = + ⇐
2

2

w] w] k w ]
s 1

s] s] l s]
 

( )− =w] k
1

s] l
 وهو المطلوب  

2s=اذا ك�������������������������ان  )۱۷ w  اثب�������������������������ت ان ، :

( )( )+ + =
2

2

w ]
w3 1 w 1 2

s]
 

  : البرهان

=2 w]
s s 2

s]
  

( )+ = + =3 2s 2 s 2 s 1 s 2    

+ =
2

2 2 2
2

w ]
s s 6 s 2

s]
   

( )+ =2 2s 3 1 s 2  

( )( )+ + =2 2s 3 1 s 1 2  

( )( )+ + =w3 1 w 1  وهو المطلوب 2

+اذا كان  )۱۸ =s5 f s5 h ws   اثب�ت ان ، :
= + +0 ws25 w2 ws  ، f h بتثوا 

  : البرهان

 :نشتق ضمنيا 
+ − = + ×s5 f5 s5 h5 w w s  

 :نشتق ضمنيا مرة اخرى 
− − = + + ×s5 f25 s5 h25 w w w s    

= + + + × ⇐0 s5 f25 s5 h25 w2 w s   
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