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                       مراجعة عامة  
 صѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧفرإن أھم   ما نرید  أن نعرفھ لإزالة حالة عدم تعین من الشكل 

   ھو تحلیل البسط والمقام إن أمكن  صѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧفر
  ذلك والاختصار 

  ویمكن أن نحلل بعدة طرق منھا 
 المتطابقات التربیعیة     -١

  مجموعھما ضرب فرقھما = عي حدین  فرق مرب
   2 2h s h s h s     

   25 s 5 s 25 s     
         2s5 3 9 s25     

        22 s 4 s33 3      

  5 5 25 ss s      
    مشترك عامل بإخراج التحلیل -٢

  23 s s s3 s       
 الحدود بتجمیع التحلیل  

       2 23 sf 2 3 sf s 6 sf2 s3 sf 6 sf2 s3 sf          
   22 00000 3 0000 6 sf2 s3 sf       

  المتطابقات التكعیبیة
  2 2 3 3h sh s h s h s        

  2 2 3 3h sh s h s h s      
مثال      3 30000 s2 0000 2 s 2 s      
مثال         2 2 3 33 31 s2 s4 1 0000 1 s2 1 s8        
  الحدود لثلاثي  المباشر التحلیل

   21 s 2 s 2 s3 s      
   20000 s 2 0000 2 s3 s     
   20000s 0000 s 2 s s    
   21 0000 1 000 1 s3 s2     

]2تحلیل ثلاثي الحدود   sf sh    باستخدام الممیز     
h4]2نحسب   f     
20اذا كان  [h4 f    عندئذ  لثلاثي الحدود جذران مختلفان   ھما

2 2

1 2

[h4 f f [h4 f f
s, s

h2 h2

     
    وبالتالي     

   2

2 1s s s s h [ sf sh      
  حلل التركیب 



 ٢

   

  

 

 
     

2

2

1

2

2

5 s2 s3

64 5 3 4 4 [h4 f
0

8

645 2 s
3 3 2

64 21 s
3 2

5 s3 1 s 00000 s 1 00000 3 5 s2 s3

 
      


 

   

  

       








    

  ط عملیة الضرب لیست توزیعیة على نفسھا    فقط على قوس واحد فق3ملاحظھ ادخلنا العدد ة  
20اذا كان  [h4 f    

2للتركیب جذر مضاعف وھو مربع كامل  1

f
s s

h2
        

 2 2

1s s h [ sf sh     
  22 00000 s 4 s4 s    

20اذا كان  [h4 f   
  التركیب غیر قابل للتحلیل 

  ملاحظة قد نستخدم التحلیل بالمتطابقات اكثر من مرة 
         
               

2 22 2 2 2 2 2 4

2 2

8 s s 8 s 8 s 8 s 64 s8

8 s 2 s 2 s 8 s s s2 2 8 8

        

       


   

   

28لاحظ ان  s لا تمتلك جذرا وبالتالي لا تحلل    
اذا أي تركیب  s R حلا   ) صفرا(  یمتلك جذراhلى حاصل ضرب   یمكن ان یحلل ا  

     s g h s s R  
ھنا  s g ھو ناتج  قسمة   s R  على  h s   

  كیف نقسم كثیر ات الحدود  
  ملاحظھ یجب ان ترتب كثیرات الحدود وتوضع بالشكل   

2

2 3

2 3

2

2

3 s3 s

1 s 3 s6 s4 s

s s

3 s6 s3 000

s3 s3 000
3 s30000000
3 s3 000000

00000000000000

 
   


  











     

  لاحظ بما ان الواحد جذر لكثیر الحدود فان باقي  القسمھ  ھو صفر دوما   



 ٣

  ملاحظھ ھنالك حالات خاصة 
38مثال  حلل     s3 ss      

   جذرا لھ  وھذا    نحصل علیھ بالتجریب 8لاحظ ان ھذا التركیب یقبل 
3لناخذ  ss   3 في احد الحدین   فنحصل   على 8  ونعوضs2 s8  نضیف ونطرح ھذا  
  الحد 

   
       

           
    

3 3

3 3

333 3 3 3 3 32

3 3 32

8 s s2 s 8 s3 s2 s2 ss s

8 s 2 s 8 s s2 ss s

4 2 2 2 s 2 2 ss s s s s s

4 2 s 2s s s

        
      

        

    

 
 

     

  
  

  عملیات النشر حفظ
  وھي عكس عملیة التحلیل  

 
 
 
 

2 2 2

2 2 2

3 2 2 3 3

3 2 2 3 3

h sh2 s h s

h sh2 s h s

h s h3 sh3 s h s

h s h3 sh3 s h s

   
   

    
    

    

    حل المعادلات 
المعادلة  0 s r تمتلك حلا  ھو  i s  اذا تحقق     0 i r    

0المعادلة   f sh    0    بشرط h حل وحید    
f sh
f

s
h

 
      

  
  
  
  

  مثال   حل المعادلة
1

0 4 s
2
1

4 s
2

8 2 4 s

 

 
    

    

  المعادلة 



 ٤

 

2

2

2 2

1 2

0 [ sf sh

[h4 f

[h4 f f [h4 f f
s, s

h2 h2

  
  

     
 


 

     

2اما المعادلة   30 ] s[ sf sh        
iنحصل على الحل الحقیقي ان وجد بشكل تجریبي ولیكن s ثم نقسم كثیر الحدود  على  i s 

   الصفر طبعا  وباقي القسمة یجب إن یكون
   الإتمام إلى مربع كامل 

]2لإتمام التركیب sf sh  الى مربع كامل   

 
 

 
 
 

2 2

2 2
2 2

2 2

2 2
2

2 2
2

2
2

f
[ s s h [ sf sh

h
f f f

[ s s h [ sf sh
hh4 h4

f f
[ s h [ sf sh

h4 h2
[h4 f f

s h [ sf sh
h4 h2

f
s h [ sf sh

h4 h2

    

      

     

     

     

     

  مثال اتمم الى مربع كامل  
2

2

2 s6 s3
2 [,6 f,3 h

12 0000000000 [h4 f
f6

1 ,
3 2 h2

 
  

    
 

   

  2212
1 s 3 2 s6 s3

12
          

  او   
    

     
 

2 2 22

2

2 3 1 s 3 2 1 1 s2 s 3 2 s2 s 3 2 s6 s3

1 1 s 3

             
  

 

   المطلقة القیمة
القیمة المطلقة للعدد س ھي اكبر العددین      s , s  

  نرمز لھا ب 

    
   

0 s s
s

0 s s
  المساواة توضع عند اكبر او اصغر لان الاقتران  متصل    

  مثال   



 ٥

3 3
5 5


     

  خواص القیمة المطلقة  
22 2

2

h h h

h h

 

 
        

 24 4 4       

   
      
      

21 s 1 s
1 s 1 s1 s 1 s

           

  حل المعادلات  التي تحوي قیم مطلقة   
h w   
0 h مستحیلة    

0 w 0 w    
0 h   اما    h w أو    h w     

  مثال   حل المعادلة 
5 3 s2   

إما  
5 3 s2
5 3 s2

8 s2
4 s

     
  


                        أو      
5 3 s2
5 3 s2

2 s2
1 s

      
   
 

   

fالمعادلة  w  
fإما   w    أو  f w     

  المتباینات   المتراجحات  
h w h h w       0   بشرط h  

  مثال  حل المتباینة    

 

8 4 s2
8 4 s2 8

4 8 4 4 s2 4 8
4 s2 12

4 s2 12
2 2 2

2 s 6


 

    






 

 
 
 
 

   

 مجموعة الحلول ھي الفترة المفتوحة   6 s     
h w   

مجموعة الحلول     h w h w   او     h h w        
  مثال اوجد مجموعة حلول المتباینة 

4 1 s
4 1 s 4 1 s

5 s 3 s

 
     

   
     



 ٦

مجموعة الحلول ھي    5 3     
  دراسة إشارة تركیب جبري 

  
 

 

0 h f sh s r
f

s 0 s r
h

  
   


   قبل الجذر اشارة  s r تخالف اشارة h وبعد الجذر توافق 

  hاشارة  
  
٢- 20 h [ sf sh s r    لھذا التركیب اشارة  h ا دوما الا اذا كان لھ جذران

    مختلفان 
    hبینھما یخالف اشارة    

  20 h [ sf sh s r
0
   

 بین الجذرین مخالف وخارج الجذرین موافق لاشارة  h 

  20 h [ sf sh s r
0
   
 

 جذر وحید اشارة التركیب من اشارة h  

  20 h [ sf sh s r
0
   

    لیس للتركیب جذور و اشارة التركیب من اشارة     h  

 بشكل عام لدراسة اشارة تركیب -٣ s r في مجموعة تعربفھ علینا ان نجد جذور التركیب في    
والشرط ھوان یكون ( في تلك الفترة   ھذه المجموعة   ونعوض قیم اختیاریة لمعرفة اشارة التركیب

  )الاقتران متصل 
مثال  ادرس اشارة التركیب  2

3 s
s r

4 s5 s
 

 
      

  الحل 
 3 s 0 3 s 0 s r        ینعدم الكسر اذا انعدم البسط فقط    

تحذف القیم التي تعدم المقام     24 s 1 s 0 4 s 1 s 0 4 s5 s             
  یمكن ان نشكل جدول   

                   4                    3            1              س  
3إشارة   --------- --------------   --  0  +++                      +     +      s  

24 إشارة  +  ++++++ 0                     -  -- -         0             +        s5 s   
+            -      -             0      +  +    ---------------   2

3 s
s r

4 s5 s
 

 
  

   
1 3 4       وھذه اشارة التركیب على محور الاعداد    

  تم   تعویض بعض القیم   
  

   اشارة التركیب   لذلك لحل المتباینات  او اعادة تعریف القیمة المطلقة  لابد من دراسة
  



 ٧

لاعادة تعریف  s r  اعادة ) كتابة الاقتران على فترات (   اعادة  كتابة اقتران القیمة المطلقة
  تعریفھ 

نعلم ان     
   

0 w w
w

0 w w
      

  
نجد جذور المعادلة -١ 0 s r  
ندرس اشارة  -٢ s r ونحدد متى یكون موجب ومتى یكون سالب  

  عندما  
    

     
     
s r s r 0 s r

s r s r 0 s r

 
  


     

اعد تعریف الاقتران :مثال  6 s2 s r   
3الحل ینعدم الاقتران  عندما   s  

  
  3                    اصغر من 3                            3    الكبرمن    س

6 s2    سالب0                                   موجب                 
 6 s2 s r   6 s2  6 s2   

     3 s 6 s2
6 s2 s r

3 s 6 s2
     


  

  مثال اعد تعریف
     21 s 3 s2 3 s s2 s r      3    جذور التركیب

1 s s
2
      

 

2 2 23 s s2 3 s s2 3 s s2

2

2 2

2

3
1

2
3 s 3 s s2
2

3
1 s 3 s s2 3 s s2 s r

2
1 s 3 s s2

  
      

  
   

          
     

 






      

  ملاحظات 
  خواص المتباینات حول 

  یمكن ان ننقل حد من طرف لطرف اخر  نغیر اشارة الحد ولا نغیر اتجاه المتباینھ -١
یمكن ان نضرب احد طرفي المتباینھ  بعدد موجب تماما او نقسم الطرفین علیھ دون تغیر  -٢

 اتجاه المتباینة
 نغیر اتجاه المتباینة اذا كان العدد السابق سالب تماما -٣
 وجبین نستطیع ان نربع الطرفین دون ان نغیر الاتجاه  اذا كان الطرفان م -٤
  

  )اقتران الجزء الصحیح(دالة اقتران اكبر عدد صحیح اصغر او یساوي س  او 



 ٨

  العدد الصحیح الذي لا یتجاوز س  
 s  

  اوجد قیمة كل مما یلي: مثال 
 
 
 

 
 

1
2

1 14

0
1 1

2 12
0 03





  







      

 

1 s 2 0 s 1 1 s 0 2 s 1 3 s 2 4 s 3
2 1 0 1 2 32 1 0 1 2 3 4

1 s 2 2
0 s 1 1
1 s 0 0

s
2 s 1 1
3 s 2 2
4 s 3 3

        
      

    
   

   
   

     
















  

  
الاقتران  sh  1  اقتران درجي طول الدرجة g

h
0    بشرط h  

اعد تعریف  s2 طول الدرجة نصف    

 

1
s 1 2

2
1

0 s 1
2

1
s 0 0

2 s21
1 s 1

2
3 s 1 2
2

3
2 s 3

2

   
   
 
    

 
 

 
   





















  و  

6 s 3 2
3 s 0 1

0 s 3 0 1
s

3 s 6 1 3
6 s 9 2

9 s 12 3

  
  

                















  

  فان fا كانت فاذ   f sh f sh     
6 s 3 1
3 s 0 2

0 s 3 3 1
3 s

3 s 6 4 3
6 s 9 5

9 s 12 6

 
 

                 
















    



 ٩

لإعادة كتابة  f sh  حیث   f فان  f sh= f sh   
ناخذ  -١ s   
1نضرب اطراف الفترات بالعدد   -٢

h
  مع قلب اتجاه المتباینات اذا كان ھذا العدد سالب نحصل 

على sh 
نضیف الى كل قیمة العدد ب نحصل على   -٣ f sh    
او نضع  -٤ k f sh یث   حw kونكتب   

 1 k f sh k
k 1 f sh 1 k
  

   


    

0فاذا كانت  h 1   نجد f 1 fk 1 k
s

h h h h
       

0واذا كانت  h 1 نجد f 1 fk 1 k
s

h h h h
     

  ملاحظة  

   

0 s 1 1 0 s 1 1
1 s 0 0 1 s 0 0

s s
2 s 1 1 2 s 1 1
3 s 2 2 3 s 2 2

1 s 0 1
0 s 1 0

1 s

       
           
        

 
 

 

 
 
 
 





 
 
 
 




  s
1

2 s 3 2

 
    
    




  

  
  

 نتیجة   s s  وبالتالي      0 s s     
حل المعادلة [ 1 s [ [ s     

  مثال اوجد مجموعة حلول المعادلة 
1

2 s2
3

11 2 s2 2
3

1 1 1 11 s2 2
3 3 3 3

4 7s2
3 3
4 7s
6 6

    
    

      
 
 









     

  
  مثال اعد تعریف 



 ١٠

 

 1 s 0 0 s 1 1 s 2
1 0 1

2 s 0 0 s 2 2 s 4
0 1 2

1
1 s s R

2
1 0 1 2 s

1
2 0 2 4 1 s

2
2 s 0 0

1
0 s 2 1 1 s

2
2 s 4 2

  


  

   
   

     
            

  

  












   

1 بین الأسھم    بالعدد ضربنا الأعداد
2

h
 1  وجمعنا الى كل عدد تحت السھم العدد f لاحظ ب 

  عدد صحیح 

او 

              

1
k 1 s

2
11 k 1 s k
2

1k s 1 k
2

k2 s 2 k2
1

k2 s 2 k2 k 1 s
2

   
  

 
 
     






 

     

0123 القیم   kنعطي      

     الرسم  
  البیانیة للاقتران رسم الخطوط 

 اقتران من الشكل -١ f sh s R      0 h 0  أو [ wf sh    الخط البیاني مستقیم   
  یتعین بنقطتین 

  یمكن ان ناخذ أي قیمتین ل  س    ونجد المجھول الاخر  
0ارسم خط    2 w s2    

0من اجل   s   2 نجد w       النقطة 0  
0من اجل   w   1نجد s     النقطة  01  

    



 ١١

  

  
fملاحظة الخط البیاني للاقتران   w مستقیم یوازي محور السینات  یمر من   f0  

٢-  2[ sf sh s R         0 h  
0 hنحو الصادات  الموجبھ  نحو الاعلى) یتجھ (  خطھ البیاني قطع مكافئ یتقعر  
0 h خطھ البیاني قطع مكافئ یتقعر نحو الصادات  السالبھ   نحو الادنى   

fلرسم الخط نعین رأس القطع سینات الرأس 
s

h2
   ونجد   f

R
h2
  

  ونأخذ قیمتین واحدة اصغر والأخرى اكبر من سینات الرأس ونجد صورھما 
ارسم الخط البیاني  للاقتران مثال  23 s4 s2 s R    
3الحل  [ 4 f 2 h      الرأس  f4

5 1 R 1 s
4 h2

           

s    2    1الراس      0  
 s R  3  5        3  

  النقاط 3   5   3  
0  نعین النقط السابقة  ونرسم القطع باتجاه الاعلى لان 2 h  

     
  
  
  

s



 ١٢

   
  

  مثلثات
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   النسب المثلثیة للزوایا الشھیرة 
  

=٣٠   رادیان٠=٠  س
6
  ٤٥

4
   ٦٠

3
   ٩٠

2
   

  ٠  1
2

  1 2
22

 


  3
2
  ١  

  1  3
2
  1 2

22
 


  

1
2

  ٠  

  ٠  1

3 
  1  3   غیر معرف  

  

3 s w1
s

s
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وھنالك قوانین التحویل من مجموع الى ضرب

] [ ] [
2 ] [

2 2
] [ ] [
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2 2

] [ ] [
2 ] [
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   اشارة النسب المثلثیة  في الدائرة المثلثیة
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  حل بعض المعادلات المثلثیة البسیطة  

 
 

 
 

k 2 i s
i sk 2 i s

k 2 i s
i sk 2 i s

k i s i s

k i s i s


 






     
     
   
   

 

 
 

 

        

  

 
 

 
 

k 2 i s
i sk 2 i s

k 2 i s
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  حالات خاصة 
 

 
 

 

k s 0 s

k s 0 s
2

k s 0 s

k s 0 s
2







  

   

  

   






   

 
 

 

k 2 s 1 s
2

k 2 s 1 s

k s 1 s
4

k s 1 s
4
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3
k 2 s 1 s

2
k 2 s 1 s

3
k s 1 s

4
3

k s 1 s
4



 



    

    

    

    







   

  ح نختاره حسب الفترة المعطاةحیث ن ھي عدد صحی
  مثال حل المعادلة   

1
2
 

  نعلم ان               

  k 2 i s
i sk 2 i s


 

          

1
2

6

k 2 2
6

k
12

k 2
6

k
12 2

7
k

12






 
 



 






  
 

  



    

حل المعادلة   في الفترة       

 1
2 4

     

 :الحل 

 نعلم ان  k 2 i s
i sk 2 i s
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1
2 4

3 4

k 2
3 4

k 2
3 4

k 2
3 9 12

2 7
k

3 36



 

 
 

  



 

 

 

 

  

  


 
 



             

  نجد  ٠=من اجل ن  7
s

36
     مقبول   

  نجد  ١=من اجل ن  31 2 7
s

36 3 36
         مقبول   

  نجد  ٢=من اجل ن  55 4 7
s

36 3 36
          مرفوض   

  نجد  ١-=من اجل ن  17 2 7
s

36 3 36
         مقبول   

  نجد  ٢-=من اجل ن  41 4 7
s

36 3 36
        مرفوض   

  او
k 2

3 4

k 2
3 4
2

k
3 12

 
 



  

  

  





  

  نجد  ٠=من اجل ن  s
12
     مقبول   

  نجد  ١=من اجل ن  23 2
s

36 3 12
       مقبول   

  نجد  ٢=من اجل ن  47 4
s

36 3 12
       وض  مرف  

  نجد  ١-=من اجل ن  25 2
s

36 3 12
       مقبول   

  نجد  ٢-=من اجل ن  49 4
s

36 3 12
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  عة تعریف الاقتران                             مجو
ھي أوسع مجوعة محتواة في مجموعة الأعداد الحقیقیة یكون لكل منھا :مجوعة تعریف اقتران 

  صورة وفق الاقتران 
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  قتران من خلال الخط البیاني للاقتران  كیف نجد النھایات للا
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3

3 3 3 3 32 2s s

8 s 2 2 ss 16 s2 s2 s 16 ss s
8 s 8 s 8 s

2 ss8 s2 2 2
12 4 2 4 2 2s s s s s

  

 

         


    
    

  

 

    

 
    

٨- 

          
s s s ss2 s

s
s s s

s s s s

1 7 7 7 7 7 49
1 7

7 1 7 1 7 1   

       
     

   

ظة ھذا التدریب بحاجة لدرس كامل للوصول لھذه النتیجة لیس لمجرد ان نعوض كل س ب ملاح
  صفر 

ماذا لو كان التدریب ھو اوجد  s2

s

1 7
1 s 


 

  

 اذا كان  -١٠
2

s

6 sf sh
5

2 s 

   
 جد  f h   

مقام  أي ان البسط یقبل القسمة على المقام  ھوجذر للبسط اذا یجب ان یكون جذر لل٢نلاحظ ان 
  والباقي صفر

3 h2 f f2 6 h4 0 6 f2 h4         



 ٣١
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s s

s s

6 s 3 h2 sh6 s3 sh2 sh
5 5

2 s 2 s

2 s 3 2 s sh
1 f1 h 5 3 h2 5 3 sh 5

2 s

 

 

       
             

 

 

 

  

 
   اذا كانت -١١

 
2 s

5 s r
9

2 s 

   وكان  s r كثیر حدود جد   
s

s2 s r




  و 

  2

2 s

s2 s r


  

 :الحل 

 
  

  

 
  

2 s 2 s

2 s

5 s2 5 s r
2 s s2 s r

2 s

5 s r
9 5 s2 2 s

2 s

 



     
     

 


  

او بما ان  
2 s

5 s r
9

2 s 

  ھو جذر للبسط وبالتالي یوجد كثیر حدود من درجة ٢-   فان العدد 

اقل ولیكن    s g بحیث     2 s s g 5 s r   أي ان
      

2 s 2 s 2 s

5 s r 0 2 s s g 5 s r
  

          

    
2 s 2 s 2 s

9 4 5 s2 s r s2 s r
  

          

    2 2

2 s 2 s 2 s

21 4 25 s2 s r s2 s r
  

        

  
  تدریب 

اذا كان 
1 s

6 s r
6

1 s 

  اوجد   

2

1 s

3 s2 s
6 s r 

 
    

  لناخذ :الحل 

   
 

  
   

   
 

2

1 s 1 s 1 s 1 s

1 s 1 s

3 s 1 s1 s 3 s2 s
3 s

6 s r 6 s r 6 s r
1 1

1 6 3 s
6 s r6

1 s
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                               نھایات الاقترانات الدائریة   

     نظریة  
0 s

s
1

s 
     

قواعد   
h s

h s

h s

h s

h s

h s







  
  
 

 
 

 

 

 

   لانھا متصلة         

0 s

0 s

0 s

0 s

0 s

s
1

s

h sh
f sf
f sf
h sh

h sh
f sf
f sf
h sh











  
 
 
 
  
 
 
 
   










     

  ملاحظة كل قواعد نھایات الاقترانات الدائریة فیھا س تقترب من الصفر دوما 
  لذلك اذا لم تقترب س من الصفر علینا ان نفرض متغیر جدید لیقترب من الصفر 

  ھ مقدرة بالرادیانالشرط ان تكون الزاوی
  اوجد نھایة كل من

    مثال

0 s 0 s 0 s

s2 s s2 s
1 1 2 1 s2 ss s s s
3 3 5 2 s2 s5 s2 s5 s25

s s s
  

          

   
       

  :تدریب 
2

2 2

2
2 2 2

0 s 0 s 0 s 0 s

s s s
1 1 1 s 12 2 21 s2 2 2 s s s22 4

   

 
      

 
 

         

  تدریب

 
2

2 2 22
0 s 0 s 0 s 0 s

s2 1 11
s 1 s2s2 s2

s s ss2 s    

    


      

 
2

0 s

1 s
2 1 1 2

ss2 

      
 

     

  :تدریب 



 ٣٣

جد 
 

s s
4 4

s s
s s2

s s
4 4

 



 
 

   
 

      

   
 

s s s s
2 2s s s

4 4 2 2 2

s 2
4

 
  



   
    

 

     

 
  

نفرض 
w s w s

4 4

0 w s
4

 


      
 
    

     

 
0 w s s

4 4

s 2w s s42
2

w s s
4 4

 



   

   
 

       

 
  )حالھ خاصة(تدریب اوجد نھایة 

 

 
s s s

3 3 3

0 w s
3

1 3s s 2s s 2 2 2 s s3 3 3

s s s
3 3 3

s 2
w 2 30 w s w s 2

3 3 w s
3

  



 

  


 



  

 

     
  


      



         

   

   

  تمارین ومسائل   
٢-  

s

s4 s


 


  نعوض مباشرة نجد الجواب ١   

٦-  
 

 
2

s s s

5 s 5 s1
s 5 s 5 s 25  

     

      

 لما كانت  
 w s

5 sw
1

w s 5 

   

 ا   فرضن 5 w s w 5 s
0 w 5 s
    
   

وكانت 
s

1 1
10 s 5 

  
 

     

كانت  
2

s

5 s1 1
1

10 10 s 25 

  
 

    



 ٣٤

١١- 
2

s s s

ss
s 122

s s s  

 
  

        

  

s s

s s

ss
2 22
2 s s

ss
2 22
2 s s

 

 

 

 

 


  

 

 

  

  

       نھایة غیر موجودة لعدم تساوي النھایتین  

  ١٢ - 
 
 

 2 2

2
s s

64 s 64 s8 s
16

1 8 s64 s  

      

      

١٣-  

 

   

   

2 22

s s s

s s

s2 1 s4 s2 s4 1s4 2 s4
s s s

s4 2 1 s4s4
4 1 4 s4 2 1

s s

  

 

     


     

  

 

      

   
   

 اذا كانت -١٥
s s

s5 sh
2

s sf s6 
   

     جد كل من  f h   

الحل 
s

s5 h
12 h 2

s sf 6
    

     

  s s

7 5 s5 s5
f 2 f2 5 2 2 2

2 1 f s 1 f s sf 
            

   

 
تدریب اوجد نھایة  s s r   عندماs

2
   

      

   

1 10 01 11 s

2 1

2 s 0 s
2 2

1
2

 
  



  
            
  



 
 

    

 
     

 

    

 

 
s s

2 2

0 s s r

1 r
2 2
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  اوجد نھایة كل من الاقترانات التالیة

 

2

2
s

2 3

2 3
s

2
s

2
3

1
13 s
27

2

s

2 2

3
s

s
2

0 s

2

s

2 s3 s
6 s5 s

s s

s s

6 1
3 s9 s

1 s
9
1 s
3

9 s
3 s

s 1 s 1
s

s
s 1

1 s
s

s
s 1



























 
 




 








 

























 

  

 


 

     

   
2 s

s
2 s






 افرض   w
s
 ثم تابع الحل     

  
  انات المثلثیة  علینا ان نجري التحویل التالي ملاحظة اذا لم تكن الزاویھ مقدرة بالرادیان في الاقتر

    رادیان  درجھ تقابل   ١٨٠كل 
    رادیان iوكل س درجة   تقابل    

sاذا  i180
i s

180


      

  نعوض ثم نجد النھایة
  
  
  
  
  



 ٣٦

  
  
  
 
  
  

 التغیر                                      
لیكن  s r w اقتران یتبع المتغیر   s  

 ھو  مقدار التغیر في س نقول ان    2s  ثم تغیرت الى 1sھي    كانت قیمة س  فاذا
1 2s s s  ي  سر فی  التغ  

  وھذا یوافق تغیر في الاقتران ھو

      
1 2

1 2

s r s r s r

w w w

  
  

     التغیر في الاقتران 

   : مثال 
  ندئذ مساحة ھذه القطعة عاذا كانت لدینا صفیحة معدنیة مربعة الشكل طول ضلعھا س  

2 s l    
  وبالتالي 2s  الى 1sمدد من  اذا وضعت ھذه القطعة على النار فان طول ضلع ھذه القطعة یت

2فان التمدد الذي یطرأ  على الصفیحة ھو   2

1 2s s l     
  ملاحظة التغیر لیس من الضروري ان یكون زیادة  قد یكون نقصان 

  
  :مثال 

لیكن الاقتران  s
s r

1 s
   

   واحسب التغیر في الاقتران الموافق  ٣= الى س٢=سب التغیر في س اذا تغیرت من  ساح
1 2s s s
1 2 3 s

  
   

  

 

 

1 2

1 2

s s
s r

1 s 1 s
1 3 2 3

2 s r
2 2 1 2 1 3

   
       

     

  ندعو: تعریف



 ٣٧

  
     1 21 2

1 2 1 2

s r s rw w s r w
s s s s s s

         بمعدل التغیر    

 في المثال السابق متوسط التغیر ھو  
1

s r1 2
2 1 s


     

  لاحظة یمكن ان نستبدل الصیغة السابقة للمتوسط ب م
1 2 1 2s s s s s s        وبالتالي متوسط التغیر ھو    
     1 1s r s s r s r

s s

     
 

  تدریب  
لیكن الاقتران   s r2 s   ى   ال2 احسب معدل التغیر للاقتران  اذا تغیرت س منI 2   

i 2 i 2 s        
     

 

 

 

 
 

2 r i 2 r s r
i s

s r2 2 2 i 2
i s

s r4 i 4
i s

s r2 i 4
i s

s r2 i 4
4 4 i s

   
    
   
   
    

 

 





 

او قد نضرب ونقسم على (    لیصبح المقام مساویا ما تحت الجذر  ٤ وطرحنا ٤اضفنا الى المقام 
  )المرافق 

 
 

  
 

22

s r2 i 4
s2 i 4

s r21 i 4
s2 2 2i 4 i 4 i 4

    
       





  

    

  المعنى الھندسي لمعدل التغیر   
 k  وھذا یعني النقطة   2w  الى  1w   فان ص تتغیر من 2s  الى  1sتغیرت س من قلنا اذا 

الواقعة على منحني الاقتران  تتحول من  1 1 1w s k  الى   2 2 2w s k   



 ٣٨

    
  وبالتالي  معدل التغیر   

     1 21 2

1 2 1 2

s r s rw w s r w
l

s s s s s s

         وھذا میل المستقیم القاطع    

تذكر میل المستقیم  اذا كانت معادلة اقتران ھي    f sl s r    ھنا  م  میل المستقیم المائل  
المار من النقطة  f0 الواقعة على الصادات   

0المعادلة من الشكل  [ wf sh     وھي علاقة لیست اقتران میل ھذا المستقیم ھو   h
l

f
    

اما میل مستقیم مار من نقطتین  1 1 1w s k    و      2 2 2w s k  ھو   
1 2

1 2

w w
l

s s


   

ومعادلة ھذا المستقیم    ھي   1 1s s l w w    
  :تدریب  

 اذا كانت النقطة  ن  تتحرك على منحني الاقتران  s r من الموضع  
121 k الى  

 
252 k 

  ادلة المستقیم القاطع المار بالنقطتین   اوجد مع

1الحل میل القاطع ھو 2

1 2

w w
l

s s


=3 2 5

1 l
3 1 2

   

  ومعادلة القاطع ھي

 
 
 

1 1s s l w w

1 s 1 2 w
3 s w

  
   

 
    

تدریب اذا علمت ان معادلة القاطع لمنحني الاقتران  23 sf s s r    1 ھو s w   
1فعین الثابت ب اذا علمت ان التغیر في س ھو  s  ثم اوجد نقطتي التقاطع     

1الحل میل القاطع  l     
  ومتوسط التغیر

 1 1 1w s k

 2 2 2w s k



 ٣٩

 

1 2

1 2

1 2

1 2

w w
l

s s
w w

1
1

1 w w





 
  

   

   

    
 
 

2 2

1 1 2 2
2 2

1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

2

2

1

1 3 sf s 3 sf s

1 sf sf s s

1 s s f s s s s

1 f s s s

1 f s s 1
1 f s s
1 f s s

1 s s
f s2
f

s
2
f

1 s
2

      
    

     
    
   

   
  

 



 

    

  لتي القاطع والقطع المكافئ ومن التقاطع  حل مشترك لمعاد

 

2

2

3 sf s 1 s

0 2 s 1 f s

    
   

    

2ومن ھذه المعادلة نجد ان    12 s s 2  نعوض كل من 1

f f
s s

2 2
    

  
  

  

1 2

2

f f
2 s s

2 2
8 f 2 f

0 8 f2 f
2 f 4 f 0 2 f 4 f

  

 
  

       


  

4 من اجل   f  الاقتران    23 s4 s s r   ونقطتي التقاطع   
 

 
 

 
 

2 1

4 4
2 s s

2 2
1 2 r 0 1 r

1 2 01

     
   

     
   

   




 
   

2من اجل  f  الاقتران   23 s2 s s r     
  ونقط التقاطع 



 ٤٠

 
 

 
 

2 1

2 2
1 s s

2 2
2 1 r 3 2 r

21 3 2

       
   

      
    

   




 
   

 نرسم للتوضیح فقط 
 

 
  :تدریب 

احسب متوسط التغیر للاقتران  s s s r3   0فترة  في ال
3
 
     

: الحل  
         1 2

1 2

0 r r s r s r s r6 2 3
s s s0

3 3



 

      
     

  :تدریب
 اذا علمت ان متوسط تغیر الاقتران h عین  الثابت   3 sh s r في الفترة   h0 ٨  ھو  

  :الحل 
         4

3 1 2

1 2

s r s r0 r h r s rh
8 h

h 0 h s s s
2 h

       


   

  المعنى الفیزیائي لمتوسط التغیر   
لیكن  k t  القانون الزمني للحركة  في الفترة الزمنیة   2 1k k    

المعنى الفیزیائي لمتوسط التغیر للاقتران  k tھ  ھو السرعة  المتوسطة   للمتحرك الذي قانون
الزمني  k t 

 

السرعة المتوسطة   للمتحرك   
     1 2

1 2

k t k t k t
u

k k k

       

تتحرك نقطة  ط حركة مستقیمة وفق القانون الزمني : مثال  3 2k k k t  اوجد السرعة  
الوسطى للمتحرك في الفترة  21   



 ٤١

: الحل          1 2

1 2

k t k t0 4 k t
4 u

1 2 k k k

            

یعطى القانون الزمني لحركة نقطة على مستقیم  بالعلاقة : مثال    s2 2 k t
4
   اوجد    

iالسرعة الوسطى في الفترة الزمنیة 
2 2
        

     1 2

1 2

k t k t k t
u

k k k

      

     
     

     

i2 2 i2 2 2 i t
4 4 2 2

2 2 2 t
4 4 2 2

2 i2 2
k t4 4 u
ki

2 2

   

   

 

 

      

  

     

 

 

 

    

      

 

i2 2
k t4 4

u
i k

i2 i2
4 4 4 4 2

2 2
k t

i k

 

   

    
       
     
    

      

 

 
  

      

     

i i 2
k t4

u
i k

i k t
i 4 u

4 i k





   
   

 


  

 
  



 ٤٢

  
                                         الاتصال 

لیكن : تعریف  s R  اقتران مجالھ  {    
   h اي ان الاقتران معرف عند h اذا وفقط اذا تحقق  hنقول عن ھذا الاقتران انھ متصل عند 

   
H s

H R s R


    

H   متصل عند Rالاقتران    
H s

H

h r s R


   
  


    

   اذا تحقق واحدة على الاقل من الشروط التالیة hون الاقتران ق متصل عندوبالتالي لا یك
١- H أي ان   H R غیر موجودة   

مثال  s
s r

1 s
 غیر متصل عند الواحد لان   1 r غیر موجودة  لاحظ المجال   1 p  

٢-     
H s H s

s r s r
  

    

مثال    1 s s 1
s R

1 s s2
 

 
 لاحظ الشرط الاول محقق  2 1 r لكن الشرط الثاني غیر  

محقق     
1 s 1 s

0 s r 2 s r
  

      غیر متصل عند الواحد   

٣-    
H s

h r s R


    

مثال   

20 s s
0 s 2 s r
0 s s3

    
  









    ھذا الاقتران غیر متصل عند  الصفر على الرغم انھ یحقق 

  الشروط الاول والثاني 
 2 0 r موجود    

 

 
s 0 s

2

s 0 s

0 s3 s r

0 s s r

 

 

 

 

 

 




 

  النھایة موجودة عند الصفر     

لكن     
0 s

2 0 r 0 s R


       

  یكفي عدم  تحقق شرط واحد لیكون الاقتران غیر متصل 
  تدریب 

لیكن الاقتران  1 s s s r  تحقق ان  الاقتران متصل عند الواحد     

الحل نعید تعریف الاقتران  

2

2

1 s s s
1 s 0 1 s s s r

1 s s s

      
  









    

 0 1 r    



 ٤٣

 

 

2

s 1 s
2

s 1 s

0 s s s r

0 s s s r

 

 

 

 

  

  




 

     

 وبالتالي          
1 s 1 s

0 1 r s r s r
  

    اذا الاقتران متصل عند الواحد    

  ملاحظة ھامة اذا كان الاقتران متصل عند نقطة فان خطھ البیاني متصل غیر منقطع عند تلك النقطة
ت مشكلة لان ھذا الاقتران ملاحظة اشارة المساواة في القیم المطلقة توضع عند اكبر او اصغر لیس

 متصل عند القیمة التي تعدم مضمون القیمة المطلقة 

  
  

  مثال   
 لیكن الاقتران s rs    ابحث اتصال الاقتران عند نقط التشعب   

  
  نعید تعریف الاقتران 

 s rs   شكل التالي  لاحظ ان طول الدرجة یتغیر في كل مرة  وھي بال  



 ٤٤

 

 

1 s 0 0
2 s 1 1

s
3 s 2 2
4 s 3 3

1 0 0s
2 1 1s

s
3 2 2s
4 3 3s

1 s 0 0
4 s 1 1

s rs9 s 4 2
16 s 9 3

 
   
  

 
        

 
 

       
  






















 



 


0  لاحظ ھنا  أن   sاقتران أصم  s  ثم ربعنا    

 من الفترة المفتوحة   وغیر متصل عند نقط التشعب لعدم تساوي hلاحظ ھذا الاقتران متصل عند   
 عند نقط التشعب وھي النھایتین 3 210     

  الاتصال من الیسار والیمین عند نقطة 
 s r متصل عندh من الیمین اذا وفقط اذا تحقق    

H s

h r s r
 

 و   h r موجودة   

 s r متصل عندh من الیسار اذا وفقط اذا تحقق    
H s

h r s r
 

 و   h rموجودة   

  التعرف على الاتصال من خلال الرسم 
لیكن الاقتران  s rخطھ البیاني  ادرس الاتصال عند الاطراف    

  
 متصل من الیمین  لان ٣- عند    

s

0 3 r s r
 

  

   

   من الیسار الاقتران غیر معرف النھایة غیر موجودة من الیسار ٣- عند 
 متصل من الیمین  لان ١- عند    

s

2 1 r s r
 

  

 متصل من الیسار  لان ١- عند 

   
s

2 1 r s r
 

  

١-ل عند  وبالتالي الاقتران متص  



 ٤٥

عند الواحد متصل عند الواحد من الیسار لان    
s

0 1 r s r
 

 

   

لكن من الیمین نجد   
s

0 1 r 1 s r
 

  

 غیر متصل عند الواحد من الیمین   وبالتالي غیر

  متصل عند الواحد 
  متصل من الیسار لان٢عند ال   

s

4 2 r s r
 

 

  

    ٢وغیر متصل من الیمین  غیر معرف على یمین ال 
  ٢غیر متصل عند ال

  كیف نعین الثوابت  في حالة الاقترانات المتصلة  
hمثال عین الثوابت  f  اذا علمت ان الاقتران   s rمتصل عند الواحد   

   
21 s f2 sh s

s r
1 s f sh

   
 

  

  بما ان الاقتران متصل عند الواحد یجب ان یتحقق : الحل 
     

s s

1 r s r s r
  

 
 
   

   2

s s

f2 h 1 f2 sh s s r
  

     
 
   

     
s s

1 r f h f sh s r
  

    
 
   

حل جملة المعادلتین 
f h f2 h 1
f3 1
1 f
3

   
 

 
       

   مجموعة الأعداد الحقیقیة منhوھذه المعادلة محققة ایا كانت قیم 
hعین الثوابت :مثال   f  اذا علمت ان الاقتران   s rمتصل عند الواحد   

 
2f sh s

1 s s r1 s
1 s 2

     
  




  

بما ان الاقتران متصل عند الواحد یجب ان یتحقق : : الحل      
s s

1 r s r s r
  

 
 
   

نھایة لناخذ 
2f sh s

1 s
 
 عند الواحد من الیمین نجد ان المقام ینعدم عند الواحد  وبالتالي سیكون 

1)  نعوض واحد في البسط (الواحد جذرا للبسط ایضا  وعلیھ  h f 0 f h 1         
نعوض في النھایة  

   2 22

s s s

h sh 1 s f sh s1 h sh s
1 s 1 s 1 s    

           
    



 ٤٦

   2

s

h sh 1 s

1 s  

  
 

  

       

s s

h 1 s 1 s 1 s h 1 s 1 s
h 2

1 s 1 s  

           
     

لكن  2 1 r  
  اذا
 2 h 2

0 h
 

    

1وبالتالي  0 f
f 1
  
    

    یصبح الاقتران 
  

 
21 s

1 s s r1 s
1 s 2

    
  




   

  یمكن حل ھذا التدریب بقسمة البسط على المقام وجعل باقي القسمة صفر
    لیكون الاقتران متصل عند h الثابت  مثال عین

 

1s s s h
2

s r
s2 1

s
s





    
  


  
 

  

  

 
s

1
1 h s s h

2  
        

 1 h r   
2

s s s

s 2 s2 1
0 s 2

s s      

            

0اذا  1 h
1 h
 
  

  عند نقطة  مبرھنات الاتصال 
  مجموع او فرق اقترانین متصلین عند نقطة ھو اقتران متصل عند تلك النقطة  -١
 حاصل ضرب اقترانین متصلین عند نقطة ھو اقتران متصل عند تلك النقطة -٢
حاصل قسمة اقترانین متصلین عند نقطة ھو اقتران متصل عند تلك النقطة بشرط ان لانعدم  -٣

 المقام عند نقطة الاتصال  
یمكن ان تطبق في حل التدریبات الاقتران النسبي المعرف عند نقطة متصل عند تلك نتیجة  -٤

 النقطة
) الاصم (الاقتران الجذري  -٥   s rs g  اذا كان   s g موجب ومتصل عند نقطة h 

فان  s r عند  متصلh اذا وجدت فترة مفتوحة تظم h محتواة في مجال   s r 



 ٤٧

لم یذكر في الكتاب ان حاصل تركیب اقترانین متصلین عند نقطة ھو اقتران متصل عند تلك  -٦
 ترشد بھا النقطة  لایجوز الاعتماد على ھذه المبرھنة فقط اس

لم یذكر في الكتاب انھ اذا كان مضمون القیمة المطلقة اقتران متصل عند نقطة فان اقتران  -٧
 القیمة المطلقة متصل عند تلك النقطة لا یجوز الاعتماد على ھذه المبرھنة فقط استرشد بھا 

  ملاحظة مھمة الشروط السابقة ھي شروط كافیة غیر لازمة 
rانین بمعنى اذا كان كل من الاقتر g متصل عند النقطة  h فان  r g متصل عند h    

r  فلیس من الضروري ان یكون hاما اذا كان احدھما على الاقل غیر متصل عند  g غیر متصل 
   قد یكون متصل عندھا  hعن 

  وھذا ینطبق على حاصل الضرب والقسمة أیضا
  :مثال 
لیكن    s

s g s r1 s
1 s

    اثبت ان الاقتران   g r g r   متصل  

   ٢عند 
: الحل  s

s r
1 s

ھ مجال 1 p       s g1 s     مجالھ    1   

   فھو متصل عندھا٢ق اقتران نسبي معرف عند ال 
1ما تحت الجذر    s وموجب ویوجد فترة مفتوحة مثل ) كثیر حدود  (٢  متصل عند

   1 0 2     ٢ اذا الاقتران ل متصل عند ال   
gوبالتالي فان  r g r     ٢  متصل   عند ال   

مثال   لیكن الاقترانین      1 s s g 1 s s r    اثبت ان الاقتران   g r 
  متصل عند الواحد 

الحل  1 s s g ل عن الواحد كثیر حدود   متص  

     

 

 

   

s

s

s s

1 s 0 1
1 s s r

2 s 1 0

1 s r

0 s r

0 s r 1 s r





 





 

    
 



   








 








 

    

لاحظ ان ناتج التعویض واحد بمضمون القوس ھو عدد ( اذا  الاقتران  ل غیر متصل عند الواحد 
  )  وبالتالي غیر متصل عند الواحد ٠صحیح 

gالان لنعید تعریف  r    



 ٤٨

     

     

     

   

   
       

s s

s

s s

1 s 0 1
1 s s r

2 s 1 0

1 s 0 s
s g s r

2 s 1 0

0 1 s s g s r

0 s g s r

0 0 g 0 r

0 s g s r s g s r

 



 

 



 

    
  

   




 






 



 





 



 

g الاقتران   اذا r متصل عن الواحد    

  
  الاتصال على فترة 

  تعریف 
الاقتران  s r المعرف على الفترة المفتوحة   f h متصل على ھذه الفترة اذا وفقط اذا كان 

  متصل عند كل نقطة من ھذه الفترة 
الاقتران مثال اثبت ان  

2

1 s r
s 1


 

  متصل على مجالھ  11   

  یكافئ hحسب التعریف متصل عند         
h s h s

0 h r s r h r s r
 

      

 قیمة اختیاریة من الفترة hلیكن  11    
2 2

2 2 2 2
h s h s

1 1s 1 h 1

h 1 s 1 h 1 s 1 

         
      

   
   

    نضرب ونقسم على المرافق 

  

  
  

  

2 2 2 2

2 2 2 2
h s

2 2

2 2 2 2 h s

2 2 2 2 h s

s 1 h 1 s 1 h 1

s 1 h 1 h 1 s 1
s 1 h 1

s 1 h 1 s 1 h 1

h s h s

s 1 h 1 s 1 h 1







           
  

    
 

    

    
   


   


   

    

= 
 22

h2 0
0

2 h 1h 1


 
  

  اذا الاقتران متصل على مجالھ 
  لن نستخدم ھذه الطریقة في الحل مستقبلا نستخدم نظریات أسھل في حل التدریبات 

  تعریف 



 ٤٩

الاقتران  s r المعرف على الفترة المغلقة   f h متصل على ھذه الفترة اذا وفقط اذا كان 
متصل على الفترة المفتوحة  f h ومتصل  عندh من الیمین وعند fمن الیسار   

لى كل من الفترة   نصف المفتوحة كذلك نعرف الاتصال ع   f h f h     
  مبرھنات في الاتصال على فترة مفتوحة 

اقتران كثیر الحدود   -١ 1 k k

0 1 1 k kh s h s h s h s r
     المعاملات اعداد   

   ھو عدد طبیعي  متصل على حkحقیقیة  والأس 
مثال  34 s3 s5 s r   اقتران كثیر حدود متصل على   مجالھ P  

   وعلى كل فترة جزئیة منھا Pاقتران متصل على  مجموعة الأعداد الحقیقیة 
   الاقتران النسبي متصل على كل فترة لا ینعدم المقام فیھا -٢
: مثال  2

s 1
s r

4 s
 


مجالھ        2 2 2 2            

ھذا الاقتران متصل على  2  السبب اقتران نسبي لا ینعدم المقام في ھذه الفترة   
ھذا الاقتران متصل على  22السبب اقتران نسبي لا ینعدم المقام في ھذه الفترة   
ھذا الاقتران متصل على  2  السبب اقتران نسبي لا ینعدم المقام في ھذه الفترة   

وبالتالي ھذا الاقتران متصل على كل من الفترات      2 2 2 2             
 یشكل  بین الفترات عندما ذكرت انھ متصل لان اتحاد الفترات لاملاحظة لم أضع إشارة الاتحاد 

  فترة   والاتصال معرف فقط على فترة 
 الاقتران الاصم  -٣   s rs g      الشرط   0 s g   

متصل على كل فترة جزئیة مفتوحة من مجموعة حلول المتباینھ  0 s g   
الاقتران : مثال  2 s rs 1    المجال  11 ادرس اتصال الاقتران على مجالھ   

2الحل مضمون الجذر   s 1 اقتران كثیر حدود وموجب تماما على الفترة 11 اذا ق متصل 
  على ھذه الفترة 

 من الیمین  ١-ندرس الاتصال عند    2

s s

1 r 0 s rs 1
  

   
 
   محققھ    

 من الیسار ١ ندرس الاتصال عند    2

s s

1 r 0 s rs 1
  

   
 
   محققھ    

  اذا الاقتران متصل على مجالھ 
  : مثال 

   s rs1 s   لاحظ مجال الاقتران ھو     1 0   و حلول المتباینھ     
   0 1 s s     
ضمون الجذر كثیر حدود موجب تماما على الفترة م 1 فھو متصل علیھا    

     
s s

1 r 0 s r1 s s
  

   
 
  متصل عند الواحد من الیمین   

أما عند الصفر فھي نقطة منعزلة  فلا یوجد للاقتران نھایة عندھا من الیمین او الیسار فھو غیر 
  معرف على طرفیھا

تران متصل على الفترة اذا الاق 1  
  



 ٥٠

  : مثال 
لیكن الاقتران   2

1 s
s r

1 sh s
 

 
     

   في الحالات التالیة hعین قیم 
   pق متصل على  -١
ق متصل على  -٢   1 1     

  الحل 
   یجب الا ینعدم المقام على ھذه الفترة  وبالتالي pسبي لكي یكون متصل على اقتران ن– ١

20 1 sh s  وھذا یعني    

 

2

2 2

2

0 [h4 f

0 4 h 1 1 4 h

4 h
2 h

2 h 2

  
      









 

   

اذا عندما   22 h ي الاقتران متصل على  لا ینعدم المقام  وبالتالp   
 غیر متصل عند الواحد ھذا یعني ان الواحد جذر مضاعف للمقام  -٢

20 1 h 1
2 h

  
 

  

0  نجد ان     نعوض في    
2مما یعني ان الواحد جذر مضاعف للمقام من اجل  h    

 
 

 2 2

1 s 1 s s r
1 s 1 s2 s
  
  

  وھو اقتران نسبي متصل على  كل  من  

   1 1      
  ملاحظة ھامھ 

  )لا تستخدم في حل المسائل   طرق او عبارات غیر موجودة في الكتاب(
على فترة متصل )لفترة غیر متشعب على تلك ا( كل اقتران كتب بقاعدة ر بط واحدة :ملاحظة 

  )استرشد   بھا ولا تستخدمھا(  على ھذه الفترة  
  تدریب   ادرس اتصال الاقتران 

 
2s

2 s
2 s s r

2 s
2





      




     ادرس اتصال الاقتران على   مجموعة الأعداد الحقیقیة 

  : الحل 
   ٢ندرس الاتصال عند ال 

 2 r
2
    

   نفرض  
2 w s w 2 s

0 w 2 s
    

    



 ٥١

   

 

2 2 2

w w s

2

w

w 2 w s
w w 2 s

w

2 w

  






  



   

 

  



    


          

   ٢اذا ق متصل عند ال

2sندرس اتصال الاقتران الكسري
2 s




   

2المقام  s كیر حدود متصل على p   
الفترتین وبالتالي على كل من    2 2     

2sالبسط     لنثبت انة متصل على  p  
  p نقطة اختیاریة من hلتكن 

   
   

2 2 2 2
2 2

H s H s

2 2

H s

H s H s
2 H s

2 2

H s H sH0 0 2 2
2 2 2

   
 

 
 



   

   

     

   
   

2sاذا    متصل على p وبالتالي متصل على كل من    2 2     

2sاذا الاقتران 
2 s




 متصل على كل من     2 2    لانھ حاصل قسمة اقترانین 

  متصلین  على كل منھما ولا ینعدم المقام فیھما 
   pان المطلوب ق متصل على اذا الاقتر

  
ملاحظة الاقتران        s g s r s g s t    متصل حیث الاقتران   

 s g متصل   
2sوبالتالي الاقتران    متصل على pوبالتالي متصل على كل من  

الفترتین   2 2      
  : مثال 

الاقتران  s r
1 s
   متصل على كل من  الفترتین     1 1     

لان الاقتران s g
1 s
  متصل على كل من  الفترتین    1 1     

وبالتالي الاقتران  s r
1 s
   متصل على كل من  الفترتین     1 1     

  
  
  
  
  
  



 ٥٢

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



 ٥٣

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

                                        التفاضل 
 لیكن الاقتران -١ s rعرف عند النقطة    المh حیث  h نقطة من فترة مفتوحة محتواة في 

مجموعة تعریف الاقتران s r  

نشكل الاقتران       h r s r s r
h s s
   إذا كانت نھایة ھذا الاقتران موجودة ومحدودة   

 بمعنى h من  s عندما تقترب      
H s 0 s

h r s r s r
g

h s s  

       

نقول ان الاقتران  s r قابل للاشتقاق عند  H ویدعى g العدد المشتق ونرمز لھ ب   
     

H s

h r s r w]
g H R

h s s]

        

  صیغة أخرى

 
h s s
s h s

0 s h s

  
  

  
  

  
     

0 s

h r s h r w]g H R
s s] 

          

 نقطة من فترة من الشكل h واذا كانت -٢ 0 I I H h   وھذه الفترة محتواة في مجموعة
  تعریف الاقتران 

وكانت    
1

H s

h r s r
g

h s  

   قلنا ان الاقتران ق قابل للاشتقاق عند ا من الیمین  وان   

  المشتقة من الیمین ھي 



 ٥٤

 w]
H

s] R



    

1
H s

h r s r
g

h s  

     

 نقطة من فترة من الشكل h واذا كانت --٣ 0 I H I H  وھذه الفترة محتواة في مجموعة 
  تعریف الاقتران 

وكانت    
2

H s

h r s r
g

h s  

   قلنا ان الاقتران ق قابل للاشتقاق عند ا من الیسار  وان   

  المشتقة من الیسار ھي 

 w]
H

s] R



    

2
H s

h r s r
g

h s  

     

الاقتران  -٤ s rقابل للاشتقاق عند h اذا وفقط اذا تحقق  H R



 H R




 g H R    

  )لغویا اذا كان ق قابل  للاشتقاق  یقال لھ اشتقاقي(ملاحظة   
  

اثبت ان الاقتران : مثال  2s s r 3 قابل للاشتقاق عند s الحل نشكل الاقتران  
   3 r s r

3 s

  المعرف على   3 p 3 وناخذ نھایتھ عندما s  

        2

s s s s

3 s 3 s 3 r s r9 s
6 3 s

3 s 3 s 3 s   

           
     

ھي 3 وان المشتقة عند ال  3اذا ق قابل للاشتقاق عند ال  6 3 R    

ــــــــــــــــــــــــــــــفرملاحظة  ھامة  جدا دوما سنجد    حالة عدم تعین من الشكل      ( ــــــــ ــــــــ ــــــــ ـــــــ ــــــــ ــــــــ ـــــــ  صـــــــ
ــــــــــــــــــــــــــــــفر ــــــــ ــــــــ ــــــــ ـــــــ ــــــــ ــــــــ ـــــــ      ) صـــــــ

  مثال ھل الاقتران   ق  قابل للاشتقاق عند الواحد ولماذا
    

1
21 s 1 s

s r
1 s 1 s2

  
 

  

  :الحل 
اق شرط قابلیة الاشتق H R

 H R
  ل  

نعید تعریف    1 s 0 1
s r

1 s 1 s2
  

 
      

  
 1 R   

1 s 1 s

1 r s r1 1
0

1 s 1 s  

    العدد المشتق من الیسار   

       1 R   

1 s 1 s 1 s

h r s r2 s2 1 1 s2
2

1 s 1 s 1 s    

            

بما ان    1R



 1R




    



 ٥٥

    فان ق غیر قابل للاشتقاق عن الواحد
لیكن الاقتران : مثال  s s rs  اوجد    4 r


    

: الحل 
     

       

   

 
   

  

s s s

s s

s

s s

4 r s r8 s2 s2 s 8 ss s 4 r
4 s 4 s 4 s

4 s 2 2 s 8 s2 s2 ss s

4 s 4 s

2 ss4 s 2
4 s 4 s

2 ss4 s 24 s
3 2 2

4 4 s2 2 2s s s



  

 



 

       
     

  
   

                       

  

 



 

   

  

 

 
  

  

  
ان مثال لیكن الاقتر s

s r
1 s

 اوجد    2 r


    

  :الحل 

 
     

 
 

  
 

s s s

s s

2 s2 s s2 2 r s r1 s 1 s 2 r
2 s 2 s 2 s

2 s11 2 r
1 s 1 s 2 s



  


 

        
      

  

 

  

 
  

مثال لیكن الاقتران  21 s s s r  اوجد    1 r


    ان كان موجودا
  الحل نعید التعریف  

 
    

2
2

2

1 s 1 s s
1 s s s r

1 s 1 s s

   
  
 

    

  

       2
2

1 s 1 s 1 s

0 1 s s 1 r s r
1 1 s

1 s 1 sr
  



   

           

       2
2

1 s 1 s 1 s

0 1 s s 1 r s r
1 1 s

1 s 1 sr
  



   

             

  اذا الاقتران غیر قابل  للاشتقاق عند الواحد  
  یمكن التأكد أن ھذا الاقتران قابل للاشتقاق عن الصفر 

مثال لیكن الاقتران  3 s rs  نتحقق ان الاقتران غیر قابل للاشتقاق عند الصفر      

كل الاقتران  نش: الحل      3 3 0 r s r s r0s s
s s 0 s s

    
   



 ٥٦

لناخذ النھایة
   

 3 3

2 33 3
s s s s

s r1 s s
s ss s   

        

    
 

  

  ھنا نھایة غیر محدودة غیر قابل للاشتقاق عند الصفر
بما ان المعنى الھندسي للمشتق 
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'ولاثبات صحة ھذه العلاقة ایا كانت  k مجموعة الاعداد الطبیعیة   
1 لاحظ انھا صحیحة من اجل -١ k  

             s r 1 s s rs s r s rs s r s g        
ي ان         أk نفرض انھا صحیحة من اجل-٢       ks r k s s g   
1 لنثبت صحة العلاقة من اجل -٣ k بمعنى ھل اذا بدلنا كل k   1   ب k تبقى العلاقة 

صحیحة لنبرھن صحة العلاقة        1 ks r 1 k s s g    
  الاثبات

 
                

     
   

k 1 ks r k s s r 1 s r k s g s g

s r k s s r 1
s r 1 k s

       
   

  
  

  وھو المطلوب 
  تدریب 

  اوجد الاقتران المشتق ومجالھ 
 2s2 s s r    



 ٧١

الحل غالبا ما یكون الاقتران غیر اشتقاقي عند القیم التي تعدم مضمون القیمة المطلقة لكن ھذه لیست 
  قاعدة   فھنالك تمارین عكس ذلك  

  نعید التعریف  

   

2

2 2

2

0 s s2 s

2 s 0 s2 s s2 s s r

2 s s2 s

 
        
  









  

  
الحل نشتق حسب القاعدة مع فتح الفترات  كل فرع ھو كثیر حدود اشتقاقي على الفترة المفتوحة 

  الموافقة لھ 
  
  

   
0 s 2 s2
2 s 0 2 s2 s r
2 s 2 s2


     
  


 





 
     

 یجب ٢  و  ٠لاقتران متصل عند كل من نلاحظ ان ھذا ا  (  2  و  0ندرس قابلیة الاشتقاق عند  
  ) اثبات ذلك 

  قابلیة الاشتقاق  وفق التعریف فقط  

       

 
       

2

s s s

2

s s s

0 r s r0 s2 s
2 2 s 0 r

0 s 0 s

0 s2 s 0 r s r
2 2 s 0 r

0 s 0 s

  

 




  



   

       
          

  

  

  

  
   

  النھایة غیر موجودة اذا غیر اشتقاق عند الصفر 
    ٢عند ال 

       

       

2

s s s

2

s s s

0 s2 s 0 r s r
2 s 2 r

2 s 2 s

0 s2 s 0 r s r
2 s 2 r

2 s 2 s

  

  




  




  

         
       

  

  

  

  
   

   ٢النھایة غیر موجودة اذا غیر اشتقاق عند ال 
  تدریب 
  قتران المشتق ومجالھ اوجد الا
 1

2 s s r
3

    اوجد الاقتران المشتق   

  الحل نعید التعریف 
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0 s 3
3 s 0 12 s s r
6 s 3 3
9 s 6

  
          











    

  نشتق مع فتح الفترات  نجد  كل فرع اقتران ثابت اشتقاقي على الفترة المفتوحة الموافقة لھ

 

0 s 3
3 s 0

s r
6 s 3
9 s 6



 
   
 
 

 
 
 
 






   

  د اطراف ھذه الفترات فھو غیر اشتقاقي عندھا   یجب اثبات ذلك في   ونعلم انھ غیر متصل عن
  الامتحان 

  اوجد الاقتران المشتق ومجالھ : تدریب 
  

   الحل نعید التعریف 

 
s 0 s s

2
s rs3

s
2 2 s



 

  
   
   

  



  

  الحل نعید التعریف

 

s 0 s s
2

s
s s r

2 s
3 s

s
2 s




 

  
 
    
 

  





 



    نشتق مع فتح الفترات 

 

2

2

2

s 0 s 1
2

s s ss s r
2 s

3 s s s
s

2 s





 



  
   
  
 

 

 

 

 
 
 

  

  الاشتقاق عند الاطراف ونقط التشعب 
3غیر قابل للاشتقاق عند 

0
2
  اطراف فترة    

عند 
2
حسب التعریف  الاتصال    
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2

2

s

s

s s

2 s
s













  

   
 

 

 
   

  غیر متصل عندھا اذا غیر قابل للاشتقاق 
  التعریف یمكن ان نتحقق انھ متصل عندھا اذا علینا ان نثبت قابلیة الاشتقاق   حسب عند 

فرضنا في الحالتین  
w s

0 w s

0 w s





 

 

 
  
  

  

   
     

 

0 w s s

0 w

w s
0 r s rw s r

w s s

1 w
w w

 


  

 

  






  



      
  

 
  

 
  

   
     

 

0 w s s

0 w

w s
0 r s rw s r

w s s

1 w
w w

 


  

 

  






  



       

 

 
  

 
    

      و      اذا  غیر قابل للاشتقاق عند 
2
     

                                       اشتقاق اقتران ضمني  
1بعض الاقترانات  تكتب بشكل ظاھري مثل  s

w
s 3
  وھنا المتحول في طرف والاقتران  في   

  طرف اخر
فصلھ وبعضھا لا وھناك اقترانات كل من المتحول والتابع في نفس الطرف حتى ان بعضھا لا یمكن 

0یشكل اقتران وھو ما ندعوه متعدد القیم مثال ذلك    [ wf sh    2  او w s    
  من اجل اشتقاق ھذه العلاقات 

[sمشتق س بالنسبة ل س    ھو واحد 
1

s]
 ومشتق ص بانسبة ل س ھو    w]

w
s]

     

2مثال  اوجد مشتق العلاقة   21 w s     
  : الحل

2 21 w s
w] s]

0 w2 s2
s] s]

s
w 0 ww2 s2

w
 

 
 

    

[s  في التدریبات التالیة لن نضع 
1

s]
لأنھا واحد    

اوجد المشتق الاول  : مثال    2 24 1 w 2 s      



 ٧٤

  : الحل 
   

 
 

   

2 24 1 w 2 s
2 s

w 0 w 1 w 2 2 s 2
1 w

 

   
       

     

  مثال اوجد المشتق الاول  
2w
wsw

2 s
   

  :الحل 

  
 

2

2
2

w
wsw

2 s
w 2 s ww sw w2 w 1

2 s2w




 
    






   

2  عند  wاوجد : مثال  s للعلاقة    
   23 s 4 1 w    

  :الحل 

    
 

23 s 4 1 w

4 w 1 w 2
  
 

    

1من اجل   s  نجد       

 
     2 216 1 w 3 14 1 w

4 1 w
5 w

    
 




4    ا و 1 w

3 w
  
   

5 من اجل  w نجد  
 
 

4 w 1 w 2

4 w 1 5 2
1 w
2







 
 


3     ومن اجل  w   نجد  
 
 

4 w 1 w 2

4 w 1 3 2
1 w
2







 
  
 

    

  اشتقاق بعض الاقترانات الوسیطیة  
[wمثال اوجد المشتق الاول 

s]
21 علما ان  k2 s k k w       

[kالحل  w] w]
s] k] s]

  
1 k] s] w]

,2 1 k2
2 s] k] k]
       

 

 

1 k] w] w]
1 k2

2 s] k] s]
2 s w]

2 s]

   
 

   

2اوجد :مثال 
w2]
s]

    

1علما ان  k2 s k2 2 w        



 ٧٥

s] w]k2 k2 2
k] k]
k2 2 k] w] w]

k2
s] k] s]k2

 

    

  
 

   

   
 

2
2

2

3 3

k2 1 k] w] ] w] ] w2]
k2 2

s] s] k] s] s] s]k2 k2 2
1 1

2 w k2

     


  


  


    

  ملاحظة اذا حذفنا الوسیط ن نجد  
1 k2 s k2 2 w

k2 2 w

k2 1 s

   
 
 

   



   نربع ونجمع نجد     2 21 1 s 2 w       

  وبالاشتقاق مرتین نجد  
   

 
 

   
 2

0 1 s 2 w 2 w 2
1 s

w
2 w

k2k2 w
k2

1 s w 2 w
w

2 w









   
  

  

    




 
   

    
2

2

k2 k2 k2
w

k2
k2 1

w
k2 k2

  


 





  



 

  

2k2
w

k2
  

 ملاحظة ھذه الطریقة غیر مستخدمة في الفصل الاول ارجوان تتجنب استخدامھا 

  في الحل 
  تدریب اذا كان
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s2 s2 r

1
r 0

2 3

s2 s2 s2 2 s2 r

1
s2

6 2

s2
6

s
12
132 2 r3

2 2
1

4 r
2





















 







   

 

 
 

   
 



       

wsتدریب إذا كان  43    اثبت ان  224 w w 2 ww2     
لحل مثل ھذه التدریبات التي تحوي إذا كان فان والتي یعبر عنھا باستخدام أداة الربط المنطقي 

یقتضي   علینا أن نأخذ احد الطرفین في العلاقة الثانیة ونستفید أثناء الإثبات من صحة العلاقة  
  الأولى  

  لنجد

 
 
 
 

2

22 2

22

ws 43
s 3 w

2s 43
s 3 ww2

s 3 ww2 w 2

w s 3 w ww2 w 2

4 4 s 3 s 3 w ww2 w 2

















  

    

      







 








 

    

  
تدریب اذا كان    2 3s3 s i s2 s s r    

جد         1 i r , 1 i r
  

  
  :الحل 
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2

3 2

s i s i r s i r

s6 s i

2 s3 s r

s6 s r

s108 s6 s18 s i r

108 1 i r

 





 

 




 


  










      

  او
        

 
 
 
 

   
   

1 i 1 i r 1 i r

3 1 i

6 1 i

31 2 9 3 3 r

18 3 6 3 r

108 6 18 1 i r

108 1 i r

 





 

 





   

  
  











    

   

         
   
   
   

2 2

24 2 2

3

2

2 s3 s r s3 s i

2 s27 2 s3 3 s3 r s i r s i r

s108 s i r

s324 s i r

324 1 i r



  

 





 
     
















 

  

  
  المعنى الھندسي للمشتق الاول 

ق اقتران قابل للاشتقاق عن النقط    1 1s r s h   

المعنى الھندسي للمشتق الاول  ھو میل المماس في ھذه  النقطة  1l s r وبالتالي معادلة 
المماس  في ھذه النقط   1 1s r s h     ھو    

      
 

1 1 1

1 1

s s s r s r w

s s l w w

  
  

        

  طة التماس معادلة الاقتران لاحظ شرط اساسي  ان تحقق احداثیا  نق
  اذا لم تحقق النقطة معادلة الاقتران  فلا یصح  العمل السابق ھنالك طریقة اخرى 

  
  



 ٧٨

  

  

لاحظ ان 
w ih

s] s [h

w] fh

      
  

    

] ھو الفرق بین صادات النقطتین  wاذا  iران  ق   من منحني الاقت  
fh   فھو تفاضل ص   أي ]اما الفرق بین صادات نقطتین من المماس في w]   

[wلاحظ ان  w   
لكن  میل المماس في ج ھو   

1

1
s s

w]s r
s]




  

[wأي ان 
s]

[sوبالتالي  )  كسر (  ھو نسبة  w w]      وھذا ھو التفاضل   
  كتبت ھذا فقط لكي نمیز  بین التفاضل وبین المشتق    

  كیف نجد معادلة مماس لمنحني  علاقة
ذلك اذا اعیطت نقطة التماس  طبعا اذا لم یذكر انھا تنتمي للمنحني علینا ان نتحقق من  -١

  بالتعویض بالمعادلة 
مثال اوجد معادلة المماس لمنحني العلاقة   s

s r
1 s

 في النقطة  22    

نتحقق ان : الحل  22  تنتمي للمنحني 2
2 2 r

1 2
  محققة  

  الاقتران  وفق القاعدة نشتق 

   
 
 

 

 
 

2 2

2

s 1 s1
s r

1 s 1 s
1

1 2 r l
1 2





   
 

   


  

  وھذا میل المماس  
  معادلة المماس 

 1 1w s [

 1 1w w s s i   

s] s 

w
f

h
w]



 ٧٩

    1 14 s w 2 s 1 2 w s s l w w            
ملاحظة قد یطلب معادلة العمودي على المماس في نقطة التماس  واختصارا یدعى العمودي او 

  )الناظم(
0فإذا كان میل المماس  l1ن میل العمودي ھو  فا

1
l

l
  11  لان شرط التعامد ھو l l      

في المثال السابق معادلة العمودي 
   1 1 14 s w 2 s 1 2 w s s l w w          

مثال لیكن الاقتران  3 s rs  اوجد معادلة المماس في النقطة     00 من منحني الاقتران    
  : الحل 

ملاحظة عند تطبق قواعد الاشتقاق على الاقترانات التي تحوي جذور نستبعد اصفار مضمون الجذر 

من القاعدة لان  
2
3

32

1 1
s s r

33s


 


   غیر معرف عند الصفر 

لذلك نطبق التعریف 
3

32 s s

01 s
0 ss  

    

 


  الصفر   اذا غیر قابل للاشتقاق عند 

  المماس یوازي محور الصادات في ھذه الحالة متصل وغیر قابل للاشتقاق بل النھایة ھي 
 00 0معادلتھ s 0  ومعادلة العمودي الموازي لمحور السینات  ھو w    

  ت ملاحظا
معادلة المستقیم المار من نقطة  1 1w s ومیلھ معلوم  l     1 1s s l w w    

  
معادلة المستقیم المار من نقطة  1 1w s 1  والموازي للسیناتw w 0  میلة l افقي   
معادلة المستقیم المار من نقطة  1 1w s  1  والموازي للصاداتs s میلة  غیر معرف او  

     شاقولي  راسي  تجاوزا 
  یم مع الاتجاه الموجب لمحور السینات اما میل المستقیم فھو ظل الزاویة الموجبة التي یصنعھا المستق

معادلة مستقیم مار من نقطتین مختلفتین    2 1 2 2 1 1s s w s w s    المیل  

1ھو 2

1 2

w w
l

s s


   ومعادلة المستقیم ھي   1 2

1 1
1 2

w w
s s w w

s s


     

0والمعادلة العامة للمستقیم  h 0 [ wf sh    میلھ  h
l

f
  اذا كنت  تنسى المیل  

  اشتق معادلة المستقیم 
  معادلة مماس علم میلھ اما ان یعطى المیل بشكل صریح او ان یكون المماس مواز لمستقیم مفروض 

  : مثال 
20اوجد معادلة المماس لمنحني العلاقة  5 s w4 w    0 الموازي  للمستقیم 1 w s2    

2میل المستقیم المفروض ھو : الحل  h
2 l

1 f
      

الان علینا ان نحدد نقطة التماس ولتكن  1 1w sومن المشتقة نجد   



 ٨٠

  
2

1

0 5 s w4 w

0 1 w4 w w2 
   
  

2      ثم نعوض  w l    

  نجد    
1

1

1

0 1 w4 w w2
0 1 2 4 2 w2
7

w
4

   
  


    نعوض في معادلة المنحني 
   
 

2

1

2

1

7 7
0 5 s 4

4 4
17 7

2 s
16 4

   

    
  

  
نقطة التماس ھي  17 7

16 4
ومعادلة المماس ھي   7 17

s 2 w
4 16
   ومعادلة 

العمودي   7 1 17
s w

4 2 16
    

  معادلة مماس من نقطة لا تنتمي الى الخط البیاني للعلاقة
 معادلة المماس للخط البیاني للدائرة التي معادلتھا اوجد: مثال     2 25 1 w 1 s     

المرسوم من النقطة    02   
  الحل نتحقق ان ھذه النقطة خارج الدائرة 

ولتكن نقطة التماس  2 1w s1  وبالتالي میل المستقیم المار من النقطتین ھو

1

0 w

2 s


    

  ومن المشتقة نجد  

  
   
 
 

1

1

0 w 1 w 2 1 s 2

1 s
w l

1 w





   
 

 


     

  
 
 

    

1 1

11

1 1 1 1
2 2

1 1 1 1

1 s w

2 s1 w

2 s 1 s 1 w w

0 2 w s s w

 
 

    
    

    

  ومن معادلة الدائرة

 
   2 2

1 1
2 2

1 1 1 1
2 2

1 1 1 1

5 1 w 1 s

5 1 s2 s 1 w2 w

0 3 w2 s2 s w

   
     
    

      

  
2 2

1 1 1 1
2 2

1 1 1 1

1 1

1 1

0 2 w s s w

0 3 w2 s2 s w
0 1 w s3

1 s3 w
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2 2

1 1
2 2

1 1

5 1 1 s3 1 s

5 2 s3 1 s

    
   

   

 

2 2

1 1 1 1
2

1 1

1

5 4 s12 s9 1 s2 s

0 s10 s10

0 1 s s10

     
 
 

    

1اما   w 0 s   النقطة ھي   10 تحقق معادلة الدائرة   ومعادلة المماس المار منھا    
  

 
 
 
 

1

1

1 s
w l

1 w

1 01 w l
2 1 1

1
s 2 w

2





 
 


   

 

    

   نتحقق انھ مر من  02   1 1
2 2 0 w 2 s w

2 2
      محققة    

3او   w 0 s    النقطة ھي    3 0   1 ومعادلة المماس فیھا
l

2
        

1 1
3 s w s 3 w

2 2
      ھل   02  تحقق المعادلة  

 12 3 3 0 w
2
      لا تحقق مرفوض    

1من اجل  s     0  نجد w   2   المیل l  2 المعادلة s2 w    
النقطة  02   2  لا تحقق لان 2 4 w 2 s2 w          

1او  s     2 w  النقطة     2 1   2    المیل l  والمعادلة  
 3 s w 1 s 2 w           

نتحقق من النقطة 2 1      2 3 1 w     محققة    
  شرط تعامد منحنیین 

یتعامد منحنیا    s i s r عند النقطة   1 1w s اذا  
تحقق   1 11 s i s r    ھذا یعني تعامد المماسین    

تدریب   بین ان المماس ل  1
s r

s
 م   و المستقی  s s i    متعامدان عند نقط التقاطع 

   ١٥٥تدریب في الكتاب صفحة 
2نقطة التقاطع حل مشرك للمعادلتین  1

1 s s
s

   1 اما s نقطة التقاطع   11 او  

1 s  نقطة التقاطع  1 1    
المماس في 11   2   میلھ

1
1 l, l

s
   لكن میل المستقیم    s s i ھو الواحد  وحاصل 

  الضرب ھو سالب واحد  یحقق شرط التعامد 



 ٨٢

المماس في    1 1    2 میلھ

1
1 l, l

s
   لكن میل المستقیم    s s iواحد   ھو ال

  وحاصل الضرب ھو سالب واحد  یحقق شرط التعامد  
  ھنالك تساؤل ما ھو تعریف المماس لمنحني العلاقة 

  )لیس للمستقیم مماس (  المماس مستقیم یشرك مع المنحني  بنقطة مضاعفة ھي شرط نقطة تجمع و
  في نقطة واحدة ملاحظة یعرف مماس القطع المكافئ بانھ مستقیم لا یواز محور القطع ویشترك معھ 

  :تدریب 
 في الاقتران  ]عین الثابت 2 s[ s r اذا كان قیاس زاویة میل المماس لمنحنى ق عند 

1 s  45  ھو  
1الحل المیل ھو ظل زاویة المستقیم مع محور السینات  45 l i l        

 المشتقة  s[2 s r وبفرض نقطة التماس ھي   2 1w s  فان  

 
1 1

1 1
[ 1 [ s[2 1 s[2 w

2 2
          

2لكن 

1 1s[ w   1  اذا 1 1 1

1
w s s[ w

2
  نقطة التماس ھي   1

1
2
  

1میلھ  l  1 معادلتھ 1
s w 1 s w

2 2
       

  
  :تدریب

2 جد معادلة المماس للدائرة  225 w s  1عند نقطة التقاطع مع المستقیم w s   
  الحل            حل مشترك

  

  

2 2

2 2 22

2 2

1 s w 25 w s

25 1 s2 s s 25 1 s s

0 12 s s 0 24 s2 s2
3 s 4 s 0 3 s 4 s

    
        

      
       


       

التقاطع نقط  3 4     و    43    
sمیل المماس نشتق  

w 0 ww2 s2
w

        

 3 4    المیل     4 4 4 s
4 s 3 w w

3 3 3 w
        

 43     3 3 3 s
3 s 4 w w

4 4 4 w
           

  
  

  تدریب 
1ذا كان المستقیم ا w3 sh  یمس منحنى الاقتران 2f sh s4 s r   عند 

النقطة  1 r1 جد قیمة كل من f h   
ستقبم الحل بما ان   المستقیم یمس المنحني في بنفس النقطة فان احداثیا النقطة تحقق معادلتي الم

  والقطع معا 
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ومیل المستقیم یساوي المشتقة في تلك النقطة  
 

h s8 s r

h 8 1 r l




 
  

    

hومیل المستقیم 
l

3
   

 h s8 s r
h

6 h 24 h4 h3 24 h h 8
3

 
          

    

نعوض   2f s6 s4 s r     1   و w3 s6      
 نجد١=من اجل س 7

w 1 w3 1 6
3
       

وبالتالي النقطة  7
1

3
  تحقق المعادلة  

 213 7 7
2 f f 6 4 f s6 s4 s r

3 3 3
            

 213
s6 s4 s r

3
    

  تدریب 
 متماسین ناثبت أن خطي الاقترانیی   2 31 1

s s s g, s s r
2 2
       

الحل بفرض نقطة التماس ھي  1 1w s    

 

 

 

 

3

2

2

1

2

1

2

1 1

2

1

1
, s s r

2
3s s r
2

3
s l

2
1

s s s g
2

1
s2 s g

2
1

s2 l
2
3 1

s s2
2 2

1 30 s2 s
2 2











 

 

 

 

  

      

  

  

2

1 1

1 1

1 1

0 1 s4 s3

0 1 s 1 s3
1

1 s s
3

1 1 1
1

2 54 3
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  النقاط المشتركة

  
 

 

2 3

2 3

2

2

2

1 1
s s s

2 2
1 1

0 s s s
2 2

1 10 s s s
2 2

0 1 s2 s s2

0 1 s s2
0 s 1 s

 

  

  

  
 
  

  

   1
00 1

2
   اذا النقطة المشتركة التي یكون المماس لھ نفس المیل عندھا ھي   1

1
2
 ومیل ھذا  

المماس  23 3
1 l

2 2
  ومعادلة المماس المشترك   3 1

1 s w
2 2

       
  تدریب 

  اثبت ان المماس یعامد نصف قطر الدائرة عند نقطة التماس 
  الحل لتكن معادلة الدائرة

 
   

   
 
 

2 2 2v i w ] s

0 i w w2 ] s 2
] s

w
i w





   
   

  

    

فاذا كانت نقطة التماس  1 1w s فان المیل ھو 
 
 

1

1

] s
l

i w

 



     ومیل نصف القطر 

المار من  1 1w s ومركز الدائرة   i ]    1
1

1

i w
l

] s


   

 
 

11
1

1 1

] si w
1 l l

] s i w

 
     

    اذا شرط التعامد محقق

  تدریب 
اذا كان المستقیم المار بالنقطتین    62 2 0   یمس منحني الاقتران  21 s2 sh s r    

    hجد 
2میل المستقیم المار بالنقطتین : الحل  6

4 l
0 2
  والمشتقة   2 sh2 s r  نقطة  

التماس 1 1w s  ومیلھ   1 12 sh2 s r l    
1 1 11 sh 2 sh2 2 sh2 4        

معادلة المماس في  1 1w s  والمار من  2 0     2 s4 w s 4 2 w     نعوض   
  في معادلة الاقتران 
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2 2

1 1 1 1 1

1

1 1 1

1 1

1

0 3 s2 sh 1 s2 sh 2 s4
1 sh

0 3 s2 s sh
0 3 s2 s

3 s
1 h3
1 h
3

       


  
  

 
 
 

    

  تدریب 
 المرسوم من النقطة جد مساحة المثلث المكون من المماس 10 لمنحني الاقتران  

 33 s s r   1والعمودي على المماس عند نقطة التماس والمستقیم w  
الحل التقاطع  33 s s r   1  و w     

  المرسوم من  النقطة الغیر واقعھ على المنحني   معادلة المماس 
بفرض نقطة التماس  1 1w s المشتق   2 s3 s r 2  المیل

1s3 l   
  ومعادلة میل المستقیم المار بالنقطتین 

1

1

1 w
l

0 s


  

3 21
1 1 1

1
3

1 1

1 w
1 w s3 s3

0 s

w 1 s3


   

 
  

  
  نعوض في الاقتران 

 

3 3

1
3

1
3

1

1

3 s 1 s3

2 s2

1 s
1 s

4 w
41

  







    

1المیل  4
3 l

0 1
   معادلة المماس   1 s3 w 1 s 3 4 w       

1التقاطع مع  w  0      نجد s 1 s3 1      
1تقاطع  w و  العمودي على المماس   13 1 1

s w 1 s 4 w
3 3 3

        

 110 s 1 s 9 1 s 4 1
3
          والنقطة ھي     

  لا تنسى ان المثلث قائم   المماس یعامد العمودي علیھ
  

  مساحة المثلث تساوي نصف القاعدة ضرب الارتفاع 

 110

 110

 41
 10
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10طول القاعدة  0 10 3 والارتفاع 1 4   
1المساحة 

15 3 10
2

      
  تدریب 

جد معادلة المماس الموازي للمماس المرسوم من النقطة 06 2 لمنحني الدائرة 218 w s   

الحل نقطة التماس  1 1w sن  میل المماس المار م 06   1

1

w
L

6 s
 ومن المشتق    

1

1

s
w l 0 ww2 s2

w
 

        

2 2 1 1
1 1 1

1 1

w s
s6 s w

6 s w


     ومن معادلة الدائرة حل مشترك    

2 2

1 1 1
2 2

1 1
2 2

1 1 1

s6 s w

18 s w

18 s s6 s

  
  

    
  

  

2

1

1 2

3 s

9 w
3 w 3 w




  
    ونقط التماس ھي    3 3 3 3      

میل المماس المار من   3 3 06  3  ھو
1 l

3
     ومیل الموازي لھ نفس المیل   

3
1 l

3
    

نقطة التماس الاخرى  2 2w s والمیل في ھذه النقطة  
2 2

2 2
2 2

s s
s w 1 l

w w

 
     الدائرة  نعوض في  

 

2 2

2 2
2

2

2 2

18 s s

18 s2
3 s 3 s

 


   
  والنقط         3 3 3 3    

ومعادلة المماس في  3 3   الموازي  للمماس السابق  ھو   3 s 3 w     
  
  

                          تطبیقات التفاضل  
  المعنى الفیزیائي للمشتقة 

لیكن  k t القانون الزمني للحركة  المستقیمة   
  ) الانیة ( المعنى الفیزیائي للمشتق الاول لھذا الاقتران الزمني ھو السرعة اللحظیة

  u k t    
  نى الفیزیائي للمشتقة الثانیة ھي التسارع اللحظي والمع
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    j u k t   
  ملاحظات  

  توقف المتحرك عن الحركة اذا انعدمت السرعة 
  اما اذا انعدم التسارع فھو یتحرك بحركة مستقیمة منتظمة 

  یغیر المتحرك اتجاه الحركة اذا انعدمت السرعة وغیر ت السرعة اشارتھا
قیاس ) واحدة (ووحدة ) الاصل( المستقیمة تتم على محور وھو مستقم اخذت علیھ نقطة مبدا الحركة
  واتجاه 

  اتجاه الحركة من اتجاه السرعة 
واذا كانت السرعة ) حركة مباشرة (فاذا كانت الحركة باتجاه المحور فان اشارة السرعة موجبة 

  ) مباشرةحركة غیر(عكس اتجاه المحو ر فان اشارة السرعة سالبة 
  واذا كانت كل من السرعة والتسارع من نفس الاشارة فالحركة متسارعة 

  واذا كانت كل من السرعة والتسارع من اشارتین مختلفتین  فالحركة متباطئة 
ملاحظة ھامة جدا اذا اعطیت اكثر من  قانون زمني لحركة اكثر من نقطة  على محور یجب ان 

  لنفس نقطة المبدا المختارة تاخذ المسافات المقطوعة بالنسبة 
مثلا سقط جسم من سطح مبنى وفي نفس الوقت قذف جسم  للاعلى  ھنا یجب ان تكون نقطة الاصل 

  في القیاس واحدة 
  عند قذف جسم نحو الاعلى فان اقصى ارتفاع یصل الیھ الجسم عندما تنعدم السرعة 

   مبدا لقیاس المسافة عند قذف جسم نحو الاعلى  من الافضل  ان نختار الارض كنقطة
  ھنالك نوعین من التلاقي 

  التقابل السرعتین من اشارتین مختلفین 
  تجاوز السرعتین من نفس الاشارة  

  تدریب احسب كل من السرعة والتسارع لمتحرك یعطى قانون الحركة لھ بالمعادلة 
    k2 k2 k t3 في اللحظة    k

6
   

 
 

 
 
 

 

k2 k2 k t3

k2 k2 2 k t3

2 2 2 t u3
6 6 6

130 2 t u3
2 2 6

k2 k2 4 k t j3

4 2 2 2 2 4 t j3 3 3 3
6 6 6

  



  







 
 

  

   

   

        





  
  

  
  

  
    

  

    
  :     تدریب 

یعطى القانون الزمني لحركة نقطة على محور بالعلاقة  2 3 1
k5 k3 k k t

3
      

طعھا قبل التوقف واحسب التسارع في تلك ونقطة الاصل  مبدأ   قیاس المسافة  احسب المسافة التي یق
  اللحظة   ھل تستطیع  شرح طبیعة الحركة  على ھذا المحور   
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  یتوقف المتحرك عندما تنعدم السرعة  :  الحل 
 

    

2 3

2

1
k5 k3 k k t

3
5 k 1 k 5 k6 k k t

  

     
  

  )          یتوقف المتحرك عندما     ( ینعدم المشتق الاول عندما     
1 k    7 1

5 3 1 t
3 3
     التسارع  

   24 j 6 k2 j k t 5 k6 k k t            
5 k   25 1

25 25 3 125 5 t
3 3
        

   24 j 6 k2 j k t 5 k6 k k t           
  شرح وتفسیر ما حدث  

  :تدریب 
 بدء الحركة معطى قذف جسم من سطح بنایة راسیا الى  اعلى  بحیث ارتفاعھ عنھا بعد ن ثانیة من

  بالاقتران 
 2 k5 k30 k t   60 اذا كانت سرعتة لحظة وصولھ الارض تساويث  جد ارتفاع /م
  البنایة 
  الحل 

  لناخذ نقطة قیاس المسافة سطح الارض فاذا كانت ارتفاع البنایة ل فان القانون الزمني للحركة ھو
 2g k5 k30 k t      

نشتق 
 k10 30 k t u

k10 30 60
9 k

  
  


      زمن الوصول للارض 

  وعند الوصول للارض فان 
 20 g k5 k30 9 t

0 g 405 270
135 g

   
  


    

  ارتفاع البنایة
  وقد یكون المطلوب اقصى ارتفاع یصل الیھ المتحرك  وھذا یوافق انعدام السرعة 

 k10 30 k t u
k10 30 0

3 k

  
 


  

فاع   اما اقصى ارتفاع عن الارض ھو زمن وصول اقصى ارت
     2144 135 3 5 3 30 3 t       

   متر 9یرتفع فوق البنایة ب  
   م 135اذا كان المطلوب حساب السرعة لحظة المرور بسطح البنایة أي على ارتفاع 
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2

2

135 135 k5 k30 k t

0 k5 k30
0 k5 30 k

0 k 6 k

   
 
 
  

    

0من اجل  k    نجد السرعة الابتدائیة   30 u k10 30 k t u        
6من اجل  k  نجد السرعة في العودة   30 u 6 10 30 6 t u         

لاحظ ان السرعة في الصعود ھي ذاتھا السرعة في الھبوط عند تلك النقطة  فقط الاختلاف في 
  ة  الاشار

   
  :تدریب

 یتحرك جسیم على خط مستقم بحیث ان بعده عن نقطة الاصل  3 k k t اذا كانت سرعتھ 
المتوسطة في الفترة  h0 تساوي سرعتھ اللحظیة  عندما  k 2 جد قیمة  h    

لسرعة المتوسطة   متوسط تغیر المسافة   الحل ا   3
2 0 t h th
h u

h 0 h
    

السرعة اللحظیة    212 2 t u k3 k t      
  

22 h 2 h 12 h3 3          
23  23 مقبول      و  0  مرفوض               لاحظ في الفترة h  

   ١٦٥ صفحة  ٥تمرین 
3یتحرك جسیم بسرعة حسب العلاقة  2t 1 u  3  بین ان تسارع الجسم یساوي

2
 في حالة  

  السكون 
  اللحظي  

3الحل  2t 1 u نشتق ھذه العلاقة بالنسبة للزمن   

 

 

2

2

2

2

t t3 uu2

0 t t3 uu2

0 u t3 ju2

0 t3 j2 u

 

 
 

 
 
 

  

0اما  u  2  وھذا یعني ان t3 j2 محققة ایا كانت قیمة ھذا المقدار ولیس من الضروري ان
  یكون الصفر 
20او ان یكون   t3 j2  وبالتالي العبارة  20 t3 j2 u  محققة ایا كانت u   

20او كل من  t3 j2,0 u  31 وبالتالیي t t 1 0      
 3

j 0 3 j2
2
      

3ملاحظة كان من الافضل ان یكون النص بالشكل التالي  برھن   انھ اذا كان التسارع  
j

2
   

  يفان الجسم في حالة سكون لحظ
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  وبالتالي الحل

 

2

2

2

t t3 uu2

0 t t3 uu2

0 u t3 ju2

 

 
 

 
 

    

3بما ان 
j

2
 فان    

   

 
 

2

2

2

3

30 t3 2 u
2

0 t 1 u3

0 uu3

0 u 0 u3

  

  
 

   

   

  : تدریب 
الاول القانون الزمني لحركتھ  خطھ البیاني ) شاقولي)(عامودي( جسیمان  یتحركان  على مستقیم  

ثلاثي الحدود من الدرجة (لبیاني القطع القطع المكافئ المستقیم  والاخر القانون الزمني لھ خطھ ا
  )الثانیة 

  
  وھذا مخطط قانون حركة كل منھما

  اوجد المجال الزمني لكل متحرك : والمطلوب 
  اوجد لحظات تلاقي المتحركین وزمن تحلیق كل منھما 

  اوجد اقصى ارتفاع یصلھ المتحرك الثاني 
  اوجد القانون الزمني لكل منھما    

  
دریب سقط جسم من سطح بنایة قانونھ الزمني ت 2 k16 k t وبنفس اللحظة قذف جسم ثان الى

 وفق الاقتران 20اسفل بسرعة ابتدائیة  2 k16 k20 k t  فاذا وصل الجسم الاول بعد الثاني
  بنصف ثانیة جد 

  ند الارض وارتفاع البنایةاوجد سرعة كل من الجسمین ع
  نصف ثانیة +الحل زمن الجسم الاول یساوي زمن الثاني 
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وبالتالي 
 2

2

2 2

1
k16 k20 k 16

2
k16 k20 4 k16 k16

k 1

  

   


  

  
3وھذ زمن وصول الجسم الثاني للارض فیكون زمن الاول ھو 

2
    

وسرعة الاول     3 3
48 32 t u k32 k t

2 2
        

وسرعة الثاني        52 1 32 20 1 t u k32 20 k t         
  

ارتفاع البنایة    2 3 3
36 16 t

2 2
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                             تطبیقات التفاضل  
  التزاید والتناقص 

تعریف لیكن الاقتران   s r  المعرف على   الفترة  S نقول عن ق انھ متزاید على S اذا 
2تحقق  لاجل كل   1s s     

   1 2 1 2s r s r s s     
2 اذا تحقق  لاجل كل  Sنقول عن ق انھ متناقص على  الفترة  1s s     
   1 2 1 2s r s r s s       

  نظریة 
لیكن الاقتران  s r قابل للاشتقاق على الفترة   f h   

١-  0 s r لأجل كل      f h s     فان       s rید في الفترة        متزا f h  
٢-  0 s r لأجل كل     f h s   فان       s r         متناقص في الفترة f h  
٢- 0 s r لأجل كل      f h s     فان       s r           ثابت في الفترة f h    

واذا كان  s r   متصل على   f h ومتزاید على   f h      فھو متزاید على   f h  
واذا كان  s r   متصل على   f h ومتناقص على   f h فھو متناقص  على   f h  
واذا كان  s r   متصل على   f h وثابت على   f h        فھو ثابت   على   f h  

  
  ملاحظة  

  كان من الافضل ان تكتب النظریة بالشكل التالي 
لیكن الاقتران ق  القابل للاشتقاق على الفترة  f h   

الاقتران ق  متزاید على الفترة الشرط اللازم والكافي لیكون  f h ھو ان یتحقق    
 لاجل    كل f h s  0 s r ولا ینعدم على أي فترة جزئیة منھا    

  اذا علمت ان الاقتران h تدریب  عین  2 31 s3 sh s s r     متزاید على  p   
 وبما انھ متزاید علیھا فان  pالحل بما ان   الاقتران كثیر حدود فھو قابل للاشتقاق على 

 0 s r  
 23 sh2 s3 s r   2اشارة امثال   وھذا الاقتران یحافظ على إشارة واحدة  ھي s  

0  عندما  3وھي اشارة العدد      أي ان  
    2 266 h 36 h 0 3 3 4 h            

كتب اذا كانت المشتقھ موجبة فالاقتران متزاید ولم یقل اذا كان متزاید فان (في الكتاب العكس 
  ) موجبة طبعا اذا كان قابل للاشتقاق على تلك الفترةالمشتقة

  ملاحظھ ھامھ 
(كتب في الكتاب  0 s r لأجل كل      f h s     فان       s r  متزاید في الفترة

 f h(  
وھذا لا یعني اذا كانت  0 s r الا یكون متزاید على تلك الفترة اذا یسمح للمشتق ان ینعدم  

  عند بعض القیم من الفترة ولیس على فترة جزئیة منھا 
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مثال لیكن الاقتران  3 s s r    وھو قابل للاشتقاق على ح ومشتقھ 
 20 s3 s r   لأجل كلp s لاحظ المشتق ینعدم فقط عند الصفر ولیس على فترة من ح 

  وھذا الاقتران متزاید على ح 
  ملاحظة اخرى 

اذا كان اقتران ق متصل  وقابل للاشتقاق ومتزاید او متناقص على الفترة  61 باستثناء النقطة 
 4یجوز ان نكتب اقتران ق متصل  وقابل للاشتقاق ومتزاید او متناقص على الفترة    فلا 

   64 41   
  ھذا خطاء لان اتحاد فترتین لیس فترة  كما ان عبارة اتحاد فترتین غیر موجودة في الكتاب ابدا 

الصح نكتب متصل وقابل للاشتقاق ومتزاید على كل من الفترتین    64 41   نضع فاصلة بینھما
  ولیس اتحاد  

  ملاحظة اخرى  
عند دراسة تزاید  وتناقص اقتران  نشكل جدول كما في الكتاب ولیس محور یجب دوما ان نلتزم في 
كتاب الوزارة اما الجدول في الكتاب فھو عجیب غریب كتب بشكل مقلوب المنطق قیم س في السطر 

لیمین  وھي لیست محور موجھ ونضع في ھذا السطر القیم التي نریدھا الاول وھي من الیسار ل
للمتغیر س ثم نجد في السطر الثاني اشارة المشتق على الفترات التي وجدت في السطر الاول وفي 

السطر الثالث نجد قیم الاقتران الموافقھ للمتحول  س في السطر الاول یدعى ھذا الجدول جدول 
  تحولات الافتران

اثتاء حل التدریبات یتم استخدام اشارة وجدت   بشكل غیر صحیح  علینا ان نتجنب استخدام 
  ھذة الاشارات 

  
مثلا یضع الطالب  1 s 0 s r   نحن لا نعدم المشتق لكي نجد قیم س بل العكس نبحث 

  عن قیم س التي تعدم المشتق  
العبارة التالیة ینعدم لذلك یجب ان نكتب    0 s r  1  عندما s   

كما  ان  الاشارة     ادوات ربط منطقیھ تربط بین قضیتین    
  ) یدعى التزاید او التناقص ب  اطراد ( كیف ندرس تزاید وتناقص اقتران  

  اذا لم تذكر بشكل صریح )  مجموعة تعریفھ ( لاقتران علینا ان نجد مجال ا -١
 علینا ان نحدد فترات الاتصال  -٢
نشتق حسب القاعدة  وندرس قابلیة الاشتقاق وفق التعریف عند نقط التشعب ونبحث عن  -٣

 جذور المشتقة الاولى   ونحدد فترات  الاشتقاق 
 نشكل جدول  ونحدد فترات التزاید وفترات التناقص    -٤

 تحت كل قیمة غیر قابل عندھا الاقتران الاشتقاق  او غیر معرف  في سوف اضع اشارة ملاحظة 
الصف الموافق  واضع صور العناصر الموجودة في السطر الاول  والمعرف عندھا الاقتران  في 

السطر الذي یحوي  s r   
  ع نھایة الاقتران عندھا اما الغیر معرف عندھا سأض

اوجد فترات التزاید والتناقص للاقتران : مثال  3s3 s s r  على الفترة   42   
الاقتران كثیر حدود متصل على  42وقابل للاشتقاق على   42 ومشتقھ   

      2 21 s 1 s 3 1 s 3 3 s3 s r        ینعدم  s r عندما   



 ٩٤

1 s لیس من الضروري ان نجد      2 1 r   
1 s                                   2 1 r      

المغلقة والنھایات عند الاطراف المفتوحة لفترات الاتصال        ساجد صور الاطراف 
 2 1 r  2 2 r  و    52 4 r وھذا لیس ضروري ایضا  لكن لھذه  الاشیاء   اھمیة

  كبرى   ستجدھا فیما یعد  
  

s  ٢-                             ١ -                          ١                         ٤  
 s r             ++++      ٠            -   --         ٠                 +++++    
 s r  ٥٢                  -٢                      ٢                         -٢                  

من الجدول نجد  0 s r  لكل  2 1 s    اذا الاقتران متزاید على 2 1  وبما انھ  
متصل على  2 1  فھو متزاید على ھذه الفترة   

من الجدول نجد  0 s r  لكل  41 s  اذا الاقتران متزاید على  41ما انھ متصل   وب
على  41 فھو متزاید على ھذه الفترة   

من الجدول نجد  0 s r  لكل  11 s  اذا الاقتران متناقص على  11 وبما انھ  
متصل على  11 على ھذه الفترة    فھو متناقص    

 قابل ١-و ١  اطراف فترة غیر قابل للاشتقاق عندھا  و  4و2القیم التي لھ عندھا قیم حرجة      
للاشتقاق وینعدم المشتق عندھا وبالتالي ان النقاط الحرجة ھي     2 2 21 2 1 524         

قصوى   القیم ال 2 1 r  قیمة كبرى محلیة  2 1 r   قیمة صغرى محلیة   
 52 4 r   قیمة كبرى مطلقة  2 1 r  قیمة صغرى مطلقة   2 2 r   قیمة صغرى 
  مطلقة 

  القیم القصوى 
  في مجال الاقتران ق فان النقطة ]ا كانت النقطة اذ:تعریف   [ r [ تسمى نقطة حرجة 

للاقتران ق  اذا كانت  0 [ r   او   [ rغیر موجودة    
  ح النقط الحرجة بعض الرسم الذي یوض

    
  السؤال أین نجد النقاط الحرجة 

اذا كان الاقتران اشتقاقي على فترة مفتوحة  كل النقاط التي یقبل قیھا مماس مواز لمحور السینات  -١
 ھي نقط حرجة اما القیم المحلیھ  نلاحظ من خلال الجدول ان الاقتران ینعدم عندھا ویغیر اشارتھ 



 ٩٥

 المشتق الاول دون تغیر اشارتة وھي لیست قیم محلي الا انھا نقط وھنالك قیم س ینعدم عندھا -٢
مثال الاقتران  )نقطة التسرج (حرجة  3 s s r  2 s3 s r  نجد ان   0 0 r  

اذا  00 نقطة حرجة   
ة واحدة فقط دون ان ینعدم فیھا  في فترة مفتوحة لیس لھ نقط حرجة قد یحافظ المشتق على اشار -٣

 في ھذه الفترة
 قد یكون اقتران ثابت على فترة مفتوحة فكل نقط ھذه الفترة ھي نقط حرجة  -٤
 النقاط التي یكون معرف عندھا وغیر متصل ھي نقط حرجة  -٥
 النقاط التي یكون متصل  عندھا وغیر اشتقاقي  ھي نقط حرجة  -٦
 عند اطراف الفترات المغلقة معرف وغیر اشتقاقي ھي نقط حرجة  اذا كان الاقتران معرف النقط -٧

على مجموعة الاعداد الطبیعیة الصحیحة النسبیة فھو غیر متصل عند ایا من ھذه النقط وبالتالي  
 كلھا نقط حرجة

الاقتران  -٨   s s r جمیع نقاطھ حرجة  
  :مثال 

  لتي یكون للاقتران عندھا نقط حرجة  اوجد قیم س ا
   s2 s r     على الفترة   11  الحل نعید تعریف الاقتران   

1 s 1    2    اذا s2 2    
2101قیم الاقتران   2        

   

1
s 1 2

2
1

0 s 1
2

1
s 0 0 s2 s r

2
1

1 s 1
2

1 s 2

    
 
   
     
 

 
 
  

















  

1
s 1 0

2
1

0 s 0
2 s r1

s 0 0
2

1
1 s 0

2



  
 
    
 
 
  

 

 

 

 







  

ق اشتقاقي على الفترات التالیة والتي ینعدم عندھا المشتقة الاولى     1 1 1 1
1 0 1
2 2 2 2

      

  وكل قیمة منھا یكون للاقتران نقطة حرجة عندھا
1  اطراف فترة  وعند ١و١-كما ان للاقتران نقط حرجة عند  1

0
2 2
    غیر قابل للاشتقاق عندھا لان

  غیر متصل 
اذا جمیع نقاط الفترة  11 یكون للاقتران عندھا نقط حرجة    

وكل نقاط الفترة 11 یكون للاقتران عندھا قیم صغرى محلیة وكبرى محلیة في نفس الوقت  اما 
1لیة  وعند  لیس للاقتران عندھا قیم مح١و١- 1

0
2 2
  لھ قیم كبرى محلیا  

لھ قیمة كبرى مطلقة ھي  2 1 r وكل صور قیم الفترة  1 1
2

ھي قیمة صغرى مطلقة   



 ٩٦

ھذا الاقتران ثابت على كل من  الفترات    1 1 1 1
1 0 1
2 2 2 2

       

  
  

  
  

  
  تعریف 

كان اذا  s r اقتران معرف على الفترة  f h وكان   1f h s  واذا امكن ایجاد فترة مفتوحة 
t 1 حول العددs فعندئذ    
 ھي 1sیكون للاقتران ق قیمة عظمى محلي عند  -١ 1s r اذا كان   1s r s r لكل

t s    
 ھي 1sیكون للاقتران ق قیمة صغرى محلي عند  -٢ 1s r اذا كان   1s r s rلكل 

t s    
 ھي 1sیكون للاقتران ق قیمة عظمى مطلقة عند -٣ 1s r اذا كان   1s r s r لكل

 f h s   [ s  
 ھي 1sیكون للاقتران ق قیمة صغرى مطلقة عند -٤ 1s r اذا كان   1s r s r لكل

 f h s     
نظریة  s r معرف على f h وكانت   [ r قیمة قصوى فان  [ r اما معدوم او غیر 
  موجود 



 ٩٧

ملاحظة لیس من الضروري كل نقطة حرجة ھي قیمة قصوى العكس كل قیمة قصوى ھي نقطة 
  حرجة

  نظریة 
اذا كا ن  s r متصل على  f h وقابل للاشتقاق وكانت  [ r [جة للاقترانق نقطة حر

حیث  f h [ عندئذ   
 اذا كان   -١ 0 s r لكل  [ sوكان 0 s r لكل  [ s فان    [ r قیمة 

  عظمى محلیة للاقتران ق
 كان    اذا-٢ 0 s r لكل  [ sوكان 0 s r  لكل[ s فان    [ r قیمة 

  صغرى محلیة للاقتران ق
جب ھي قیمة صغرى محلیا أي ان النقطة التي ینعدم عندھا المشتق ویغیر اشارتة من سالب الى مو

  ومن موجب الى سالب قیمة عظمى محلیا 
واذا لم یكن قابل للاشتقاق  عند تلك النقطة الا انھ قابل للاشتقاق قبل وبعد تلك النقطة   وغیر المشتق 

  اشارتة قبل وبعد تلك النقطة للاقتران قیمة محلیة عند تلك النقطة  

  
  

    
  قتران حقیقي  كیفیة قراءة  الخط البیاني لا

  الاقتران المتزاید خطھ یتجھ نحوى الاعلى والمتناقص خطة یتجھ نحوى الاسفل  -١
 الاقتران الموجب خطھ فوق محور السینات والسالب خطھ تحت محور السینات  -٢
سینات نقط تقاطع الخط مع محور السینات ھي اصفار المعادلة  -٣ 0 s r ویتقاطع الخط مع 

الصادات في نقطة وحیدة ان وجدت ھي محور   0 r0  



 ٩٨

الاقتران المتصل على فترة خطھ متصل غیر منقطع واذا انقطع الخط في نقطة فھو غیر متصل  -٤
 عندھا 

الاقتران القابل للاشتقاق خطھ لا یعاني أي انكسار دوما یوجد لة مماس عند النقطة القابل  -٥
 للاشتقاق عندھا 

یم القصوى للاقتران جد الق 2 3s9 s6 s s r   على   51 وفترات التزاید والتناقص     
  والنقط الحرجة 

الحل اقتران كثیر حدود متصل على 51 وقابل للاشتقاق على  51   
      2 23 s 1 s 3 3 s4 s 3 9 s12 s3 s r           

ینعدم  s r   1  عندما s   4 1 r 3  او s   0 3 r     
  
  
  
  

s  5                         ١-                              ١                           ٣  
 s r            ++++      ٠             -  --         ٠                  +++++  
 s r  ٢٥                  ٠                      ٤                       -١٦                  

  
من الجدول نجد  0 s r  لكل  11 s  اذا الاقتران متزاید على  11 وبما انھ متصل  

على  11 فھو متزاید على ھذه الفترة   
من الجدول نجد  0 s r  لكل  53 s  اذا الاقتران متزاید على  5 3 وبما انھ متصل  

على  5 3 فھو متزاید على ھذه الفترة   
من الجدول نجد  0 s r  لكل  31 s  اذا الاقتران متناقص على  31 وبما انھ متصل  

على  31   فھو متناقص   على ھذه الفترة   
 قبل ٣و ١  اطراف فترة غیر قابل للاشتقاق عندھا  و  ٥     و١ - التي لھ عندھا نقط حرجة      القیم

للاشتقاق وینعدم المشتق عندھا وبالتالي ان النقاط الحرجة ھي     16 1 41 03 255       
القیم القصوى    4 1 r قیمة كبرى محلیة  0 3 r  قیمة صغرى محلیة   

 25 5 r   قیمة كبرى مطلقة  16 1 r    قیمة صغرى مطلقة    

  
  تدریب

 لیكن الاقتران  ق المعرف والمتصل على   82 مشتقة الاولى  على الفترة 82  



 ٩٩

 s rالمنحني البیاني للمشتقة  كما ھو في الرسم    

والمطلوب شكل جدول المشتقة واستنتج النقط 
  الحرجة وفترات التزاید والتناقص والقیم القصوى

  
s  ٢-                    ١  -               ١                ٣          ٦           ٨  

 s r  ++      ٣     ++   -   -   -    ٠  +++         ٠ ------                
 s r                                                                                

  
من الجدول نجد  0 s r  لكل  11 s  اذا الاقتران متزاید على  11 وبما انھ متصل  

على  11 فھو متزاید على ھذه الفترة   
من الجدول نجد  0 s r  لكل  8 3 s  اذا الاقتران متزاید على  8 3 وبما انھ متصل  

على  8 3 فھو متزاید على ھذه الفترة   
من الجدول نجد  0 s r  لكل  1 2 s   اذا الاقتران متناقص على  1 2  وبما  
انھ متصل على  1 2   فھو متناقص   على ھذه الفترة   

 من الجدول نجد  0 s r  لكل  31 s  اذا الاقتران متناقص على  31 وبما انھ متصل  
على  31  فھو متناقص   على ھذه الفترة   

  ١و ١-   اطراف فترة غیر قابل للاشتقاق عندھا  و  ٨     و١ - نقط حرجة      القیم التي لھ عندھا
 غیر قابل للاشتقاق عندھا المشتق من الیمین لایساوي ٣قبل للاشتقاق وینعدم المشتق عندھا  و

  المشتقة من الیسار
2وبالتالي لھ نقط حرجة عند  1 13 8      

القیم القصوى    1 r قیمة كبرى محلیة  1 r  قیمة صغرى محلیة   
  وھنا یصعب تحدید القیم القصوى المطلقة

  :تدریب 
   حدد فترات التزاید والتناقص والقیم القصوى والنقط الحرجة 

 2 s rs 4     22   



 ١٠٠

اقتران متصل على  11 مضمون الجذر كثیر حدود موجب على الفترة   11 ومتصل علیھا 
  اذا ق متصل على ھذه الفترة 

   2

s s

0 2 r,0 s rs 4
  

   
 
  من الیمین ٢- متصل عند  

 
   2

s s

0 2 r,0 s rs 4
  

  
 
  من الیسار٢ متصل عند   

اذا ق متصل على  22   
ق قابل للاشتقاق على  22 والمشتقة الاولى    

2

s2 s r
2s 4

 
 

  ینعدم  s r  

0عندما  sو   2 0 r   
 

   0 2 r 2 r    
s  ٢-                            ٠                                      ٢  

 s r         ---    -       -                ٠++++                      
 s r  ٠                                 ٢                         ٠                  

من الجدول نجد  0 s r  لكل  02 s  اذا الاقتران متزاید على  02 وبما انھ  
متصل على  02 فھو متزاید على ھذه الفترة   

من الجدول نجد  0 s r  لكل  20 s  اذا الاقتران متناقص على  20 وبما انھ متصل  
على  20  فھو متناقص   على ھذه الفترة   

  قبل ٠  اطراف فترة غیر قابل للاشتقاق عندھا  و  ٢     و٢ -القیم التي لھ عندھا نقط حرجة      
للاشتقاق  وینعدم المشتق عندھا  النقط الحرجة      02 20 02        

 2 0 rالمشتق مغیرا اشارتھ من سالب الى موجب وھي قیمة  قیمة كبرى محلیة انعدم عندھا 
كبرى مطلقة      0 2 r 2 r   قیمة صغرى مطلقة وھي لیست قیمة محلیة اطراف فترة   

تدریب  
3

53 5 s s rs   جد فترات التزاید والتناقص   
   pاقتران متصل على 

شتقاق عند الصفر ندرس قابلیة الا   
3
5

2
s s s5

0 r s r1 s
s 0 s

s   

      
   غیر

  قابل للاشتقاق عند الصفر 
قابل للاشتقاق على كل من الفترتین    0 0    والمشتقة على كل منھما   

 
2
5

2
5

3 3
s s r

5
s5


     

s                                       ٠                                       
 s r                        ++++++++++++ +  +                 
 s r                                     ٠                             



 ١٠١

  من الجدول  0 s r على كل من الفترتین     0 0     فھو متزاید على كل منھما   
    pوبما انھ متصل عند الصفر فھو متزاید على 

 00 نقطة حرجة غیر قابل للاشتقاق عندھا 
 s r    غیر موجود عند الصفر والمشتقھ لا تنعدم ابداعلى ح    

   اي لیست لھ أي قیمة محلیة 
  

  :تدر یب 
hجد قیمة كل من الثابتین fتجعل للقتران التي  2 3sf sh s s r   نقطتین حرجتین   

    اذا وجدت نقط حرجة یكون عندھا المشتق معدوم pالحل اقتران كثیر حدود قابل للاشتقاق  على 
  ویجب ان یكون للمشتقة صفرین مختلفین 

 2f sh2 s3 s r    
1تلفتین  ولھذه المشتقة صفرین مخ ,2   

 
 

0 f h4 12 0 f h4 12 2 r

0 f h4 6 0 f h4 6 1 r
18 f

h 11




       
        

 


  

  
  

  تذكرة بسیطة
قانون البعد بین نقطتین      2 2 1 1w s f w s h   ھو     2 2

1 2 1 2
gw w s s       

احداثیا منتصف القطعة المستقیمة    2 2 1 1w s f w s h    ھي   2 1 2 1w w s s

2 2

    

1میل المستقیم المار من النقطتین  2

1 2

w w
l i

s s


        i زاویة المسقیم الموجبة مع الاتجاه  

  الموجب لمحور السینات 
معادلة مستقیم مائل مار من نقطة  1 1w s h ومیلھ معلوم م ھو  1 1s s l w w     



 ١٠٢

ادلة مستقیممائل  مار من نقطتین مع   2 2 1 1w s f w s h   ھو 

  1 2
1 1

1 2

w w
s s w w

s s


     

معادلة مستقیم عمودي على محور السینات مار من 1 1w s h 1 ھيs s   
والموازي لمحور السینات  والمار من  1 1w s h  1ھيw wالصفر=میلھ م  

  نظریة فیتاغورث  في المثلث القائم مربع الوتر یساوي مجموع مربعي الضلعین القائمتین 
  

  طول ضلع في مثلث مقابل للزاویة   
 2 2 2h uw2 w u s   

  علاقة الجیوب  
u w s

[ f h
     

i i i i   
             

بعد نقطة    1 1w s  0عن مستقیم [ wf sh     ھو    
2 2

[ wf sh
g

f h

  
 

   

 
1

  
 

  


       

  
2ظل الزاویة بین مستقیمین میل الاول والثاني  1l l على الترتیب    

  

 1 2

1 2

l l
i

l l 1


   

  المساحات 
                        

 نصف القاعد ضرب الارتفاع  مساحة سطح المثلث 

 ئمین ا الضلعین القحاصل ضربنصف  مساحة سطح المثلث القائم 

مساحة المثلث المتساوي 
 الاضلاع 

23
4
aS   

2 g3 l
4

 ل طول الضلع  

1 سطح المثلثمساحة  sin
2

S b c A   1
h w u l

2
  

. مساحة سطح المثلث .
4
ab cS
R

   u w s
l

v4
    v ننصف قطر الدائرة المارة 

 برؤوس المثلث

h

[ f

w u

s

h
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S. مساحة سطح المثلث r p     ' L  نق نصف قطر الدائرة الماسة  
  داخلا للمثلث 

 ع+ص+س=ط ٢ط نصف محیط المثلث   

]2   مساحة سطح المثلث f h v2 l      

  
 مساحة سطح المثلث

 
    lu ' w ' s ' '     

1 مساحة سطح المثلث . ,       sin
2 c cS c h h b A  

u   محیط مثلث  w s
'

2
   

 نصف مجموع القاعدتین ضرب الارتفاع  مساحة شبھ المنحرف 

  مساحة متوازي الاضلاع 
 

  القاعدة ضرب الارتفاع
  أحد زوایاه  ب جیب  ضلعین متجاورین حاصل ضربأو 

  مربع طول ضلعھ ضرب جیب أحد زوایاه  مساحة المعین 
  القطرین صل ضرب حانصف 

 الطول ضرب العرض  مساحة المستطیل 
  )العرض +الطول  (٢  المستطیلمحیط 

 مربع طول ضلعھ  مساحة المربع 
   ضرب طول الضلع٤=   المحیط     المربعمحیط

2        وكذلك   مساحة الدائرة l  
2       محیطھا و p 

  
  العامد ھو بعد مركز المضلع المنتظم عن أي ضلع فیھ  رمزه عا

نظریة   المستقیم الموازي لاحد اضلاع مثلث والقاطع للضلعین الاخري و لا یمر بالراس  المقابلھ 
  یحدد مع الضلعین الباقیتین  مثلث یشابھ المثلث الاصلي

  
  

[iنسبة التشابھ    ih ]h
[f [h fh

   

  

h

f[

]i
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مساحة السطح  
 الجانبي 

 الحجم  مساحة السطح الكلي 

محیط القاعدة =  الموشور القائم 
ضعفي + السطح الجانبي =  ضرب الارتفاع

 مساحة القاعدة
مساحة القاعدة ضرب 

 الارتفاع

متوازي 
 المستطیلات 

  الابعاد س ص ع
 س ع٢+س ص٢= 

ع ٢+س ع ٢+س ص٢
 ص

 س ع ص 

2 المكعب  s4 2 s6 3 s 
uv الاسطوانة  2  u v v 2 2u v 

مجموع مساحات  الھرم
 الأوجھ الجانبیة

مساحة +المساحة الجانبیة 
 القاعدة

ثلث مساحة القاعدة 
 ضرب الارتفاع

  جذع الھرم 
  
 

مجموع مساحات 
 الأوجھ ألجانبیھ 

مساحة +المساحة الجانبیة 
مساحة +القاعدة الصغرى 

 القاعدة الكبرى

مساحة (ثلث الارتفاع =
مساحة +الصغرى

الجذر +القاعدة الكبرى
التربیعي للصغرى 

)ضرب الكبرى
 

نصف محیط القاعدة  الھرم المنتظم 
ارتفاع الوجھ ضرب 
الجانبي

 
مساحة +المساحة الجانبیة 

 القاعدة
ثلث مساحة القاعدة 

 ضرب الارتفاع

نصف محموع  جذع الھرم المنتظم 
محیطي القاعدتین 

ضرب ارتفاع وجھ 
 جانبي 

مجموع +المساحة الجانبیة 
مساحتي القاعدتین

  1
3

V h S S SS    

نصف محیط القاعدة  المخروط 
  دضرب المول

g  

 ل   2u
3
 

 جذع المخروط LS R r L    2 2
TS R r L R r     

 
 2 2

3
V h R r Rr

   

2  الكره  4 2 4
3

 

u  القبة  2   2U 3 u
3
 

u  المنطقة الكرویة  2  فرق حجمي قبتین لھما
نفس الذروة وقاعدتا كل 

  الدائرة المقطعمنھما 
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 الارتفاع رمز لھ بالحرف   ع

iمقدرة بالرادیان ھوiوتقابل زاویھ من دائرة نصف قطرھا tطول قوس  t  
  

                                        المعدلات المرتبطة بالزمن  
  ندعو 

[lمعدل تغیر مساحة بالنسبة للزمن ھو(الاشتقاق بالنسبة للزمن بمعدل تغیر
k]

(   
  لحل المسائل ھذه علینا ان نحدد 

  المتغیرات  -١
 علاقة الربط بین ھذه المتغیرات  -٢
 العلاقة التي تحوي المعدل المطلوب -٣
 اشتقاق ھذه العلاقة بالنسبة للزمن  -٤
عندما یعطینا معدل تغیر بالنسبة للزمن فھو سرعة التغیر فاذا كانت قیمتھ ثابتھ فان القانون  -٥

ھ ھو من الدرجة الاولى یدعى قانون خطي  والسرعة لھا اشارتھا الموجبة اذا الزمني للحرك
 كانت مع المحور والسالبھ اذا كانت عكس المحور

فان قانون المسافھ ) معل تغیر تغیر بالنسبة للزمن ثابت( اذا كانت سرعتة المتحرك ثابتھ  -٦
0للحركھ ھو 

s]
s k s

k]
  0والمسافھ المقطوعة

s]
k s s

k]
  0 اماs المسافة 

 الابتدائیة 
مثال    یستند سلم طولھ ل  على ارض افقیة وجدار عاموي على الارض ینزلق الطرف المستند على 

1الارض مبتعدا عن الجدار 
g
2

كون طرفھ السفلي بالثانیة جد سرعة انخفاض الطرف العلوي عندما ی

1على بعد 
g
4

    من الجدار القائم 

    نحدد جملة محاور كما في الشكل 
  نفرض ان بعد راس السلم عن الجدار  س  وعن الارض ص  

2علاقة الربط بین المتغیرات ھي فیتاغورث   2 2w s g   
[w العلاقة بالنسبة للزمن نشتق ھذه s]

w2 s2 0
k] k]

     

s

w

g
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[sلكن سرعة ابتعاد الطرف السفلي عن الحائط ھو 
k]

 وھو موجب لان ھذه السرعة باتجاه المحور 

1المفروض  s]
g
2 k]
   

1ومن اجل 
g s
4
 نحسب ص من علاقة 

رثفیتاغو
2 2 2 2 2 2 215 1 1
g g g w w g g
16 16 16

15g w
4

     

    

نعوض في المشتقة 
g w] 1 1 w] w] 1 115 15g g 2 g 2 g 2 g g 2 0

k] 2 4 k] 4 k] 4 2 415
        


  وھذا یعني 

  ان الطرف العلوي للسلم یتحرك عكس المحور نحو الاسفل  بھذه السرعة  
  قد یكون المطلوب ھو معدل تغیر مساحة المثلث الحاصل بین السلم  والارض  والجدار  

1ھذا مثلث قائم مساحة 
ws l

2
)    نصف حاصل ضرب الضلعین القائمتین(  

 w] s] 1 l]
s w

k] k] 2 k]
    

2 13 g 1 1 1 g 1 1 1 l]15 15 15 15g g g g g g g
120 15 4 4 2 2 4 4 2 2 k]15

          
   

   


  

 iواذا كان المطلوب معدل تغیر الزاویة بالنسبة للزمن  بین السلم والارض ولتكن 
 

w
i

s
  ان ناخذ  ومن الافضلs

i
g
     

s] 1 i] s]1 i]
i

k] k] k] g k]i g
       

15g
15 4 i
4 g

 


  
 

2 1 4 s] 1 i] s]1 i]g i
2 k] k] k] g k]g15 15 15 g

4

       
  

  

   ٢تدریب 
اذا كان الرمل 432یتساقط الرمل مكونا كومة على شكل مخروط دائري قائم على الارض بمعدل 

ھا یساوي ربع طول قطر القاعدة جد سرعة ارتفاع كومة الرمل عندما یكون یشكل كومة  ارتفاع
   من المتر١,٢ارتفاعھا 

  u  والارتفاع   vنصف قطر قاعدة المخروط  
   ھي سرعة تغیر الحجم 432لاحظ العدد
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2uحجم المخروط    v p
3
    

1
u4 v v u

4
v] u] v]1 u]

4
k] k] k]4 k]

  

  
  

 
 

2

2 2

u] u] p]
u16 4uu4 2

k] k] 3 k]
u] p]u16 u32
k] 3 k]




  

 
 

2

2

u] p]
u 16

k] k]
p] 1 u]
k] k]u 16

3 432 1 u]
0432

160 144 160 144 16 k]





  





     

 

22تدریب تتحرك نقطة على منحني الاقتران  s w   وفي لحظة ما كان معدل تغیر احداثیھا  
 جد بعد النقطة المتحركة على المنحني ٠,٤٣ي  وكان معدل التغیر في احداثیھا الصاد٠,٢٥السیني 

عندئذ عن النقطة  20   

 
 

بفرض ل  بعد النقطة  w s عن  20 حسب قانون البعد بین نقطتین نجد  
  22 g2 w s    22 لكن s w     

86اذا    43 s] w]
s 025s2 043 s2

100 50 k] k]
       

  وبالتالي

 
 

 

2 2 2

4 22

2

g2 2 s s

s gs ss 1

8686 g1
100100

  

  

 






  

 w s

 0
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   ٤تدریب 
 ١٥٠د  رصد البالون من مشاھد على الارض یبعد /م ٤٢یرتفع بالون الى أعلى بمعدل ثابت قدره 

دما یكون متر عن الشاقول المار بالبالون جد معدل تغیر زاویة ارتفاع البالون من عین الراصد عن
  من سطح الارض١٥٠البالون على ارتفاع 

   iالحل نفرض ان بعد البالون عن الارض یساوي ص وزاویة النظر 
w

i
150

  لكن   w]
l42

k]
/ ٤٥ فان الزاویة تساوي   ١٥٠د  عندما یكون ارتفاع البالون 

  ث قائم ومتساوي الساقین درجة مثل
 

 

2w] 1 i] w
i 1 i

k]150 k] 150
1 i]

42 1 1
150 k]
7 21 i]

014
50 150 k]

   

 

  

 


    

  تمارین ومسائل 
  ث \سم 0001مكعب من الثلج یتناقص طول ضلعھ بعدل  -١

   سم١٠جد معدل تناقص حجم المكعب عندما یكون طول ضلعھ 
3حجم المكعب الذي طول ضلعھ س ھو    s p  

s]
01000

k]
   

  223 1 p] s] p]
10 3 s3

10 1000 k] k] k]
        

٢-   
   والارتفاع ص ٨و ٢٠ابعاد الماء 
wحجم الماء  8 20 p    

[pلكن 
5

k]
 اذا w] p]

8 20
k] k]

   1  وبالتالي 5 w] w]
160 5

32 160 k] k]
       

٣-   
1و ع وطول القاعدة ل  اذا  نفرض الارتفاع  ھ-٤

g u
2
 اذا كانت المساحة   l 5  فان l]

100 k]
  

10جد معدل التغیر في  طول القاعدة عندما   g    
2الحل  1 1 1 1

g l g g l g u l
4 2 2 2
          

1 g] g] 1 5 g] 1 l]
10 g2

100 k] k] 2 100 k] 4 k]
        

سم مغطاة بطبقة من الجلید فاذا كان الجلید ینصھر بمعدل ٨مسالة كرة حدیدیة نصف قطرھا 
  دقیقة جد\سم١٠

   سم ٢اوجد سرعة تناقص سمك الجلید عندما یكون سمكھ  -١
   سرعة تناقص مساحة السطح الخارجي عند تلك اللحظة -٢

w

150

i
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8و  v2١٠ معدل انصھار الجلید ھو  
  

  بفرض نصف قطر كرة الجلید والمعدن نق 
سمك الجلید  3 3 34 4 4

64 p p
3 3 3
          

 3

2 2

4
64 p

3
] p] ] 4 p]4

k] k] k] 3 k]
]
10 4 10

k]
1 ]
4 k]









 

  

  
 




  





   

مساحة السطح الخارجي    21 l] ] l]
20 10 8 8 4 l

4 k] k] k]
             

 درجة ویلتقیان في في النقطة م ٦٠خطان حدیدیان یمیل احدھما على الاخر بزاویة قیاسھا :مسالة 
سا مقتربا من م ویسیر القطار ب على الخط الاخر \ كم ٨٠ر ا على احدھما بسرعة ویسیر القطا

كم ٢١٠سا  وعند الساعة التاسعة صباحا كان القطاران على بعد \ كم ٥٠مقتربا من م بسرعة 
 كم على الترتیب من م جد معدل اقتراب القطارین من بعضھما عند الساعة الحادیة عشرة ١٨٠و

  صباحا 
  الحل 
كم بالساعة ٥٠ كم بالساعة نحو م  والقطار ب ٨٠ درجة سرعة القطار ا ھي ٦٠ الخطین زاویة

   ١٨٠ والاخر ٢١٠عند الساعة التاسعة كانا على بعدین  أ على بعد 
 
 

 
 

السرعة ضرب الزمن   = ت سرعة القطار ثابتة    اذا المسافة 

  
  ل =  عن م ھو س وبعد ب عن م ھو  ص  والمسافة اب hنفرض بعد القطار 

k50عندئذ  w,k80 s   

l h

f

60
s

w

g
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لكن المسافة بین دقیقتي    
2 2 2 2 2 21

ws2 w s g 60 ws2 w s g
2

       

 2 2 2 2 2 2ws ws2 w s g ws w s g         
k50 180 w,k80 210 s    

 
     

    

      

22

2

22

ws w s g

k50 180 k80 210 k50 180 k80 210 g

k5 18 k8 21100 k30 30 g
g]

k80 210 50 k50 180 80 k30 30 30 2 g2
k]

  
       

    

      

  

  ٢=بعد ساعتین ن
g]

7100 2500 6400 1800 70 2
k]

355 g]
7 k]

     

 
  

2 2 2ws w s g
s] s] w] s] g]

w w w2 s2 g2
k] k] k] k] k]

  
   

   

80بعد ساعتین    2 50 180 w,50 2 80 210 s           
270 g 4900 50 80 6400 2500 g        

w] s]
50 ,80

k] k]
    

            

 

g]
80 50 2 50 80 80 50 50 80 2 80 50 2 70 2

k]
400 g] g]80 50 2 70 2
7 k] k]

           

      

سینات بحیث تتحرك ب على محور ال) ا(ج الحركة معا من نقطة الاصل ،  بدأت النقطتان ب-  مسألة
ث وتتحرك النقطة ج في الربع الاول وعلى \ وحدات ٤الموجب مبتعدة عن نقطة الاصل بسرعة 

2القطع  s w بحیث یبقى[f [h جد معدل التغیر في مساحة المثلث [fh بعد ثانیتین من 
  البدء

  

     

h

[

f
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لنقطة احداثیا ا 2 s s [ وبما ان [f [h المثلث  [fh متساوي الساقین اذا  احداثیا
 0s2 fفاذا كانت بعد ب عن ا ھي ع   

f]و  [h     s2 u1نقطة  ب    سرعة ال s] s] u]
2 4 2

2 k] k] k]
      

4بعد ثانیتین  s 8 4 2 u      
   بعد ثانیتین من البدء fh]جد معدل التغیر في مساحة المثلث 

3مساحة المثلث  2 1 1
s s s2 l w u l

2 2
         

2l] s] l]
96 2 16 3 s3

k] k] k]
         

  :مسألة
  ة بالنسبة لنصف قطرھا یساوي مساحة سطح الكرة معدل تغیر حجم الكر

3

2

2

4
v p

3
4 p]

v3
3 v]

p]
l v 4

v]











 

  

  وھي مساحة سطح الكرة 
سم یقترب الرجل من ٥٤٠سم یقف امام مصباح یرتفع عن الارض ١٨٠ رجل طولھ -مسألة

ث جد معدل تغیر الزاویة بي عمود المصباح والمستقیم الما بالمصباح \سم٣٠٠المصباح بعدل 
  جل ورأس الر

 :الحل 
s]

300
k]

   

 2s] 1 i] s
i 1 i

k] 360 k] 360
       

180عندما  s 1 فان 180
i

2 360
        

   2 45 i] 1 i] 1
300 1

3 5 6 k] 360 k] 4
         

  
  

 

,

180

i

s

s

h

f

[

]

540

360
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النقطةتتحرك نقطة على دائرة بعكس عقارب الساعة بدا من : مسألة  0 h اذا علمت ان القوس الذي 
ث جد معدل ابتعاد النقطة المتحركة عن \سم٨ترسمھ یزداد بمعدل  0 h اذا كانت زاویة القوس

3
  

   
[t لكن طول القوس یساوي نصف القطر ضرب الزاویة مقدرة بالرادیان  : الحل 

8
k]

        

8 ١ذ١ i] i] t]
v i v t

v k] k] k]
          

 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

i
2 v2 i 1 v2 i v2 v2 g i vv2 v v g

2
i i

v2 g v4 g
2 2

        

  

   
 

  

iلان 
0 2 i 0

2
       اذا  i

0
2

  ھذا التبریر لاننا جذرنا الطرفین  وبالتالي یجب 
  ان یكون الطرف الثاني موجب 

i i]1 g]
v2

2 k]2 k]
     

3وعندما  i
2 6 3

     

8 i i] g]34 v v3
2 v 2 k] k]

      

سا وفي اللحظة نفسھا \كم ٣م یسیر علیھ رجل بعدل ٦مسألة جسر مشاة یرتفع عن مستوى الارض 
  سا جد معدل ابتعاد السیارة عن الرجل بعد دقیقة واحدة \كم٦٠مرت من تحتھ سیارة بسرعة 

 :الحل
   وھي وجود الرجل فوق السیارة مباسرة  نفرض السیارة ھي دhقطة ناخذ الن

[s ھي س   وhبعد الرجل عن 
3

k]
    وبعد السیارة عن د ھي ص   w]

60
k]

  
2 2s t  2 [h لكن   2 2w 36 [h   

2 2 236 w s t   تذكر ان مربع  قطر متوازي المستطیلات یساوي مجموع مربعات ابعاده 
 الثلاث 

w] s] t]
w2 s2 t2

k] k] k]
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بعد الرجل عن السیارة  ھو ف  

  
 

لكن بعد دقیقة     
2 60000 3000

36 1000000 2500 t 1000 w s
60 60

           

1002536  

 
      t]
1000 1000 2 50 50 2 21002536

k]
2005000 t]

k]21002536

 






  

  
مسألة مضمار سباق دائري یوجد على طرف قطره مصدر ضوء انطلق حصان من نھایة قطر اخر 

دقیقة جد سرعة تغیر ظل الحصان على \كم ٤عمودي على القطر الاول مقتربا من المركز بسرعة 
   عندما یقطع الحصان نصف المسافة المضمار

ملاحظة ھنالك الكثیر  من الحلول لھذه المسألة وھي بكل صدق لیست مقنعة وھنا حاولت ان : الحل 
سا سرعة \ كم ٢٤٠= د \كم٤اقدم حلا اكثر دقة رغم انھ صعب  والشيء الاخر ھو سرعة الحصان 

  تكفي الحصان للطیران جوا  
tl  وطول الشخص h[بفرض ارتفاع الانارة  ;, وبالتالي طول الخیال لحظة البدء  fl   

tlنلاحظ ان النسبة
]h

   ھي نسبة ثابتھ 

[h]وحسب التشابھ في كل من المثلثین القائمین   fh]    
lftl

]h hf
 و  ;, ,[

]h h[
 لكن  ;, tl

]h ]h
   

],lfاذا
h[ hf

وحسب نظریة العكس ل تالس فان  f[ یوازي l, مما یعني ان راس الخیال سوف  

  از للقطر الذي یسیر علیھیتحرك على مستقیم مو

f w

s 6

[

]

f

h
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;, ,[
k

]h v ,[
   نسبة طول الحصان الى طول الانارة وھي نسبة ثابتھ 

   vk ,[
[, vk [, k 1 vk ,[ k [, k

k 1 v ,[
           

,]لكن  i g  وبالتالي عندما v
s

2
 2 فان

2 1 1 1i 1 i
4 2i5

      
  

vk 5 g
k 1 2


           حیث ل طول الخیال وiزاویة الظل مع قطر الدائرة    

  
 المرتسم   فاذا فرضنا طول الخیال ,] یساوي مقدار ثابت ھو iنلاحظ ان طول الخیال ضرب 

g    
iاذا  g  ثابت  

نشتق بالنسبة للزمن  
i] g] i] g] i] g]

i g i g i 0 i g i
k] k] k] k] k] k]

                

sلكن  s v
1 i

v v
     حیث  vنصف قطر الدائرة الملعب   س المسافة المقطوعة    

   2

2

s] 1 i] s] 1 i] i 1
k] k] k] v k]i 1 v

     


  

 2

s] i g g]
k] k]i 1 v

  



  

1وعندما  
v s

2
 1  فان

i
2
  

 
1 gk 4 vk 8 g 8 g]5 24
1k 1 k 1 2 v5 v 5 k]5 1 v
4


      




  

h , [

l

f

i

i

h

]

f

[,

t

;
l
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  اذا كان راس ظل الحصان على المضمار عندما كان منتصف المسافة 
  

  فان نسبة طول الحصان الى طول المنارة 
3 4 V5 5V V V V V2

2 225 5 5V
2

    
  

  

  
3V
23 35 5 K48 4 25 V

5

    



  

3
12 8 3 4 4 k 4 g]8

35 8 k 1 k]55 5 5 51
8

        
  

 
جد معدل تغیر المساحة بینھما عندما یكون طول )  دائرة تمس مربع داخلا (مساحة المربع  -٧

  سم  ٢٠ضلع المرب 
2 s l           داخل المربع    و س طول ضلع المربع ونصف قطر الدائرة        s

2
 

المساحة بین المربع والدائرة     2 2 2s] p]
1 s2 s 1 s s p

k] 4 k] 4 4
         

       p] s] p]
4 160 4 1 20 2 1 s2

4 k] k] 4 k]
              

  تطبیق على النقط الحرجة 
لیكن الاقتران  2 3] s[ sf sh s r    اثبت ان الشرط الازم والكافي لیكون لخطھ 
حرجة وحیدة البیاني نقطة   1 r1 ھي  ھوh3 [, h3 f   

  الحل 
لزوم الشرط ل ق نقطة حرجة وحیدة ھي   1 r1عندئذ  یتحقق h3 [, h3 f    

  بما ان الاقتران كیر حدود فانھ قابل للاشتقاق على ح ومشتقة ھو 
 2[ sf2 sh3 s r   وبما ان    1 r1 نقطة حرجة وحیدة فان الواحد ھو جذر 

مضاعف للمعادلة  0 s r  أي ان  0 1 rتكافئ f2 h3 [ 0 [ f2 h3       
وجذر مضاعف   20 [ h3 4 f4    نجد ] نعوض قیمة    20 f2 h3 h3 4 f4    

 2 2 2h3 f 0 h6 f2 0 fh24 h36 f4         نعوض نجد h3 [    
h3كفایة الشرط اذا كان  [, h3 f   فان للاقتران نقطة حرجة وحیدة ھي   1 r1 

وجدنا ان الاقتران اشتقاقي على ح  2[ sf2 sh3 s r   نعوض قیم كل من  f [   
     2 22 1 s h3 1 s2 s h3 h3 sh6 sh3 s r        ولھذة المعادلة جذر وحید   

1ھو sوبالتالي للخط البیاني نقطة حرجة وحیدة ھي   1 r1  

V V

V
2

V5
2
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  ملاحظة تتعلق بمؤلف الكتاب 

 الاقتران لیكن س         
         س

0 s s
s R

0 s s

     
S
S

 ھذا الاقتران قابل للاشتقاق على كل من 

الفترتین المفتوحتین    0     والمشتق 

 
         س

          س

2

3

2

3

s3
0

2s s R
s3

0
2s

 
    
 
  








  طبعا ھذا الاقتران حسب القاعدة غیر قابل للاشتقاق 

انھ قابل للاشتقاق عند الصفر ولذلك علینا ان عند الصفر ولا یجوز ان نختصر البسط والمقام لنقول 
  نبحث قابلیة الاشتقاق عند الصفر وفق التعریف 

s s

s s

0 s s
0 س

0 s

0 s s
0 س

0 s

 

 

 

 

  
     

S

S
 

 

 

 
 أي ان ھذا الاقتران قابل للاشتقاق عند الصفر لذلك 

  ناخذ القواعد على فترات مفتوحة وندرس قابلیة الاشتقاق عند نقط معینھ وفق التعریف 
اما القاعدة     k

s g s r فنشترط  s g قابل للاشتقاق على فترة مفتوحة محتواة في 

 0 لتطبیق القاعدة       1 k
s g s g k s r

     
  

  تدریب اوجد مشتقة الاقتران على ح 

            
                  

21
s0 s s

s r
0 s 0
 

   

 كتبت الكثیر من قنعاتي التي اختلف فیھا مع مؤلف الكتاب وزملائي ولدي ملاحظة ھامة جدا انا
الكثیر جدا من الملاحظات الجوھریة على الكتاب وامتلك الحجة والمنطق ان شا الله لكن بالنسبة لك 
ایھا الطالب لا تكتب الا ما ھو مكتوب فقط بالكتاب التزم حرفیا بالكتاب حتى الجدول الذي كتبتھ انا 

  ھ مشابھا للكتاب فقط اجعل
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                                   التقعر 
  لنعرف مفھوم فوق ومفھوم تحت 

نقول عن النقطة  1 1w s انھا فوق النقطة  2 1w s 2 اذا كانت 1w w لاحظ ان للنقطتین 
 وبالتالي منحنى الاقتران نفس الفاصلة s iفوق منحنى الاقتران s r في الفترة  f h لاجل

كل   1f h s  فان     1 1s r s i 
 

 على الفترة  اقتران  معرفاrتعریف لیكن f h وقابلا للاشتقاق على الفترة f h فیكون منحنى ق  
 مقعرا للاسفل على الفترة-١ f h اذا وقعت جمیع مماساتھ فوق منحني الاقتران ق في الفترة 

 f h 
لى على الفترة مقعرا للأع-٢ f h اذا وقعت جمیع مماساتھ تحت منحني الاقتران ق في الفترة 

 f h 
صحیح انھ یحق للمعرف سرد التعریف الذي یریده لكن من الافضل ان (ملاحظة حول التعریف 

  )یكون التعریف منسجم مع التعریف المتعارف علیھ ریاضیا 
ي ھذا التعریف یشرط فقط وجود مماسات عند كل نقط الفترة ف f h وماذا عن النقطتین f h 

المعرف عندھا الاقتران فھي قد تقع فوق او تحت المماسات او قد تقبل احد النقطتین او كل منھما 
صف المماس على یمین او یسار المنحنى ولیس نصف مماس مواز لمحور الصادات عندھا سیقع ن

  فوق او تحت المنحنى مثلا 
الاقتران  2 s rs 4  معرف ومتصل على الفترة f h وقابل للاشتقاق على f h وھو 

یقبل مماسات عند كل نقط الفترة f h ویقبل نصفي مماسین عند كل من f h وھما یقعان على 
 یمین ویسار المنحنى 

  من الافضل ان نعرف التقعر في فترة مفتوحة یكون المنحني قابل للاشتقاق علیھا 
  نظریة 

اذا كان ق اقتران متصلا على الفترة  f h مرتین على  وكان ق قابل للاشتقاق f h فانھ   
یكون منحنى ق مقعرا للاسفل على الفترة ) ١ f h اذا كان  0 s r  لكل  f h s  
یكون منحنى ق مقعرا للاعلى على الفترة ) ٢ f h اذا كان  0 s r  لكل  f h s  

ملاحظة بالتعریف كان یشرط ان یكون معرف على الفترة f h وفي النظریة یشترط الاتصال على 
الفترة f h 

ول ملاحظة في الكتاب بالجدول المقلوب للتقعر یضع في السطر الا s r ویضع مقابل لھ جھتة 
التقعر ان  s r ھي قیم الاقتران اما التقعر فھو للخط البیاني لھ من الافضل ان یكتب جھة تقعر ق  

  :مثال
 حدد جھة تقعر منحني الاقتران ق المعرف على الفترة ح وفق العلاقة   2 3 s rs6 s   

 الاقتران كثیر حدود قابل للاشتقاق مرتین على ح
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2s12 s3 s r

2 s 6 12 s6 s r

 
            

2 المشتق الثاني عندما م  ینعد s 
s                                       ٢                                       

 s r                        ++++++++٠               ------------  
جھة تقعر 

  الخط
                                                                

 
  نقط الانعطاف 

وكان منحنى ق یغیر اتجاه تقعره عند 1sتعریف اذا كان ق اقتران متصلا على فترة مفتوحة تحوي 

1s النقطة  1 1s R sتسمى نقطة انعطاف لمنحنى ق    
 عنصر وھو 1s لان 1s یجب ان تكون كلمة تظم 1sحوي ملاحظة حول التعریف كلمة فترة ت

  ینتمي للمجموعة والمجموعة تحوي مجموعة ولا تحوي عنصر
نحنى المتعارف علیھ ریاضیا ان المنحني یمتلك مماسا یخترق المنحني في نقطة الانعطاف  وان الم

  یغیر جھة تقعره على جانبي ھذا المماس 
 لكن سنتعامل مع التعریف بالكتاب بشكل حرفي كما ورد 

 
عین قاعدة الاقتران : مثال          2 30 h ] s[ sf sh s r     p ] [ f h    

اذا علمت ان منحناه یمر  51ة الانعطاف  من ومعادلة المماس لمنحناه في نقط 12 ھي 
0 7 s3 w   

  اقتران كثیر حدود قابل للاشتقاق مرتین على ح :الحل 
 
 

       2[ sf2 sh3 s r

f2 sh6 s R

  
    

 بمر منحناه من  51 اذا  5 1 r  
5 ] [ f h        )    ١( 

لھ نقطة انعطاف في  12 1 إذا ] [2 f4 h8   )    ٢( 
ویتحقق أیضا  0 2 r  أي ان  0 f2 h12 2 R    
3ومیل المماس  l  وھو   3 2 r  

3 [ f4 h12   )    ٣( 
15بحل ھذه المعادلات نجد  ]15 [6 f1 h       دد 

    2 315 s15 s6 s s r     
  اختبار المشتقة الثانیة للقیم المحلیة

على فرض ان    s r s r  معرفتان عند  1f h s  عندئذ  
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 اذا كان -١       1 10 s r , 0 s r  1فان للاقتران ق قیمة صغرى محلیھ عندs ھي  
 1s r 

 اذا كان -٢       1 10 s r , 0 s r  1فان للاقتران ق قیمة عظمى محلیھ عندs ھي  
 1s r 

 اذا كان -٣       1 10 s r , 0 s r   1s r ھنا یفشل الاختبار     
لا نطبق الاختبار اذا كان من الصعب الحصول على المشتقة الثانیة ومن الافضل ان : ملاحظة 

 نستخدم اختبار المشتقة الاولى او التعریف
اوجد القیم المحلیة للاقتران : تدریب  2 4 1

3 s s s r
2

   
  قتران كثیر حدود قابل للاشتقاق مرتین على حالحل ا
 

      
 

2 4

2 3

2

13 s s s r
2

1 s 1 s s2 1 s s2 s2 s2 s r

2 s6 s r

  

      
  

 

ینعدم  s rوھنا نجد ٠=  عندما س   0 2 s r   اذا  3 0 rقیمة عظمى محلیة  
ینعدم  s rوھنا نجد ١=  عندما س   0 4 s r  اذا  5

1 r
2
قیمة صغرى محلیة  

ینعدم  s r1  عندما s  وھنا نجد   0 4 s r  اذا  5
1 r

2
 قیمة صغرى محلیة  

  او من الجدول 
 

s                    ١ -                    ٠                  ١                             
 s r            ++++      ٠      ++  ++   ٠      - -   -    ٠   -----------                 
 s r                    5

3
            3              5

3
                                           

 
ادرس جھة تقعر الخط البیاني للاقتران : تدریب  3s s s r  

 
 الحل اقتران معرف ومتصل وقابل للاشتقاق مرتین  على ح 

 

 
 

3

2

s s s r

s s3 s r

s s6 s r

 
 

  





 

0 عندما من الملاحظ ان المشتق الثاني ینعدم s ولاثبات انھ جذر وحید نشتق مرة اخرى  
  \\\0 s 6 s r  مما یعني ان اقتران المشتق الثاني متزاید وبالتالي الجذر وحید  
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s                                       ٠                                       
 s r                        ++++++++٠               ------------  
جھة تقعر 

  الخط
  تقعر نحو الاسفل                                      تقعر نحو الاعلى 

والنقطة  00 ھي نقطة انعطاف لقد غیر المنحنى عندھا جھة تقعره  
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                                                 تطبیقات القیم القصوى  
  كیف نحل ھذه المسائل 

ختلفة وبالتالي ھي بحاجة لمعرفة كبیرة في الریاضیات  ولذلك لا شك أن ھذه المسائل متنوعة وم
  على الطالب  قراءة المراجعة بشكل جید   

  ولحل ھذه المسائل علینا ان نتبع الخطوات التالي 
  نحاول الرسم إن   كان موجود  -١
 أن نحدد المتغیرات المستقلة والمرتبطة منھ  -٢
   فیثاغورث       الخ ٠٠٠٠ تالس٠٠٠ان نجد علاقة ربط بین المتغیرات   استخدام   -٣
 ان   نجد  العلاقة  المطلوبة ونحولھا الى اقتران  یتبع  متحول مستقل  واحد فقط  -٤
 ندرس تزاید وتناقص ھذا الاقتران على مجالھ المحدد مسبقا   ونضع المعلومات في جدول   -٥

  ونحدد من خلالھ متى یبلغ اكبر او اصغر قیمة لھ
 جد العددین بحیث یكون حاصل ٦٠ عدد مع ثلاثة امثال عدد اخر  یساوي تدریب اذا كان مجموع
  ضربھما اكبر ما یمكن 

w3الحل نفرض ان العدد الاول   س   والثاني  ص   اذا  60 s 60 w3 s       
  حاصل ضرب العددین   

   
2

w3 60 w p w r

w3 w60 p

  
 

  

  المجال ح  
قھ  الاقتران  قابل للاشتقاق على ح  ومشت w 10 6 w6 60 p      

10ینعدم المشتق عندما   w  وبالتالي   300 10 r   
                              ١٠                                                  ص   
p                             ---------------     ٠++++++++++++++    
p                                             ٣٠٠        

من الجدول  300 10 r 10 قیمة كبرى محلیة اذا w  
30 30 60 s    

0او نستخدم معیار المشتق الثانیة  6 p  اذا  300 10 rقیمة كبرى محلیة   
لمنحنین   مستطیل یقع داخل اfh][:  تدریب    2 2s 36 s i s2 s r   ب  ،   یقع ا

 لتكون مساحتھ اكبر ما یمكن fh][     جد بعدي المستطیل   Iد   على  ،على ق   والراسان   ج 

     

hf

[ ]
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مساحة المستطیل تساوي الطول ضرب العرض    s r l ]h fh  

بفرض احداثیا  2 s2 s h 0 الواقعة في الربع الأول وھذا یعني أن s  
فیكون احداثیا  2 s2 s f   أما   2 s 36 s ]     

2وبالتالي 2 2s3 36 s2 s 36 ]h      
s2 fh  

   2 s3 36 s2 s r l    
2مجال الاقتران  لنجد  نقط التقاطع  2 2 212 s s3 36 s2 s 36       

2بما  أن  س موجب     s 03      
الاقتران ق قابل للاشتقاق على  03   ومشتقھ 

      

    
2 2 2 2

2

s18 72 s12 s6 72 s2 s6 s3 36 2 s r

s 2 s 2 18 s 4 18

        
    

  

  
2ینعدم المشتق عندما  s  2  مرفوض  و s  مقبول  96 2 r  

23  ص                                       ٢                                0  
 s r             ---------------            ٠   +++++++++++      

r                                     ٩٦                               
    ٢=یبلغ ق أعظم ما یمكن عندما  س

24وبالتالي أبعاد المستطیل   ]h 4 fh  والمساحة    96 2 r  
  

 مستطیل حیث fh][كل تدریب    یمثل الش   10 ] 02 f  م نقطة مفروضة على الضلع  [f  
l[    ووصل ]وعلى بعد س من نقطة   الأصل   hl فتكونت الزاویة  i جد قیمة س التي   تجعل 

   اكبر ما یمكن iالزاویة 
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   لتكن النقطة                   واقعة في الربع الاول  معادلة الدائرة  نصف قطرھا        

2 2 22 2 w v w ss v     ف قطرھا     حیث نصv   
2مساحة المستطیل  2 s4 w2s2 ls v     

  

    

2 2

22 2 2 2
2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

s4 ls v
8 4 s4 4 4 s2s v s v s4 4 ls v

2s v s v s v
4 2 4s2 v s2 v s v

s v s v




      

  
  

 
 




  
 

 

   

vینعدم المشتق عندما   s
2




v مقبول  s
2

 


v  مرفوض    w
2




  

2 v vv2 4 l
2 2

 
 

   

  
  
  

 w s h

 w s h



 ١٣٨

v                                   v  س

2 
                                    ٠            

  
l           ---------------        ٠+++++++              ++++ 

  l                               2 v2       
vالمساحة اعظم ما یمكن عندما  s

2



2  و   v vv2 4 l

2 2
 

 
  

  
2s4 مستطیل مرسوم داخل القطع المكافئ fh][تدریب  s w  كما في الشكل    

  

  
   fh][ للمستطیل اوجد اكبر مساحة

الحل  احداثیا  w s H 0  حیث w,0 s  اذا احداثیا ب   ھي  1 1w s f    

1sلاحظ ان  s

2


 1 سینات راس القطع  اذا
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s s
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   2 28 s12 s3 2 16 s24 s6 l       =  
  ینعدم المشتق عندما 

 

2

2

1

2

2

0 8 s12 s3

[h4 f2 4 12 f3 32 s
3 6 h2

[h4 f2 4 12 f3 32 s
3 6 h2

  
     

     

 

 

    سالب مرفوض 

 w s hf

][



 ١٣٩

4قبول   م 23 34 2 2 hf
3 3

     
 

   

 
2

8 8 2 224 12 123 3 3 34 8 4 2 4 2 w
9 9 3 9 3 3 3

                   
   

     

24 24
w f[

9 9
     

المساحة     32 96 4243 3 3 l
9 9 3 9 3

      
     

  س
٤  ٠                                    23 2

3
                                ٠          

  
l               ---------------        ٠  +++++++++++             

  l                                  323
9
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  طریقة ثانیة 
   الصادات   بالاتمام  الى مربع كامل من الافضل ان نجعل المحور التماثلي ھو محور

  
  224 2 s 4 4 s4 s w        

  
Sبفرض  2 s  معادلة القطع منسوبا للجملة  wLS     24 S w   
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  ویمكن ان نشكل جدول لاثبات انھا قیمة عظمى  

   جمع ھذا العدد الى مقلوبھ اصغر ما یمكن اوجد عددا حقیقیا موجبا اذا علمت ان ناتج) ١(تدریب
  نرید ان نصنع منھ مثلثین كل منھما متساوي الاضلاع احسب طول ١٨سلك طولھ ): ٢(تدریب 

  ضلع كل منھما لتكون مجموع مساحتیھما اصغر ما یمكن 
لیكن الاقتران ) ٣(تدریب  2 5s10 s s r موافقة   اوجد اصغر میل للخط وعین النقطة ال

  لھ 
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][شبھ منحرف متساوي الساقین قاعدتاه  ) ٤(تدریب fh احسب ٦٠= والزاویة د ٤٠ محیطھ 
  اطوال  اضلاعھ لیكون مساحتھ اكبر ما یمكن

  الحل 
  اوجد عددا حقیقیا موجبا اذا علمت ان ناتج جمع ھذا العدد الى مقلوبھ اصغر ما یمكن) ١(تدریب

1د س فیكون مقلوبھ نفرض ان العد
s

  

1نفرض ان م ھي المجموع المطلوب 
s l

s
  0   الشرط s    

   2

2 2 2

1 s 1 s 1 s 1
1 l

s s s
          

1ینعدم المشتق عندما  s  1  مقبول
2 1 l

1
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  ٢=  و  م١=الاقتران اكبر ما یمكن عندما س

  
  نرید ان نصنع منھ مثلثین كل منھما متساوي الاضلاع احسب طول ١٨سلك طولھ ): ٢(تدریب 

  ضلع كل منھما لتكون مجموع مساحتیھما اصغر ما یمكن
  

s3  فتكون طول القطعة الثانیة s3الحل نفرض ان طول قطعة السلك  18  
6المجال  s 0 18 s3 0     

   ھي محیط المثلث الاول المتساوي الاضلاع فیكون طول ضلع ھذا المثلث س s3وھنا 

ومساحة ھذا المثلث   
2

1

s 13 s s l
4 2

    

s3 18 محیط الثاني وطل ضلعھ s3 18
s 6

3
 ني  ومساحة الثا  
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لیكن الاقتران ) ٣(تدریب  2 5s10 s s r  اوجد اصغر میل للخط وعین النقطة الموافقة  
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1ینعدم المشتق الثاني عندما   s    15    و l   
  ١                                             س
l     +++++++++++             ٠---------------               

  l                                   - ١٥                               
    و   ١=   اصغر ما یمكن عندما   سlلاحظ ان  9 1 r  ونقطة التماس ھي   9 1  

15ومیل المماس    l  ومعادلة المماس      1 s 15 9 w     
][شبھ منحرف متساوي الساقین قاعدتاه   ) ٤(تدریب fh احسب ٦٠= والزاویة د ٤٠ محیطھ 

  أطوال   أضلاعھ لیكون مساحتھ اكبر ما یمكن
  :الحل  

  
  
  

  نفرض طول القاعدة الصغرى س والكبرى ص وطول الساق   ل 
  محیط شبة المنحرف 
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 رسم داخل مستطیل احد أضلاعھ على القاعدة       ٦ وارتفاعھ ٨قاعدتھ fh]مثلث  :  تدریب 
[f والرأسان الآخران على ضلعي المثلث  اوجد ابعاد المستطیل لتكون مساحتھ اكبر ما یمكن     

    كما في الشكل itr[الحل بفرض أن المستطیل ھو 
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  تدریب 
     تقع على محیط الدائرة]  النقطة  fhدائرة قطرھا 

   اوجد ابعاد المثلث لتكون مساحتھ اكبر ما یمكن 
  

  الحل 
    قائم f[hالمثلث 

iبفرض الزاویة  [fh  اذا  i2 [lh   
[f i 2       [h i 2     

  مساحة المثلث 
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  المثلث مساحة اكبر ما یمكن عندما   یكون متساوي الساقین 
  

 من ١=ثا وقد مرت في اللحظة ن\  سم ٢تدریب تتحرك نقطة ك على محور السینات بسرعة  ثابتھ 
 على محور الصادات iرك نقطة اخرى   وفي نفس الوقت تتح٣=+الموضع الذي فاصلتھ س

   ٦= من الموضع  ص٠=ثا وقد انطلقت في اللحظة ز\ سم ٢-بسرعة ثابتھ 
  والمطلوب 

  احسب البعد بین المتحركین  -١
  سم٥ عین اللحظات التي یكون البعد  مساویا   -٢
 في ایة لحظة تكون المسافة بینھما اصغر ما یمكن  -٣
  اوجد احداثیا  ى  في كل لحظة وعین سرعتھا ومسارھا iطة منتصف  ك بفرض ى نق -٤

  الحل 
ان قانون الحركة المستقیمة المنتظمة على محور السینات   h ku k t  حیث ا ثابت   

1من اجل  k فان  1 h h 1 2 3       وقانون الحركة 1 k2 k t   
وكذلك  فان قانون الحركة المستقیمة المنتظمة على محور الصادات    f ku k r  حیث ب 

  ثابت 
0من اجل  k فان  6 f f 0 2 6      وقانون الحركة   6 k2 k r      

البعد بین المتحركین  الاول  -١ 01 k2 والثاني   6 k2 0  والبعد بین النقطتین    
   2 2

22

2

g6 k2 0 0 1 k2

g36 2 1 k4 k4k 4 k4
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5المسافة اصغر ما یمكن عندما 
k

4
   

احاثیا ى منتصف    -٥ 01 k2 ; والثاني   6 k2 0 i   

  6 k2 1 k2
n

2 2
      مسار ى علینا ان نحذف الوسیط ن  من المعادلتین    

6 k2 w2 1 k2 s2     7  بالجمع نجد w2 s2  أي ان حامل مسار  
  حركة ن ھو مستقیم  

u2وسرعة ھذه النقطة ھي  1 1    
دائرة وطول ضلع المربع  سم اوجد طول نصف قطر ال٦٠تدریب مجموع محیطي  مربع ودائرة 

  عندما تكون مساحتیھما اصغر ما یمكن 
  الحل 

  ٦٠=محیط الدائرة +محیط الربع 
  بفرض طول ضلع الربع س ونصف قطر الدائرة نق 

s2
s2 2 s4                

مجمع المساحتین    2
2 2 2 22 1 s2
s s2 s s l         

      1 1
s2 s8 l s2 s2 2 2 l
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60المساحة اصغر ما یمكن  عندما 
s

4 30  و
4    

 اوجد بعدي المثلث لتكون ١٢اقین مرسوم داخل دائرة نصف قطرھا تدریب مثلث متساوي الس

33مساحة اكبر ما یمكن ثم برھن أن نسبة مساحة المثلث إلى مساحة الدائرة تساوي 
4
  

  نفرض نصف قطر الدائرة نق : الحل 
  ص٢وطول ساق المثلث س  وطول القاعدة 

    i2وبفرض زاویة الرأس 

مساحة المثلث 
2

2w s w 1 1
s i2 s s l
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 مقبول    ١٨= مرفوض اوع٠=ینعدم المشتق عندما ع
212 s 3 6 6 4 18 24 s3          و     

   26 w3 6 18 18 2418        و     
1

108 6 3 144 l3 3
24

         

u    ٢٤                                       18                          ٠           
  u l                     ---------------    ٠          ++++++++   

 u l                                    1083                            
6المساحة اعظم ما یمكن عندما  الابعاد  18 183     

3نسبة مساحة المثلث الى الدائرة   1083 3
4 144    

  : مسائل 
تتحرك نقطة  -١ w s i 0على المستقیم 2 w s   احسب معدل تغیر مجموع مربعي بعدي 

i عن النقطتین     40 F 11 h   4 في اللحظة التي یكون فیھا w  وان معدل تغیر س ھو 
1
2

  وحدة طول على الثانیة 
 سم مربع على الثانیة02تزداد مساحة السطح الكلي لمكعب بمعدل  -٢

   سم٦احسب معدل تغیر طول حرف المكعب عندما یكون طول الحرف 
   سم٦احسب معدل تغیر حجم المكعب عندما یكون طول الحرف 

تتحرك نقطة  -٣ w s i 34على الخط s3 s w        مقتربة من محور الصادات بمعدل 
1

18
  عن محور السینات لحظة مروره في الموضع i احسب معدل تغیر بعد  81    

اوجد النقطة  -٤ w s i1ن المستقیم  م s2 w  التي بعدھا عن  1 2 h اصغر ما یمكن 
 واحسب ھذا البعد عندئذ 

٥- ][f سم  نأخذ على الضلع ٦ مثلث متساوي الأضلاع طول ضلعھ  [f النقطة  k نرسم من 
i كذلك iفي f[یلاقي ][ن مستقیما یوازي  k  موقعي العمودین المرسومین من i k  

kحة المستطیل  عین س لیكون مسا][على  iik  اكبر ما یمكن   
تتحرك النقطة  -٦ w s i 2  على الدائرة 20 s4 u s   احسب معدل تغیر بعد  

 w s i عن    01 h 3  عندما s1ا أن  علم s]
2 k]
  



 ١٤٨

الدقیقة اوجد معدل تغیر سطح الكرة عندما یكون نصف /سم مكعب 3یتناقص حجم كرة بمعدل  -٧
  سم ٤قطرھا  

  
 فإذا ازداد اصغر أبعاده بمعدل ٣و٢و١ متوازي مستطیلات أبعاده متناسبة طردا مع  الأعداد -٨

01 ٣ث فاحسب معدل تغیر مساحة سطحھ الكلي ومعدل تغیر حجمھ عندما یكون اصغر أبعاده /سم  
  سم

 سم نرید ان نصنع منھ مثلثین كل منھما متساوي الأضلاع عین طول ضلع كل ٣٠ سلك طولھ -  ٩ 
  منھما لیكون مجموع مساحتیھما اصغر ما یمكن 

  محیطھ اكبر ما یمكن     ثم لتكون مساحتة اكبر ما یمكن   اوجد بعدیھ  لیكون ٨ مستطیل قطره - ١٠
 

2 اوجد بعدي مستطیل مرسوم داخل القطع المكافئ -١١ s 12 w  لتكون مساحة اكبر ما یمكن 
 نقطة الأصل  والرأس المقابل على القطع الناقص ھ ا وجد بعدي مستطیل احد رؤوس- ١٢

2 212 w4 s3    بحیث تكون مساحتھ اكبر ما یمكن 
سم نقطعھ بمستو متحول ٦ سم ومركزھا م  وارتفاعھ ٤ مخروط دوراني نصف قطر قاعدتھ  - ١٣

یوازي قاعدتھ ویبعد عنھا مسافة س احسب بدلالة س حجم المخروط الذي رأسھ م وقاعدتھ 
 المقطع السابق ثم عین س لیكون حجم ھذا المخروط اكبر ما یمكن  

١٤  - ][f 8   مثلث قائم في ب  فیھ ]f 6 [f  ولتكن ن نقطة متحركة من الوتر ][ 
   في ط f[ في ك  وعلى f]نسقط ن إسقاطا قائما على 

2  في اللحظة التي یكون فیھا f[  وعن f]ن احسب معدل تغیر مجموع بعدي ن ع k[ علما 
1ان معدل تغیر بعد ن عن ج في تلك اللحظة 

5
  ث / سم 

   اكبر ما یمكن f;k'عین موضع ن على الوتر لتكون مساحة المستطیل 
نرید صنع صھریج على شكل متوازي المستطیلات قاعدتھ مربع ووجھھ العلوي مفتوح   – ١٥

3 ١٠٨وسعتھ  l اوجد ابعاد ھذا الصھریج لتكون مساحتھ اصغر ما یمكن   
ني مثلثا اطوال  سم الى قسمین لنصنع من الاول مربع ومن الثا٢٥كیف نقسم سلكا طولھ   – ١٦

   على ان یكون مجموع مساحتیھما اصغر ما یمكن ٥ و٤و٣اضلاعھ  متناسبة مع الاعداد  
سم اسطوانة دائریة قائمة إحدى ٣ سم وارتفاعھ ٢مخروط دوراني قائم نصف قطر قاعدتھ   – ١٧

جد قاعدتیھا تستند على قاعدة المخروط ومحیط القاعدة الأخرى على السطح الجانبي للمخروط او
  المساحة الجانبیة للاسطوانة عندما یكون حجمھا اكبر ما یمكن 

١٨ -  ][f مثلث فیھ [] 1 ]f 2 [f3     نرسم دائرة مركزھا ب ونصف  
3  ونصف قطرھا ] سم ودائرة ثانیة مركزھا ١قطرھا    نرسم من د مستقیما متحولا لا 

 ولیكن س قیاس 'یخترق سطح المثلث فیقطع الدائرة الأولى في ط كما یقطع الدائرة الثانیة في
  الزاویة ب د ط 

2عین س لیكون   -١ ''3
   

kبفرض   -٢ k  المسقطین القائمین ل  [ f على  '' عین س لتكون مساحة شبھ 
]المنحرف  kkf   اكبر ما یمكن  



 ١٤٩

تتحرك النقطة   – ١٩ w s k 2على الدائرة 213 w s  عین موضع ن في كل لحظة یكون 
2تغیر سینات ن یساوي فیھا معدل 

3
   معدل تغیر صادات ن

٢٠ - wls  120 زاویة قیاسھا  7 والقطعة fh ینزلق طرفاھا على ضلعي الزاویة فإذا كان  
1 عن م یساوي hمعدل ابتعاد  

3
  سم فاحسب 

5معدل اقتراب  ب  من م عندما یكون   -١ hl سم   
5 عندما یكون flhمعدل تغیر مساحة المثلث   -٢ hl سم   
٢١ - wls 120اسھا  زاویة قی  والقطعة [f طولھ ثابت ینزلق طرفاھا على ضلعي الزاویة    

  ٢ عندما تكون السرعتان العددیتان ل ب  و   ج متساویتان  fl احسب -١

l2]احسب سرعة ج  في اللحظة التي یكون فیھا   -٢ fl 3  اذا علمت ان سرعة ب
4

  ث / سم
مكعب فاذا كان معدل تغیر نصف قطر قاعدتھا سم300 قائمة حجمھا ةاسطوانة دورا نی– ٢٢

  سم واحسب معدل التغیر في ٥ندما نصف قطرھا ث احسب معدل تغیر ارتفاعھا ع/ سم0,2
  مساحتھا الكلیة عندئذ 

   سم ٦مخروط دوراني قائم رأسھ ومحیط قاعدتھ على سطح كرة نصف قطرھا   – ٢٣
  احسب حجم المخروط بدلالة ارتفاعھ س واوجد س لیكون حجم المخروط اكبر ما یمكن   -١
2اوجد معدل تغیر حجم المخروط عندما تكون   -٢ s 1 مع العلم ان s]

2 k]
ث   / سم  

تتحرك   – ٢٤ w s k 2 على القطع المكافئ 1
s w

4
 01 مقتربة من محور السینات بعدل 

  ث /وحدة طول 
احسب معدل تغیر بعد ن عن    -١ 10 f   
احسب معدل تغیر مجموع مربعي بعدي ن عن النقطتین   -٢   02 [ 12 h   عندما تكون 

2 s   
23 لیكن الاقتران – ٢٥ s4 s w       

  ارسم الخط البیاني للاقتران   -١
1اذا كان معدل تغیر ص یساوي   -٢

10
 احسب معدل تغیر السطح ٤=ث عندما ع /  وحدة طول 

1ع   = و س١=المحصور بین الخط ومحور السینات والمستقیم س u  
 
 
 


