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  ملاحظات 
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  قد یطلب المساحة بین الخط ومحوري السینات والصادات   -٢
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في ھذه الحالة لا نھتم بوجود المساحة فوق او تحت محور السینات نھتم فقط بوضع ملاحظة 
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قد یكون المطلوب حساب مساحة السطح المحصور بین ثلاث منحنیات  وھنا علینا تجزئة ھذا 
 السطح
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  م الخط البیاني للاقتران س قد یستصعب الطالب ر:ملاحظة 
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     الاقتران اذا ان دراسة إشارة تركب جبري یعطي الوضع النسبيإشارة
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 جد مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى الاقتران ق ومحور السینات والمستقیمین -٢
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١-  2 f 0 h 4 s2 s r      
  ٢- =  اشارة ق ینعدم عندما   س

   
2

2 2

0
0

12 s4 s s] 4 s2 l      

٢-  3 30 s 0 s s s r     
  

2 02 04 4
3 3

0 2 0 2

s s
8 s] s s] s l

4 4 

                   

  
  

-ج  23 f 1 h 1 s s r       
  

  لاحظ ان الاقتران دوما موجب لانھ مجموع موجبین  الخط فوق محور السینات 
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  لنأخذفي الاقتران  تستطیع اخذ قیمة ما بین الجذرین وتعوض 
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   i جد مساحة المنطقة المحصورة بین منحني ق ومنحني -٣
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   یھمنا الوضع النسبي لھما في الفترة المعطاة ني حالة  اقترانییف
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   مرفوض ١= مقبول  او  س٠=س
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من الملاحظ انھا زاویة قائمة   والمثلثات الموجودة ھي مثلثات قائمة مساحاتھا على الترتیب 
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) ب  
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s] s r لقیمة ھي المساحة   ھذه ا  

 
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        

  
  او تحسب من خلال التكامل بالشكل التالي 
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2 2 s] s r     

2 الشكل المجاور   -٦ 14 l 6 l   
  الاولى فوق محور السینات والثانیة تحت المحور
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١-  
5

0

2 4 6 s] s r     

   المساحة -٢

 
5

0

10 4 6 s] s r     

  تدریبات  
 جد مساحة المنطقة المحصورة بین منحني - ١   s i 1 s s r  ومحوري الإحداثیات    

الحل نجد نقط التقاطع مع محور السینات     s0 i 1 s s r   لاحظ ان  s0 iلأنھ  
موجب تماما  اذا  1 s 0 1 s        

0وقلنا ان الحد الاخر وھو محور الصادات اذا  s لنجد الوضع النسبي للخط فوق او تحت  
محور السینا ت لذلك نختار قیمة بین الواحد والصفر ونعوض  فنجد    s 1 1

0 i 1 r
2 2

   

   محور السینات اذا الخط یقع تحت

وبالتالي المساحة المطلوبة  
1

s

0

s] i 1 s l   تذكر ھذا التكامل بالتجزئة     

s si ; s] i ;] s] r] 1 s r        

    

      

1 1
1s s s

0
0 0

1 s 0

0

s] i1 i 1 s s] i 1 s l

i 1 i 1 i i 1 0 l

 
       

 
        

      

  اذا حاولنا ان نرسم 
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   وتم حذفھا من قبل البعضالأولالتالیة قدمتھا في الفصل مجموعة المسائل ھذه 
   المساحات في كل من المسائل التالیة اوجد                         

  مساحة بین منحنى ومحور السینات   -١
 تجد تقاطع المنحنى مع محور السینات من خلال حل المعادلة أنعلیك  0 s r 
   حدود التكامل أصفارھا

ذا كان الاقتران متصل اختار قیم وعلیك ان تحدد وضع الخط فوق او تحت محور السینات ا
وعوضھا بین أصفار المعادلة السابقة ان كانت موجبة الخط فوق محور السینات واذا كانت سالبة 

 الخط تحت محور السینات  
  تطبیق 

اوجد مساحة السطح المحصور بین منحنى الاقتران  -١ 2s4 s s r  ومحور السینات  

ادلة نحل المع:الحل  :الحل  
 

20 s4 s 0 s r
4 s 0 s 0 4 s s

   
       

  الخط یقطع محور السینات في نقطتین  
 ولتكن 40 قیمة بین لنأخذ 0 3 1 r1   الخط في ھذه الفترة یقع تحت محور السینات   

 

 
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0
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s] s4 s l

s
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32 64
0 32 l

3 3

  

     
       



  
ان اوجد مساحة السطح المحصور بین منحنى الاقتر -٢ 3s4 s s r ومحور السینات  

الحل  30 s4 s 0 s r      
نحل المعادلة :الحل 

 
    

3

2

0 s4 s 0 s r

2 s 2 s 0 s 0 2 s 2 s s 0 4 s s

   
              

  الخط یقطع محور السینات في ثلاثة نقط 
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 ولتكن 02لناخذ قیمة بین  0 5 1 r1   ة یقع فوق محور السینات  الخط في ھذه الفتر  
 ولتكن 20لناخذ قیمة بین  0 3 1 r1   الخط في ھذه الفترة یقع تحت محور السینات   

  وبالتالي المساحة المطلوبة 

   
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 

 
اوجد مساحة السطح المحصور بین منحنى الاقتران  -٣ s s23 i4 i s r   ومحور 

 السینات 
    s s s s2

s s s

0 3 i 1 i 0 3 i4 i 0 s r

3 s 3 i 0 3 i0 s 0 1 i

        
             
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  لنأخذ 
 20 3 i4 i 1 r    

  الخط یقع تحت محور السینات

 

     

3
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s s2 s s2

0
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
   

 
اوجد مساحة السطح المحصور بین منحنى الاقتران  -٤   2 s 5 s r  ومحور 

 السینات 
   2 22 s 2 s 1 s 5 0 s 5 s r               

   0 5 0 5 0 r     الخط فوق محور السینات   

        
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  تكامل بالتعویض ثم أجزاء 
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لنكامل احد التكاملین بالتجزئة ولیكن  
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s] s 5


    
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نفرض 
w] s] w s 5

7 w 2 s
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اوجد مساحة السطح المحصور بین منحنى الاقتران  -٥ s s s rومحور السینات  

في فترة طولھا 
4
     

 s 0 s 0 s s 0 s r
4
          

 0 r
12 6 6 6
      0  الخط فوق محور السینات في الفترة

4
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المساحة 

 
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
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  المساحة بین منحنى اقتران ومحوري الاحداثیات  : السؤال الثاني 
  

احد حدود التكامل ھو صفر المعادلة  0 s r الأقرب الى الصفر والحد الثاني ھو الصفر  
  حتما طبعا الحدود دوما مرتبة الأصغر فالأكبر

لمعرفة الوضع النسبي للخط ناخذ قیمة بین الحدین السابقین ونعوض في معادلة المنحنى اذا 
  كان موجب الخط فوق محور السینات 

اوجد مساحة السطح المحصور بین منحنى الاقتران  -١   1 s i 2 s s r   ومحور 
 السینات ومحور الصادات 
   1 s2 s 0 i 2 s 0 s r      0 والحد الاخر ھو s  

الوضع النسبي    1 10 1 i 2 1 1 r    الخط تحت محور السینات    
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المساحة
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    1 12

1 i 1 i i 2 0
i

          

 السطح المحصور بین منحنى الاقتران اوجد مساحة -٢ s s s r ومحور السینات 
iومحور الصادات والمستقیم    w 

 1 s 0 s s 0 s r       
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لناخذ  1 1 1 1
0 2 r

2 2 2 2
     في الفترة   10ینات  یقع الخط تحت محور الس  

 0 i i i i r   یقع الخط في الفترة  1 فوق محور السینات   
iالتقاطع مع  w و  s s s r  

i s s s i     

المساحة    
i i

i2 2 2

1
1 0

1 i 1 i s s s i s]s s s]i l               

  وم بھ تكامل اجزاء علیك ان تق
اوجد مساحة السطح المحصور بین منحنى الاقتران  -٣ 1 s

s r
1 s
  ومحور السینات 

 ومحور الصادات 
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1 s 0 0 s r

1 s
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 1
0 1 r

2
  الخط تحت محور السینات في الفترة   
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نحنى الاقتران اوجد مساحة السطح المحصور بین م -٤   3 1 s s r  ومحور السینات 
 ومحور الصادات 
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   

 
31 s 0 1 s 0 s r

1 1
0 r

8 2

      

 
 الخط فوق 
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اوجد مساحة السطح المحصور بین منحنى الاقتران  -٥   s s r
4
   ومحور السینات 

 ومحور الصادات 
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      الخط فوق محور السینات في الفترة    
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  ین متقاطعین یالمساحة بین منحن: السؤال الثالث  
علینا ان نجد نقط التقاطع من خلال الحل المشترك لمعادلتي الاقترانین فاذا وجد فقط جذران فھنالك 

فقط نحدد الوضع النسبي للمنحنیین بتعویض قیمة بین الجذرین القیمة الاكبر تدل مساحة واحدة 
على وجود خطھ فوق الخط الاخر واذا كان للمعادلة ثلاثة جذور ھنالك مساحتین نحدد الوضع 

  النسبي  لكل خط 
اوجد مساحة السطح المحصور بین منحنى الاقتران  -١ 3 s s rران    ومنحنى الاقت

 s s i     
 2 3 31 s 1 s 0 s 0 s 1 s 0 s s s s              نقط 

  تقاطع المنحنیین
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   1 1 1 1
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     r تحت i في الفترة  10  
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اوجد مساحة السطح المحصور بین منحنى الاقتران  -٢ 2 s s r   ومنحنى الاقتران 
 2 s 8 s i      
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2 2s 2 s s 8 s      سینات نقط التقاطع  

  
   8 0 i0 0 r    r تحت  i في الفترة  22   

  

   

   

2 22 3
2 2 2

2 2 2

s2
s8 s] s2 8 l s] s s 8 l

3

64 16 1616 16
3 3 3

  

          

     

 
 

         اوجد مساحة السطح المحصور بین منحنى الاقتران  -٣ 3s4 s s r  ومنحنى 
الاقتران    2s2 s s i     

 2 2 3 3 20 2 s s s 0 s2 s s s4 s s2 s
1 s 2 s 0 s

          
     

 

   3 1 15 1
i r

4 2 8 2
     r فوق  i في الفترة  01  

   1 1 i 3 1 r    r تحت  i في الفترة  20  
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   

   

2 0

3 2 2 3

0 1
2 0

2 3 2 3

0 1
2 03 4 3 4

2 2

0 1

s] s4 s s2 s s] s2 s s4 s l

s] s2 s s s] s2 s s

s s s s
s s

3 4 3 4
37 8 5
12 3 12







       

      

               
  

 
   

  
fالسؤال الرابع مساحة بین خطین ویحدد حدود التكامل من خلال المستقیمین  w h s                          

hمثلا الخط ن ان یعطي معادلة خط واحد فقط كماو ی s 
fفي كل من الحالتین علینا ان نحل المعادلتین فإذا كان احد الاصفار یقع بین  h فالخط یغیر 

ر وضعھ النسبي ان كان الحل جذر بسیط اما اذا كان مضاعف فھي حالة تماس والخط لا یغی
  وضعھ النسبي 

fواذا كانت المعادلة مستحیلة بین الجذري  w h s  فلا تتقاطع الخطوط بین الجذرین تطبیق   
 اوجد مساحة السطح المحصور بین منحنى الاقتران -١ s i s r    ومنحنى الاقتران 

 
s

s

i
s g

2 i



      ومحور الصادات 

  

s s
s s2 s

s s s

s s s s

1 i i
0 2 i i i

i 2 i 2 i
2 s 2 i 0 2 i 0 1 i 2 i

      
 

         
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    10

i 12 r
12

      
12

12

12 12 12 i 12 g
32 3 2 2 12 2 i

    

 

 
      

r فوق  g في الفترة   

   
     

2
s2 s s s

s
0

0

0 0 2 2

i
2 i i s] i l

2 i
3 1 1

3 1 4 2 i i 2 i i
4 2 2

 

 

        

             




 



    



 
اوجد مساحة السطح المحصور بین منحنى الاقتران -٢ s r3 s     ومنحنى الاقتران 

 1 s s i   3    والمستقیم s    
1 s 3 s    1 الشرط s  ونربع الطرفین  

  
2 s  1 مرفوض او s مقبول   
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3 التقاطع مع s    
 1 2 r3 2       1 1 2 2 i        r فوقi  

  
  

   

     

1 3 1
2

2

33
1 3

2
2

3

3 s 2s
s s] 1 s l3 s

2 3

3 s 27 9 3 16 s
2 3 s

3 2 2 3 2 3





       
 

          
 

 
  

اوجد مساحة السطح المحصور بین منحنى الاقتران -٣ 2 2 s rs 4  نى الاقتران    ومنح
 2 s 4 s i       

  فكرة ھذا التمرین انھا قطع ناقص واخر مكافئ 
   22 2 2

2 2 2
2

4 w 2 w 2 s rs 4 s 4 s 4

s w w
1 4 s

4 16 4
2 f 4 h

      

    
 

 


    

8مساحة القطع الناقص  2 4 fh      ومساحة نصف  

  4القطع
2لنجد التقاطع   2s 4 2s 4   شرط  ال 22 s     

    22 2 22 s 2 s0 s 0 2 s 4 2s 4 s 4 s 4               
  

  وبعد الرسم ستجد ان القطع المكافئ تحت لقطع الناقص 



 ٢٩

وبالتالي المساحة المطلوبة ھي نصف القطع الناقص ناقص مساحة المافئ المحدودة بمحور 
  السینات 

     
22 3

2

2 2

40 8 32 s
4 4 s4 4 s] s 4 4 l

3 3 3 3
   

 

            

 خطوط وأكثر وھذا أمر صعب  علیك ھنا ان تحاول مقاطعة قد یعطى ثلاثة: السؤال الخامس
  الخطوط مثنى مثنى وتجد نقط التقاطع  وتعین النقاط على المحورین  

  ارسم المستقیمات  والخطوط البیانیة للاقتران التربیعي وھذا امر سھل 
على معادلة اما بالنسبة للاقترانات التي تحوي جذر تربیعي اعزل الجذر وربع الطرفین قد تحصل 

 احد القطوع فاختر الفرع الموافق الواقع فوق او تحت المحور التماثلي الافقي 
اما بالنسبة للاقترانات الاسي واللوغاریتمي وغیرھا والتي یجد الطالب صعوبة في رسمھا فاستعن 

  بجدول التزاید والتناقص للرسم 
رانات التالیةاوجد مساحة السطح المحصور بین منحنى كل من الاقت) ١(مثال 1 s i s r  

 والاقتران
 1
s g

s
 والمستقیم  i w ومحور الصادات    

1التقاطع  s1
1 s i

s
   

  
  

التقاطع بین  1 s 1 s2 s i i i w i s r        
 1 1 1

s i i w s g
i s s
        

1حدود التكامل 
100 i

   
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الوضع النسبي   1
1

2
2

1 1
013 i r

2i


  ق تحت ص    

 2 3
i g

3 2
 ل تحت ص        

       

      

2 1
12 1 s 1 s
11
i 11

i

1163 i

1
s si i si s] i s] i i l

s

2 i 2 i2 i 2 i2 i 1 1 i

 



       

            




 

 
  

اوجد مساحة السطح المحصور بین منحنى كل من الاقترانات التالیة)٢(مثال  s r4 s   
 والاقتران
 s s is 2   2  والاقتران 1

3 s s w
4

   4  والمستقیم s  ومحور الصادات   

ھنا علیك ان تسترشد بالرسم  وان تجد من نص السؤال                   2 i 2 i 0 i    
   24 s w w s r4 s 4 s        وھو قطع مكافئ نأخذ الجز الواقع  

  وق المحور التماثلي ویتجھ نحو السینات الموجبة ف

   

2 2 2

2

1
16 4 s4 s w4 12 s4 s w4 3 s s w

4
4 w 4 2 s

           

   
  

  قطع مكافئ یتجھ نحو الصادات الموجبة 
التقاطع بعد ان تجد  4 2 i   4 ستجد ان w  2  وبالتالي سینات التقاطع s   

  المساحة 

    
0 2

2

2 4

1
s] s s] 3 s s ls 2 4 s 4 s

4



 

            

  

      
2 3 2

22 3 2

44

4 s 21 1 1s3 s s s] 3 s s 4 s
2 12 3 4

 



          
 

 
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      
 

2 3 2
22 3 2

44

4 s 21 1 1s3 s s s] 3 s s 4 s
2 12 3 4

2 16 2 2 16 2 2
6 20 8 20 88 8 8

3 3 3 3 3 3 3

 



          
 

                 



  



  
  

    

  

      
     

0 0

2 2
0

2
0

11 3
22 2

2
0 33 5

22 2

2

s] 2 s 2 s] ss 2 4 s s 2 4 s

s] 2 s 2s 2 s 2 4 s

s] 2 s 2s 2 4 s

s 2 2 2s 2 4 s4
3 5 3

 







       

    

    

       

   

  

 



  

  نعوض ونجمع مع قیمة التكامل السابق لنجد المساحة المطلوبة 
  ملاحظة التكامل الاخیر كان یجب ان یكون بالاجزاء الا انني غیرت الطریقة 

احة السطح المحصور بین منحنى كل من الاقترانات اوجد مس) ٣(مثال
التالیة 2 s rs4 s 12    والاقتران  

2 1
3 s s w

4
      
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 
   

2 22 2 2

2 22 2

4 4 w w w12 s4 s s4 s 12 s4 s 12

16 2 s w 16 2 s w

             
      



وھي معادلة دائرة اما الاقتران فھو نصف الدائرة الواقعة تحت محور السینات ومساحتھ 
16

8
2

   
2 1

3 s s w
4

   قطع مكافئ   
  ٢   و  ٦-نجد نقط التقاطع    وھي         

  المساحة المطلوبة 
  فرق مساحتین 

  لنجد مساحة القطع المكافئ مع محور السینات 

 
   

22 2 3
2

6 6

s s 1
s3 s] 3 s s l

2 12 4

2 222 18 18 18 4
3 3

 

           
          


  

  
2المساحة المطلوبة 

22 8
3

   
  

  علینا ویعطي الرسم ویطلب حساب المساحة وھذا امر اسھل نسبیا قد یتكرم : السؤال السادس 
1اوجد مساحة السطح المحصور بین منحنیات الاقترانات   -١

s w
2
 ومنحنى الاقتران 

 2

s
s r

1 s



  الموضح بالرسم 



 ٣٣

التقاطع  2 2 2
1 s 1 s 1 s

0 s s s w s r
2 2 21 s 1 s 1 s

     
  

   

 

  
  

 2
1 11 s 1 s 0 s 0 s
2 1 s

        


   

  المساحة

   
   

   

1 0

2 2

0 1
1 0

2 2 2 2

0 1

1 s s 1s] s s] s l
2 21 s 1 s

1 1 1 1
s 1 s 1 s s

4 2 2 4
1 1 1 1 1

2 2 2 0
2 4 2 2 4





   
 

           
     

 

  

 
 

 اوجد مساحة السطح المحصور بین منحنیات الاقترانات  -٢ 1 s w         ومنحنى الاقتران 
 s2 i s s r   1   والمستقیمین 1

s s
i i

  

  



 ٣٤

  

  

     

     
     

1
i

s

1
i

1
i s 2

1
i

1
i

2

1
i

2

s] 2 i s 1 s l

1
s2 i s 1 s 1 s 1 s

2

2 1 1 1 1 1
i 1 1 1

i 2 i i ii

1 1 1 1 1 1
2 i 1 1 1

i 2 i i ii





     

         

          
             











 

احة السطح المحصور بین منحنیات الاقترانات   اوجد مس-٣ 2 s s r        ومنحنى الاقتران 
0 3 s w2   والمستقیمین    2 3s3 s s i   

3 1
s w 0 3 s w2

2 2
       

   
3 1

2 2 3 2

1 0

3 1
s] s s s] s3 s s l

2 2
      
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   
   

3 3 3 4
2

1 0

1
3 1 s s4 s

s s l
2 4 3 3 4

3 1 1 2 9 4 19
2 4 3 3 4 3 4

     

        
 

 جد قیمة التكامل:مثال  
4

2

s] s r

 اذا علمت ان مساحة السطح المظلل الواقع فوق محور 

  السینات 
وحدات مربعة حیث یمثل ٤وحدات مربعة ومساحة السطح الواقع تحت محور السینات ٨یساوي 

الخط المرسوم منحنى الاقتران  s r   

ثم جد  
4

2

s] s r

 وقیمة التكامل    

4

2

s] s r

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بعد أن أنھیت تذكرت أن الخطوط البیانیة والمساحات قد ضللت بشكل غامق وھذا یستھلك 

عتبار في حبر كثیر أثناء التصویر  لذلك اعتذر منكم جمیعا وإنشاء الله سأخذ ھذه  الملاحظة بالا
  المرات القادمة 

  اتترانقللابعض الخطوط الشھیرة 
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