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 
 

       1 s
w 1 s w 2 w 0 w 2 w 2 1 s 2

2 w
             

 



 ٨

عند النقطة  المیل إذا 02  ھو  
 
1 23

l
2 2 0

    

  عادلة المماس في ھذه النقطة مو
     3 3

0 6 w2 s3 2 s w 2 s 0 w
2 2
           

sذا كان ) ٣-٢ ws w  أن  اثبت w2
w w

s 1


    

sنشتق العلاقة :الحل  ws w نجد   

 
 

   

  

   

s ws w w

s ws w w w

ws w w2 ws w

ws w w2 ws w

w s 1 w2 w s 1

w2 w w s 1

w2
w w

s 1

 

   

  

  

 

 




  
    
    
    
    

  

 




 

ادرس جھة تقعر الخط البیاني لمنحنى الاقتران ) ٣-٣ 2s4 s s r   

نعید تعریف الاقتران  
           

    
         

2

2 2

2

0 s s4 s

4 s 0 s4 s s4 s s r

4 s s4 s

         
  




 

 
 المقابلةترات المفتوحة وھذا الاقتران قابل للاشتقاق مرتین على كل من الف

  

 

 

           
    

         
           

    
         

0 s 4 s2
4 s 0 4 s2 s r
4 s 4 s2

0 s 2
4 s 0 2 s r

4 s 2





     
  

    
  


 



 


 

لما كان   0 s r على الفترة  0 فالخط البیاني یتقعر في ھذه الفترة نحو لسینات  
 الموجبة 

ولما كان   0 s r على الفترة  40 فالخط البیاني یتقعر في ھذه الفترة نحو لسینات السالبة   
وبما ان الاقتران متصل على الفترة المغلقة كثیر حدود فالتقعر یكون نحو السینات السالبة على الفترة 

 40    
لما كان   0 s r على الفترة   لسینات ا  فالخط البیاني یتقعر في ھذه الفترة نحو
 الموجبة



 ٩

 ) المشتقة الثانیةإشارة  نشكل جدول وندرس فیھ أنیمكن (
[2sاذا كان ) ٢-٤

k4 k2 k w
k]

   2 جد
w2]
s]

1  عند  k  
k] w] w]
s] k] s]

  
 

1 k] w]
2 k2

k4 s] k]
   

1 1 2 k2 k] w] w]
k2 2 k4 s] k] s]

     

 

     2 23

1 1 1 1 1 1 ] k] w] ] w] ] w2]
k4 k4 k2 2 k] s] s] k] s] s]k2 s]k8

          

1عندما  k نجد   2

1 w2]
1

8 s]
   

 
] جد كل من )٣-٥ f 0  بحیث یكون المستقیم 2 s w   مماسا لمنحنى الاقتران  

 2[ sf s s r   عند النقطة     20   
احداثیا النقطة: الحل  20 نقطة تماسلأنھا تحقق معادلة الاقتران  2 0 r  
 2[ 0 f 0 0 r
[ 2

   


 

 
  النقطة ھو میل المماسوالمشتق عند ھذه

   2f s2 s r [ sf s s r      
1ومیل المماس ھو  l 0 ھو میل المستقیم 2 s w   1 نشتق l 0 1 w    

ا   اذ   1 f f 0 2 0 r 1 l      
معادلة الاقتران و 22 s s s r   

  :الرابعالسؤال 
 سم صب فیھا سائل بمعدل ١٦ سم  وارتفاعھا ٨اسطوانة دائریة قائمة نصف قطر قاعدتھا  ) ٤-١

16د   جد معدل تغیر ارتفاع السائل في الاسطوانة /سم مكعب 
  بفرض ارتفاع السائل في الاسطوانة ھو س  اذا حجم الاسطوانة المائیة ھو :الحل 

2s p
s 64 p

s] p]64
k] k]












     نشتق بالنسبة للزمن 

s]
64 16

k]
  

 
1 s]
4 k]
د وھو مقدار ثابت وھذا یعني ان حركة الارتفاع منتظمة /سم  



 ١٠

   اذا كان)٤-٢

    
       

         
              

20 s 4 s6 s
1 s 0 4 s s r
1 s 1 s3

      
   
 جد فترات التزاید والتناقص ثم عین ما للاقتران من  

 
 م محلیة وقصوى ان وجدتنقاط حرجة وقی

  نعید تعریف الاقتران :الحل 

 
       

         
              

20 s 4 s6 s
1 s 0 4 s r
1 s 1 s3

      
   
  نكتب الخطوات بشكل مفصلأن  من الأفضل 

 
ھذا الاقتران متصل على كل من الفترات المفتوحة      1 10 0      والتبریر كل منھا كثیر 
  حدود معرف على فترة مفتوحة  فھو متصل علیھا 

  س الاتصال عند نقط التفرعلندر
     2

s s

4 0 r4 s r 4 4 s6 s
  

    
 

   

 وعلیھ الاقتران متصل عند الصفر 
عند الواحد  

s

4 s r
 




  4 1 r و 
s

4 1 s3
 

 

 ومن تساوي ھذه العلاقات الثلاث 

  لى ح الاقتران متصل عنجد ان الاقتران متصل عند الواحد

نشتق مع فتح الفترات  
       

         
              

0 s 6 s2
1 s 0 0 s r
1 s 3


    

  


 


 

  ولندرس قابلیة الاشتقاق عند نقط التشعب 
     2

s s s

6 s s 0 r s r4 4 s6 s
6

s s 0 s    

        
     

   

s s

0 r s r4 4
0

s 0 s  

   
   

  طبعا غیر قابل للاشتقاق عند الصفر 
  واحد نعوض بقاعدتي المشتق عند الأن یدرس وفق التعریف ولا یجوز أنعند الواحد یجب 

       

s s s

1 r s r 1 r s r4 4
0

1 s 1 s 1 s    

       
   وھي قیمة المشتقة من الیسار 

  عند الواحد
     

s s s

1 s 4 1 r s r4 1 s3
4

1 s 1 s 1 s    

        
   المشتقة من الیمین    

 وعدم التساوي یعني الاقتران غیر قابل للاشتقاق عند الواحد
 



 ١١

ینعدم المشتق عندما    5 3 r 0 3 s 0 6 s2            
 

  طراد نشكل جدول لدراسة الاأن الأفضلمن 
s                           1                            0             3                

 s r           +++++                    ٠٠٠                   +++  0  ----  
 s r                  ٤    متزاید   ٤     ثابت          ٤ متناقص    متزاید    ٤        

    
                              4  4             5  

  
 0 s rلأجل كل س من  3   الاقتران متناقص على الفترة اذا 3     
 0 s rلأجل كل س من    1 03   متزاید عل كل من الفترات بالتالي  و

   1 03    ولأنھ متصل فھو متزاید على   1 03    وثابت على الفترة  10 لان 
  مشتق معدوم وھو متصل علیھا ال

ھنالك نقط حرجة وھي  03 إشارتھ مغیرا الأول  انعدم عندھا المشتق 
وكل من    41 40  نقط حرجة للاشتقاق عندھا ل  غیر قاب  

نقط حرجة في كامل الفترة  للاقتران أنكما  10فالمشتق ینعدم عند كل نقطة من ھذه الفترة   
 5 3 r   إشارتھ من سالب إلى موجب قیمة صغرى محلیة انعدم المشتق عنده مغیرا   

قتران قیمة محلیة عند كل نقطة من الفترة  للاأنكما  10 اما ٤ ھي   4 0 r قیمة كبرى محلیا
و 4 1 r قیمة صغرى محلیا  

 ھي )قیمة مطلقة صغرى (ولھ قیمة قصوى صغرى 5 3 r   
 i جد قیاس الزاویة i سم زاویة الرأس متغیرة قیاسھا ٨مثلث متطابق الساقین طول ساقھ )٤ -٣

 التي تجعل مساحة المثلث اكبر ما یمكن
مساحة المثلث تساوي نصف حاصل ضرب ضلعین ب جیب الزاویة (مساحة ھذا المثلث : الحل 

  )بینھما 
1i 8 8 l
2

i 32 l

   






 

 نشتق بالسبة للزاویة 
i 32 l0م المشتق عندما دع  ین i   ھو    وما یناسب الحلi

2
  اذا    32 l

2
 

 
i 32 l

0 32 l
2






 

 


 

iقتران قیمة  قصوى كبرى مطلقة عند اذا للا
2

 وتساوي كنم  وعندھا تكون المساحة اكبر ما ی 
   وحدة مربعة ٣٢

] في الرسم التالي خطان بیانیان )٤-٤ f احدھما للاقتران s r        والآخر لمشتقة الاقتران 
 s r دون ترتیب  



 ١٢

قدم خمسة تبریرات لاختیار خط الاقتران s r وخط الاقتران  s r 
 

 
  : الحل 
 ب ھو للاقتران  الخط s r والخط ج ھو للمشتقة    s r لان    
لاحظ الخط ج موجب عندما یكون فوق محور السینات وھذا یعني انھ موجب في كل من   -١

الفترتین    2 0    أن مما یعني الأعلى  وفي ھاتین الفترتین نجد الخط ب یتجھ نحو 
  الاقتران متزاید في كل منھما

في الفترة  -٢ 20 الأسفل الخط ب یتجھ نحو إذا یقع الخط ج تحت محور السینات فھو سالب 
 مما یدل على تناقص الاقتران في ھذه الفترة

 ج محور السینات عند الصفر وھذا یعني ان المشتق انعدم مغیرا اشارتة عند یقطع الخط -٣
0الصفر وبالتالي سیكون للاقتران قیمة كبرى محلیة ونقطة حرجة عن  s وھذا یعني 

 وجود مماس للخط ب موازیا لمحو السینات 
 أیضا للخطب قیمة محلیة أنیدل   مما٢ الخط ج یقطع محور السینات عند ال أن  دكذلك نج -٤

  ونقطة حرجة ٢عند ال
1الخط ج یقبل مماس موازیا لمحور السینات عند  -٥ s 

نقطة انعطاف عند ھذه  ب مما یعني انعدام المشتقة الثانیة عند ھذه النقطة وھذا وافق قبول الخط 
 ةالنقط

                                  تمنیاتي لكم بالنجاح                                                   
 0785427460              شطناوي                  فوعبدالرؤ          
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