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�لذي  و�ل�سناعي،  �لعلمي  للفرعين  ع�ضر   Êلثا� لل�سف  �لريا�سيات  كتاب  �أيديكم  بين  ن�سع 
ت توياته ب�سكل ين�سجم مع �لتطور�ت و�لتغير�ت في تلف �لمجالات، ومعايير �لعمليات  �أُعِدَّ
و�لمحتوى �لعالمية، مثل:حل �لم�ساألة، و�لتبرير و�لبرهان، و�لربط، و�لتو��سل، و�لتمثيل، و�لنمذجة.

تُمِدَت Wر�ئق ريا�سية تلفة في تقدË �لمحتوى �لريا�سي، كالا�ستقر�A، وحلq �لم�سكلات،  rع�
بالاإ�سافة �إلى تقدË �لم�سائل و�لتمارين �لتي تنمي مهار�ت �لتو��سل، و�لتفكير �لريا�سي، وحُلَّت 

�لعديد من �لتمارين و�لم�سائل �لريا�سية باأكÌ من Wريقة; ما يك�سب �لطلبة مرونة �لتفكير. 
و�لاأ�سكال  �لر�سوم  خلال  من  �لريا�سي  �لمفهوم   Ëتقد على  �لكتاب  في  �لتركيز   ” وقد  هذ� 

والاألƒان، مم� يùص�عد على تثبيâ اŸفهΩƒ ومôاع�ة اأ‰�ط ت©لº ال£لبة اîŸتلفة.
تقع مادة �لكتاب في �ست وحد�ت موRعة على ف�سلين در��سيين، حيث ي�سم �لف�سل �لاأول 

ثلاç وحد�ت هي: �لنهايات  و�لات�سال،  و�لتفا�سل، و تطبيقات �لتفا�سل. 
و�لقطوع  وتطبيقاته،  �لتكامل  هي:  وحد�ت   çثلا فيت�سمن   Êلثا� �لدر��سي  �لف�سل  �أما 

�لمخروWية، و�لاإح�ساA و�لاحتمالات.
مة تنظيمًا منطقيًّاا ونف�سيًّاا،  qلمعرفة �لعلمية بطريقة منظ� Ëون�ساأل �ˆ �أن نكون قد وفقنا في تقد

ن من مهار�تها. qلاأمر �لذي يُ�سهم في فهمها و�لتمك�

ب�سم �ˆ �لرحمن �لرحيم
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ن�ساأ علم �لتفا�سل و�لتكامل لو�سف �لكيفية �لتي تتغيرفيها �لاأ�سياA، ويعتمد كلw من �لتفا�سل 
�لنهايات و�لات�سال  �لنهاية. تتناول هذه �لوحدة مفهومي  �أ�سا�سية على مفهوم  و�لتكامل ب�سورة 

�للذين ي�سكلان مقدمة لعلم �لتفا�سل.
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النهايات  
Limits

  تتعرف مفهوم �لنهاية.
  تجد قيمة نهاية �قتر�ن عند عدد بيانيًّاا.

  تتعرف نظريات �لنهايات وتوظفها لاإيجاد قيمة �لنهاية عند عدد.
  تجد قيمة �لنهاية عند عدد لاقتر�نات ن�سبية وك�ضرية ومت�سعبة.

  تجد قيمة �لنهاية عند عدد لاقتر�نات مثلثية.

الفصل ا�ول

ájÉ¡ædG Ωƒ¡Øe
Concept of Limit أولاً  

ب�سلوك �لاقتر�ن ق   Dلتنبو�  �ص2-1 ، فما مجال �لاقتر�ن ق، وهل يمكن 
�إذ� كان ق)�ص( =   �ص -1

عندما تقترب قيم �ص من �لعدد 1؟

 �ص2-1 هو ح -{1}، لماذ�؟ 
تعلمت �سابقا �إيجاد مجال �لاقتر�ن �لن�سبي، فمجال �لاقتر�ن ق)�ص( =   �ص -1

يمكن در��سة �سلوك �لاقتر�ن ق عندما تقترب قيم �ص من �لعدد 1، من خلال در��سة �÷دول �لاآتي:

1.11.011.0011.000110.99990.9990.990.9�ص
1.99991.9991.991.9 غير معرفة2.12.012.0012.0001ق)�ص(

قيم ق)�ص(  فاإنَّ  )�أي �ص<1(،  �ليمين  �لعدد 1 من جهة  قيم �ص من  �قتربت  �أنه كلما  لاحظ 
�ص ←1+نهــــــــا  ق )�ص( = 2 :Rتقترب من �لعدد 2، ويعبر عن ذلك بالرمو

وتُقر�أ: نهاية �لاقتر�ن ق)�ص( عندما تقترب قيم �ص من �لعدد 1 من جهة �ليمين ت�ساوي 2 .
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�ل�سكل )2-1(

�ل�سكل )1-1(

�ل�سكل )3-1(

من  �ص  قيم  تقترب  عندما  �قتر�ن  نهاية  ولتحديد 
عدد حقيقي مثل �أ من جهة �لي�سار، فاإنَّه من  �ل�ضروري 
على  �لي�سار  جهة  من  �أ  عند  فًا  qمعر �لاقتر�ن  يكون  �أن 
فترة مفتوحة ق�سيرة �لطول على �ل�سورة ) �أ - جـ، �أ (، 

�نظر �ل�سكل )2-1(.

من  �ص  قيم  تقترب  عندما  �قتر�ن  نهاية  ولتحديد 
�ل�ضروري  من  فاإنَّه  �ليمين،  من  �أ  مثل  حقيقي  عدد 
فترة  على  �ليمين  من  �أ  عند  فًا  qمعر �لاقتر�ن  يكون  �أن 
جـ(،   + �أ   ، �أ   ( �ل�سورة  على  �لطول  ق�سيرة  مفتوحة 

�نظر �ل�سكل)3-1(.

وتُقر�أ: نهاية �لاقتر�ن ق)�ص( عندما تقترب قيم �ص من �لعدد 1 
من جهة �لي�سار ت�ساوي2.

نهــــــــا  ق )�ص( =  نهــــــــا  ق )�ص(  ، نقول �إنَّ نهاية 
�ص←1+                                 �ص←1- وفي حالة

ق)�ص( عندما تقترب قيم �ص من �لعدد 1موجودة وت�ساوي 2 
�ص←1  نهــــــــا  ق )�ص( = 2،   :Rويعبر عن ذلك بالرمو

و�ل�سكل )1-1( يو�سح منحنى �لاقتر�ن ق)�ص(.

 وكلما �قتربت قيم �ص من �لعدد 1 من جهة �لي�سار )�أي �ص>1(، فاإن قيم ق)�ص( تقترب �أي�سا من 
�لعدد 2، ويعبر عن ذلك بالرموR: �ص ←1- نهـــــــا  ق )�ص( = 2

لماذ� ر�سمت حلقة على منحنى �لاقتر�ن ق في �ل�سكل )1-1(؟
¢ûر وناقµف
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معتمدً� �ل�سكل )1-5( �لذي يمثل منحنى �لاقتر�ن ل 
�لمعرف على ح، جد:

نهــــــــا  ل )�ص(  
 �ص ← 2

الحل
من خلال �ل�سكل)1-5( لا بد من �إيجاد �لنهاية عن يمين  �لعدد 2 وي�ساره )لماذ�؟(

نهــــــــا ق)�ص( = 5   ،    نهــــــــا ق)�ص( = �سفرً� 
�ص←2+                                                             �ص←2-

نهــــــــا ق)�ص(  غير موجودة. 
نهــــــــا ق)�ص( ≠  نهــــــــا ق)�ص( ،   �إذن  �ص ← 2

�ص←2+                                          �ص←2- بما �أنَّ  

�ل�سكل )4-1(

�ل�سكل )5-1(

º«ª©J

 : �ص←�أ+                         �ص←�أ -نهــــــا ق)�ص( =  نهـــــــا ق)�ص( = ل، حيث �أ ، ل �أعد�د حقيقية، فاإنَّ �إذ� كانت : 

نهـــــــا ق)�ص(  = ل
نهـــــــا ق)�ص( موجودة، وتكون �ص ← �أ

�ص ← �أ

غير موجودة. نهــــــــا  ق)�ص( 
�ص ← �أ ، فــاإنَّ  و�إذ�كانت �ص←�أ+                           �ص←�أ -نهـــــــا ق)�ص( ≠  نهـــــــا ق)�ص( 

1

�ص  قيم  تقترب  �قتر�ن عندما  نهاية  ولاإيجاد 
�أن  �ل�ضروري  من  فاإنَّه  �أ  مثل  حقيقي  عدد  من 
ق�سيرة  مفتوحة  فترة  فًا على  qمعر �لاقتر�ن  يكون 
�لطول على �ل�سورة ) �أ – جـ ، �أ + جـ (،  وتحوي 
 ،� �سغيرجدًّا حقيقي  عدد  جـ  حيث  �أ،  �لعدد 
فًا  qمعر �لاقتر�ن  يكون  �أن  �ل�ضروري  من  )ولي�ص 

عند �لعدد �أ نف�سه(. �نظر �ل�سكل )4-1(.
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)1

)2

)3

)4

)5

�ل�سكل )6-1(

�ل�سكل )7-1(

2
معتمدً� �ل�سكل )1-7( الذي يمثل منحنى الاقتران ك، جد كلًّا مم� ي�أتي:

الحل
تحقّق �شرط النه�ية     1  )1

لاأنَّ �لنهاية من �ليمين لا ت�ساوي �لنهاية من �لي�سار  2( غير موجودة   
تحقّق �شرط النه�ية �سفر      )3

لماذ�؟     1-  )4
لماذ�؟     1-  )5

معتمدً� �ل�سكل)1-6( �لذي يمثل منحنى �لاقتر�ن ق ، 
جد كلًّا مم� ي�أتي اإن اأمكن ذلك:

)1

)2

)3

)4

نهـــــــــا  ق )�ص( 
 �ص ← 2+

نهـــــــــا  ق )�ص( 
�ص ← 2-

نهـــــــــا  ق )�ص( 
�ص ← 2

ق )2(

نهـــــــــا  ك )�ص( 
�ص ← 1

نهـــــــــا  ك )�ص( 
�ص ← 0

نهـــــــــا  ك )�ص( 
�ص← -2

نهــــــــــا ك )�ص( 
�ص← -1-

نهـــــــــا  ك )�ص( 
�ص← -1
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بالاعتماد على �ل�سكل )1-9( �لذي يمثل منحنى 
± على ì، جد كلًّا مم� ي�أتي: َّô©Ÿالاقتران ق ا

)1

)2

)3

)4

نهـــــا ق)�ص( 
 �ص← 0 

نهــــا ق)�ص( 
�ص←1

نهــــــا ق)�ص( 
�ص← -1 

نهــــــا ق)�ص( 
�ص←2-

2

�ل�سكل )8-1(

معتمدً� �ل�سكل)1-8( الذي يمثل منحنى الاقتران ل(�س( =    - �س ، جد كلًّا مم� ي�أتي:
3

)1

)2

)3

)4

)5
الحل

لاحظ �أنَّ مجال �لاقتر�ن ل هو: �ص ≥ �سفر، لماذ�؟
ف على فترة مفتوحة على يمين �ل�سفر.  1( غير موجودة                               �لاقتر�ن غير معرَّ

ف على فترة مفتوحة على ي�سار �ل�سفر.  2( �سفر                                          �لاقتر�ن معرَّ
ف على فترة مفتوحة حول �ل�سفر. 3( غير موجودة                               �لاقتر�ن غير معرَّ

ف على فترة مفتوحة حول �لعدد 1.  4( غير موجودة                               �لاقتر�ن غير معرَّ
ف على فترة مفتوحة حول �لعدد -1 و�لنهاية 5( 1                                               �لاقتر�ن معرَّ

                                                        من �ليمين ت�ساوي �لنهاية من �لي�سار.                           

�ل�سكل )9-1(

نهـــــــا ل)�ص( 
�ص ←0+

نهـــــــا ل)�ص( 
�ص ← 0 

نهـــــــا ل)�ص( 
�ص ←0-

نهـــــــا ل)�ص( 
�ص ← 1

نهـــــــا ل)�ص( 
�ص ← -1 

نهــــا ق)�ص(  غير موجودة.
�ص← �أ تحدç �إلى Rملائك ب�سكل عام  عن �لحالات �لتي تكون فيها  

çت`حد
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1( معتمدً� �ل�سكل )1-10( الذي يمثل منحنى الاقتران ق اô©Ÿ± على ì ، جد كلًّا مم� ي�أتي:

�أ   (

ب(

جـ(

د  (

هـ (

و  (

) R 

 ح( 

نهــــــا ق)�ص( 
 �ص←0

نهـــــــا ق)�ص( 
 �ص←6-

نهـــــــا ق )�ص( 
�ص← -2

نهـــــــــا ق)�ص( 
�ص← -8+

نهـــــــــا ق)�ص( 
�ص← -8-

ق)-8(
نهـــــــا ق)�ص( 

 �ص←10

نهـــــــا ق)�ص( 
 �ص←6+

�ل�سكل )10-1(

2( معتمدً� �ل�سكل )1-11( �لذي يمثل منحنى �لاقتر�ن ل)�ص( =     �ص + 4 
جد كلًّا مم� ي�أتي:

�أ   ( مجال �لاقتر�ن ل

ب(

جـ(

د  (

هـ (

نهــــــــا ل)�ص( 
�ص← −4+

نهــــــــا ل)�ص( 
�ص← −4-

نهـــــــا ل)�ص( 
�ص← −4

نهــــــا ل)�ص( 
�ص←0

�ل�سكل )11-1(
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3( معتمدً� �ل�سكل )1-12( الذي يمثل منحنى الاقتران ع، جد كلًّا مم� ي�أتي:

�أ   ( مجموعة قيم �أ حيث:

                

ب( مجموعة قيم جـ حيث:

جـ( مجموعة قيم ك حيث:
                              غير موجودة

  د  ( مجموعة قيم ل حيث: 

4( �إذ� كان ل)�ص( = 

�ص ←2نهـــــا ل)�ص(  فجد 

�ل�سكل )12-1(

نهـــــــاع )�ص( =1
�ص ←جـ+

نهـــــاع)�ص(  
�ص ←ك

نهـــــاع)�ص( = �سفرً�
�ص ←ل

2�ص + 1      ، �ص  �ص 
 �ص2  + 4     ، �ص  �ص، حيث �ص مجموعة �لاأعد�د �ل�سحيحة 

 �ص ← �أ نهــــــاع)�ص( =1
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äÉjÉ¡ædG äÉjô¶f
Theorems of Limits ثانيًا  

�إذ� كان ق)�ص( = �ص4 + �ص2 ، فجد نهـــــــــا   ق)�ص(  
                                                                                �ص ←1-

تعلمت في �لدر�ص �ل�سابق �إيجاد قيمة �لنهاية لاقتر�ن عند عدد بيانيًّاا، وفي هذ� �لدر�ص �ستتعلم 
�إيجاد قيمة نهاية �قتر�ن عند عدد جبريًّاا با�ستخد�م نظريات �لنهايات.

(1)ájô¶f

: نهــــــاق)�ص( = ب  ∊ح، فاإنَّ 1( �إذ� كان �أ، ب عددين حقيقيين، وكان ق)�ص( = ب لكلu �ص
                                                                                                                                               �ص← �أ 

 : ح ، ن عدد �سحيح موجب، وكان ق)�ص( = �صن ، فاإنَّ �إذ� كانت �أ   )2
نهـــــاق)�ص( = �أن 

        �ص← �أ

(2)ájô¶f

�إذ� كان ق ، هـ �قتر�نين، حيث  �أ، ب،جـ ، م �أعد�د حقيقية وكان:
: نهـــــا ق)�ص( = ب ، نهـــــا هـ )�ص( = جـ ، فاإنَّ

 �ص← �أ                                        �ص← �أ

1( نهـــــا ) ق)�ص( + هـ )�ص((  =  نهـــــا ق)�ص( + نهـــــا هـ )�ص( = ب + جـ
�ص←�أ                                                               �ص← �أ                            �ص← �أ

         
2( نهـــــا ) ق)�ص( - هـ )�ص((  =  نهـــــا ق)�ص( - نهـــــا هـ )�ص( = ب - جـ

�ص← �أ                                                               �ص← �أ                           �ص← �أ
         

3( نهـــــا م ق)�ص( = م * نهـــــا ق)�ص(  = م * ب
�ص← �أ                                          �ص← �أ                  

        
4( نهـــــا )ق)�ص( * هـ )�ص((  = نهـــــا ق)�ص(  * نهـــــا هـ )�ص( = ب * جـ

�ص← �أ                                                            �ص← �أ                             �ص← �أ
         

 
�ص←�أ   هـ )�ص(                   5( نهــــا  ق)�ص(  =                             =  ب ، حيث جـ ≠ �سفرً�

      

نهــــا ق)�ص(     
�ص←�أ

نهــــا هـ )�ص(     
�ص←�أ

جـ

6( نهـــــا  ن ق)�ص( = ن نهــــاق)�ص(  =  ن ب   ، (بûشرط ب< �سفر �إذ� كان ن عددً� Rوجيًّاا(
�ص← �أ                               �ص←�أ                  
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1

2

�إذ� كان ق)�ص( = �ص3 + �ص2 + 5 ، فجد كلًّا مم� ي�أتي:
        �ص←12( نهــــــا ق)�ص(                        2( ق)2(

الحل
1( نهـــــا ق)�ص(  =  نهــــــا ) �ص3 + �ص2  + 5(

�ص←2                               �ص←2

                   �ص←2                     �ص←2                     �ص←2         = نهـــــا �ص3 +  نهـــــا �ص2 +  نهـــــا 5

5 + 4 + 8 =         
 17 =         

2( ق )2(        = 32 + 22+ 5  
    5 + 4 + 8 =         

         = 17            ماذ� تلاحظ؟

 ¢ûر وناقµف           
�أعط مثالًا يبين �أنَّ �لعبارة �لاآتية غير �سحيحة:

z نهـــــا ق)�ص( = ل : } �إذ� كان ق) �أ ( = ل    ،    فاإنَّ
�ص←�أ

                                                             

1( نهــــــا  -    �ص + 3         2( نهــــــــا        
�ص← −1                                                           

      �ص←3                            
3( نهــــــا )�ص+1(     �ص2 + 21       

      �ص ←2
الحل

1( نهــــــا  -    �ص + 3  =  نهـــــــا - 1 *  نهــــــا    �ص + 3
�ص← 3                                         �ص← 3                        �ص← 3

         

جد كلاًّا من �لنهايات �لاآتية:
�ص2 + 5
�ص4 + 1

: نهــــا ق)�ص( = ق ) �أ ( �إذ� كان ق �قتر�ن كثير حدود ، فاإنَّ
�ص←�أ

                                              
: نهــــا ق)�ص( = ق ) �أ ( �إذ� كان ق �قتر�ن كثير حدود ، فاإنَّ

¢ûر وناقµف 
لماذ� ر�سمت حلقة على منحنى �لاقتر�ن ق في �ل�سكل )1-1(؟

           
�أعط مثالًا يبين �أنَّ �لعبارة �لاآتية غير �سحيحة:

                                              



17

�ص←3                      = -1 *    نهـــــا )�ص + 3 (                                               نظريات �لنهايات
                          

6    -  =     6    * 1- =

 3 =  6
2   =  

نهـــــــا  )�ص2 + 5(
 �ص← -1

  �ص← -1نهـــــــا )�ص4 + 1(
�ص2 + 5  =  

�ص4 + 1 2(  نهـــــــا  
       �ص← -1    

  

�إذ� كان ق)�ص( = 2�ص  ،  هـ )�ص( = �ص3 + �س ، فجد كلًّا مم� ي�أتي:
ق )�ص(
هـ )�ص( 2( نهـــــا  1( نهــــــا )ق)�ص(  +  هـ )�ص(   * �ص(  

�ص←-2            �ص←1
       

3( نهـــــا )    ق)�ص(  + 3    هـ )�ص(( + 15 
�ص←1

          

جد كلًّا مم� ي�أتي:
1( نهــــــا⏐�ص2  -  4⏐                               2( نهـــــا⏐�ص2  -  4⏐

�ص←3
                                                                                                          

�ص←3-
         

3( نهـــــا⏐�ص2  -  4⏐                                4( نهــــــا⏐�ص2  -  4⏐
�ص←1

                                                                                                            
�ص←2 

         

الحل
=  نهـــــــا )�ص2 - 4(  =  9 - 4  =  5 �ص←3-                                                                                       �ص←3-1( نهــــــا⏐�ص2  -  4⏐ 

         

=  نهــــــا )�ص2 - 4(   = 5 �ص←3                                                                                         �ص←3 2( نهـــــا⏐�ص2  -  4⏐ 
        

3

= نهـــــا )�ص +1( * نهـــــا     �ص2 +21  3( نهــــا )�ص +1(     �ص2 +21 
�ص←2                                                                   �ص←2                                �ص←2

       
15  =  5  *  3   =      
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2

�ص←2-                                                �ص←2-نهــــــا ق)�ص( = نهــــــا )4 - �ص2 ( = �سفرً�

وبما �أن نهـــــــا  ق)�ص( = نهــــــا  ق)�ص( = �سفرً�
                 �ص←2-                                                   �ص←2+

      ∴  نهـــــا⏐�ص2  -  4⏐=  �سفرً�
            �ص←2                                      

4( نهـــــا⏐�ص2  -  4⏐ = نهـــــا ) 4 -  �ص2( =  3
 �ص←1                                                                          �ص←1             

 

4
�ص←4جد نهــــــا ]0.5 �ص[

           

الحل
�أعد تعريف ] 0.5 �ص[ دون ��ستخد�م رمز �أكبر عدد �سحيح في فترة تحوي �لعدد 4 

                            0     ،      0≥  �ص   > 2
]0.5 �ص[  =        1     ،      2≥  �ص   > 4
                            2     ،       4≥  �ص   > 6

جد كلًّا مم� ي�أتي:
1( نهـــــا⏐�ص  -  8⏐                         2( نهـــــــا⏐�ص - 16⏐

�ص←0                                                                                          �ص←16
          
     

3( نهـــــا⏐�ص2  - 16⏐
�ص←4

         

3( لا بد من �إيجاد �لنهاية عن   يمين �لعدد 2 وي�ساره، )لماذ�؟(
�ص←2+                                                �ص←2+نهــــــا ق)�ص( = نهـــــــا )�ص2 - 4( = �سفرً�
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قامت �سارة بحل �لمثال �ل�سابق كما ياأتي:
�ص←4        نهــــا ]0.5 �ص[  = ]0.5* 4[ = ]2[ =  2 

ناق�ص مع Rملائك �لاأخطاA �لتي �رتكبتها �سارة في حلuها للمثال.

رً� �إجابتك من خلال تقدË �أمثلة: qإذ� كانت �لعبار�ت �لاآتية �سحيحة �أم لا، مبر� uبين
�ص←�أ +1( نهــــــا ]�ص [ = �أ   ، حيث �أ عدد �سحيح.

�ص←�أ -2( نهــــــا ]�ص [ = �أ – 1 ، حيث �أ عدد �سحيح .         
         

جد كلاًّا من �لنهايات �لاآتية:
2( نهـــــــــا ]4 - 2�ص[ 1( نهـــــا ]�ص - 2[    

�ص←1                                                                                                                                                   �ص←1.5
         

4( نهــــــا ]0.25 �ص [ 3( نهـــــــا ]�ص + 1[   
�ص←0.1                                                                                                                                            �ص←4

         

�إذ� كان ق)�ص( = ]2 -  �س [ ، ف�أجÖ عن كلٍّ مم� ي�أتي:
1(جد قيم �أ �لتي تجعل نهـــــا ق)�ص(  غير موجودة 

�ص←�أ
2(جد قيم جـ �لتي تجعل نهــــــا ق)�ص( = -1                                                      

�ص←جـ
                                                         

لا بد من �إيجاد �لنهاية عن يمين �لعدد 4 وعن ي�ساره، )لماذ�؟(
�ص←4+                                                                                             �ص←4-نهـــــــا ]0.5 �ص[  =  2  ،   نهــــــا ]0.5 �ص[  =  1 

              �ص←4+                                                                  �ص←4-بما �أن نهــــــا ]0.5 �ص[  ≠   نهــــــا ]0.5 �ص[  

∴ نهـــــا ]0.5 �ص[  غير موجودة 
         �ص←4

¢ûر وناقµف¢ûر وناقµف¢ûر وناقµف

¢ûر وناقµف¢ûر وناقµف¢ûر وناقµف
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ف    لاحظ �أنَّ �لاقتر�ن معرَّ
على �لفترة ]4 ، ∞(   

�نظر �ل�سكل )13-1(.

ف على يمين �لعدد 4 نهــــــا     �ص – 4 =    4 - 4   = �سفرً�    ق معرَّ
   

�ص←4+

ف على ي�سار �لعدد 4 نهــــــا     �ص – 4          غير موجودة    ق غير معرَّ
  

�ص←4-

∴  نهــــــا     �ص – 4   غير موجودة    لماذ�؟
  
           �ص←4

�ل�سكل )13-1(

�أعط مثالًا على �قتر�ن مثل ق)�ص( بحيث تكون  ق)1( معرفة، لكن
 �ص←1نهــــــا ق)�ص(  غير موجودة 

   

جد كلاًّا من �لنهايات �لاآتية:
1( نهــــــا    �ص-  7                                            2( نهـــــا     �ص - 7

�ص←9
                                                                                                     

         �ص←7

3( نهـــــا     �ص2 -  25                                        4( نهـــــــا    �ص2 - 25  
�ص←-7

                                                                                                      
         �ص←5

¢ûر وناقµف¢ûر وناقµف¢ûر وناقµف

جد نهـــــا      �ص – 4 
     

          �ص←4

الحل
لابد من �إيجاد مجال �لاقتر�ن 

5
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�ص←0-                                 �ص←0-نهـــــــا ق)�ص(  =   نهــــــــا    - �ص   = 0                

بما �أن نهــــــا ق)�ص( =  نهـــــــا ق)�ص( =0
�ص←0+                            �ص←0-

                       
        �ص←0            ∴ نهـــــا ق)�ص( = �سفرً� 

ق)0( = �سفرً�

�ل�سكل )1-14(�نظر �ل�سكل )1-14( �لذي يبين منحنى �لاقتر�ن ق.

الحل
بما �أنَّ �لاقتر�ن ق يغير قاعدته عند  �ص = 0 ، فلا بد من �لبحث في �لنهاية عن يمين �لعدد �سفر 

وعن ي�ساره 
نهـــــــا ق)�ص(  = نهـــــــا | �ص |   =  نهــــــــا �ص  = 0       

 �ص←0+                            �ص←0+                            �ص←0+

�إذ� كان ق)�ص( =  
  | �ص - 2  |        ،           �ص ≤2
  ] 6 - �ص [        ،            �ص >2

فجد نهـــــا ق)�ص(
�ص←2

             

6

�إذ� كان ق)�ص( =  
  | �ص  |              ،           �ص ≤0
،  فجد نهــــــا ق)�ص(، ثم جد ق)0(.   - �ص            ،          �ص >0

             �ص←0
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�إذ� كان ق)�ص( = ]�ص + 5[  ، ل)�ص( = ]4 -  �س[ ،  فجد كلًّا مم� ي�أتي:
       �ص←1                                                                                     �ص←11( نهـــــا ق)�ص(                                      2( نهـــــا ل)�ص(

�ص←31( نهـــــا )ق)�ص( + ل)�ص(( 
         

ماذ� تلاحظ؟

تحدç �إلى Rملائك عن ملاحظاتك �لتي تو�سلت �إليها من خلال حلك لتدريب )7(.
çت`حد
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1( �إذ� كان ق)�ص( = �ص2 – �ص – 6 ، ل)�ص( = �ص2 –2 �ص – 3 ، فجد كلًّا مم� ي�أتي:
�ص←1�أ  ( نهــــــا )ق)�ص( + ل)�ص( (                     ب( نهـــــا ق)�ص(×ل)�ص(

                                                                                            
�ص←1

                  
جـ( نهــــــا                                                   د  ( نهــــــا ) ل)�ص((4

�ص←2
                                                                                          

�ص←1
                    

ل )�ص(
ق )�ص( �ص←−1هـ( نهــــــا  3 1 – ل)�ص(                             و  ( نهـــــــا 

                                                                                           
�ص←2

          

2(�إذ� كانت نهــــــا 2ع)�ص( = 10 ، نهــــــا 3ل)�ص( +1 = 7 ، فجد كلًّا مم� ي�أتي:
�ص←2

                                               
�ص←2

�أ   ( نهــــــا )2ع)�ص( + ل)�ص( (                 ب( نهــــــا )ع3 )�ص( – ل2 )�ص((                              
�ص←2

                                                                                          
�ص←2

جـ( نهـــــــا                                                  د  ( نهــــــا )ع2 )�ص( - ل2 )�ص((                    
�ص←2

                                                                                          
�ص←2

                    

3( جد كلًّا مم� ي�أتي:
�أ   ( نهــــــــا  | �ص2 – 25 |                          ب( نهـــــــا | �ص2 – 25 | 

�ص←5-
                                                                                       

�ص←5+
                    

جـ( نهــــــــا | �ص – 2 |                          د  ( نهــــــا | �ص2 – 64 |
�ص←8

                                                                                      
�ص←2-

                     

هـ ( نهـــــــا ]�ص - 2[                                  و ( نهــــــا )�ص ]�ص[ + | �ص |(
�ص←1

                                                                                       
�ص←-4

                    
R  ( نهــــــا    5 - �ص                                    ح( نهــــــا     1- �ص2

�ص←5-                                                                                        �ص←1
                   

     ط ( نه```````�     �س2 +4�ص+4
�ص← -2

                  

  ل )�ص(
ع )�ص(

ل )�ص(
ق )�ص(
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8( معتمدًا ال�شكل)1-16(، الذي يمثل منحنيي الاقترانين ق،ع ،جد كلًّا مم� ي�أتي:

 اأ  ( نهــــــ� )ق)�س( + ع)�س((                                  ب( نهــــــ� )ق)�س( ×ع)�س((
�س← 2

                                                                        
�س← 1

              

4( جد قيم جـ التي تجعل   نهـــــــ�     6 – �س   غير موجودة.
     

�س←جـ
                                                              

5( اإذا ك�ن ق)�س(= ]0.2�س[، فجد قيم جــ التي تجعل  نهـــــــ� ]0.2�س[ = -1
�س←جـ

                                              
                                  

            
6( اإذا ك�ن ق)�س( = 

وك�نت نهــــــ� ق)�س( موجودة ، فجد قيمة الث�بت اأ.
�س←3

                   
7( معتمدًا ال�شكل )1-15 ( الذي يمثل منحنى الاقتران ل، جد كلًّا مم� ي�أتي:

�س← 2اأ  (  نهــــــ� ل)3 �س – 3 (
             

�س← 2ب( نهـــــ� )�س +ل )�س((
             

    �س2 - 4 اأ       ،           �س ≤3
  ] 6 - �س [       ،           �س >3

ال�شكل )15-1(

ال�شكل )16-1(

)اإر�ش�د: افر�س �س = 3�س - 3(
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جـ(  نهــــــا ) 2 ق) �ص-1(  + ع)�ص((
�ص← 1

              
9( �إذ� كان ق كثير حدود يمر بالنقطة )-3 ،4 (، وكانت نهــــــــا )�ص - ل)�ص(( = -10 

�ص←-3
فجد نهـــــــا ) ق2 )�ص( - 2 ل)�ص((                                                                                                                                   

�ص←-3
               

10( �إذ� كان ع كثير حدود باقي ق�سمته على )�ص-2( ي�ساوي5 ، فجد
  نهـــــــا )3ع)�ص( + 4 �ص2 (

�ص← 2
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�ص3 - 8
�ل�سكل) 1-17( يمثل منحنى ق)�ص( =  �ص - 2

جد كلًّا مم� ي�أتي:
1( نهــــــا ق)�ص( بيانيًّاا.

�ص← 2
      

2( نهــــــا ق)�ص( جبريًّاا.
�ص← 2

 ájô°ùc äÉfGÎbG äÉjÉ¡f
Limits of Fractional Functions ثالثًا  

تعلمت في �لدر�ص �ل�سابق �إيجاد نهاية �قتر�ن عند نقطة جبريًّاا با�ستخد�م نظريات �لنهايات، 
وفي هذ� �لدر�ص �ستتعلم �إيجاد نهاية �قتر�نات ك�ضرية.

حة بد�ية �لدر�ص، لا ن�ستطيع ��ستخد�م �لنظرية �ÿا�سة بح�ساب  qولاإيجاد نهـــــــا ق)�ص( في �لم�ساألة �لمو�س
                �ص← 2

نهاية خارê ق�سمة �قتر�نين )لماذ�؟(
�لمقام عند  للتخل�ص من �لح�سول على �سفر في   )2 – �لب�سط لمحاولة �خت�سار �لمقد�ر )�ص  حلuل 

تطبيق نظرية )2( فرع )4(، كما ياأتي:

)�ص -2( )�ص2  + 2�ص+4(                                            لماذ�؟
�ص3 - 8  = نهـــــــا        )�ص - 2(

نهـــــــا  �ص - 2
�ص← 2

                  
�ص← 2        

 
نهـــــــا  ) �ص2 + 2 �ص +4 ( = 12 

�ص ← 2

هل يمكنك �لتحقق من �سحة �لحل؟ كيف؟

�ل�سكل )17-1(

¢ûر وناقµف¢ûر وناقµف¢ûر وناقµف
لماذ� يمكن �خت�سار �لمقد�ر)�ص -2( في �لب�سط مع �لمقد�ر)�ص -2( في �لمقام عند �إيجاد �لنهاية؟
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�ص2 
�ص -1 جد نهــــــا  

       
        �ص ← 1

الحل
لاحظ �أنَّ نهـــــــا )�ص-1( = �سفرً�

       
                 �ص ← 1

وعليه لا يمكن  ��ستخد�م �لنظرية �ÿا�سة بح�ساب نهاية 
خارê ق�سمة �قتر�نين )لماذ�؟(

�لمقد�ر  من  للتخل�ص  �خت�سار   A�إجر� �أي�سا  يمكن  ولا 
)�ص-1(، لماذ�؟

1

�إذ� كانت نهـــــا ق)�ص( = ل ، حيث ل عدد حقيقي ، ل ≠0 ، نهـــــا هـ )�ص( = �سفرً� ،
�ص ←�أ         �ص←�أ

               
ق)�ص(     غير موجودة

هـ )�ص(  فاإنَّ نهـــــا 
           �ص ←�أ

áé«àf

جد كلاًّا من �لنهايات �لاآتية:
�ص2 + 1
�ص - 3  2( نهــــــــا      �ص2 + 3�ص -10   

�ص + 5  1(نهــــــــا 
�ص ←-5                        �ص← 3

     

�ل�سكل )18-1(

�ص2 
�ص -1 بالا�ستعانة بال�سكل )1-18( تحدç لزملائك عن �سلوك منحنى �لاقتر�ن ق)�ص( = 

عندما تقترب قيم �ص من �لعدد 1 من جهتي �ليمين و�لي�سار.

çت`حد
بالا�ستعانة بال�سكل )

çت`حد

وبالتا› فاإنَّ �لنهاية هنا غير موجودة.
�ص2 

�ص -1 �نظر �ل�سكل )1-18( �لذي يمثل منحنى �لاقتر�ن ق)�ص( = 
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 +  -4 +  �ص1
1
4

�ص            �ص ← 0جد نهــــــا
الحل

لا ن�ستطيع تطبيق نظرية حا�سل ق�سمة �قتر�نين لاإيجاد �لنهاية، لماذ�؟
ويمكن تب�سيط �لمقد�ر من خلال توحيد �لمقامات كما ياأتي:

-4 + �ص + 4 
4 )-4 + �ص ( * �ص       = نهــــــا 

 + -4 + �ص1
1
4

�ص    نهــــــا    
 �ص← 0                                                        �ص← 0

�ص  
4 )-4 + �ص ( * �ص     �ص← 0                                            = نهــــــا 

                                                 1
                                                       �ص← 0                                            = نهــــــا 4)-4 + �ص(    

1-
16  =                                            

  �ص + 6 - 3  
�ص - 3           �ص← 3جد نهــــــا 

الحل
لا ن�ستطيع تطبيق نظرية حا�سل ق�سمة �قتر�نين، لماذ�؟

يمكن تب�سيط �لمقد�ر من خلال �ل�ضرب بمر�فق �لب�سط كما ياأتي:
  �ص + 6 + 3 
  �ص + 6 - 3 *   �ص + 6 + 3

�ص - 3  �ص← 3نهــــــا 

�ص + 6 - 9  
)�ص - 3()   �ص + 6 + 3(

      �ص← 3= نهــــــا 

  �ص - 3  
)�ص- 3()  �ص+ 6  +3(

      �ص← 3= نهــــــا 

1 
6   =  1  

  �ص + 6 + 3 
      �ص← 3= نهــــــا 

2

3
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الحل
1( لا ن�ستطيع تطبيق نظرية حا�سل ق�سمة �قتر�نين لاإيجاد �لنهاية، لماذ�؟

في هذه �لحالة لابد من �إيجاد مجال �لمقد�ر     )لماذ�؟(
مجال �لب�سط هو: �لفترة ] 5 ، ∞( ، و�لفترة )- ∞ ، -5[    

مجال �لمقام هو: �لفترة ] 5 ، ∞( 
عَ رمز �لفترة �لمفتوحة عند �لعدد 5 ؟( �إذن مجال �لمقد�ر هو: �لفترة ) 5 ، ∞(           ) لماذ� وُ�سِ

 �نظر �ل�سكل)19-1(

مجال )�ص2 - 25( 

مجال )�ص- 5(

4

جد كلاًّا من �لنهايات �لاآتية:
  �ص2 - 25  

�ص - 5    �ص2 - 25                                2( نهــــــا 
�ص - 5  1( نهــــــــا 

         �ص← 5+                                                                                               �ص← 5

جد كلاًّا من �لنهايات �لاآتية:
     

) 1 
( ) �ص2 - 25  2

 5  - 2
�ص         �ص←15( نهـــــا )

�ص - 2
2( نهـــــا   �ص + 34  - 6 

       �ص←2

   �ص2 + 1  -    1 -2�ص2
�ص2 3( نهـــــا  

       �ص← 0

�ل�سكل )19-1(
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                        QGó≤ŸG  ájÉ¡f  OÉéjEG  øµÁ  Gòd  ;5  Oó©dG  ÚÁ  ≈∏Y  ¿Éaô©e   ΩÉ≤ŸGh  §°ùÑdG  øe  vÓc  v¿CG  ßM’
 §≤a 5 Oó©dG ÚÁ øY

25 -  2¢S 
 5 - ¢S   É```````¡f  ¿PEG+5 ←¢S         

                                       25 -  2¢S
 5 - ¢S    É```````¡f =

+5 ←¢S     

10    = (5 -¢S) (5 +¢S)
 5 - ¢S     É````````¡f =+5 ←¢S     

?GPÉŸ ,IOƒLƒe ÒZ     25 -  2¢S  
 5 - ¢S   É```````¡f (2

 5 ←¢S       

¿GÎb’G ≈æëæe ÚÑj …òdG (20-1) πµ°ûdG ô¶fG
25 -  2¢S  

 5 - ¢S     = (¢S)¥(20-1) πµ°ûdG

ôcòJ
0< ¢U , 0< ¢S âfÉc GPEG

: s¿EÉa
    ¢S

¢U     =    
    ¢S

¢U

?IOƒLƒe ÒZ      25 - 2¢S  
 5 - ¢S   É````````¡f    GPÉŸ qöù`a (20-1) πµ°ûdÉH áfÉ©à°S’ÉH (1 5 ←¢S                                                                           

:»JCÉj Éªc    25 - 2¢S   
 5 - ¢S  É````````¡f ˆGóÑY óLhCG (2 -5 ←¢S                                

25 - 2¢S
 5 - ¢S     É````````¡f   =  25 - 2¢S    

 5 - ¢S   É```````¡f
-5 ←¢S                                                -5 ←¢S

10     =    (5-¢S) (5+¢S)
 5 - ¢S    É````````¡f =-5 ←¢S       

.ÜGƒ°üdG ÖàcG ºK ¬q∏M ‘ CÉ£ÿG ∞°ûàcG

¢ûbÉfh ôµa¢ûbÉfh ôµa¢ûbÉfh ôµa
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جد كلاًّا من �لنهايات �لاآتية:
   �ص2  - 4

 �ص - 2 
   �ص2  - 4                                        2( نهـــــــا   

 �ص - 2 
1( نهـــــــا   

       �ص← 2+                                                                             �ص← 2

5

�ص4  - 2�ص2  + 1 
�ص3   -1  جد نهـــــــا  

        �ص← 1 

الحل
ح�سب نظرية �لعامل فاإنَّ �لمقد�ر)�ص – 1( عاملٌ من عو�مل �لب�سط ، و عاملٌ من عو�مل �لمقام ، 

يمكن تحليل �لب�سط با�ستخد�م �لق�سمة �لطويلة �أو �لق�سمة �لتركيبية كما ياأتي: 
�ص4      �ص3         �ص2     �ص      �ص0
1  0  2-  0  1
1-    1-      1            1
0  1-  1-  1  1

�إذن، �ص4 – 2 �ص2 + 1 = )�ص-1( ) �ص3 + �ص2 – �ص- 1(

�ص4 - 2�ص2 + 1 
�ص3 - 1     ومنه نهــــــا   

          �ص←1

)�ص-1( )�ص3 + �ص2 - �ص - 1(                                                  
)�ص-1( )�ص2 + �ص +1(  = نهـــــــا        

       �ص← 1

 )�ص3 + �ص2 - �ص - 1(                                                  
=  نهــــــا        )�ص2 + �ص + 1( 

      �ص← 1
= �سفرً�          )لماذ�؟(

1
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�ص2 + 4�ص + 4
�ص  +2          �ص←-2 جد نهـــــــا  

الحل
�ص2 + 4�ص + 4  

�ص  +2  نهــــــا 
  

�ص←-2

 
|�ص + 2|  

�ص  + 2    =  نهـــــــا 
)�ص + 2(2

�ص  + 2  = نهـــــــا  
       �ص←-2                                               �ص←-2

6

3    �ص  - 2

جد نهـــــــا     �ص - 8 
           �ص←8

الحل
��ضرب كلاًّا من �لب�سط و�لمقام بالمقد�ر ) 3  �ص2  +  2 3   �ص  +  4 ( 

3    �ص  - 2

∴ نهـــــا     �ص - 8 
�ص←8

         
3    �ص2  + 2 3    �ص  + 4

3   �ص2  + 2 3    �ص  + 4 3    �ص  - 2 ×  

      �ص←8= نهـــــــا     �ص - 8 

  �ص  - 8 

 )�ص - 8()   3   �ص2  + 2 3   �ص  + 4(
= نهـــــــا  

      �ص←8

1 

12   =  1 

4+4+4 =

)حُلَّ �لمثال)6( بطريقة �أخرى من خلال فر�ص  3   �ص  = �ص (

3 �ص + 1  - 2

�ص  -7  جد نهــــــا  
        �ص←7

�أ3 –  ب3 = )�أ - ب()�أ2 + �أب + ب2 (
�أ3  + ب3 = )�أ + ب()�أ2 - �أب + ب2 (

تذكر

7

ر تذكَّ
      �ص2      = |�ص|
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لا بد من �إيجاد �لنهاية عن يمين �لعدد -2 وعن ي�ساره،  لماذ�؟

|�ص + 2 |                                       
�ص  + 2  �ص←-2+                                  نهــــــــا    

�ص + 2 =   1
�ص  + 2  =  نهــــــــا 

       
             �ص←-2+

| �ص + 2 | 
�ص  + 2    نهــــــــا 

�ص←-2- 

- �ص - 2 =  -1                                   
�ص  + 2                    �ص←-2-                                                = نهــــــــا 

|�ص + 2 |   غير موجودة 
�ص  + 2    �إذن نهــــــــا

        �ص←-2 

. 
|�ص + 2|
�ص  + 2   �نظر �ل�سكل )1-21( �لذي يمثل منحنى �لاقتر�ن ق)�ص( =   

|�ص + 2 |  غير موجودة؟
�ص  + 2  �در�ص �ل�سكل )1-21( ثم ف�ضرq لماذ� نهـــــــا 

                                                              �ص←-2

�ل�سكل )21-1(

¢ûر وناقµف¢ûر وناقµف¢ûر وناقµف
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1( جد كلاًّا من �لنهايات �لاآتية:

3    �ص  - 2 

�ص4 -   
2

)�ص + 1(2  - 81                          ب( نهــــــا   
)�ص-8(   �أ   ( نهـــــــا 

         �ص←8                                                                                                      �ص←8

5 - |3�ص+1 |
(             د  ( نهـــــــا  �ص3 + 8    1

  4  - 1
)2 + �ص(2   ( 1

جـ( نهــــــا   �ص  
       

               �ص←0                                                                                                     �ص←-2

 �ص2 - 10�ص + 25
�ص  - 5    6 - �ص    �ص+ 1                           و  ( نهــــــا  

9 - 3 �ص هـ( نهــــــا  
                  �ص←3                                                                                                      �ص←5

 �ص3 + 3�ص - 4
�ص2  - 1   �ص2 - 1                                       ح  ( نهــــــا      

�ص  - 1  R  ( نهــــــا     
                    �ص←1                                                                                                     �ص←1

2�ص-]2�ص[
   �ص2 - 49                                       ي ( نهــــــا   4�ص2 - 25   

ط ( نه``````�       �ص  - 7  
                    �ص←7+                                                                                                   �ص←2.5

 1 + �ص2   -     1 - �ص2     
�ص2    ك ( نهـــــا    

                    �ص←0

 ق)�ص(  +   5  = 4 ،
�ص  -3     2( �إذ� كان ق كثير حدود، وكانت   نهــــــا  

                                                                                     �ص←3

نهـــــــا ) ق)�ص( – 2�ص + 3 ب ( = 7 ، فجد قيمة �لثابت ب.
          �ص←3
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 �أ�ص2 + 2ب �ص + 2  =  1 ، فجد قيمة كلٍّ من الث�بتين اأ ، ب.
�ص   -1  3( �إذ� كانت   نهــــــا  

                          �ص←1

 )64(�ص - 8�ص 
1 - 8�ص                 �ص←40( جد  نهـــــا   

5( �إذ� كان   ل)�ص(  =   

فجد قيمة �لثابت ع �لتي تجعل   نهــــــا ل)�ص(   موجودة.
                                                              �ص←ع

 �ص2 + 5
�ص2 - 5�ص + 6   6( �إذ� كان ق)�ص( = 

فجد قيم �أ �لتي تجعل نهـــــــا ق)�ص( غير موجودة.
                                           �ص ← �أ

3
  2  �ص2 + 2�ص - 3  + ب = 

ق)�ص( - 6    ق)�ص( - 6 = 8 ،وكانت نهـــــا 
�ص -1  7( �إذ� كانت نهــــــا 

                       �ص←1                                                                       �ص←1

     فجد قيمة �لثابت ب.

   ،   1 

2 هـ )�ص( + 5 = 
�ص 8( �إذ� كان هـ كثير حدود، وكانت نهــــــا 

                                                             �ص←0
نهـــــا ) هـ )�ص( - 5 + 3 جـ ( =2 ، فجد قيمة �لثابت جـ.

       �ص←0

 �ص3 - 27    ،   �ص ≤ ع
2�ص2+ 6�ص + 18    

 �ص  + 5                      ،   �ص > ع



36

á«ã∏ãe äÉfGÎbG äÉjÉ¡f رابعًا  
Limits of Trigonometric Functions

معتمدً� �ل�سكل ) 1-22( �لذي يمثل منحنى
جــا�ص 

�ص ق)�ص( = 
      �ص←0ما نهــــــا ق)�ص(؟

تعلمت �سابقًا �إيجاد نهايات �قتر�نات ك�ضرية، وفي هذ� �لدر�ص �ستتعلم �إيجاد نهايات �قتر�نات 
مثلثية.

 �در�ص �ل�سكل )1-23( ، ثم �أجب عما يليه:

   = π 1( نهــــــا جا�ص =                             2( جا
π←ص�       

 = π 3( نهــــــا جتا�ص =                           4( جتا
π←ص�         

         �ص←50( نهـــــا ظـا �ص =                            6( ظا 0  = 

     ماذ� تلاحظ؟

�ل�سكل )23-1(

�ل�سكل )22-1(
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1( نهــــــا جا�ص =   جا �أ                           
       �ص← �أ

2( نهــــــا جتا�ص= جتا �أ                           
            �ص← �أ

 ن π، ن= 1، 3 ، 5 ، 000}

2 3( نهـــــا ظا�ص =  ظا �أ  ، �أ  ح -  { 
         �ص← �أ

جد  نهــــــا ) جا�ص + جتا�ص (
          �ص←0

الحل
= نهـــــا جا �ص + نهـــــا جتا�ص     )نظريات �لنهايات( نهــــــا ) جا�ص + جتا�ص ( 

 �ص←0                                            �ص←0                  �ص←0

 1 = 1 + 0 =     

1

ر�أ�ص  �أنَّ  لاحظ  �لوحدة،  د�ئرة  يمثل   )24-1( �ل�سكل 
�لد�ئرة،  مركز  على  يقع  �لقيا�سي  �لو�سع  في  �ص  �لز�وية 
وWول �لقو�ص)ل( �لمقابل لها يمثل قيا�سها بالتقدير �لد�ئري 
�نتهائها  �سلع  تقاWع  لنقطة  �ل�سادي  و�لاإحد�ثي  )لماذ�؟(، 
مع �لد�ئرة يمثل جا�ص )لماذ�؟(، كلما �سغر قيا�ص �لز�وية �ص 

: فاإنَّ Wول �لقو�ص)ل( ≈ Wول �لعمود �أي �أنَّ
: �ص ≈ جا�ص، وبذلك فاإنَّ     

جــا�ص  = 1
�ص نهـــــــا 

  �ص←0

�ل�سكل )24-1(

جــا�ص
�ص بالا�ستعانة بال�سكل)1-22( تحدç �إلى Rملائك عن �سلوك منحنى ق)�ص( = 

عندما تقترب قيم �ص من �لعدد �سفرمن جهة �ليمين ومن جهة �لي�سار.

çت`حد
بالا�ستعانة بال�سكل)

من خلال �إجابتك عما �سبق يمكن �لتو�سل �إلى ما ياأتي:
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ájô¶f

جد كلاًّا من �لنهايات �لاآتية:
ظـا�ص

�ص جــا3�ص             2( نهــــــا 
5�ص 1( نهــــــا 

       �ص←0                                                 �ص←0
      

الحل
�ص   ، وعندما �ص ← 0 ، فاإنَّ �ص ←0  ، ومنه:

3 1( �فر�ص �أنَّ 3 �ص = �ص ،  �إذن �ص = 

جـا�ص   
3   نهـــــا  �ص

 5 جــا�ص =  
�ص
3

 
*5

= نهــــــا  جــا3�ص 
5�ص      نهــــــا  

             �ص←0                               �ص ←0                                       �ص ←0

        3
 5  =1 ×  3

 5  =     
حل اNBر 

3�ص     
5�ص  جــا3�ص * 

3�ص جــا3�ص  = نهــــــا 
5�ص        �ص←0                           �ص ←0                                      نهــــا  

     3
 5  = 3

5 جــا3�ص  *  
3�ص        �ص←0                                                            نهـــــا  

ظـا�ص  
�ص       �ص ←0                                                  2( نهــــا 

  
 جا �ص 
جـتا�ص

�ص      �ص←0= نهـــــا 
   

1=
   1

جتا�ص جــا�ص  *  نهـــــا 
�ص      �ص←0                      �ص←0= نهــــا 

2

جــا�ص = 1 ، حيث �ص R�وية بالتقدير �لد�ئري.
�ص نهـــــا 

 �ص←0

�ص = 1 ، حيث �ص R�وية بالتقدير �لد�ئري.
جــا�ص نهــــــا 

  �ص←0

‘ هذا الµتاÜ, �ضن©تمد قيا�¢ الزوايا Hالتقدير الدائر…, ما⁄ يoذكر P ÒZل∂.
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áé«à`f

3�ص  
جــا�ص          �ص ←0                                        جد  نهــــــا  

الحل

 3 =  
3

جـا�ص
�ص

�ص←0نهـــــا  
نهـــــا   

�ص←0
  =   3

 جـا�ص 
�ص

3�ص  = نهــــــا  
جــا�ص  �ص ←0                            �ص ←0                                       نهــــــا  

ظــا�ص  = 1  
�ص              �ص ←0                          1( نهــــــا  

�أ  ، حيث �أ ، ب �أعد�د حقيقية ، ب ≠    �سفرً� 
ب  جــا �أ�ص   = 

ب �ص        �ص ←0 2( نهــــــا  

3

�كت�سف �ÿطاأ في ما ياأتي، و�كتب �ل�سو�ب:
4
5 جــا4�ص  =  

5�ص نهـــــا 
π←ص�

جد كلاًّا من �لنهايات �لاآتية:
)π -جـا)�ص

)π -ص�(
جـا7�ص                                   2( نهـــــــا  

3 �ص
1( نهـــــا 

π ← ص ←0                                                                 �ص�       

جا| �ص |
�ص 9�ص                                  4( نهــــــا  

ظـا�ص
3π( نهـــــا  

2  �ص ←0                                                                 �ص ←
     

من خلال در��ستك مثال)2( م�ذا تتƒق™ اأن تكƒن قيمة كلٍّ مم� ي�أتي:
�ص        

ظا �أ�ص جــا �أ�ص                        2( نهـــــا  
ب �ص         �ص ←0                                                    �ص ←0     1(  نهـــــا

¢ûر وناقµف¢ûر وناقµف¢ûر وناقµف

¢ûر وناقµف¢ûر وناقµف¢ûر وناقµف
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�ص - جــا 3�ص + ظا 5�ص  
3�ص  - ظا2�ص          �ص ←0                                        جد  نهــــــا  

5
1 - جتا 2 �ص

3�ص2
جد  نهــــــا 

         �ص ←0

الحل
لا ن�ستطيع ��ستخد�م نظريات �لنهايات ، لماذ�؟           

1 - )1- 2جا2 �ص(                 ) جتا2�ص= � - 2 جا2�ص(
3�ص2

1 - جتا 2 �ص =  نهــــــا   
3�ص2 

نهــــــا  
�ص ←0                                       �ص ←0

 جا �ص
 �ص   

 جا �ص × نهــــــا 
2 × نهــــــا   �ص   

3 2جا2 �ص = 
3�ص2       �ص ←0                                           �ص ←0                       �ص ←0= نهــــــا 

                   2
3   = 1 * 1 × 2

3   =

4

�ص جــا �ص - ظا 5�ص  
جــا4�ص - 2�ص          �ص ←0                                        جد  نهــــــا  

الحل           
 بق�سمة حدود �لمقد�ر على �ص ، حيث �ص ←0  تت�سمن �ص ≠ �سفرً� فتكون:

نهــــــا                                                  = نهــــــا   
�ص ←0                                                               �ص ←0

=                                                                                                                      )نظريات �لنهايات(
    

5  
2  - = 5 - 0

2 - 4  =

نهـــــا  جا �ص - نهــــــا  ظا 5 �ص    
�ص�ص ←0                    �ص ←0

                                                 

�ص جـا �ص
�ص

ظا 5�ص
�ص -

جـا4�ص
�ص

2�ص
�ص جـا4�ص-

2�ص -

ظا 5�ص
�ص - جـا �ص

نهــــــا  جا 4 �ص - نهـــــــا  2   
�ص �ص ←0                         �ص ←0
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جتا 6 �ص - جتا 4 �ص
�ص2         �ص←0جد نهـــــا 

الحل
لا ن�ستطيع ��ستخد�م نظريات �لنهايات، لماذ�؟

با�ستخد�م �لقانون:
: �ص - �ص( تجد �أنَّ

2 �ص + �ص ( جا)
2 جتا�ص – جتا�ص= -2 جا)

-2جا 5�ص  جا �ص
�ص2 جتا 6�ص - جتا 4�ص  = نهـــــا  

�ص2 نهــــــا 
�ص←0                                                      �ص←0

جا�ص 
�ص جا 5 �ص  × نهـــــــا 

�ص =  -2 نهـــــــا  
             �ص←0                             �ص←0

1  ×  5  ×  2-  =
 10-  =

6

جتا0 - جتا2�ص
3�ص2  1 - جتا 2 �ص =   

3�ص2  �إر�ساد : 

ناق�ص مع Rملائك Wريقة �أخرى ثالثة لحل مثال )5(
¢ûر وناقµف

ناق�ص مع Rملائك Wريقة �أخرى ثالثة لحل مثال )
¢ûر وناقµف¢ûر وناقµف

حُلَّ مثال )5( بطريقة �أخرى

حا 8�ص + جا 4 �ص 
�ص 2( نهــــــا   

      �ص←0
1 - جتا �ص 

�ص2 1( نهــــــا       
       �ص←0

جد كلًّا مم� ي�أتي:
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7

الحل
لا ن�ستطيع ��ستخد�م نظريات �لنهايات. )لماذ�(

بال�ضرب بمر�فق �لمقد�ر جا�ص – جتا�ص 

جا�ص + جتا�ص
جا�ص + جتا�ص

جا�ص - جتا�ص  × 
 π - ص� جا�ص  -  جتا�ص  = نهــــــــا 

π  -  ص� نهــــــــا 
π π                                          �ص←   �ص← 

جا2�ص - جتا2�ص
)�ص - π( )حا�ص+ جتا�ص( =  نهــــــــا 

π         �ص← 

- جتا2�ص                                      )جتا2�ص=جتا2�ص – جا2�ص(
)�ص - π( )حا�ص+ جتا�ص( =  نهــــــــا  

π         �ص← 

)جتا�ص=جا) π  - �ص ((
                                          

- جا)π  - 2�ص(        
)�ص - π( )جا�ص+ جتا�ص( =  نهـــــــا  

π         �ص← 

-جاπ (2 - �ص(                                               �إخر�ê 2 عاملًا م�ستركًا
)�ص - π ( )جا�ص+ جتا�ص( =  نهـــــــا  

π       �ص← 

 
                     1

)جا �ص+ جتا�ص( -جاπ(2  - �ص( * نهــــــا   
π - ص� =  نهـــــــا  

π π                                         �ص←         �ص← 

2    = 2
   2     *2 =

4

4

4

4
2

4

4

4   

2   

4

4

جد  نهـــــــا  
         �ص←

4

جا�ص  -  جتا�ص
π  -  ص� π

جد كلًّا مم� ي�أتي:
 جتا π �ص 
�ص - 1  جتا �ص                                2(  نهــــــا 

 π - ص� 1(  نهــــــــا 
π                                                             �ص←1         �ص← 

      
2

2
2

�فر�ص �ص = π4 - �ص
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1- جتا 6�ص                      14(  نهـــــا  3�ص)ظتا 2�ص + قتا 3�ص(
جتا 8�ص - 1 13(  نهـــــا  

           �ص←0                                                                       �ص←0

   π ص جـا� 
�ص - 1  ظتا �ص                               16(  نهــــــا 

15(  نهـــــــا    π - 2�ص
               �ص← π                                                                    �ص←1

جد النه�ية اŸ£لƒبة في كلٍّ من التم�Qين من (1( �إلى )21( :
�ص + ظا2�ص -  جا �ص 

�ص 2(  نهـــــا 
حا 8�ص                                                     

1(  نهـــــا        6�ص
        �ص←0                                                                                                 �ص←0

3(  نهـــــا )قا�ص + ظا 5�ص(                             4(  نهـــــا )7 �ص3 ظتا2 )2�ص( قتــــا )5�ص((
        �ص←0                                                                                                 �ص←0

1 - جتا�ص                                      
�ص جا �ص 1+ جتا 4�ص - 2جتا2�ص               6(  نهـــــا  

�ص2 5(  نهــــــا
        �ص←0                                                                                                    �ص←0

ظا �ص - جا �ص 
�ص جتا�ص                                       8(  نهـــــا  

π - 2�ص 7(  نهــــــا 
          �ص←0                                                                                                   �ص←0

قا)2�ص( -1 
�ص2  1 - جا �ص                               10( نهـــــا 

9(  نهـــــــا    ) π -2�ص(2
        �ص← π                                                                                                  �ص←0

حتا2�ص - جـا2 �ص              
 π - ص� 2�ص2 +  �ص ظا2�ص                  12(  نهـــــــا  

جا 2�ص
11(  نهـــــا 

π                �ص←0                                                                                                �ص← 

: ) ( �إلى ) جد النه�ية اŸ£لƒبة في كلٍّ من التم�Qين من (

4

�ص
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2�ص - جا �ص 
  1- جتا 2�ص

جا ) �ص + 4(                        18(  نهـــــا 
�ص2- 16 17(  نهــــــا   

          �ص←-4                                                                                           �ص←0
 

�ص - 2 
 جـا �ص                              20(  نهـــــا  ظاπ �ص 

π  -  ص� 19(  نهـــــــا  
           �ص←π 3                                                                                �ص←2

�ص - �ص ( 
2 ( جتا) �ص + �ص 

2 جا �ص + حا �أ    )�إر�ساد: جا�ص + جا �ص= 2 جا)
�ص + �أ 21(  نهـــــــا  

               �ص← -�أ

 ظا 3 �ص  = 6 فجد قيمة كل من �لثابتين �أ ، ب .
ب �ص - �ص  جـا �أ �ص = نهـــــا  

2�ص  22(  �إذ� كانت نهــــا 
                           �ص←0                           �ص ←0

3

جا )π 2 - 2 �ص(    ،  فجد نهــــــا ق)�ص(
-5�ص   23( �إذ� كان ق)�ص( =  

                                                                                             �ص←0
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Continuity

الاتصال  

.IÎa ≈∏Yh á£≤f óæY ¿GÎbG ∫É°üJG ±ô©àJ  
.IÎa ≈∏Yh á£≤f óæY ¿GÎbG ∫É°üJG ‘ åëÑJ  

الفصل الثاني

á£≤f óæY ∫É°üJ’G
Continuity at a point أولاً  

Continuity

(25-1) πµ°ûdG 

:¬«∏J »àdG á∏Ä°SC’G øY ÖLCG (25-1) πµ°ûdG G kóªà©e



46

º«ª©J

 

1(  نهـــــا ق)�ص( = ...................... ، ق)2( = ...............................
        �ص←2

        �ص←2 2(  نهـــــا ل)�ص( = ......................  ، ل)2( = ...............................

3(  نهـــــا ع)�ص( = .....................  ، ع)2( =................................
        �ص←2

4(  نهـــــا ك)�ص( =...................... ،  ك)2( =................................
        �ص←2

يكƒن الاقتران ق مت�صل عند �س= اأ ، اإذا Mقق الûشروط الاBتية:
ف عند �ص= �أ ، �أي �أنَّ ق) �أ ( موجودة كعدد حقيقي. 1(  ق معرَّ

2(  نهــــــا ق)�ص( موجودة.
          �ص←�أ

3(  نهـــــا ق)�ص( = ق) �أ (  
          �ص←�أ

تحدç بل¨تك اU�ÿصة عن �شروط ات�ص�ل اقتران عند نق£ة.
¢ûر وناقµف¢ûر وناقµف¢ûر وناقµف

ماذ� تلاحظ؟ �أيt �لاقتر�نات كان منحناه  غير منقطع )مت�سل( على فترة مفتوحة تحوي �لعدد 2؟
في مثل هذه �لحالة نقول �إنَّ �لاقتر�ن ك اقÎا¿ مت�ضل عند �ص = 2 ،   بينما نقول �إنَّ كلاًّا من �لاقتر�نات 

ق ، ل،  ع ÒZ متq�ضل )منف�سل( عند �ص=2 
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الحل
�ص1 = -4 ،    لاأن نهــــــا ق)�ص( غير موجودة.

                                            �ص←-4

�ص2 =    2 ،    لاأن نهـــــا ق)�ص( غير موجودة.
                                            �ص←2

�ص3 =   4 ،    لاأن ق غير معرف عند �ص= 4 

معتمدً� �ل�سكل )1-26( �لذي يمثل منحنى �لاقتر�ن ق، ما قيم �ص �لتي يكون عندها ق �قتر�نًا غير 
مت�سل، مع ذكر �ل�سبب  ؟

�ل�سكل )26-1(

1

�إذ� كان ق)�ص( =                                                   ،  فابحث في �ت�سال �لاقتر�ن ق عند �ص = 2 
 

الحل
1(   ق)�ص( معرف عند �ص= 2 ، ق)2( = -4 

2(   �بحث في نهاية ق عن  يمين �لعدد 2 وي�ساره، لماذ�؟
  �ص←2+                             �ص←2+ نهــــــا ق)�ص( = نهـــــــا )�ص - 6(  = -4 

�ص2 - 4    =  - نهـــــــا )�ص + 2 ( = -4 
  �ص←2-                           �ص←2-                                         �ص←2- نهــــــا ق)�ص( = نهـــــــا   2- �ص

2

 �ص2 - 4     ،   �ص >2
 2 -  �ص 

  �ص  - 6         ،   �ص ≤2
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                         �س←2+                            �س←2- بما �أنَّ نهـــــــا ق)�س( = نهـــــــا ق)�س(  = -4 

∴ نهــــــا ق)�س( موجودة  وت�ساوي ق)2(
               �س←2

∴ ق مت�سل عند �س= 2 

| �س - 4|         ،     �س ≠ -4                    
�س + 4 �إذ� كان ق)�س(  =   

فابحث في �ت�سال ق عند �س= 4 

3

�إذ� كان ق)�س( = ] 0.5�س - 4[ ، فابحث في �ت�سال �لاقتر�ن ق عند �س= 7 
الحل

�أعد تعريف �لاقتر�ن ق دون كتابة رمز �أكبر عدد �سحيح في فترة تحوي �لعدد 7 
لاحظ �أن ق)�س( = -1 في �لفترة ]6، 8( ، و�أن 7  ]6، 8(

ابحث في �شروط الات�صال عند �س = 7 
:  ق)7( = -1  ق معرف  عند �س= 7     ،  حيث �إنَّ

 �س←7+                           �س←7-نهــــــا ق)�س( = نهـــــــا ق)�س(= -1     

بما �أنَّ نهــــــا ق)�س( = ق)7( 
              �س←7

∴ ق)�س( مت�سل عند �س = 7 
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1( �إذ� كان ق)�ص( = ] �ص[ ، فما مجموعة قيم �ص �لتي يكون عندها ق �قتر�نًا غير مت�سل؟
2( �قترح قاعدة لاقتر�ن �أكبر عدد �سحيح بحيث يكون مت�سلا عند �ص= 1 ، وغير مت�سل عند

      �ص = 2  

4

�إذ� كان ق)�ص( =    
�أ �ص3 - ب �ص+1              ،    �ص >1
          5                            ،    �ص = 1

�ص2 –)�أ + ب(�ص + 2      ،     �ص  < 1 

مت�سلًا عند �ص = 1 فجد قيمة كلٍّ من الث�بتين اأ ، ب  
الحل

بما �أنَّ ق مت�سل عند �ص= 1 �إذن:
             �ص←1-1(  نهـــــــا )�أ �ص3 - ب �ص +1( = ق)1(

 �أ - ب + 1 = 5 ............................................      1
              �ص←1+2(   نهــــــــا )�ص2 - )�أ + ب( �ص+ 2 ( = 5

1 – )�أ + ب ( + 2 = 5 ....................................  2
بتب�سيط �لمعادلتين  1 ،  2  ينتج:

�أ – ب = 4    ،    �أ  + ب = -2    
وبحلهما ينتج  �أ = 1     ،   ب = -3 

 

�إذ� كان ق)�ص( =    
،   �ص >  3 �أ �ص2 + ب   
،   �ص =  3    6        

،   �ص <  3  �أ �ص  - 2 ب   
مت�سلًا عند �ص = 3 ، فجد قيمة كلٍّ من الث�بتين اأ ، ب 
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)Continuity Theorems(  ن¶ريات الت�ضال

 �إذ� كان ق �قتر�ن كثير حدود فاإنَّ ق مت�سل على ح.
 

: �إذ� كان ق ، ل �قتر�نين مت�سلين عند �ص= �أ ، فاإنَّ
1( �لاقتر�ن ق + ل مت�سل عند �ص =  �أ
2( �لاقتر�ن ق - ل مت�سل عند �ص =  �أ 

3( �لاقتر�ن ق × ل مت�سل عند �ص =  �أ       
ق   مت�سل عند �ص =  �أ  ، ل) �أ ( ≠ �سفرً�.

ل   4( �لاقتر�ن  
ق  غير مت�سل عند �ص =  �أ ، �إذ� كانت ل) �أ ( = �سفرً�.

ل     )5

�إذ� كان ق �قتر�نًا مت�سلًا عند �ص= �أ ، ق)�ص(≤0 ، في فترة مفتوحة تحتوي �أ ، فاإنَّ �لاقتر�ن  
هـ )�ص( =   ق)�ص(   �قتر�ن مت�سل عند �ص = �أ

: �إذ� كان ق ، ل �قتر�نين مت�سلين عند �ص= �أ ، فاإنَّ
(2)ájô¶f

ل

 ق �قتر�نًا مت�سلًا عند �ص= �أ ، ق)�ص(
(3)ájô¶f

�لمطلوب: �إثبات �أنَّ �لاقتر�ن ق + ل  مت�سل عند �ص = �أ
الÈها¿:

�فر�ص �أنَّ هـ = ق + ل 
هـ ) �أ ( = ق ) �أ ( + ل ) �أ (           من تعريف �لاقتر�ن هـ.

: وحيث �إنَّ ق، ل �قتر�نان مت�سلان عند �ص = �أ  فاإنَّ
نهــــا هـ )�ص( =  نهــــا ق )�ص(  + نهــــا ل)�ص( 

 �ص←�أ                             �ص←�أ                               �ص←�أ

                       = ق ) �أ (  +  ل ) �أ ( 
وعليه فاإنَّ �لاقتر�ن هـ مت�سل عند �ص=  �أ

برهان نظرية )2( فرع )1(
�لمعطيات: �لاقتر�نان ق، ل مت�سلان عند �ص = �أ

Continuity Theorems ن¶ريات الت�ضال
(1)ájô¶f
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(2) ájô¶f øe 4 ,3 ,2:´hôØdG øgôH

:ÜGƒ°üdG ÖàcG ºK ,á«JB’G äGQÉÑ©dG ‘ CÉ£ÿG ∞°ûàcG
 ¿GÎbG ìôW øY èàf ¬fC’ ; 0= ¢S óæY π°üàe ÒZ ,]¢S] - ]1 + ¢S ] = (¢S)∫ ¿GÎb’G (1

 0 =¢S óæY π°üàe ÒZ ÉªgÓch ,ôNBG øe
 π°üàe ¿GÎbG ƒg   (¢S)¥     s¿EÉa , 1 =¢S óæY kÓ°üàe ÉkfGÎbG 1 – ¢S = (¢S)¥ ¿Éc GPEG (2

. 1 = ¢S óæY

5

  =  (¢S)´ ,                                                 =  (¢S)¥ ¿Éc GPEG
   

2> ¢S   ,      4 + 2¢S
 2 ≤  ¢S  ,       6 +  ¢S

2> ¢S   ,     2 - 3¢S
 2 ≤  ¢S   ,           ¢S 3

 2 = ¢S óæY (´ + ¥) ¿GÎb’G ∫É°üJG ‘ åëHÉa

¢ûbÉfh ôµa¢ûbÉfh ôµa¢ûbÉfh ôµa

π◊G
 2 = ¢S óæY ¥ ¿GÎb’G ∫É°üJG ‘ åëHG  (1 

8 = (¢S)¥ É```````¡f  +2←¢S    
 8 = (2)¥ ,    8  = (¢S)¥ É``````¡f  -2←¢S   

 2=¢S óæY π°üàe (¢S)¥ ∴
 2 = ¢S óæY ´ ¿GÎb’G ∫É°üJG ‘ åëHG (2  

 6 = (¢S)´ É````````¡f +2←¢S   
 6 = (2)´ ,   6 = (¢S)´ É``````¡`f -2←¢S  

 2 = ¢S óæY π°üàe (¢S)´ ∴
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وح�سب نظرية )2( فرع )1(، فاإنَّ )ق + ع( )�ص( مت�سل عند �ص=2 

�لبحث في  �إيجاد قاعدة �لاقتر�ن )ق+ع()�ص(، ثم  �ل�سابق من خلال  �لمثال  �إر�ساد: يمكنك حل 
�ت�ساله عند �ص=2

�إذ� كان ق)�ص(  =                                                ، ل)�ص(  =      
1 +2�ص     ،    �ص >1

3 �ص2         ،    �ص  ≤ 1  
 �ص2              ،   �ص >1

⏐�ص⏐          ،  �ص  ≤ 1 

6

فابحث في �ت�سال �لاقتر�ن )ق ×ل ( عند �ص= 1    بطريقتين. 

�إذ� كان ق)�ص( = )�ص-1(2   ، ل)�ص( = ] 2- �ص[ ، فابحث في �ت�سال �لاقتر�ن )ق×ل( 
عند �ص = 3 

الحل
ق)�ص( = )�ص - 1(2      مت�سل عند   �ص = 3   لاأنه كثير حدود مت�سل على مجاله.

ل)�ص( = ]2 - �ص[      غير مت�سل عند �ص = 3    لاأنها نقطة تفرع.        

لا ن�ستطيع ��ستخد�م نظرية )2( فرع )3( للبحث في �ت�سال �لاقتر�ن ق × ل   ، لماذ�؟      
لابد من �إيجاد قاعدة �لاقتر�ن )ق×ل()�ص( و�لبحث في �ت�ساله عند �ص = 3 

)ق × ل()�ص( = )�ص -1(2 × ] 2 - �ص[
�كتب �لاقتر�ن ب�سورة مجز�أة في فترة تحوي �لعدد 3 مثل ) 2 ، 4 [         

)ق×ل()�ص( =   

�بحث في �ت�ساله عند �ص = 3 
   �ص←3+نهـــــــــا )ق × ل()�ص( =  -2 × )3 -1(2 =  -8  

)�ص -1(2 × -1    ،    2>�ص  ≥ 3

)�ص -1(2 × -2    ،    3> �ص  ≥ 4
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 �ص←3-نهــــــــا )ق × ل()�ص( =  -1× ) 3 -1(2 = -4 

بما �أنَّ نهـــــــا )ق × ل()�ص( ≠ نهـــــــا )ق × ل()�ص( �إذن نهــــــا )ق × ل()�ص( غيرموجودة
              �ص←3+                                             �ص←3-                                                 �ص←3

∴ )ق×ل()�ص( غير مت�سل عند �ص = 3 

�إذ� كان ق)�ص( = )�ص-5(3   ،  هـ )�ص( = ]�ص + 2[
فابحث في �ت�سال �لاقتر�ن )ق×g`( عند كلٍّ من �س= -2    ،    �ص = 5 

ناق�ص RملاAك في �لحالات �لتي لا ن�ستطيع فيها توظيف نظريات �لات�سال في �لحكم على 
�ت�سال �لاقتر�نات.

çت`حد
ناق�ص RملاAك في �لحالات �لتي لا ن�ستطيع فيها توظيف نظريات �لات�سال في �لحكم على 
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1( معتمدً� �ل�سكل )1-27( �لذي يـمثل منحنى �لاقـتر�ن ق، ما قـيم �ص �لتي يـكون عنـدها ق 
غير مت�سل مع ذكر �ل�سبب ؟

2( �إذ� كان ق)�ص( = ] 4�ص - 4[ ،فابحث في �ت�سال �لاقتر�ن ق عند �ص= 1.25 

  عند �ص = 1
 1- �ص2 

�ص-1  3( �بحث في �ت�سال �لاقتر�ن ق)�ص( = 

   عند �ص = 2
 �ص2- 4
�ص -2  4( �بحث في �ت�سال �لاقتر�ن هـ )�ص( = 

 
5( �إذ� كان ق)�ص( =  

فابحث في �ت�سال �لاقتر�ن ق عند �ص= 0 

6( �إذ� كان ل )�ص( =  

فابحث في �ت�سال �لاقتر�ن ل عند �ص = 3 

�ل�سكل )27-1(

⏐ظا �ص⏐           ،   �ص >0
�ص   

1 - جتا�ص            ،   �ص ≤0

   �ص - 3              ،    �ص < 3

⏐�ص2 - 9⏐         ،   �ص  ≥ 3
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 7  ( �إذ� كان ق)�ص( =   

   فابحث في �ت�سال �لاقتر�ن ق عند �ص=2 

  8 ( �إذ� كان ك)�ص( =   

  فابحث في �ت�سال �لاقتر�ن ك عند �ص= 2   

  9 ( �إذ� كان ع )�ص( =  

   مت�سلًا عند �ص= 2 ، فجد قيمة �لثابت �أ.

10( �إذ� كان ل)�ص( =  

   فابحث في �ت�سال �لاقتر�ن ل عند �ص= 1

11( �إذ� كان ق)�ص( = 

   فابحث في �ت�سال �لاقتر�ن ق عند �ص = 2 

⏐�ص⏐-2          ،   �ص ≠ 2
�ص -2   

       5                   ،   �ص = 2

6+ �ص       ،    �ص  ≥ -2
2- �ص       ،    -2≥ �ص  > 2

2�ص -1    ،      �ص ≤  2 

 + �ص2   ،    0> �ص  ≥ 2
 �أ  
�ص     

 ]�ص[ +3       ،     2> �ص  > 3
     7              ،      �ص =  3 

 �ص3 + �ص2 +2�ص-4    ،   �ص ≠1
�ص - 1

      5�ص - 1                   ،   �ص =1

�ص2 + �ص                  ،   �ص >2
]�ص + 4[             ،   �ص=2

�ص  6       ،    �ص <2   �ص2 + 5 + 
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12( �إذ� كان ل)�ص(= 

  فجد قيمة �لثابت ب �لتي تجعل �لاقتر�ن ل مت�سلًا عند �ص = 2

13( �إذ� كان ق)�ص( = 

  فابحث في �ت�سال �لاقتر�ن ق عند �ص= 3 

 )14

3 �ص + 5       ،       �ص  �ص

2 �ص2 -4      ،       �ص  �ص حيث �ص مجموعة �لاأعد�د �ل�سحيحة  

 �ص2 + ب              ،   0≥ �ص>2

|�ص| -5             ،   2≥ �ص ≥3
                              

�إذ� كان ق)�ص(  =                                                 ، هـ)�ص(  =  
   

،   �ص >1 2 + 2�ص       
،  �ص  ≤1  3�ص2        

�ص2           ،   �ص >1
|2�ص|       ،   �ص  ≤ 1 

فابحث في �ت�سال �لاقتر�ن )ق + هـ( عند �ص = 1 
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  ،ì فين علىô©Ÿمعتمدً� �ل�سكل )1-28( الذي يمثل منحنى كلٍّ من الاقتران ق والاقتران ل ا
جد كلًّا  مم� ي�أتي:

       �ص←0+                                                                              �ص←0-1( نهــــــا ق)�ص(                                 3(  نهــــــا ل)�ص(

2( ق)0(                                         4(  ل )0( 
ماذ� تلاحظ؟

ت©لمâ في الدQ�س الùص�بق �شروط ات�ص�ل اقتران عند نق£ة. وفي gذا الدQ�س �صتت©ô± �شروط 
�ت�سال �قتر�ن على فترة.

 �ص←0+في �ل�سكل )1-28( لا بد �أنك لاحظت �أنَّ نهــــــا ق)�ص( =  ق)0( = 0 وفي هذه �لحالة
�ص= 0 من �ليمين.                                                                              

   
يكون ق مت�سلًا عند

           �ص←0-و�أنَّ نهــــــا ل)�ص( = ل)0( = 0 ، وفي هذه �لحالة يكون ل مت�سلًا عند �ص=0 من �لي�سار.      

  ،ì فين علىô©Ÿالذي يمثل منحنى كلٍّ من الاقتران ق والاقتران ل ا )

IÎa ≈∏Y ∫É°üJ’G
Continuity on an Interval ثانيًا  

�ل�سكل )28-1(

�ص2           ،   �ص >1
|2�ص|       ،   �ص  ≤ 1 
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فًا على �لفترة ] �أ ، ب[ فاإن: �إذ� كان ق �قتر�نًا معرَّ
                                                                                                                         �ص← �أ + 1( ق يكون مت�سلًا عند �ص= �أ من �ليمين، �إذ� كانت نهـــــــا ق)�ص( = ق) �أ (

                                                                                                                              �ص←ب-2( ق يكون مت�سلًا عند �ص= ب من �لي�سار، �إذ� كانت نهــــــــا ق)�ص( = ق)ب(

3( ق يكون مت�سلًا على �لفترة )�أ ، ب( �إذ� كان مت�سلًا عند كل �ص   )�أ ، ب(
4( ق يكون مت�سلًا على �لفترة ]�أ ، ب[ �إذ� كان مت�سلًا على �لفترة )�أ ، ب( ومت�سلًا عند 

      �ص= �أ من �ليمين، و مت�سلًا عند �ص= ب من �لي�سار.

: �نظر �ل�سكل)1-29( لاحظ �أنَّ
�لاقتر�ن هـ مت�سل عند �ص = �أ من �ليمين، لماذ�؟

و�أي�سا �لاقتر�ن هـ مت�سل عند �ص = ب من �لي�سار، لماذ�؟
كما �أن �لاقتر�ن هـ مت�سل عند كل �ص تنتمي للفـترة 

)�أ ، ب( ، لماذ�؟

�ل�سكل )29-1(
çت`حد

ç بل¨تك اU�ÿصة عن �شروط ات�ص�ل اقتران على فترة م¨لقة، وفترة مفتMƒة، وفترة  تحدَّ
ن�سف مغلقة �أو ن�سف مفتوحة.

�در�ص �ل�سكل )ºK )28-1 اأجÖ عن كل مم� ي�أتي:
1( م� �شروط ات�ص�ل اقتران عند عدO من اليمين?
?Q�صùمن الي O2( م� �شروط ات�ص�ل اقتران عند عد

¢ûر وناقµف¢ûر وناقµف¢ûر وناقµف

فًا على �لفترة  �إذ� كان ق �قتر�نًا معرَّ

في هذه �لحالة نقول �إنَّ �لاقتر�ن هـ مت�سل على �لفترة]�أ ، ب[.
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مÓح¶ة
)�أ ، ب(،   ∍ �ص  مت�سلًا عند كل  �إذ� كان  ]�أ ، ب(،  �لفترة  1( يكون �لاقتر�ن ق مت�سلًا على 

ومت�سلًا عند �ص= �أ من �ليمين.
)�أ ، ب(،   ∍ �إذ� كان مت�سلًا عند كل �ص  )�أ ، ب[،  �لفترة  2( يكون �لاقتر�ن ق مت�سلًا على 

ومت�سلًا عند �ص= ب من �لي�سار.
3( يكون �لاقتر�ن ق مت�سلًا على �لفترة ) �أ ، ∞( �إذ� كان مت�سلًا عند كل �ص ∊ )�أ ، ∞( .

4( يكون �لاقتر�ن ق مت�سلًا على �لفترة )-∞ ، ب( �إذ� كان مت�سلًا عند كل �ص ∊ )-∞ ، ب(.
5( يكون �لاقتر�ن ق مت�سلًا على ح �إذ� كان مت�سلًا عند كل �ص ∊ ح .

م تبريرً�: qقر�أ �لعبار�ت �لاآتية ثم �أجب بنعم �أو لا، وقد�
1( كثير�ت �لحدود مت�سلة على ح.

2( �لاقتر�نات �لن�سبية مت�سلة على ح.
3( �إذ� كان �لاقتر�ن مت�سلًا على ح، فاإنه يكون مت�سلًا على �أية فترة جزئية منها. 

4( �لاقتر�نان �لد�ئريان )جا�ص، جتا�ص( مت�سلان على ح.

1

�إذ� كان ق)�ص(  =    

فابحث في �ت�سال �لاقتر�ن ق على �لفترة ]-2 ، 5 [
الحل

1( �لاقتر�ن ق مت�سل على �لفترة )-2 ، 1 ( لاأنه على �سورة كثير حدود.
 

2�ص  + 2           ،   -2  ≥ �ص >1
�ص  + 4             ،   1 ≥ �ص ≥ 5 

¢ûر وناقµف¢ûر وناقµف¢ûر وناقµف

قاWع  )�لقاWع،  �لد�ئرية  للاقتر�نات  �لات�سال  عدم  نقط  تحدد  كيف  Rملائك  �إلى   ç qتحد
�لتمام، �لظل ، ظل �لتمام(.

çت`حد
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2( �لاقتر�ن ق مت�سل على �لفترة )1، 5( لاأنَّه على �سورة كثير حدود.

3( �بحث في �ت�سال �لاقتر�ن ق عند نقطة �لتفرع  وهي: �ص=1
 �ص←1+نهــــــــا ق)�ص( = 1 + 4 = 5

 �ص←1-نهــــــــا ق)�ص( = 2 × 1 + 2 = 4 
ق)1( = 5 

بما �أنَّ نهـــــــا ق)�ص( ≠ نهــــــا ق)�ص(، �إذن نهـــــا ق)�ص( غير موجودة،
              �ص←1-                             �ص←1+                                �ص←1

وعليه فاإنَّ �لاقتر�ن ق غير مت�سل عند �ص =1      

4( �بحث في �ت�سال �لاقتر�ن ق عند �ص= -2  من �ليمين.
 �ص←-2+نهــــــــا ق)�ص( = 2 × -2 + 2 = -2

                                                       �ص←-2+ق)-2( = -2  ، بما �أن نهـــــــا ق)�ص( = ق)-2( 

∴ �لاقتر�ن ق مت�سل عند �لعدد -2 من �ليمين.

 5( �بحث في �ت�سال ق عند �ص = 5 من �لي�سار.
  �ص←5-نهـــــــا ق)�ص( = 9     ، ق) 5( = 9

∴ �لاقتر�ن ق مت�سل عند �ص= 5 من �لي�سار.
مم� �صبق ينتج اأنَّ الاقتران ق مت�صل على الفترة ]-2 ، 5[ - }1{ . 

�إذ� كان ق)�ص(  =    
،   3 ≥ �ص > 5      �ص2   

،   5  ≥  �ص  >7 �ص + 20  
،        �ص = 7     9     

فابحث في �ت�سال �لاقتر�ن ق على �لفترة ]3 ، 7( ، و�لفترة ]3 ، 7[.



61

2

�س3 - 64             ،   �س ≥ 3
�س - 4

- �س + 4                ،   �س < 3
اإذا كان ق)�س(  =    

 فابحث في ات�صال الاقتران ق على مجاله.
الحل

قاعدة الاقتران ق تتفرع عند �س= 3 
في الفترة ) - ∞ ، 3( الاقتران ق مت�صل لاأنَّه على �صورة اقتران ن�صبي معرف على مجاله.

في الفترة )3 ، ∞ ( الاقتران ق مت�صل لاأنَّه على �صورة كثير حدود.
ابحث في ات�صال الاقتران ق عند نقطة التفرع وهي: �س = 3

ق) 3( = 37
�س←3+نهــــــا ق)�س( = - 3 + 4 = 1 

 37 = 37 -
1 -  =  64 - 3 3

4 - 3 �س←3-نهــــــا ق)�س( =   

بما اأنَّ نهــــــا ق)�س( ≠ نهــــــا ق)�س( ،  اإذن نهـــــا ق)�س( غير موجودة
          �س←3+                           �س←3-                                     �س←3

وعليه فاإنَّ الاقتران ق غير مت�صل عند �س= 3    
مما �صبق ينتج اأنَّ الاقتران ق مت�صل على ح - }3{

فابحث في ات�صال الاقتران ل على مجاله.

اإذا كان ل)�س( =  
 �س2 - 25      ،   �س ≠5

�س - 5
   5 + �س                ،   �س =5
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3

3

1( الاقتران ق مت�صل على الفترة )1، 3 ( ، لاأنَّه على �صورة كثير حدود.

2( الاقتران ق مت�صل على الفترة )3، 5 ( ، لاأنَّه على �صورة كثير حدود.
3( ابحث في ات�صال الاقتران ق عند نقطة التفرع �س= 3 

        �س←3-نهــــــــا ق)�س( = 9 – 3 × 3 = 0 

         �س←3+نهـــــــــا ق)�س( = 3 × 3 – 9 = 0  ، ق)3( = 0 

بما اأن نهـــــــا ق)�س( = ق)3(  اإذن ق )�س( مت�صل عند �س = 3 
                       �س←3

4( ابحث في ات�صال الاقتران ق عند �س = 1 من اليمين:
          �س←1+نهـــــــا ق)�س(= 9 - 3 = 6 ، ق)1( = 6 

اإذن ق)�س( مت�صل عند العدد 1 من اليمين.
5( ابحث في ات�صال الاقتران ق عند �س= 5 من الي�صار:

          �س←5-نهـــــــا ق)�س(= 3 × 5 – 9 = 6 ، ق)5( = 6 

اإذن ق)�س( مت�صل عند العدد 5 من الي�صار.
وعليه فاإنَّ الاقتران ق مت�صل على الفترة ]1 ، 5 [.

اإذا كان ق)�س( = |3�س – 9 | ، فابحث في ات�صال الاقتران ق على الفترة ]1، 5 [
الحل 

اكتب الاقتران ق ب�صورة مجزاأة دون ا�صتخدام رمز القيمة المطلقة على الفترة ]1 ، 5[ ، فتح�صل 
على:

ق )�س( = 
1 ≥ �س > 3   ، 9 - 3 �س  
3 ≥ �س  ≥5  ،  3�س - 9  

اإذا كان ق)�س( = |0.1 – �س | ، فابحث في ات�صال الاقتران ق على الفترة] 0.01  ،   0.9[.
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اإذا كان هـ )�س(  =    
 �س2 - �س - 30                    ،     �س <6

اأ �س - 6 اأ
 

   1                                ،    �س = 6 
ب �س                            ،    �س  > 6 

مت�صلًا على ح ، فجد قيمة كلٍّ من الثابتين اأ ، ب .
الحل

بما اأنَّ الاقتران هـ مت�صل على ح اإذن فهو مت�صل عند كل نقطة في ح .
                  �س←6+وعليه: نهـــــــا ق)�س( = ق)6(

 �س2 - �س - 30    = 1  
اأ �س - 6 اأ  �س←6+نهــــــا    

 )�س - 6( )�س+5(   = 1 
اأ )�س - 6(   �س←6+نهـــــــا   

11 = 1       ، ومنه اأ = 11 
اأ

                  �س←6-وكذلك  نهــــــا ق)�س( = ق)6(

نهـــــــا ب �س = ق)6( 
 �س←6-    

6× ب = 1 
  

1
6  ومنه ب = 

4

مت�صلًا على الفترة ]-π ، π[، فجد قيمة كلٍّ من الثابتين اأ ، ب 

اإذا كان ع)�س( =  
- π ≥ �س >0  ،  جا اأ �س  

5 �س 
�س = 0   ،    2     

π ≤ 0 > �س  ، ب )2+�س(  

4
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1( اإذا كان ق)�س( = 

فابحث في ات�صال الاقتران ق على الفترة ]-2، 2 [.

2( اإذا كان ل)�س( = |2�س – 10 |، فابحث في ات�صال الاقتران ل على الفترة]-10، 8[.

3( اإذا كان ع)�س( =  

فابحث في ات�صال الاقتران ع على ح.

4( اإذا كان ل)�س( =     

فابحث في ات�صال الاقتران ل على مجاله.

5( اإذا كان ع)�س( = 

فابحث في ات�صال الاقتران ع على الفترة ]3، 4[.

3�س2  + 5               ،   -2  ≥ �س >1
8 �س                         ،   1 ≥ �س ≥ 2 

�س3 - 27             ،   �س > 3
3 - �س

 5 + �س                   ،   �س ≤ 3

    5                          ،        �س =3
 ]�س[ + 5                 ،        3>   �س >  4                                                                        
      4                        ،        �س= 4                     

   4 - �س                 ،    �س> 4

|�س2 – 16|            ،   �س ≤4
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7( اإذا كان الاقتران ع)�س( = 

مت�صلًا على ح، فجد قيمة الثابت هـ.

8( اإذا كان ع)�س( =  

فابحث في ات�صال الاقتران ع لجميع قيم �س الحقيقية.

9( اإذا كان ق)�س( = 
  

فابحث في ات�صال الاقتران ق على الفترة ]-1، 2[.

 �س2 + 5�س +2 ، فما قيم اأ التي تجعل الاقتران ل مت�صلًا على مجموعة
اأ �س2 + �س + 3 10( اإذا كان ل)�س( = 

        الاأعداد الحقيقية ح ؟

 �س2 + 2)هـ  - 1( �س-4هـ        ،   �س≠2
�س - 2

                5 + �س                            ،   �س = 2

،        �س >2     2�س   
،        2 ≥  �س >  4                                                                          ]0.5�س+ 2[  

،        �س ≤ 4                      5�س   
�س2 - 36

]�س[   +  �س                ،     -1 ≥ �س > 0

     +      �س            ،      0≥ �س ≥ 2
3�س2

5   

6( اإذا كان ق)�س( = 

فابحث في ات�صال الاقتران ق على الفترة  ]0، 6 [.

   �س + 1                    ،     0≥ �س > 3
]0.25 �س + 2[      ،    3≥ �س > 6

|9 - �س|                ،    �س = 6
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ا ال�صكل)1-30(، الذي يمثل منحنى الاقتران ع،جد كلًّا مما ياأتي: 1( معتمدًا
 

      اأ   (  نهـــــــاع)�س( 
�س← 0+

              
�س← 2-ب(  نهـــــــاع)�س(

                     
جـ(  نهــــــاع)�س(

�س← 3
              

�س← 4د  (  نهــــــاع)�س(
                    

هـ( مجموعة قيم اأ حيث  نهـــــــاع)�س(   غير موجودة.
�س← اأ

و ( مجموعة قيم ب حيث ع اقتران غير مت�صل عند �س= ب .                                                                   

2( اإذا كانت نهــــــا ق)�س( = 4 ،  ق)3( = 6  ، فجد قيمة:
�س← 3

                     
      نهــــــا )ق2 )2 �س+1 ( – �س +2( 

          �س← 1

3( اإذا كان ق)�س(= 

     وكانت نهــــــا ق)�س( موجودة ، فما قيمة الثابت جـ؟
�س← 3

                  
 �س2 + )اأ +13( �س + اأ    ،  فجد قيمة الثابت اأ التي تجعل

4( اإذا كان ق)�س( =    �س - 2
     نهــــــا ق)�س( موجودة.

      �س← 2
       

 3- �س                ،      �س < 3
|�س- 3|

 جـ �س2  - 4           ،      �س ≥ 3

ال�صكل )30-1(
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5( اإذا كان ق)�س( = 

�س← 5وكانت نهــــــا ق)�س( موجودة ، فجد قيمة الثابت اأ.
                   

6( جد كلًّا من النهايات الاآتية:
�س + جا 2�س

3�س  �س - جا �س                   ب(  نهــــــا 
1- جتا 2�س 

�س←0                                                                                             �س←0اأ   (  نهــــــا  
              

�س2 - 3�س   
�س-    �س+1  -1

1   - 1  (          د  ( نهــــــا 
�س  (    1

�س←3جـ(  نهــــــا  �س -1 
                                                             

�س←1
        

�س3   - 2| �س|
�س←-3                                                                                         �س←4هـ ( نهــــــا                                                    و  ( نهـــــا      2�س2  - 5�س - 12

       

 جتا �س -    3 جا �س
π - 6 �س �س2 + جا 2�س                         ح ( نهــــــا 

3�س  ز  ( نهـــــا  
 
π

�س←0                                                                                           �س←
       

23 + هـ(π  - جتا)1
هـ  جتا 3�س  - جتا 5�س              ي ( نهــــــا  

2 �س2             �س←0                                                                                          هـ ← 0 ط(  نهـــــا   

1  ،  فجد قيمة الثابت ب.
4  4�س2  - جا ب �س  =  

ب �س - ظا 4�س �س←70( اإذا كانت نهـــــا    
                     

|�س2 -4�س-5|                    ،  �س <5
|�س- 5|

π �س + 5          ،   �س > 5 
   5   اأ جتا  

1
�س

1
3 +

�س2  +2�س - 3
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8  ( اإذا كان ق)�س( =  
 

  فابحث في ات�صال الاقتران ق عند �س= 2 

9  ( اإذا كا ن ع)�س( =    

  فابحث في ات�صال الاقتران ع  عند �س= 3

10( اإذا كان ل)�س( =    

  فابحث في ات�صال الاقتران ل عند �س = 

11( ابحث في ات�صال الاقتران ع)�س( =     ]�س[ + �س   على الفترة )1، 2[ .   

         �س3                      ،  �س > 1

2�س   - 1            ، �س  ≤ 1
12( اإذا كان هـ)�س( = 

  فابحث في ات�صال الاقتران هـ لجميع قيم �س الحقيقية.

،     �س ≠ 2  |�س4-2|  
�س- 2 

،     �س = 2 2 + �س  

          ،       > �س > 

        -2                          ،      �س = 

-6�س - ]�س[                 ،       >�س> 

،    -1 ≥ �س>3  �س       - 1| 
  2

    |  

،       3 ≥ �س>4 ]0.5�س + 3[ 

π
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13( اإذا كان ق)�س( =  

    فابحث في ات�صال الاقتران ق على الفترة ]-2، 1(.

�س2 - 1  ،  هـ )�س( = ]�س[  ،  فابحث في ات�صال الاقتران 
�س + 2 14( اإذا كان ل)�س( = 

   ل × هـ على الفترة ]0، 2[      

15( يتكون هذا ال�صوؤال من )10( فقرات، كل فقرة لها اأربعة بدائل مختلفة، واحد منها فقط  
�صحيح، �صع دائرة حول رمز البديل ال�صحيح في ما ياأتي:

�س←1)1( اإذا كانت نهـــــا ق)�س( = 4 ، ق)3( = 6، فما قيمة نهـــــا )ق2 )2�س+1( - �س+7(؟
                                                                                

�س← 3
       اأ (   17                 ب(  13                    جـ(  22                      د (  37                                             

)2( اإذا كان ق اقترانًاا مت�صلًا عند �س=4 ، وكان 3ق)4( =6، وكانت نهـــــــاق)�س( =4ب،
�س← 4+

 فاإنََّّ قيمة الثابت ب ت�صاوي:                                                                                                                                                                    
1                      د (   -2 

2 1                  ب(  2                        جـ( 
3         اأ (  

 ق2)�س( 
�س   ق)�س(  = 3 ، فاإنَّ نهـــــــا 

�س  )3( اإذا كان ق اقترانَ كثير حدود ، وكانت نهـــــــا 
�س← 2                                                 �س← 2

       ت�صاوي:                                                                          
اأ (  9                     ب(   18                    جـ(  6                       د(  36   

                

،      -2≥ �س >-1 �س2 - 1  
�س + 1

،     -1≥ �س > 1    �س]�س[  
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الاأعداد  مجموعة  على  ف  المعرَّ ق  الاقتران  منحنى  يمثل  الذي  ال�صكل)31-1(  ا  معتمدًا  )4(
ا هي: الحقيقية ح، فاإنََّّ مجموعة قيم اأ حيث نهـــــا ق)�س( = �صفرًا

                                                                                  �س← اأ 

 اأ  ( }-2 ، 0 {
ب( } 0 {

جـ( } 0 ، 2 {
د  ( }-2 ، 0، 2 {

4 - �س2  ت�صاوي:
2 - �س  )5( نهـــــــا 

�س← -2
             

اأ  (   -1                 ب(  �صفر                 جـ(  -3                      د (   3 

6�س4 + 18�س2   ت�صاوي:
2�س2 - 3�س3  )6( نهــــــا 

�س← 0
        

       اأ  (   -6               ب(   -2                   جـ(   3                        د (   9 

)7( اإذا كان ق اقترانًاا مت�صلًا عند �س= 1 ، وكان ق)1( = 4 ، فاإنَّ
 + ق)�س((  ت�صاوي:

|�س-1| 
�س -1  �س← 1+نهـــــــا )

            
اأ  (  3                    ب(   1                    جـ(  5                        د ( غير موجودة

ال�صكل )31-1(
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ا ال�صكل )1-32( الذي يمثل ) 8 ( معتمدًا
    منحنى الاقتران ق المعرف على ح، 

    ما مجموعة قيم اأ التي تجعل
    نهـــــا ق)�س( غير موجودة؟

�س← اأ
          

    اأ ( }0، 1، 3{    ب( }1، 3، 4 {      جـ( }0، 1، 3، 4 {     د(}1، 3 {

)  9 ( اإذا كان ل)�س(= 

π   هي:    فاإنََّّ قيمة اأ التي تجعل الاقتران ل  مت�صلًا عند �س= 
   اأ  (  -2                 ب(   �صفر                  جـ(  -4                 د (  4 

)10( اإذا كان ق)�س(=   

  فاإنََّّ الاقتران ق مت�صل على الفترة:
  اأ (  ]1 ، 2 [           ب(  )1، 2 (           جـ(  ]1 ، 2 (         د (  )1 ، 2 [     

ال�صكل )32-1(

    3                    ،       �س = 1
 ]�س[  +5           ،       1 >  �س >  2                                                                        

      4                  ،       �س = 2                     

π 2جتا2�س             ،   �س > 

π اأ �سπ + 2 2         ،   �س ≤ 
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2
á«fÉãdG IóMƒdG

التفاضـل
Di�erentiation

تت†صمن بع†س الظواهر في حياتنا  تغيرًاا في كمياتها اأو قيا�صاتها بالن�صبة لمتغير اآخر، مثل �سرعة 
�صاروñ بالن�صبة للزمن، اأو قيمة العملة بالن�صبة لعملة اأخرi، اأو حجم بالون كروي بالن�صبة لطول 

ن�صف قطره ، ... اإلï، يُ�صتخدم علم التفا�صل في درا�صة مثل هذه التغيرات.
تطور علم التفا�صل عبر درا�صة ثلث م�صائل رئي�صة هي:

.)iوال�صغر iالكبر( iم�صاألة المما�س و م�صاألة ال�سرعة و م�صاألة القيم الق�صو
و �صنقدم في هذه الوحدة مفهوم الم�صتقة وقواعد اإيجادها. 
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2
á«fÉãdG IóMƒdG

التفاضـل
���������������

.Év«°Sóæg ¿GÎbG ≈æëæŸ ¢SÉªŸGh ™WÉ≤dG ∞°Uh
.∞jô©àdG ΩGóîà°SÉH ÉgOÉéjEGh á≤à°ûª∏d mº¡a QÉ¡XEG

.áØ∏àfl ≠«°üH ∞jô©àdG ΩGóîà°SÉH á£≤f óæY ¿GÎb’ ≈dhC’G á≤à°ûŸG ÜÉ°ùMh ∞°Uh
.≈dhC’G á≤à°ûŸG øY ÒÑ©à∏d áØ∏àfl RƒeQ ΩGóîà°SG

.á£≤f óæY ¥É≤à°TÓd á«∏HÉ≤dGh ∫É°üJ’G ÚH õ««ªàdG
 .¥É≤à°T’G á«∏HÉb ΩóY π«∏©J
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äÉ≤à°ûŸGh Ò¨àdG ∫ó©e
 Rate of Change and Derivatives الفصل ا�ول

  تجد معدل التغير في فترة محددة.
  تف�سر مفهوم معدل التغير هند�صيًّاا، وفيزيائيًّاا.

  تتعرف الم�صتقة الاأولى لاقتران عند نقطة، وتُف�سرها هند�صيًّاا.
  تجد الم�صتقة الاأولى لاقتران عند نقطة با�صتخدام التعريف، وَب�صورتها العامة . 

  تبحث في قابلية ا�صتقاق اقتران على فترة.
  تف�سر العلقة بين ات�صال اقتران عند نقطة، وقابلية ا�صتقاقه عند هذه النقطة.

 تدر�س قابلية اقتران لل�صتقاق عند نقطة معينة م�صتعينا بالات�صال، وتف�سر الحالات التي يكون فيها الاقتران 
غير قابل لل�صتقاق عند نقطة. 

 ،êيُ�صتعمل معدل التغير في مجالات كثيرة، مثل: درا�صة تزايد عدد ال�صكان ومعدّلات الاإنتا
يم يتحرك على خط م�صتقيم )اأفقي اأو عمودي(،  وال�سرعة والت�صارع.وتُ�صكل درا�صة حركة جُ�صَ
معدل  ا�صتخدامات  في  مهمتين  م�صاألتين  اقتران  منحنى  على  نقطتين  بين  الوا�صل  القاطع  وميل 

التغير.

qÒ¨àdG ∫ qó©e
Rate of Change أولاً  

عند رمي حجر في بركة ماء راكدة تتكون دائرة يزداد طول قطرها بمرور الزمن . ما معدّل 
الزيادة في م�صاحة الدائرة عندما يزداد طول قطرها من 8 �صم اإلى 10 �صم ؟
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جد ∆�س اإذا تغيّرت �س من 2.3 اإلى 2.5
الحل 

∆ �س = �س2 - �س1 = 2.5 - 2.3 = 0.2

اإذا تغيرت قيمة متغير مثل �س من �س1 اإلى �س2 فاإنَّ مقداQ التغير ‘ �س هو �س2– �س1، و�صÔمز 
للتغير في �س بالرمز ∆�س ) ويقراأ دلتا �س (.

1

2
اإذا كان �س = ق)�س( = �س2- 4�س + 1، فَجِد مقدار التغير في الاقتران ق في الحالات الاآتية :

1( اإذا تغيرت �س من   1   اإلى   3
2( اإذا تغيرت �س من   �س1 = ن     اإلى    �س2 = ن – 1

1
جد ∆ �س في الحالات الاآتية:

1( �س1 = 4 ، �س2 = 3.7
2( اإذا تغيرت �س من �س1 = ن   اإلى    �س2 = ن + 1

مقداQ التغير ‘ الاقتران
اإذا كان �س = ق)�س( اقترانًاا معرفًاا على الفترة] اأ ، ب [  وتغيرت �س من �س1  اإلى �س2 

ا لذلك من قيمة �س1 اإلى قيمة �س2، حيث �س1 =  ق)�س1( ،  فاإنََّّ �س �صتتغير تبعًا
�س2 =  ق)�س2(.

يُرمز لمقدار التغير في قيمة الاقتران ق بالرمز 
∆ �س = �س2- �س1 = ق)�س2( - ق)�س1(= ∆ ق)�س(
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الحل
= �س2  - �س1 1(  ∆ �س 

= ق)3( - ق)1( = )23 – 4 × 3 +1( – ) 1 – 4 + 1(    
ا    =  ) - 2 ( – ) - 2 ( = �صفرًا   

=   ق)ن - 1( - ق)ن( 2(  ∆ �س 
=  ) )ن - 1(2 – 4 ) ن - 1 ( + 1 ( – ) ن2 – 4ن + 1(   

= ن2 – 2 ن + 1- 4 ن + 4 + 1 – ن2 + 4 ن – 1 = 5 –2ن    

اإذا  كان ق)�س( = �س3 - �س ، فجد معدل التغير في الاقتران ق عندما تتغير �س من -1 اإلى 2 
الحل

  2=    
 0 - 6 

3   =    
ق)2(  - ق)-1( 

)1-( -2  ∆ �س   = 
∆ �س

3

4

 ∆ �س   يُ�صمى معدل التغير في �س عندما تتغير 
∆ �س اإذا كان  �س = ق)�س( ، �س1 ≠ �س2 فاإنََّّ المقدار 

�س من �س1 اإلى �س2 حيث:
 ق)�س2(  - ق)�س1(   

   =   �س2 - �س1   
 
 �س2 - �س1

 ∆ �س   =  �س2 - �س1   
∆ �س

حيث  �س2 = �س1 + ∆ �س

اإذا كان �س = ق)�س( = 5 – �س2، جد معدل التغير في الاقتران ق اإذا تغيرت �س من 2 اإلى 2.1.

اإذا كان ق)�س( = | 2�س - 6| ، فجد معدل التغير في الاقتران ق في الفترة ]1 ، 4[.

2

الحل

، �س1 = 1     ،  �س2 = 4 ق)�س ( =        
2�س - 6         ،   �س ≤ 3
6   - 2 �س      ،   �س > 3
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التف�سير الهند�سي لمعدّل التغير
يمثل ال�شكل )2- 1( منحنى الاقتران ق.

النقطتان اأ)�ص1، �ص1( ، ب)�ص2، �ص2(
 واقعتان عليه.

3
1 �ص - 1[  فجد معدل التغير في الاقتران ق في الفترة]3 ، 5[.

 2
اإذا كان ق)�ص(= ] 

ال�شكل )1-2(

قاطعًا  ، ب  اأ  النقطتين  بين  الوا�شل  الم�شتقيم  يُ�شمى 
لمنحنى الاقتران ق.

جد ميل القاطع الوا�شل بين النقطتين )2 ، ق)2( ( ، )5 ، ق)5( ( الواقعتين على منحنى الاقتران 
ق حيث ق)�ص( = �ص2 – 3�ص .

 الحل
= معدّل تغير الاقتران ق في الفترة]2 ، 5[ ميل القاطع 

4 = 12
 3

 =      )2-( -10
3   =    

ق)5(  - ق)2( 
2- 5  =   

5

 2-
 3

 =    
 4 - 2

3   =    
ق)4(  - ق)1( 

1-4  ∆ �ص   = 
∆ �ص   ∴

ال�شكل )1-2(

 ق)�ص2(  - ق)�ص1(   
   =   �ص2 - �ص1   

 
 �ص2 - �ص1

ميل اأ ب  =   �ص2 - �ص1   
 ∆ �ص   = ظا هـ                                                         

∆ �ص   =                        
حيث هـ  زاوية ميل اأ ب  )وهي الزاوية المح�شورة بين اأ ب   والاتجاه الموجب لمحور ال�شينات(.

 : اأي اأنََّّ
ميل القاطع = معدّل التغير = ظا هـ

تعريف ميل الم�شتقيم اإذا عُلمت نقطتان عليه

العلاقة بين ميل الم�شتقيم وزاوية ميله
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التف�سير الفيõياFي لمعدّل التغير
في درا�صة حركة جُ�صيم يتحرك على خط م�صتقيم اأفقي اأو عمودي غالبًاا ما يُ�صتخدم محور اأفقي 
ا للم�صتقيم الذي يتحرك عليه الج�صيم. في هذه الحالة يُعتبر التحرك  مع نقطة اأ�صل عليه بو�صفه ‰وذجًا
في الاتجاه الموجب اإذا كان من الي�صار اإلى اليمين، وفي الاتجاه ال�صالب اإذا كان من اليمين اإلى الي�صار.

ا يتحرك على خط م�صتقيم بحيث كان موقعه من نقطة الاأ�صل في اأية لحظة ن  على فر�س اأنَّ جُ�صيمًا
معرفًاا بالقاعدة ف)ن(، اإذا تغيرت ن من ن1 اإلى ن2 فاإنَّ موقع الُج�صيم �صيتغير من الموقع  ف)ن1( 

اإلى الموقع ف)ن2( .اإذا قطع الُج�صيم خلل الفترة الزمنية ]ن1 ، ن2[ م�صافة ∆ ف فاإنََّّ الن�صبة :

     ،   ∆ن < 0             
ف)ن1 + ∆ ن( - ف)ن1( 

∆ن     =    
ف)ن2( - ف)ن1( 

ن2 -ن1  ∆ ف   =  
∆ ن

 ∆ ف   
∆ ن تُ�صمى ال�öعة المتو�س£ة للجُ�صيم في الفترة الزمنية ]ن1 ، ن2[ ويُرمز لها بالرمز ع ، اأي اأنَّ ع = 

4
مع  قيا�صها °135  زاوية  ي�صنع  ، ق)3((   3( ، ق)1((،   1( بالنقطتين   tالمار القاطع  كان  اإذا 

الاتجاه الموجب لمحور ال�صينات، فجد معدّل تغير الاقتران ق في الفترة  ]1 ، 3[.

يتحرك جُ�صيم على خط م�صتقيم ح�صب العلقة ف)ن( = ن2- ن حيث ن الزمن بالثواني ، 
ف)ن( الم�صافة بالاأمتار ، اأجب عن ال�صوؤالين الاآتيين: 

ر اإجابتك. 1( هل �سرعة الُج�صيم ثابتة اأم متغيرة ؟ برِّن
2( اح�صب ال�سرعة المتو�صطة للجُ�صيم في الفترة الزمنية  ]2 ، 5[ .

ال�سرعة المتو�صطة )ع( لُج�صيم يتحرك على خط م�صتقيم في الفترة الزمنية ]ن1 ، ن2[  هي معدل 
التغيرفي اقتران الم�صافة  ف)ن( وبالرموز:

    ،  ∆ن < 0
ف)ن1 + ∆ ن( - ف)ن1( 

∆ن  ف)ن2( - ف)ن1(     = 
ن2 -ن1  ∆ ف   =   

∆ ن ع =    

6
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6

5

الحل
1( الم�صافة المقطوعة بين ن =1 ،  ن = 2 : هي ف)2( – ف)1( = 2 – 0 = 2 م
الم�صافة المقطوعة بين ن =2 ،  ن = 3 : هي ف)3( – ف)2( = 6 – 2 = 4 م

ال�سرعة متغيرة؛ لاأنَّ الم�صافة المقطوعة في الفترة الزمنية ]1، 2[ تختلف عنها في الفترة الزمنية ]3،2[

20 - 2    =  6م/ث  
 3

 =    
ف)5(  - ف)2( 

2- 5  ∆ ف   =   
∆ ن 2( ع =  

يتحرك جُ�صيم على خط م�صتقيم ح�صب العلقة ف)ن( = 3 ن2 – 4ن + 20؛ حيث ف بُعد 
الج�صيم بالاأمتار عن نقطة ثابتة )و( ، ن الزمن بالثواني ، اح�صب ال�سرعة المتو�صطة للج�صيم في 

الفترة الزمنية ]1 ، 4[ .

اإذا كان معدل التغير في الاقتران ق في الفترة ]1 ، 6[ ي�صاوي 12، وكان 
هـ )�س( = 2�س – 3 ق)�س(  ، فَجِد معدل التغير في الاقتران هـ في الفترة ]1 ، 6[. 

الحل

    = 12                                                              لماذا؟
ق)6(  - ق)1( 

1- 6
)2 * 6 - 3ق)6(( - )2 * 1 - 3ق)1((  

 5
  =    

هـ)6(  - هـ)1( 
1- 6 هـ   =  

 ∆ 
∆ �س                 

)   
ق)6(  - ق)1( 

5  ( 3 -   
 2 - 12

 5
12 - 3ق)6( - 2 + 3ق)1(  =

 5
  =        

34- = 36 - 2 =12 *  3 - 10
 5

=        

7

اإذا كان معدل التغير في الاقتران ق في الفترة ]1 ، 4[ ي�صاوي 6 ، وكان 
هـ )�س( = 3 �س – ق)�س( + 2 ، فَجِد معدل التغير في الاقتران هـ في الفترة ]1 ، 4[. 
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1(اإذا كان ق)�س( = �س2– �س ، فجد مقدار التغير في قيمة الاقتران ق اإذا تغيرت �س من : 
اأ  ( 3  اإلى  4                            ب(  �س1 = 2  اإلى  �س2 = 2 + هـ

2( اإذا كان ق)�س( = �س2 – 3 ، فجد  معدل التغير في الاقتران ق عندما تتغير �س من )1( اإلى )1 + هـ(.

3( تحرك جُ�صيم في الم�صتوi الاإحداثي على خط م�صتقيم من النقطة اأ )�س ، �س( اإلى النقطة 
     ب )2، 5(. اإذا كانت ∆�س = 0.1 ،  ∆ �س = 0.6 فجد اإحداثيي النقطة اأ.

اإذا زاد طول �صلعها من  4( �صفيحة معدنية مربعة ال�صكل تتمدد بالحرارة محافظة على �صكلها، 
6�صم   اإلى  6.1 �صم، فَجِد معدل تغير م�صاحة ال�صفيحة بالن�صبة اإلى طول �صلعها.

5( اإذا كان معدل التغير في الاقتران ق على الفترة ] -1 ، 2[ ي�صاوي 5 ، فجد معدل التغير في 
الاقتران هـ)�س( = 4 �س2 - 3ق)�س( على الفترة نف�صها .

6( قُذف ج�صم راأ�صيَّا للأعلى بحيث يكون بُعده )ف( بالاأمتار عن �صطح الاأر�س بَعد )ن( ثانية 
معطىًا بالعلقة ف)ن( = 60ن – 5ن2 جد: 

اأ   (  ال�سرعة المتو�صطة للج�صم في الفترة الزمنية ]2 ، 5[.
ب( ال�سرعة المتو�صطة للج�صم بدلالة ∆ ن ؛ اإذا تغيرت ن من �صفر اإلى ∆ ن.

7( اإذا كان معدل التغير في الاقتران ق على الفترة ]1 ، 4[ ي�صاوي 3 ، وكان ق)1( + ق)4( = 2، 
فجد معدل التغير في الاقتران هـ)�س( = ق2)�س( على الفترة ]1 ، 4[ .

8( اإذا كان معدل التغير في الاقتران ق على الفترة ]2 ، 5[ ي�صاوي 7 ، و كان معدل تغيره على 
الفترة ]5 ، 9[ ي�صاوي 14، فجد معدل التغير في الاقتران ق على الفترة ]2 ، 9[.

3
∆ ن
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9  ( اإذا كان القاطع المارt بالنقطتين )1 ، ق)1(( ، )2 ، 4( الواقعتين على منحنى الاقتران ق 

 مع الاتجاه  الموجب لمحور ال�صينات، فجد ق)1(.
راد π 3

   4 ي�صنع زاوية قيا�صها 

10( اإذا كان ق)�س ( = 
  

       فجد معدل التغير في الاقتران ق عندما تتغير �س  من  1  اإلى  4 . 

11( اإذا كان ق)�س( = ) �س2 + �س( -1 ، وكان مقدار التغير في قيمة الاقتران  ق عندما تتغير �س 
1  ( ، فجد قيمة �س2 حيث  �س2 <0

3 من 1 اإلى �س2 ي�صاوي ) - 

12( يمثل ال�صكل )2-2(  منحنى الاقتران ق على الفترة ] 1، 5 [ .

  جد ميل العمودي على القاطع   اأ ب  .                 

|2�س - 3 |     ،     0 ≥ �س > 2

] �س + 1 [        ،     2 ≥ �س > 6

ال�صكل )2-2(
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ا معدل التغير لاقتران معطىًا وتف�صيره الهند�صي والفيزيائي. في هذا الدر�س �صوف  تعلَّمت �صابقًا
ت�صتخدم النهايات ومعدل التغير لاإيجاد الم�صتقة قَ للقتران ق ، و�صيظهر لك اأنَّ قَ  )�س1(  تمثل 
ميل المما�س لمنحنى �س = ق)�س( عند النقطة ) �س1، ق)�س1(( ، واإذا كان �س = ق)ن( يمثل اقتران 
م�صافة لج�صم يتحرك على خط م�صتقيم فاإنََّّ قَ   )ن1( ي�صف ال�سرعة اللحظية للج�صم عند الزمن ن1.   

د علقة هذه النهاية بميل هذا الم�صتقيم.    ∆ �س  ، وحدِّن
∆ �س                                                          ∆�س←0اإذا كان �س = اأ�س + ب ، فجد نهــــــــا 

dhC’G á≤à°ûŸG≈ ثانيًا  
First Derivative

ال�صكل )3-2(

عندما توؤول ∆ �س اإلى ال�صفر )اأي تقترب اإلى القيمة �صفر( يوؤول القاطع )اأ ب(  اإلى مما�سّ 
لمنحنى الاقتران ق عند النقطة اأ )تنطبق ب على اأ (، اأي يوؤول ميل القاطع اإلى ميل المما�سّ عند 
، �س1( )�س1  اأ  النقطة  عند  لمنحنى ق  المما�سِّن  ميل  ي�صبح  الحالة  ، �س1(. في هذه  اأ)�س1  النقطة 

 ∆ �س    اإن وُجدت.
∆ �س ي�صاوي  نهـــــــا 

    ∆�س←0

على  النقطة ب  اإذا تحركت  ال�صكل )3-2(  في 
منحنى الاقتران ق مقتربة من النقطة اأ، فاإنََّّك تلحظ 
اأنَّ �س2 تقترب من �س1، واأنَّ ∆�س ت�صغر �صيÄًاا ف�صيÄًاا، 

ا لذلك ياأخذ القاطع ) اأ ب ( اأ�صكالاًا مختلفة  وتبعًا
 ،....وتتغير ∆ �س. 

  ،  اأب3  
 ،  اأب2

 اأب1
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 ∆ �س   معدل التغير في �س بالن�صبة اإلى �س اأو الم�ستقة الاCولى للاقتران ق عند 
∆ �س يُ�صمى المقدار نهــــــــا 

�س←0
 
∆                         

النق£ة )�س1، ق)�س1(( ويُرمز لها باأحد الرموز الاآتية:

�س  |                    
�س قَ  )�س1( اأو       �سَ |     اأو       

                                                          �س = �س1                                �س = �س1

ق)�س1 + ∆ �س( - ق)�س1(   
∆�س      =  نهـــــــا 

 ق)�س2(  - ق)�س1( 
اأي اأنََّّ  قَ )�س1( = نهــــــــا   �س2 - �س1   

                                                             ∆ �س←0
                                           �س2←�س1

 

فًاا على فترة مفتوحة تحتوي �س1، وكانت  اإذا كان �س = ق)�س( اقترانًاا معرَّ
ق)�س1 + هـ( - ق)�س1(   موجودة ، فاإنََّّ هذه النهاية  تُ�صمى الم�صتقة الاأولى للقتران

هـ 
هـ ←0  نهــــــا 

ق عند �س = �س1 .   
�س |    

�س ويُرمز لها بالرمز قَ )�س1( اأو   
                                                                        �س = �س1

ويكون قَ  )�س1( هو ميل المما�س لمنحنى ق عند �س1.

لاحظ اأنَّه ” ا�صتخدام هـ بدلاًا من ∆ �س للتب�صيط .
اإذا كانت النهاية موجوIO نقول اإنَّ ق قابل للا�ستقاق عند �س1 ، اأو يوجد لمنحنى الاقتران ق مما�س 

عند �س1 . 
للا�ستقاق  قابل  Zير  ق  اإنََّّ  اأي  موجودة  غير  قَ )�س1(  اإنَّ  فنقول   IOموجو Zير  النهاية  كانت  اإذا  اأما 

عند �س1.
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هـ ) 2+هـ(        =2
هـ       = نهـــــا  

 2هـ + هـ2
 1+2هـ+ هـ2  +3 - 4       = نهــــــا   هـ

هـ  هـ ←0                                                                                                                 هـ ←0                                        هـ ←0            = نهـــــا    
                        

لاحظ اأنَّ قَ )1( = 2 تمثل ميل المما�س لمنحنى الاقتران ق عند النقطة )1 ، 4(.

2

 ق)2+4هـ(  - ق)2(       .
6هـ 

اإذا كان قَ )2( = 9 ، فجد نهـــــا    
                                                               هـ ←0

الحل
م
4 بفر�س اأنَّ 4هـ = م ⇐ هـ = 

عندما هـ ←0 فاإنََّّ م ←0 
 ق)2+م(  - ق)2(   

م
4  

*6
=  نهـــــا   ق)2+4هـ(  - ق)2(       

6هـ              هـ ←0                                                                   م ←0∴ نهـــــا    

 ق)2+ م (  - ق)2(       
م 

2 نهـــــا 
3 م ←0                                                      = 

                                                                 
  6=9 * 2

3 2 قَ )2( =  
3  =                                                      

1
 اأجب عن كلٍّ مما ياأتي:

1( اإذا كان ق)�س( = �س3 + 2�س ، فجد قَ )- 1(.
 ق)0(  - ق)5هـ(   

3هـ 
                                                             هـ ←20( اإذا كان قَ)0( = 6، فجد نهـــــا  

اإذا كان ق)�س( = �س2 + 3 ،  فجد ، قَ )1(.
الحل

))1+هـ(2 + 3( - )4(    
هـ     = نهـــــا 

 ق)1+هـ(  - ق)1( 
هـ   هـ ←0                                                                                                         هـ ←0 قَ )1( = نهـــــا  

                        

1
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2
�س    عند �س = 2  

�س ، فجد    �س   
�س + 1  اإذا كان   �س = ق)�س( = 

اإذا كان ق)�س( = | �س-1| فجد قَ)�س( عند كلٍّ من القيم الاآتية:
1( �س = 3                             2( �س = 0

4

في تعريف الم�صتقة، اإذا ا�صتخدمت الرمز �س بدلاًا من الرمز �س1 + هـ )اأي اأنَّ �س= �س1 + هـ(  فاإنَّ 
هـ = �س - �س1

واإنَّ �س ← �س1  عندما هـ ←0ويكون 
 

 ق)�س(  - ق)�س1(   
�س- �س1

 ق)�س1+هـ(  - ق)�س1(      =  نهـــــــا
هـ 

 قَ )�س1(  =  نهــــا  
                            هـ ←0                                                           �س ←�س1

1وعليه؛ يمكن التو�صل اإلى ال�صورة الاآتية لم�صتقة ق عند �س1:
º«ª©J

 ق)�س(  - ق)�س1(   
�س- �س1 

1      قَ )�س1(  =  نهــــــــا  
                                     �س ←�س

3  
اإذا كان ق)�س( =   �س + 1  ، فجد قَ )3(.

الحل
   �س + 1 - 2    

�س - 3   ق)�س(  - ق)3(         = نهــــــا 
�س - 3                          �س ←3                                                       �س ←3 قَ)3( = نهـــــــا     

  �س + 4-1   
    = نهــــــا  )�س-3( )   �س + 1 + 2(

  �س + 1 + 2 
�س + 1 + 2     �س + 1 - 2  *  

�س - 3  = نهــــــا   
                    �س ←3                                                                                  �س ←3 

1
4  =    1  

= نهــــــا   �س +1 + 2  
�س ←3
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فًاا عند العدد �س = اأ : ليكن الاقتران ق معرَّ
 ق)�س(  - ق) اأ (         موجودة ، فاإنََّّ قَ+  ) اأ ( تُ�صمى الم�صتقة

�س - اأ                                                            �س ←اأ +1(اإذا كانت  قَ+  ) اأ ( =  نهــــــا     

 الاأولى للقتران ق من اليمين عند �س = اأ .
 ق)�س(  - ق) اأ (        موجودة ، فاإنََّّ قَ-  ) اأ ( تُ�صمى الم�صتقة

�س - اأ                                                            �س ← اأ -2(اإذا كانت  قَ-  ) اأ ( =  نهــــــا     

الاأولى للقتران ق من الي�صار عند �س = اأ .
3( اإذا كانت  قَ-  ) اأ ( = قَ+  ) اأ ( = ل ، فاإنَّ قَ ) اأ ( موجودة وت�صاوي ل ، وبخلف ذلك، 

فاإنَّ قَ ) اأ ( غير موجودة اأو ق)�س( غير قابل لل�صتقاق عند �س = اأ .

5

اإذا كان ق)�س( =  

فابحث في قابلية الاقتران ق لل�صتقاق عند �س =  3 .
الحل 

لاحظ اأنَّ قاعدة الاقتران ق تتفرع عند �س = 3 ؛ لذا يجب اإيجاد قَ- )3( ، قَ+ )3(

�س2               ،    �س ≤ 3
6�س- 9       ،    �س > 3

        
 6�س - 9 - 9 

�س - 3          =  نهـــــــا   
 ق)�س( - ق)3( 

�س - 3                              �س ←3-                                                                 �س ←3-قَ- )3( =  نهـــــــا   

 6 )�س -3(      = 6
�س- 3                          �س ←3-     =  نهــــــا   

الحل 
ق)�س( = | �س-1|  =          لماذا؟

  �س - 2-1    = 1
�س - 3   ق)�س( - ق)3(         = نهــــــا 

�س - 3                                    �س ←3                                                         �س ←3       1(  قَ)3( =  نهــــــا     

  1- �س-1   = -1
�س   ق)�س( - ق)0(         = نهــــــا 

�س                                  �س ←0                                                         �س ←0       2(  قَ)0( =  نهــــــا     

،     �س ≤ 1 �س - 1 
،    �س > 1 1 - �س 
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يمكنك اإيجاد قَ )�س( با�صتخدام اإحدi ال�صورتين )1( ، )2(.

فًاا على الفترة ]اأ ، ب[ ، فاإنََّّ قَ ) اأ (، قَ )ب( غير موجودتين؛ لاأنَّ ق  اإذا كان الاقتران ق معرَّ
غير معرّف على ي�صار العدد اأ، وغير معرّف على يمين العدد ب.

º«ª©J

َ )ب( غير موجودتين؛ لاأنَّ ق  َ ) اأ (،  فًاا على الفترة ]اأ ، ب[ ، فاإنََّّ  اإذا كان الاقتران ق معرَّ
º«ª©J

 �س2  - 9   
�س- 3    ق)�س(  - ق)3(       =  نهــــــــا  

�س- 3                           �س ←3+                                                           �س ←3+قَ+ )3( = نهــــــا   

)�س-3(  )�س+3(       =  نهــــــا  )�س+3(  =6 
�س - 3                           �س ←3+                                                                  �س ←3+            = نهـــــــا   

3
4�س + 1      ،     -3 ≥ �س > 1
اإذا كان كان ق)�س( =  2�س + 3      ،       1 ≥ �س ≥ 5

في كثير من الاأحيان تحتاê درا�صة م�صتقة الاقتران عند اأي نقطة في مجاله ، اأي درا�صة الم�صتقة 
الاأولى كاقتران في �س. لاإيجاد هذا الاقتران ، �صع الرمز �س بدلاًا من الرمز �س1 في تعريف الم�صتقة.

جد قَ)-1( ، قَ )1( اإن وجدت.

واإذا ا�صتبدلت ع  بـ ) �س + هـ( ، اأي اأنََّّ ع = �س + هـ  فاإنََّّ هـ = ع – �س .
عندما هـ ←0 فاإنََّّ ع ← �س . ت�صبح المعادلة )1( على ال�صورة الاآتية:

º«ª©J

 ق)�س+هـ(  - ق)�س(         ............ )1(
هـ

قَ)�س( =  نهــــــــا  
                       هـ ←0  

 ق)ع ( - ق)�س(         ............ )2(
ع - �س قَ)�س( =  نهــــــا  

                      ع ←�س  

بما اأنَّ قَ- )3( = قَ+ )3( = 6 
∴  قَ )3( = 6،  اأي اأنََّّ الاقتران ق قابل لل�صتقاق عند �س= 3 
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ح فجد قَ)�س( با�صتخدام تعريف الم�صتقة. اإذا كان ق)�س( = �س3– 3 �س2 + �س، �س 
7

يمكن اإيجاد قَ )�س( ، �س  )1 ، 4( في الفرع )1( بالطريقة الاآتية : 

       
 1-ع2 - 1+ �س2 

ع - �س  ق)ع ( - ق)�س(        = نهــــــا  
ع - �س                            ع ←�س                                                             ع ←�س قَ )�س(  =  نهـــــا

 )�س-ع(  )�س + ع(        = - 2�س
ع - �س  �س2 - ع2         = نهـــــا  

ع - �س                         =  نهــــــا 
                            ع ←�س                                          ع ←�س 

1- )�س+هـ(2 - )1- �س2(       
هـ

 ق)�س+هـ(  - ق)�س(          = نهـــــا  
هـ  

قَ)�س( =  نهـــــا  
                           هـ ←0                                                                     هـ ←0                

هـ ) -2�س -هـ(   = -2�س
هـ   =  نهـــــا 

1-�س2   -2�س هـ - هـ 2  -1+ �س2
هـ                 = نهـــــا

                     هـ ←0                                                                                     هـ ←0                                          

∴ قَ)�س( = - 2�س لجميع قيم �س   )1 ، 4(                                     )الفترة مفتوحة، لماذا ؟( 
2( قَ)3( = -2× 3 = - 6

3 - = 3
2  × 2 - =  ) 3

2 3( قَ )

اإذا كان ق)�س( = 1 – �س2 ، �س  ]1 ، 4[ ، فجد كلًّا مما ياأتي:
) 3

2 1( قَ )�س(                                  2( قَ )3(                               3(  قَ )
الحل

6

الحل

ع3 - 3 ع2  + ع- �س3 + 3�س2 - �س        
ع - �س ق)ع ( - ق)�س(         = نهــــــــا 

ع - �س قَ)�س( = نهــــــــا  
                    ع ←�س                                              ع ←�س 

 ع    - �س          
ع - �س  ع2   - �س2         + نهــــــــا 

ع - �س  ع3   - �س3          3نهــــــــا 
ع - �س                    = نهـــــــا 

                   ع ←�س                                          ع ←�س                                        ع ←�س 
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4

8

  �س         فجد  قَ)�س( با�صتخدام تعريف الم�صتقة.
�س2 + 8 اإذا كان ق)�س( = 

 

ي�صاوي  قيمة(  اأي  )عند  قطرها  ن�صف  طول  اإلى  بالن�صبة  الدائرة  م�صاحة  تغير  معدل  اأنَّ  اأثبت 
محيط الدائرة.

البرهان
معدل تغير اقتران عند نقطة هو م�صتقة الاقتران عند تلك النقطة، كما تعلمت في بداية هذا الدر�س.

بفر�س اأنَّ طول ن�صف قطر الدائرة �س والم�صاحة م ، فتكون م)�س( = π �س2.
والمطلوب اإثبات اأنَّ مَ )�س( = π2�س

 
πعπ - 2 �س2        

ع - �س م)ع ( - م )�س(         = نهــــــا 
ع - �س                       ع ←�س                                                ع ←�س مَ )�س( = نهـــــا  

 π )ع  - �س( )ع  + �س(         
ع - �س π )ع2  - �س2 (          = نهــــــا 

ع - �س                    ع ←�س                                      ع ←�س                                     = نهـــــا  

                   ع ←�س  = نهــــــا π )ع + �س ( = π2�س  وحدة طول.

 )ع  - �س( )ع  + �س(          +1
ع - �س )ع - �س()ع2 +ع �س+�س2(            3نهــــــــا 

ع - �س                        ع ←�س                                                                          ع ←�س                                              = نهــــــــا  

              = 3 �س2 – 6�س + 1

5
�صفيحة معدنية مربعة ال�صكل تتمدد بانتظام محافظة على �صكلها. جد معدل التغير في م�صاحة 

هذه ال�صفيحة بالن�صبة اإلى طولها، عندما يكون طولها 20 �صم.
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البرهان
بطرح واإ�صافة ق)�س( في الب�صط

ق)�س + 2هـ( - ق)�س( + ق)�س( - ق)�س - 2هـ(        
هـ

ق)�س + 2هـ( - ق)�س - 2هـ(          = نهـــــا         
هـ

  نهـــــا     
   هـ ←0                                                                           هـ ←0

ق)�س( - ق)�س - 2هـ(        
هـ

ق)�س + 2هـ( - ق)�س(       +  نهـــــا   
هـ

              = نهــــا  
                           هـ ←0                                                                       هـ ←0

- و 
2 بفر�س و = - 2هـ  ،  فاإن هـ =  

واأنَّ و ← 0 عندما هـ  ← 0
ل 

2 بفر�س ل = 2هـ ، فاإن هـ = 
واأنَّ ل ← 0 عندما هـ ← 0   

   
ق)�س( - ق)�س + و(     

- و
2

ق)�س + ل( - ق)�س(      + نهـــــا   
ل
2

                            ل ← 0                                                                      و ←0    = نهــــــا  

ق)�س + و( - ق)�س(   
و

ق)�س + ل( - ق)�س(      + 2نهـــــا   
ل      = 2نهــــــا  

                               ل ← 0                                                                          و ←0

      = 2قَ )�س(  + 2قَ )�س( = 4 قَ )�س(

: اإذا كان ق اقترانًاا قابلًا لل�صتقاق، فاأثبت اأنََّّ

 ق)�س + 2هـ(  -  ق)�س - 2هـ(         = 4قَ)�س(  
هـ

  نهــــــا 
    هـ ←0

9
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1( ا�صتخدم تعريف الم�صتقة لاإيجاد الم�صتقة الاأولى لكلًّا من الاقترانات الاآتية عند قيمة )قيم( �س 
المبينة اإزاء كلٍّ منها:

اأ   ( ق)�س( = 8 – 5�س                           ،  �س = 3 

ب( م)�س( = �س3 + �س2                                              ،  �س = -1

جـ( ل)�س( =    �س - 1  ، حيث �س   ≤1 ،  �س = 5

د  ( ع)�س(  =                                                                 

      عند �س =0 ، �س= 3، �س = 6

هـ( ك)�س( =| �س2– 4|                      ، �س = 1 ، �س = 2

 2�س                                     ، �س = –1
و (  �س =  �س + 3

ا تعريف الم�صتقة: �س  لكلٍّ من الاقترانات الاآتية م�صتخدمًا  
�س 2(جد 

4  ،  �س ≠0              ب( �س =    2�س - 6  ،  �س<3 
�س اأ   (   �س= �س2- 

جـ( �س  = �س3                                         د  (  �س =   3  �س

: 3( اإذا كان ق اقترانًاا قابل لل�صتقاق، فاأثبت اأنَّ

 ق)�س+هـ(  - ق)�س- هـ(        = 2قَ)�س(  
هـ

اأ   (  نهــــــا  
            هـ ←0

 ع ق)�س(  - �س ق)ع (        = ق)�س( - �س قَ)�س(  
ع -�س ب ( نهــــــا 

          ع ←�س

 �س2 - �س                    ، 0 ≥ �س ≥ 3
5�س - 9                     ، 3 > �س ≥ 6
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 ْ 5( �إذ� كان ق)�س( = )�س- �أ ( ل)�س( ، حيث ل)�س(  �قتر�ن مت�صل عند �س = �أ  ، �أ ثابت، فبيِّن
با�صتخد�م تعريف �لم�صتقة �أن قَ) �أ (  = ل) �أ ( .

6( �أنبوب من �لمعدن �أ�صطو�ني �ل�صكل يزيد �رتفاعه عن طول ن�صف قطر قاعدته بمقد�ر وحدتي، 
�لجانبية  م�صاحته  تغير  معدل  جد  �صكله،  على  محافظًا  بالتمدد  فبد�أ  بالحر�رة  �لأنبوب  ن  �صُخِّن

بالن�صبة �إلى طول ن�صف قطر قاعدته؛ عندما يكون طول ن�صف قطر قاعدته 6 �صم .  

7( �إذ� كان مقد�ر �لتغير في �لقتر�ن ق عندما تتغير �س من �س �إلى �س + هـ ي�صاوي 
)6 �س2هـ + 6�س هـ2+ 2هـ3(، حيث: هـ عدد حقيقي يقترب من �ل�صفر، فجد قَ )-2(.

�إلى  8( مكعب معدني يتمدد بانتظام محافظًا على �صكله، جد معدّل تغير حجم �لمكعب بالن�صبة 
طول �صلعه، عندما يكون طول �صلعه وحدتَيْ طولٍ.

ي�صاوي  قيمة(،  �أية  )عند  قطرها  ن�صف  طول  �إلى  بالن�صبة  �لكرة  حجم  تغير  معدل  �أنَّ  �أثبت   )9
م�صاحة �صطحها.

3ع ق)ع( - 3�سق)�س (        = 3ق)�س( + 3�س قَ)�س(  
ع -�س

جـ ( نهـــــا  
         ع ←�س

ق)5 - 2هـ( - ق)5 + 4هـ(          
هـ                                                    هـ ←40 ( �إذ� كان قَ)5( = 6 فجد نهـــــا  
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¥É≤à°T’Gh ∫É°üJ’G
Continuity and Differentiability ثالثًا  

1( للبحث في ات�صال الاقتران ق عند �س=1 يجب اإيجاد النهاية عن يمين العدد 1 وعن ي�صاره، 
لماذا؟ 

 �س←1+                                                   �س←1+نهــــــا  ق)�س( =  نهــــــا  )�س-1(  =0 

نهــــــا  ق)�س( =  نهــــــا  )1-�س(  =0 
�س←1-                                              �س←1-

            �س←1                                                 ومنه نهـــــا  ق)�س( =0  

ق)1( =0
                                                            �س←1                                                ∴ ق مت�صل عند �س =1 لاأنَّ نهــــــا  ق)�س( = ق)1(  

2( وللبحث في قابلية الاقتران ق لل�صتقاق عند �س=1، لا بد من اإيجاد قَ-)1( = قَ+)1( ،لماذا؟

�س -0-1         = 1
�س - 1 ق)�س( - ق)1(         = نهــــــا  

�س - 1                                 �س←1+                                           �س←1+  قَ+ )1( = نهـــــــا  

1- �س        = -1
�س -1 ق)�س ( - ق)1(         = نهــــــا  

�س - 1 قَ- )1( = نهـــــــا  
                             �س←1-                                          �س←1- 

∴ قَ )1( غير موجودة  لاأنَّ قَ+ )1(≠ قَ-)1( 
لاحظ في الم�صاألة ال�صابقة اأنَّ الاقتران ق مت�صل عند النقطة )1 ، ق)1(( لكنه غير قابل لل�صتقاق 

عند هذه النقطة.

اإذا كان ق)�س( = | �س –1|، فاأجب عما ياأتي: 
1( ابحث في ات�صال الاقتران ق عند �س=1.

2( ابحث في قابلية الاقتران ق لل�صتقاق عند �س=1.
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والاآن، اإذا كان اقتران ما قابلًا لل�صتقاق عند �س = �س1 فهل يكون مت�صلًا عندها ؟ واإذا كان غير 
مت�صل عند �س = �س1 فهل يمكن اأن يكون قابلًا لل�صتقاق عند �س = �س1؟

البرهان 
ق)�س( - ق)�س1(         موجودة

�س - �س1 بما اأنَّ ق قابل لل�صتقاق عند �س = �س1 ، فاإنَّ   قَ )�س1( = نهـــــــا  
                                                                                  �س← �س1

                                          والمطلوب اإثبات اأنَّ  نهـــــــا  ق)�س( =   ق)�س1(    
                                 �س←�س1

�س - �س1          (  ، �س ≠ �س1
 ق)�س( -  ق)�س1( = )ق)�س( - ق)�س 1(( )   �س - �س1

باأخذ النهاية للطرفين 
ق)�س( - ق)�س1(         * نهــــــــا )�س - �س1(

�س - �س1 نهــــــــا  )ق)�س( - ق)�س1(( = نهــــــــا  
�س← �س1

                                                                                         �س← �س1                                                                             
 �س← �س1

نهـــــــا ق)�س( - نهـــــــا ق)�س1( = قَ )�س1( * 0
                                                  

                                     �س← �س1
 �س← �س1

                                                  نهــــــا ق)�س( - ق)�س1( = 0
 �س← �س1

                                                 ∴ نهـــــــا ق)�س( = ق)�س1( 
        �س← �س1

وبما اأنَّ ق)�س1( معرفة ، فاإنَّ ق)�س( مت�صل عند �س = �س1.

1 ájô¶f

 اإذا كان ق اقترانًاا قابلًا لل�صتقاق عند �س = �س1 فاإنه يكون مت�صلًا عند �س = �س1.

1

اإذا كان  ق)�س( = 

قابلًا لل�صتقاق عند �س = -2 ، فَجد قيمة الثابت اأ . 

 �س3 -4�س      ،  �س <-2
8�س + اأ          ،  �س ≥ -2
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نهــــــــا )8�س+ اأ( = نهـــــــــا ) �س3– 4 �س(
   

�س←-2+
                                   

�س←-2-

- 16 + اأ  =  -8 + 8، ومنه  اأ = 16     

الحل
 بما اأنَّ ق اقتران قابل لل�صتقاق عند �س = -2 ، فاإنَّ ق)�س( مت�صل عند �س = -2 ، اأي اأنَّ 

نهــــــا ق)�س( موجودة وعليه يكون:
     

�س←-2

        هند�سيًّا اإذا كان ق اقتراناً قابلًا للا�ستقاق عند �س = �س1 فاإنَِّّه يوجد لمنحنى الاقتران ق مما�سًا واحدًا فقط 
عند  )�س1، ق)�س1((. 

2

اإذا كان  ق)�س( =                                           ، فاأجب عن كلٍّ مما ياأتي:

1( ابحث في ات�صال الاقتران ق عند �س = 4
2( ابحث في قابلية الاقتران ق لل�صتقاق عند �س = 4

الحل
1( نهـــــــا  ق)�س( =  نهـــــــا  )3�س-7( = 12 - 7 = 5   

 �س←4-                                                      �س←4- 

نهـــــــا  ق)�س( =  نهـــــــا  )  �س + 3( =   4  + 3 = 5    
�س←4+                                                     �س←4+

               �س←4 ومنه: نهـــــــا  ق)�س( = 5     

 ق)4( =   4  + 3 = 5

   �س  + 3    ،  �س ≤ 4
   3�س- 7   ،  �س > 4

والمثال الاآتي يو�صح اأنِّن عك�س النظرية )1( غير �صحيح. ) اأي اأنََّّه: اإذا كان ق اقترانًاا مت�صلًا عند 
ا اأن يكون قابلًا لل�صتقاق عند �س = �س1( �س= �س1 ، فلي�س �سرطًا
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 �س - 2         
�س - 4  �س + 3 - 5         = نهـــــــا

�س - 4 ق)�س ( - ق)4(         = نهـــــــا  
�س - 4 قَ+ )4( = نهـــــــا   

                            �س←4+                                                   �س←4+                                                �س←4+

1
4  �س - 4          = 

 �س + 2        = نهـــــــا  )�س - 4()   �س + 2(
�س + 2  �س - 2         *  

�س - 4                           �س←4+                                                                           �س←4+                                         = نهــــــا   

قَ)4( غير موجودة لاأنَّ قَ- )4( ≠ قَ+)4( . اأي اأنََّّ ق غير قابل لل�صتقاق عند �س= 4.
لاحظ هنا اأنَّ ق اقتران مت�صل عند �س= 4 لكن قَ )4( غير موجودة.

ملاحظة
      بتحليل المقام اإلى)    �س + 2( )   �س - 2( .

 �س -2 
�س - 4 يمكنك اإيجاد نهــــــا 

                       �س←4+

1

اإذا كان  ق)�س( =                                        ، فاأجب عن كلٍّ مما ياأتي:

1( ابحث في ات�صال الاقتران ق عند �س=2
2( ابحث في قابلية ا�صتقاق الاقتران ق عند �س = 2

4  + 1    ،  �س ≤ 2
�س    

   5�س- 1    ،  �س > 2

3)�س - 4(          = 3 
�س - 4            �س←4-     = نهـــــــا  

                                                                             �س←4 ∴ الاقتران ق مت�صل عند �س= 4 لاأنَّ نهـــــــاق)�س( = ق)4( 

2( لاإيجاد  قَ )4( جد  قَ- )4( ، قَ+ )4( ،  لماذا؟ 

3�س - 7 - 5        
�س - 4 ق)�س ( - ق)4(          = نهــــــا  

�س - 4 قَ-  )4( = نهـــــــا  
                           �س←4-                                                                                         �س←4-
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 á£≤f  óæY É¡à≤à°ûe åëH ” »àdG  á≤HÉ°ùdG  á∏ãeC’G  ‘ äÉfGÎb’G  πc s¿CG  â¶M’ ∂sfCG  sóH  ’
 ÒZ ¿GÎb’G ¿Éc GPEG ;á£≤f óæY ¿GÎb’G á≤à°ûŸ çóëj GPÉe øµd ,á£≤ædG √òg óæY á∏°üàe âfÉc

?á£≤ædG √òg óæY π°üàe
.ÉgóæY ¥É≤à°T’G á«∏HÉ≤H á£≤f óæY ∫É°üJ’G ΩóY ábÓY á«JB’G ájô¶ædG ¢ûbÉæJ

2 ájô¶f

.ÉgóæY ¥É≤à°TÓd  πHÉb ÒZ ¬qfEÉa ((1¢S)¥ , 1¢S) á£≤ædG óæY π°üàe ÒZ ÉkfGÎbG ¥ ¿Éc GPEG

π◊G
1 = ¢S ∫ƒM ¥ ¿GÎb’G ∞jô©J óYCG (1

( 3 ,0 ]  ¢S πµd 2 = (¢S)¥
?GPÉŸ                                       .∂dP øe r≥ s≤–  . 1 =¢S óæY π°üàe ¥

0 =       
  2 - 2
1 - ¢S   É``````¡f =         (1)¥ - ( ¢S)¥

1 - ¢S   É``````¡f = (1)n¥ 1←¢S                                                  1←¢S                              

3 = ¢S ∫ƒM ¥ ∞jô©J óYCG (2

 = [ 2+¢S 1
3 ] 

.3  =  ¢S  óæY  ¥É≤à°TÓd  ¬à«∏HÉb  åëÑJ  ¿CG  πÑb  3  =  ¢S  óæY  ¥  ¿GÎb’G  ∫É°üJG  ‘  åëHG
 3 =  (¢S) ¥ É``````¡f   ,2= (¢S)¥  É```````¡f+3←¢S                                                                   -3←¢S 

3 > ¢S ≥ 0 ,        2   
6 > ¢S ≥ 3  ,       3   

: »JCÉj ÉªY ÖLCÉa , [2 + ¢S 1
3 ] = (¢S)¥ ¿Éc GPEG

.1 = ¢S óæY ¥É≤à°TÓd ¥ ¿GÎb’G á«∏HÉb åëHG (1

.3 = ¢S óæY ¥É≤à°TÓd ¥ ¿GÎb’G á«∏HÉb åëHG (2

3
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              �س←3-                                                  �س←3+بم� �أنَّ نهـــــــ�  ق)�س( ≠ نهــــــ� ق )�س( ، ف�إن:

       �س←3 نهــــــ�  ق)�س( غير موجودة ، �أي �أنََّّ ق غير مت�صل عند �س = 3  

  وعليه ف�إنََّّ ق غير ق�بل  للا�صتق�ق عند �س = 3 ) نظرية 2(.

الحل
1( ق �قتر�ن غير ق�بل للا�صتق�ق عند �س=1 ، �س= 5 لأنَّهم� طرف� فترة

2( �بحث في �ت�ص�ل �لقتر�ن ق عند �س = 2 ، لم�ذ�؟
�س6 -4( =  -1     نهـــــــ�  ق)�س( =  نهــــــ�  ) 

�س←2-                                                    �س←2-

نهـــــــ� ق)�س( =  نهــــــ� )3�س +1( =  7    
�س←2+                                                     �س←2+

غير موجودة  
 

                       �س←2-                                                �س←2+                                 �س←2                               بم� �أنَّ نهـــــــ� ق)�س( ≠ نهـــــــ� ق)�س(، ف�إنَّ نهــــــ� ق)�س( 

∴ ق غير مت�صل عند �س = 2 وعليه ف�إنَّ قَ)2( غير موجودة.

3( �بحث �لم�صتقة  عندم� 1> �س> 2 
ق)ع ( - ق)�س(       

ع - �س ع←�س  قَ )�س( = نهـــــ�  
                   

  
ع6 -4( - ) �س6 -4(        (

ع - �س               = نهـــــ�  
                          ع←�س                                                  

2

�إذ� ك�ن  ق)�س( =                                         

ف�بحث ق�بلية �لقتر�ن ق للا�صتق�ق عند �س = 2 ، �س = 4.

    �س + 1      ،     0 ≥ �س > 2
   �س2 - 1     ،     2 ≥ �س ≥ 5

6 - 4     ،  1   ≥ �س ≥2
�س     

   3�س+ 1    ،   2  > �س ≥ 5
�إذ� ك�ن ق)�س(=                                                      ، فجد قَ)�س( على مج�له.

4
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4( ابحث الم�صتقة عندما  2> �س > 5
 ق)�س + هـ(  - ق)�س(       

هـ      قَ)�س( =  نهـــــا 
                                 هـ ←0

)3)�س + هـ( + 1(  - )3�س +1(       
هـ

             هـ ←0= نهـــــا 

3�س + 3 هـ  + 1 - 3�س - 1
هـ                هـ ←0= نهـــــا  

3هـ    = 3
هـ               هـ ←0= نهـــــا 

- �س6 ع6
ع - �س ع←�س= نهـــــا

      
6�س - 6ع

ع �س
ع - �س         ع←�س= نهـــــا 

6-
�س2 6)�س -ع(        =  

      ع←�س= نهـــــا ع �س)ع - �س(

-6             ،    1> �س > 2
   �س2

غير موجودة    ،     �س  = 5،2،1 
    3              ،     2> �س > 5

: مما �صبق تجد اأنَّ

قَ)�س( =  
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1( ابحث في قابلية ا�صتقاق كل اقتران مما ياأتي عند قيمة ) قيم( �س  المبينة اإزاء كلٍّ منها:

 �س                  ،       �س = 1  
اأ   ( ق)�س( =  �س - 1

ب( ع)�س( = )�س - 2(] �س [   ،       �س = 2

1 ، �س= - 1
4 جـ( ل)�س( = ] 3 - 2�س [       ،        �س = 

د  ( ك)�س(  =                                                        �س=0 ،  �س= 3، �س = 5

2( اإذا كان  ق)�س( = 

فجد قَ)9( اإن وُجدت.

3( اإذا كان  هـ)�س( = 

اقترانًاا قابلًا لل�صتقاق عند �س= 1 ، فَجد قيمة الثابت اأ.

4( اإذا كان ق)�س( =   

ابحث في قابلية الاقتران ق لل�صتقاق على مجاله، واكتب قاعدة قَ)�س(.

5( اإذا كان ع)�س( = 

فابحث في قابلية الاقتران ع لل�صتقاق عند �س = 2

 �س2 -2�س   ،       �س > 2

2�س - �س2   ،       �س ≤ 2

    �س2  + 2�س    ، 0 ≥ �س >3
   6�س- 3        ،  3 ≥ �س ≥ 5

    �س2              ،      �س ≥ 1
   2�س + اأ      ،      �س < 1

 �س - 9        ،      �س ≠ 9
  �س - 3

  6              ،      �س = 9

 -1-2�س    ،      �س > -1
      �س2         ،      -1≥�س≥1

      �س         ،       �س <1

( ابحث في قابلية ا�صتقاق كل اقتران مما ياأتي عند قيمة ) قيم( �س  المبينة اإزاء كلٍّ منها:



101

6( اإذا كان ق)�س( = 

فابحث في قابلية الاقتران ق لل�صتقاق على مجاله، واكتب قاعدة قَ )�س(.

7( اإذا كان ق)�س( = 

فابحث في قابلية الاقتران ق لل�صتقاق على مجاله، واكتب قاعدة قَ)�س(.

  0               ،     �س ≥ 0
5 - �س        ،    0  > �س>4

1          ،     �س ≤ 4 
5 - �س

] �س [          ،    1≥ �س > 2
 | �س-3|      ،    2≥ �س ≥ 4
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 ¿ÉgÈdG
¿ƒµj á≤à°ûŸG ∞jô©J ΩGóîà°SÉH

G kôØ°U =   (`L- `L ) 
`g  É`````¡f =         (¢S)¥ -  (`g +¢S)¥ 

`g   É`````¡f  = (¢S) n¥0← `g                                                                  0← `g                           

 π«eh ,»≤aCG º«≤à°ùe `L = (¢S)¥ âHÉãdG ¿GÎbÓd ÊÉ«ÑdG π«ãªàdG s¿CÉH Év«°Sóæg áé«àædG √òg Ò°ùØJ
.G kôØ°U =»≤aC’G  º«≤à°ùŸG

 √ò¡H äÉ≤à°ûe OÉéjEG søµdh ,∞jô©àdG ΩGóîà°SÉH á£«°ùH äÉfGÎbG á≤à°ûe OÉéjEG É k≤HÉ°S â°SQO
 Ö∏£àj 4 = ¢S óæY |¢S|3¢S = (¢S)¥ hCG (5 – ¢S6 + 3¢S ) = (¢S)¥ πãe äÉfGÎb’ á≤jô£dG

.ádƒ£e ájÈL äÉ«∏ªY AGôLEG
.Iöüàfl ¥ô£H á≤à°ûŸG OÉéjEG øe ∂æµª`J óYGƒb º∏©àà°S ¢SQódG Gòg ‘

(1) IóYÉb

.ì  ¢S πµd , G kôØ°U = (¢S) n¥ s¿EÉa , âHÉK OóY `L å«M , `L = (¢S)¥ ¿Éc GPEG

الفصل الثاني

.4 = ¢S óæY (¢S) n¥ óéna  , |¢S| 3¢S = (¢S)¥ ¿Éc GPEG

É≤à°T’G óYGƒb¥(1)أولاً
Differentiation Rules 1

قواعد الاشتقاق
Rules of Differentiation

.äÉ≤à°ûŸG OÉéjE’ ¥É≤à°T’G óYGƒb Ωóîà°ùJ  
.á©HGôdG á≤à°ûŸG ≈àM IÉ£©e äÉbÓY h äÉfGÎb’ É«∏©dG äÉ≤à°ûŸG óŒ  

.ájôFGódG äÉfGÎb’G äÉ≤à°ûe óŒ  
 .áÑ qcôŸG äÉfGÎb’G ≠n« p°U á≤à°ûe OÉéjE’ á∏°ù∏°ùdG IóYÉb Ωóîà°ùJ  

.á«æª°V ábÓY á≤à°ûe óŒ  
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البرهان
�سنحتاê الحقيقة الاJBية ‘ البرهان

ع ن – �س ن  = )ع – �س( ) ع ن –1 + ع ن –2�س + ع ن – 3�س2 + ...+ ع �س ن – 2+ �س ن –1(

 ق)ع(  - ق)�س(          ) الم�صتقة الاأولى من التعريف(
ع - �س

قَ)�س( =  نهــــــــا  
                     ع ← �س  

عن  -  �سن           
ع - �س

=  نهـــــــا    
                     ع ← �س  

 )ع - �س( )عن –1 + عن –2 �س + عن –3    �س2  + ... + ع �سن –2 + �سن –1  (     
ع - �س =  نهــــــا      

                     ع ← �س  

= نهــــــا )عن –1 + عن –2 �س + عن –3  �س2  + ... + ع �سن –2 + �سن –1  (         
ع ← �س

                   
= �سن –1 + �سن –1 + �سن –1 + ... + �سن –1          ن من المرات  

= ن �سن –1  

1

2

اإذا كان ق)�س( =    3  فجد قَ)�س( ، قَ)1(، قَ)- 4(
الحل

قَ )�س( = 0، لكل �س  ح ؛ لاأنَّ ق)�س( اقتران ثابت.
قَ )1( = 0، قَ)- 4( = 0

(2)IóYÉb
اإذا كان ق)�س( = �سن ، حيث ن عدد �صحيح موجب  ، فاإنَّ قَ)�س( = ن �سن-1

جد قَ)�س( ثم جد قَ)-1( في كلٍّ مما ياأتي:
1( ق)�س( = �س5                      2( ق)�س( = �س                    3( ق)�س( = �س12
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البرهان 
 جـ ق )ع(  - جـ ق )�س(       

ع - �س
 هـ )ع(  - هـ )�س(         = نهــــــــا 

ع - �س
ع ←�سهـَ  )�س( =  نهــــــــا  

                                      
                             ع ←�س                        

 ق )ع(  - ق )�س(         = جـ قَ )�س(
ع - �س

                               ع ←�س             =  جـ نهـــــــا  

اأي اأنََّّ م�صتقة عدد ثابت م†سروبًاا في اقتران ي�صاوي العدد الثابت م†سروبًاا في م�صتقة الاقتران.

جد قَ )�س( في كلٍّ مما ياأتي:
�س3         

π 1( ق )�س( =4�س5                 2( ق)�س( = - �س6            3( ق)�س( =  
الحل

1( قَ )�س( = 4×)5�س4( = 20�س4
2( قَ )�س( = )-1()6�س5( = -6�س5
3        �س2 

π 1         )3�س2( = 
π 3( قَ )�س( = 

اقتراناتٍ  ق�صمة  اأو  �سرب  اأو  طرح  اأو  جمع  من  مكونة  اقترانات  م�صتقات  اإيجاد   êنحتا
، �صنناق�س اإيجاد هذه الم�صتقات في القواعد الاآتية. ب�صيطةًا

(3)IóYÉb

: اإذا كان ق اقترانًاا قابلًا لل�صتقاق عند �س، جـ عدد ثابت، وكان هـ )�س( =جـ ق)�س( ، فاإنَِّّن
َ )�س( =جـ قَ )�س(. الاقتران هـ )�س( قابل لل�صتقاق عند �س واأن هـ

3

الحل
،   قَ )-1( = 5 1( قَ )�س( = 5 �س4   
،   قَ )-1( = 1 2( قَ)�س( = 1 × �س0 = 1  

،   قَ )-1( = -12 3( قَ )�س( = 12 �س11  
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الحل
عبّر عن ق)�س(  دون ا�صتخدام رمز القيمة المطلقة حول العدد -2:

ق)�س( =  �س4× - �س = - �س5          ،      لماذا؟
قَ )�س( = -5�س4

∴ قَ )-2( = -5 )-2(4 = -80

البرهان 
  )ل)ع( + م)ع(( -  )ل)�س( + م)�س((      

ع - �س   ق)ع(  -  ق)�س(          = نهـــــــا 
ع - �س  قَ )�س( =  نهــــــا   

                        ع ←�س                                                           ع ←�س

  م)ع( - م)�س(      
ع - �س   ل)ع(  -  ل)�س(          + نهـــــــا 

ع - �س     =  نهــــــا   
                            ع ←�س                                                            ع ←�س

    =   لَ )�س(   +    مَ )�س(
َ )�س(، يمكن كتابة هـ)�س(  على ال�صورة: لاإثبات اأنَّ هـَ )�س( = لَ )�س( – م

 هـ )�س( = ل)�س( + )-1( م)�س( وبا�صتخدام قاعدة م�صتقة مجموع اقترانين؛ وقاعدة م�صتقة حا�صل

(4)IóYÉb

ìô£وال ™ª÷ا Iقاعد
اإذا كان كلw من الاقترانين ل، م  قابلًا لل�صتقاق عند �س، وكان،  

ق)�س( = ل)�س( + م)�س( ، هـ )�س( = ل)�س( - م)�س( 
فاإنَّ كلًّا من الاقترانين ق، هـ قابل لل�صتقاق عند �س، وتكون:

n )�س(  Ω + )س�( nل = )س�( nق
n )�س( Ω – )س�( nل = )س�(  n ه`

4
اإذا كان ق)�س( = �س4| �س |  فجد  قَ  )-2( 

1
جد م�صتقة كلٍّ من الاقترانات الاآتية:

�س         
2 1(ق1)�س( = 6                2( ق2)�س( = - 4�س2                3( ق3)�س( =  
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وب�صورة عامة : اإذا كان كلw من الاقترانات ق1، ق2،... ، قن قابلًا لل�صتقاق عند �س وكان : 
: ل)�س(  =  ق1)�س( + ق2)�س( + ق3)�س( + ... + قن)�س(،فاإنَّ

 )�س( + ق2n )�س( + ق3n )�س( + ... + قn ن)�س(
1nس( =  ق�( nل 

áé«àf

 اإذا كان ق اقترانًاا كثير حدود ، فاإنَّ ق قابل لل�صتقاق لكل �س  ح. 

6

5

الحل
1( قَ )�س( = 14 �س + 4   3 �س3
2( قَ )�س( = 20 �سπ 6 - 4�س5

جد قَ )�س( في كلٍّ مما ياأتي :
1( ق)�س( = 7 �س2 +    3 �س4                   2( ق)�س( = 4 �سπ - 5 �س6

اإذا كان ق)�س( = �س4  – 6�س2 + 4 ، فجد كلًّا مما ياأتي : 
1( قَ)�س(                                2( قيم �س التي يكون عندها لمنحنى الاقتران ق مما�س اأفقي.

الحل
1(  قَ)�س( =4�س3 -12�س 

2( يكون المما�س اأفقيًّاا عندما قَ)�س( = 0      
اأي اأنََّّ 4�س3 -12�س =0  

         4�س) �س2–3( =0    
 ومنه �س= 0 ، �س = ±   3 

∴ يكون المما�س اأفقيًّاا عند �س= 0، �س = ±    3

�سرب عدد ثابت في اقتران تجد اأنَّ هـَ  )�س( = لَ )�س( + )–1( مَ )�س( ومنه هـَ  )�س( =  لَ  )�س( –  مَ )�س(

،... ، ق قابلًا لل�صتقاق عند �س وكان :  ، ق وب�صورة عامة : اإذا كان كلw من الاقترانات ق

 َ
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7

3

الحل 
اأعد تعريف الاقتران ق دون ا�صتخدام رمز اقتران اأكبر عدد �صحيح حول �س =0.6

    )1،         1
2 1         ،  وبما اأنَّ 0.6 ] 

2 ] 2�س +1[ يغير قاعدته بعد كل فترة طولها 

] 2�س +1[ = ]2 × 0.6 + 1 [ =  ]2.2[ = 2
اإذن ت�صبح القاعدة ق)�س( = 4 �س3– 2 

قَ )�س( = 12�س2
قَ )0.6( = 12× )0.6(2  = 4.32

اإذا كان ق)�س( = | �س-2 | + 3 �س2  ،  فجد قَ )1(.
الحل

اأعد تعريف الاقتران ق)�س( دون ا�صتخدام رمز القيمة المطلقة .
لاحظ اأنَّ | �س-2 | = 2- �س حول العدد 1 

وعليه فاإنََّّ ق)�س(    = 3�س2– �س + 2
                قَ )�س(   = 6�س -1 

                قَ)1(     =  5

اإذا كان ق)�س( = 4 �س3 - ] 2�س +1[ فجد قَ  )0.6(

اأجب عن كلٍّ مما ياأتي :
1( اإذا كان  ق)�س(= 2�س3 ) 4�س – 5�س2( فجد قَ )�س(.

2( اإذا كان ق)�س( = ]  3�س + 1 [  + | �س | فجد قَ )0.4(.

2

3          ( فجد قَ ) -1(
�س اإذا كان ق)�س( = 5�س4 )2�س -  

8
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1( جد الم�صتقة الاأولى لكلٍّ من الاقترانات الاآتية :
 اأ   ( ق)�س( =    30                                    ب(     �س  = 4 �س10

 
1          �س(4

2  جـ(      �س = π 4 2                                    د  ( ق)�س( = ) 

�س  لكلٍّ من الاقترانات الاآتية :  
�س  2( جد 

1          )�س2 +8( 
4  اأ  ( �س = �س2 + 3�س - 4                          ب( �س = 

1          �س3 - �س
3 1          �س4 + 

4 π          4 �س3                                  د  ( �س = 
3 جـ( �س = 

3( جد قَ)�س ( لكلٍّ من الاقترانات الاآتية عند قيمة �س المبينة اإزاء كلٍّ منها :
1          �س4                                                                  ، �س = - 1

2      اأ  ( ق)�س( = 
    ب( ق)�س( = �س2 + | 3�س – 6 |                      ، �س = 3

1          �س +5[ -4�س2                  ، �س = 2.4 
2     جـ( ق)�س( =]

     د ( ق)�س( = 3�س +] �س + 0.1 [ - | �س |      ، �س = -1

4( اإذا كان ل، هـ اقترانين قابلين لل�صتقاق، وكان لَ )-2 ( = 4 ، هـَ )-2 ( = -3 ، فجد قَ)-2( 
في كلٍّ  مما ياأتي:

اأ   ( ق)�س( = 6 ل)�س( – 2هـ )�س(
      ل)�س( + هـ )�س( + �س3

   1
2 ب( ق)�س( = 

5( اإذا كان ق)�س( =       

وكانت قَ )1( موجودة ، فجد قيمة كلٍّ من الثابتيْن اأ ، ب.

 اأ �س2+ ب �س              ،  �س ≥ 1
4- ب �س2+ اأ �س        ،  �س < 1
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6( اإذا كان    ق)�س( =                                    

وكان ق)�س( اقترانًاا مت�صلًا عند �س= جـ ، وكان ل)�س( اقترانًاا قابلًا لل�صتقاق عند �س = جـ. 
فاأثبت اأنََّّ الاقتران ق قابل لل�صتقاق عند �س = جـ ، ثم جد  قَ)جـ( .

 ل) �س(                     ،  �س ≥ جـ
 لَ )جـ( ) �س-جـ(    ،  �س < جـ
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2  ¥É≤à°T’G óYGƒb
Differentiation Rules 2 ثانيًا  

ا القواعد العامة لا�صتقاق نوع معين من الاقترانات، و�صتتعرف في هذا الدر�س  تعلمت �صابقًا
.iقواعد اأخر

ثم  ال†سرب   œنا ) 4�س2 +1( جد   ) �س3 + 6�س - 5   ( الاقتران ق)�س( =  م�صتقة  لاإيجاد 
ا�صتخدم قواعد الا�صتقاق ال�صابقة.

ق)�س(  =  4 �س5 + 25 �س3– 20 �س2 + 6 �س - 5
قَ )�س( =  20 �س4 + 75�س2 – 40 �س + 6

يمكن اإيجاد  قَ)�س( دون اإيجاد ناœ ال†سرب كما في القاعدة الاآتية:

(1)IóYÉb

   Üö†ال Iقاعد
اإذا كان الاقترانان ل، هـ قابلين لل�صتقاق عند �س، وكان  ق)�س(= ل)�س( × هـ )�س( ، فاإنََّّ 

: الاقتران ق يكون قابلًا لل�صتقاق عند �س، واإنَّ
n )�س( + ه` )�س( × لn)�س(        قn)�س( =  ل)�س( ×  ه`

اأي اأنََّّ م�صتقة حا�صل �سرب اقترانين ت�صاوي:
      الاقتران الاCول × م�ستقة الãاÊ + الاقتران الãاÊ × م�ستقة الاCول

اإذا كان ق)�س( = ) �س3 + 6�س( ) 4�س2 - 3( فجد قَ )�س(.
الحل

     )�س3 + 6�س(
�س     ) 4�س2 - 3( + ) 4�س2 - 3( 

�س  قَ )�س( = ) �س3 + 6�س( 

        ، فجد قَ )�س( . 
4�س2 - 3 

اإذا كان ق)�س( =   �س4 + 2�س +1

1
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(2)IóYÉb

= ) �س3  + 6�س( ) 8�س( + ) 4�س2 - 3( )3�س2 + 6(
= 8�س4  + 48�س2 + 12�س4 + 24�س2 - 9�س2 - 18 =  20 �س4 + 63 �س2 - 18 

.iحُلَّ المثال )1( بطريقة اأخر

1          �س  + 3(  فجد قَ )�س(.
2   اإذا كان ق)�س( = ) 4 - 2 �س3( ) 

قاعدI الق�سªة   
ل )�س( ،  هـ )�س( ≠ 0 ، 

اإذا كان الاقترانان ل، هـ قابلين لل�صتقاق عند �س، وكان ق)�س( =  هـ )�س(
فاإنََّّ الاقتران ق يكون قابلًا لل�صتقاق عند �س، واإنَّ 

n )�س(      ه`)�س( * لn)�س(  - ل)�س(  * ه`
)ه`)�س((2 قn)�س( = 

اأي اأنَّ م�صتقة حا�صل ق�صمة اقترانين ت�صاوي :
 Ωم�ستقة الب�سط - الب�سط *  م�ستقة المقا * Ωالمقا   

2) Ωالمقا (                                         

1

        ، فجد قَ )�س( . 
�س3 + �س 
�س2 + 5 اإذا كان ق)�س( =

2

الحل
: ا�صتخدم قاعدة الق�صمة لتجد اأنَّ

قَ)�س( =

=           

     )�س2+ 5(   
�س     )�س3+ �س( - )�س3+ �س( * 

�س  )�س2+ 5( *  
 )�س2+ 5(2

 )�س2+ 5( )3�س2+ 1( - )�س3+ �س()2�س(   
)�س2+ 5(2

)3�س4+ �س2 + 15�س2+ 5( - )2�س4+ 2�س2(   
)�س2+ 5(2

�س4+ 14�س2 + 5   
)�س2+ 5(2    ==
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اإذا كان الاقتران ل قابلًا لل�صتقاق عند �س، اأ عدد ثابت وكان: 
: ، ل)�س( ≠  ٠ فاإنِّن الاقتران ق يكون قابلًا لل�صتقاق عند �س، واإنَّ  اأ 

ل)�س(  ق)�س( =

- اأ لَ)�س(  
) ل)�س( (2 قَ )�س( = 

ا ثابتًاا . النتيجة الاآتية  قد تواجهك بع†س الاقترانات المكوّنة من ب�صط ومقام يكون ب�صطها عددًا
تُ�صهل عليك العمليات الجبرية لاإيجاد م�صتقة مثل هذه الاقترانات.

2�س =1

�س =  1
  �س 

�س     فجد 
6�س + 1   

اإذا كان �س =   �س2  - 4

(1)áé«àf

(2)áé«àf

اإذا كان ق)�س( = �سن ، �س ≠ 0 ، ن عدد �صحيح �صالب،  فاإنَّ قَ)�س( = ن �سن-1

البرهان
افر�س اأنَّ ن = - م ، �س ≠ 0 حيث م عدد �صحيح موجب، فيكون ق)�س( = �س ن = �س- م.

1
با�صتخدام خ�صائ�س الاأ�ص�س يكون  ق)�س( =  �س م

 - م  * �سم-1      = -م �سم -1-2م  = -م �س-م -1
)�سم(2  =      )

 �سم   * 0  - )1( )م �سم-1
)�سم(2 قَ )�س( = 

قَ  )�س( = -م �س-م -1 = ن �سن-1          لاأن - م = ن

اأثبت نتيجة )1(.
ô وناق�س ِّµف
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3

3
جد م�صتقة كلٍّ من الاقترانات الاآتية:

�س4 - 3         
�س3   π                     2( ق)�س( = �س-4                3( ع)�س( =

1(ل)�س( =   �س2
الحل

1( با�صتخدام النتيجة )1( يكون:

       π 2-
(      =  �س3

- π )2 �س 
)�س2(2       لَ )�س( = 

2( با�صتخدام النتيجة )2( يكون:
         4-

      قَ  )�س( = - 4 �س-4 -1 = - 4 �س-5 =  �س5
3( يمكن اإعادة كتابة ق على ال�صورة

3         =  �س - 3 �س- 3
3        = �س-  �س3

�س4        -   �س3
      ع )�س( =  �س3

با�صتخدام النتيجة )2( وقواعد الا�صتقاق يكون :
       9

عَ )�س( = 1 - 3)-3( �س-          4  = 1 + 9 �س-          4   = 1 +   �س 4

�س    لكلٍّ مما ياأتي :  
�س  جد  

2 - �س3             
3                                                  2(  �س=  �س  

1( �س=  �س 2

ô وناق�س ِّµف
.iحُلَّ فرع )3( من مثال )3( بطريقة اأخر
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2(ابحث في ات�صال ق)�س( عند �س = اأ وهناك حالتان :
  اأ ( ق اقتران غير مت�صل عند �س = اأ وبناءًا عليه ق غير قابل لل�صتقاق عند  �س = اأ ) نظرية 2 

في الات�صال والا�صتقاق(
ب( ق مت�صل عند �س = اأ وفي هذه الحالة يجب بحث قابلية الا�صتقاق عند �س = اأ با�صتخدام 

تعريف الم�صتقة عند نقطة.
�صورة  على  قواعدها  التي  المت�صعبة  الاقترانات  في  الا�صتقاق  قواعد  ا�صتخدام  ويمكنك 

كثيرات حدود اأو ن�صبية.

قَ)�س( = 
 لَ) �س(       ،  �س < اأ
هـَ )�س(    ،  �س > اأ

 ل) �س(       ،    �س ≤ اأ
هـ )�س(    ،    �س > اأ

 الحل 
1( عندما �س<1 ، ق اقتران مت�صل؛ لاأنَّه على �صورة كثير حدود، اإذن قَ)�س( = 24�س2 + 4

عندما �س >1، ق اقتران مت�صل؛ لاأنَّه على �صورة كثير حدود، اإذن قَ)�س( = 16 �س + 12 

اأي اإنَّ  قَ )�س( =                                              

اإذا كان ق)�س( =                                                            ، فجد قَ)�س(.
 8�س3 + 4�س                          ،   �س ≤ 1
 8�س2 + 12�س - 8        ،   �س > 1

 24�س2 + 4      ،  �س < 1
 16�س + 12     ،  �س > 1

4

لاإيجاد م�صتقة الاقتران المت�صعب ق)�س( = 

 حيث لَ  )�س( موجودة لكل �س < اأ ، هـَ )�س( موجودة لكلِّن �س > اأ  ، اتبع الخطوات الاآتية:
1( جد لَ )�س( عندما �س < اأ، هـَ  )�س( عندما �س > اأ  فيكون :

م�ستقة الاقترانات المت�سعبة
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5

اإذا كان ق)�س( = �س3| �س - 2 | فابحث في قابلية الاقتران ق لل�صتقاق على ح .
الحل

1( اأعد كتابة الاقتران ق دون ا�صتخدام رمز القيمة المطلقة.

| �س - 2| = 
: وعليه فاإنَّ

 ق )�س( = 

2( عندما �س <2 ، ق مت�صل لاأنَّه على �صورة كثير حدود،  قَ )�س( = 4�س3 – 6�س2
 عندما �س >2 ، ق مت�صل لاأنَّه على �صورة كثير حدود،  قَ )�س( = 6�س2 – 4�س3

اأي اأنَّ  قَ )�س( =                                                   

  �س - 2     ،  �س ≤ 2
  2 - �س    ،  �س > 2

  �س4 - 2�س3     ،  �س ≤ 2
  2�س3 - �س4     ،  �س > 2

  4�س3 - 6�س2      ،  �س < 2
  6�س2 - 4�س3      ،  �س > 2

قَ )�س( =                                               
 24�س2 + 4       ،  �س < 1
       28              ،  �س = 1
 16�س + 12     ،  �س > 1

يمكنك الاآن كتابة قَ )�س( لكل �س   ح على ال�صورة :

قَ+ )1( = 24)1(2  + 4 = 28
قَ- )1( = 16)1( + 12 = 28 

بما اأن قَ+)1( = قَ-)1( =28
اإذن قَ )1( = 28

2( ابحث في قابلية الاقتران ق لل�صتقاق عند �س = 1.
ق مت�صل عند �س= 1                                              لماذا؟
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3( ابحث في قابلية الاقتران ق لل�صتقاق عند �س = 2.
ق اقتران مت�صل عند �س= 2                                         لماذا؟

قَ+ )2( = 4)2(3- 6)2(2 = 8
قَ- )2( = 6)2(2 - 4)2(3 = - 8

بما اأنَّ قَ+)2( ≠ قَ-)2( فاإنَّ قَ )2( غير موجودة. 
يمكنك الاآن كتابة قَ )�س( لكلِّن �س   ح على ال�صورة :

 4�س3 - 6�س2     ،  �س < 2 
 غير موجودة         ،  �س = 2
6�س2 - 4�س3      ،  �س > 2

قَ )�س( =   

4

  فابحث في قابلية الاقتران ق لل�صتقاق على ح.

اإذا كان ق)�س( =                                                           
4      ،      �س ≥ 1

 �س + 1  
  

  �س + 1      ،      �س < 1
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  �س   في كلٍّ مما ياأتي:
�س 1( جد  

      اأ   ( �س = �س2 ) 1 + �س3(                          ب( �س = )�س3  - 2�س + 1( ) 4�س - 3(
�س2 - 1

                                    د  ( �س =      2�س + 3  
�س3

جـ( �س =   1 - �س  

2( جد قَ)�س( في كلٍّ مما ياأتي:

اأ   (  ق)�س( = �س)�س + 2( ) �س2 - 3�س – 6(

ب( ق)�س( = | �س - 3 | )�س2 + �س( 

�س2 - 2�س + 4
�س2 + 4   جـ(  ق)�س( = 

|�س2- 5�س + 4|   ، �س  ) 1، 5 [
�س )�س - 1(    د  ( ق)�س( = 

 3( اإذا علمت اأنَّ هـ )�س( قابلl لل�صتقاق واأنَّ هـ )2( = 3 ، هـَ )2( = -1، فجد قَ  )2( في كلٍّ 
مما ياأتي:

 اأ  ( ق)�س( = �س هـ )�س(                            ب( ق)�س( = 3�س2هـ )�س( - 5�س

2�س + 1
3 هـ )�س(  1               د  ( ق)�س( = 

هـ)�س(   جـ( ق)�س( = هـ )�س( -  

4( اإذا كان ل، هـ اقترانين قابلين لل�صتقاق وكان ل )-2( = 3 ،لَ )-2( = - 1 ، هـ)-2( = 4                                                                                                                                               
هـَ  )-2( =  -6 ، فجد قَ )-2( في كلٍّ مما ياأتي:

  
هـ)�س(

اأ   ( ق)�س( = ل)�س( × هـ)�س(                   ب( ق)�س( =  ل)�س( +1  
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5( جد قَ)�س( في كلٍّ مما ياأتي، عند قيمة �س المبينة اإزاء كلٍّ منها:
 اأ  ( ق)�س( = �س2 -] 2�س + 1[    ،        �س = 1.4

1 �س + 3[           ،        �س = 2
4  [

ب( ق)�س( =  |2�س -1|

               ،        �س = -1  
2�س + 1
�س2  -4 جـ( ق)�س( = 

6( اإذا كانت ل، م، هـ اقترانات قابلة لل�صتقاق عند �س، فا�صتخدم قاعدة م�صتقة حا�صل �سرب 
 : اقترانين لاإثبات اأنَّ

     )ل)�س( * م)�س( * هـ)�س(( 
�س  

= ل)�س( * م)�س( * هـَ )�س( + ل)�س( * هـ)�س( * مَ )�س( + م)�س( * هـ)�س( * لَ)�س(

7( اعتمد على النتيجة في ال�صوؤال) 6 ( لاإثبات اأنَّ :
     )ل)�س((3 = 3)ل)�س((2 * لَ)�س(

�س       

8( اإذا كان ق)�س( =                     

فابحث في قابلية الاقتران ق لل�صتقاق عند �س = 1 ، ثم اكتب قاعدة قَ)�س(.
9(  اإذا كان ق)�س( = | �س | ) �س2 + 6�س( ، فابحث في قابلية الاقتران ق لل�صتقاق 

لجميع قيم �س  ح .

10(  اإذا كان ق)�س( =                      

وكان ق اقترانًاا قابلًا لل�صتقاق عند �س = 2 ، فجد كلًّا من الثابتين اأ ، ب .

     4�س3            ، �س ≥ 1
 3�س4 + 1     ،  �س < 1

 اأ �س2 - ب �س                 ، �س ≥ 2
4- ب �س3 + اأ�س               ،  �س < 2
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É«∏©dG äÉ≤à°ûŸG ثالثًا  
Higher Derivatives

.)1-( اإذا كان ق)�س( = )2�س4- 3�س + 1( )�س2 + 7(، فجد قًا

اإلى �س  بالن�صبة  فاإنََّّ م�صتقته  اإذا كان �س = ق)�س( اقترانًاا قابلًا لل�صتقاق،  اأنَّه  ا  تعلمت �صابقًا
تُ�صمى الم�صتقة الاأولى للقتران ق، ويُرمز لها باأحد الرموز الاآتية: 

     )ق )�س(( ، قَ)�س(
�س �س    ،   

�س �سَ ،   
لاحظ اأنَّ قَ )�س( اقتران في �س يمكن اأن يكون قابل لل�صتقاق بالن�صبة اإلى �س، وم�صتقة قَ)�س( 

تُ�صمى الم�ستقة الãانية للقتران ق، ويُرمز لها باأحد الرموز الاآتية: 
)�س(      )قَ )�س(( ، قًا

�س 2�س    ،   
�س2 �سًا   ،   

öT ) ójôJ áÑJQ …CG øe ¿GÎbG á≤à°ûe Ö°ù– ¿CG ∂æµÁط s¿EG å«M , )ÉgOƒLh الم�ستقة الãالãة هي 
َ )�س(      )قًا )�س(( ،قًا

�س 3�س    ،   
�س3 م�صتقة الم�صتقة الثانية ويُرمز لها باأحد الرموز: �سًاَ   ،   

تُ�صمى مثل هذه الم�صتقات بالم�ستقات الع∏يا للقتران ق. لاحظ  اأنَّ الت�صل�صل �سروري في اإيجاد 
الم�صتقات، فمثلًا لاإيجاد الم�صتقة الثالثة لاقتران؛ يجب اإيجاد الم�صتقة الاأولى ثم الثانية ثم الثالثة.

اإلى  بالن�صبة  الرابعة غير عملي وكذلك الاأمر  الم�صتقة  للتعبير عن  ا�صتخدام الاإ�صارات )//// (  اإنَّ 
للتعبير  ال�صحيحة بين قو�صين  تُ�صتخدم الاأعداد  اإلï. لذلك   ...  ، الم�صتقات الخام�صة وال�صاد�صة 
عن الم�صتقات  الرابعة ، والخام�صة ، ... اإلï. فمثلًا �س)4(  اأو   ق)4()�س(  تعبر عن الم�صتقة الرابعة 

للقتران ق. �صنكتفي باإيجاد الم�صتقات حتى الرابعة في هذا الدر�س.

َ )�س( اإذا كان ق)�س( = 4�س5 - 2�س3 + 6�س2 + 1 . فجد قًا
1

الحل 
قَ)�س( = 20 �س4 - 6�س2 + 12�س 
)�س( = 80�س3 - 12�س + 12    قًا
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.)1-( 1( اإذا كان ق)�س( = 5�س3 - 4�س2 + 6�س + 1 ، فجد قًا
2( حُلَّ الم�صاألة الواردة في بداية الدر�س.

)�س( = 24�سن-3  ، فجد قيمة ن . اإذا كان ق)�س( = �س ن ، وكان قًاَ
الحل

قَ )�س( = ن �سن-1
قًا )�س( = ن )ن -1( �سن-2

قًاَ )�س( = ن )ن -1( )ن - 2( �سن-3 = 24�سن-3
∴ ن )ن -1( )ن - 2( = 24

ابحث عن ثلثة اأعداد متتالية حا�صل �سربها 24.
الاأعداد هي 2، 3، 4 

 اأي اأنََّّ  ن = 4.

2

1

2

اإذا كان  ق)�س( =                                  ، فاأجب عن كلٍّ مما ياأتي:

1( بيّن اأنَّ الاقتران ق قابل لل�صتقاق عند �س = 0 
ح . 2( اكتب قاعدة قَ)�س( لجميع قيم �س 

)0( غير موجودة.  3( بيّن اأنَّ قًا

1 �سن ، وكان قًاَ )�س( =  اأ�س2 ،  فجد قيمة الثابت اأ.
10 اإذا كان ق )�س( = 

3
  �س2        ، �س ≤ 0
   0          ،  �س > 0

)�س( = 240 �س2 - 12 قًاَ
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اإذا ك�ن ق )�س( =                                   ، ف�أجب عن كلٍّ مم� ي�أتي:

1( بيّن اأنَّ كلًّا من قَ)0(، قً)0( موجودة، ثم جد قيمة كلٍّ منه�.
2(اكتب ق�عدة كل من قَ )�س(،قً)�س( لجميع قيم �س  ح .

)0( غير موجودة. 3( بيّن اأنَّ قًَ

الحل
1( ق اقتران مت�صل لجميع قيم �س < 0 لأنَّه على �صورة كثير حدود ، قَ)�س( = 2�س.

     ق اقتران مت�صل لجميع قيم �س > 0 لأنَّه اقتران ث�بت ، قَ)�س( = �صفرًا .

∴  قَ)�س( =  

قْ من ذلك.  ق اقتران مت�صل عند �س = 0 ، تحقَّ
قَ+)0( = 2)0( = 0

قَ- )0( = 0
بم� اأنَّ قَ+ )1( = قَ-)1( =0  

اإذن  قَ)0( = 0   ، ويكون القتران ق ق�بلً لل�صتق�ق عند �س = 0
2( يمكنك كت�بة قَ )�س( لجميع قيم �س  ح على ال�صورة : 

قَ)�س( =                                              اأو               

3( اتبع الخطوات ال�ص�بقة لت�صل اإلى قً)�س( = 

قً+)0( = 2، قً-)0( = 0 
بم� اأنَّ قً+)0( ≠ قً-)0( ف�إنَّ قً)0( غير موجودة.

  2�س       ، �س < 0
  0    ، �س > 0

  2�س         ، �س < 0
   0         ، �س = 0
   0      ، �س > 0

  2�س     ، �س < 0
  0     ، �س ≥ 0

 2   ، �س < 0
 0  ، �س > 0

 �س3       ، �س ≤ 0
 0         ، �س  >  0

3
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1( جد الم�صتقة الثانية لكلٍّ من الاقترانات الاآتية :
 �س2 + 1

�س        �س2 - 6 �س               ب(  �س= 
   7
2 اأ   ( �س = 4�س3 - 

جـ( �س = |�س| ) �س2 + �س( 

)1-( 2( اإذا كان ق)�س( = ) �س2 + 4�س( ) �س3 + 1(، فجد قيمة قَ )-1(× قًا

)�س( = اأ �س فجد قيمة الثابت اأ . 3( اإذا كان ق)�س( = �س ن ، ن عدد �صحيح موجب وكانت قًاَ
1          �س3

2 2          ، �س ≠ 0 ، فاأثبت اأنَّ �سًا  = 
�س 4( اإذا كان �س = 

5( اإذا كان ق)�س( = �س4 + 3�س3 - 6 �س2 - �س ، فجد قيم �س التي تحقق ما ياأتي :
)�س( > 0 )�س( ≤0                      جـ(  قًا )�س( = 0                    ب( قًا اأ   ( قًا

6( جد الم�صتقة الثالثة لكلٍّ من الاقترانات الاآتية :
اأ   ( �س = �س4 - 3�س-  5

ب( �س = اأ�س3 + ب �س2 + جـ �س ، حيث اأ ، ب، جـ ثوابت.

7( جد قيمة كلٍّ مما ياأتي :
)π( حيث ق)�س(    =  �س2 - 6�س اأ   ( قًاَ

1           �س3 
1       �س5  -  3

)-1( حيث ق)�س(  =   20 ب(  قًا

      
�س1  جـ( ق)4()1( حيث ق )�س(  = 

8( اإذا كان كلw من ل ، لَ ، لًا  قابلًا لل�صتقاق عند �س، وكان ق)�س( = �س2 ل)�س(
فجد قًا )�س( ،  قًاَ )�س(.
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 9  ( اإذا كان كلw من الاقترانين  ل، هـ قابلًا لل�صتقاق مرتين، فاأثبت اأنََّّ :
ًا( )�س(   × هـ( )�س( + 2)لَ × هـَ( )�س( + ) ل × هـ    )ل × هـ(ًا )�س( = )لًا

10( جد قاعدة اقتران كثير الحدود ق من الدرجة الثانية الذي فيه ق)1( = 3، قَ )1( = -2 
.4 = )1( قًا

11( اإذا كان كلw من الاقترانين  ل، هـ قابلًا لل�صتقاق مرتين فاأثبت اأنََّّ :
     )ل)�س( هـَ )�س( - لَ)�س( هـ)�س((

�س )�س( هـ)�س( =  ًاَ )�س( - لًا ل)�س( هـ

12( اإذا كانت ل، ق، هـ اقترانات قابلة لل�صتقاق حتى الم�صتقة الثالثة وكان 
 : هـ )�س( = ل)�س( × ق)�س( ،   لَ)�س( × قَ)�س( = جـ ، حيث جـ عدد ثابت  فاأثبت اأنََّّ

)�س( + ق)�س( × لًاَ)�س(   ًاََ )�س( = ل)�س( × قًاَ هـ
�س16      ، اأ ثابت ، وكان قًاَ )2( = 90 فجد قيمة الثابت اأ. 13( اإذا كان ق)�س( = اأ �س4 + 

)�س( > 0 14( اإذا كان ق)�س( = 8 �س - 4)م - 3( �س2 ، فجد قيم الثابت  م التي تجعل قًا
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á«ã∏ãŸG äÉfGÎb’G äÉ≤à°ûeرابعًا  
Derivatives of Trigonometric Functions

.)         π
6 اإذا كان ق)�س( = قا�س + ظا�س ، فجد قَ ) 

اإيجاد م�صتقة هذه  �صتتعلم  الدر�س  البياني، وفي هذا  المثلثية وتمثيلها  ا الاقترانات  �صابقًا تعلمت 
الاقترانات.

 ق)ع (  - ق)�س(        
ع - �س ا اأنَّ الم�صتقة الاأولى للقتران ق عند �س هي: قَ )�س( = نهــــــا  تعرفت �صابقًا

ع ←�س  
جا�س          = 1                                                                                                     

�س                                                                                          �س ←0                                                                                                                   �صت�صتخدم هذا التعريف والنظرية        نهــــــا   

لاإثبات القاعدتين الاآتيتين:

البرهان 

 ق)ع (  - ق)�س(        
ع - �س قَ )�س( = نهــــــا 

                     ع ←�س

جاع   - جا�س           
ع - �س                     ع ←�س            = نهــــــا

ع - �س               
2 ع + �س          جا 

2 2جتا 
ع - �س             = نهــــــا 

                    ع ←�س

ع - �س                
2 ع + �س          جا 

2 جتا 
ع - �س        

2
                   ع ←�س            = نهـــــا

ع + �س            = �س + �س، وعندما ع ←�س، فاإنَّ �س←٠
2 ع - �س             يكون    

2 بفر�س اأنَّ �س =    
                                                                                                                          

1 Ió`YÉ`b

ح ، فاإنََّّ قَ )�س( = جتا �س اإذا كان ق)�س( = جا �س ، �س 

ع - �س           
2 ع + �س            جا    

2  جاع - جا�س = 2جتا    
ع - �س           

2 ع + �س           جا   
2 جتاع - جتا�س =  -2جا   

ôّكòJ
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جا�س           = جتا)�س + 0( * 1=جتا �س
�س = نهــــــا جتا )�س + �س( * نهــــــا                                         �س ←0                                            �س ←0  

1 جا �س ، فجد قَ)�س(.
3 اإذا كان ق)�س( = �س2+ 

الحل   

1 جتا �س
3 قَ )�س( = 2�س +  

. ) π
6 اإذا كان ق)�س( = 2�س - 6جا�س ، جد قَ )

الحل

قَ )�س( = 2 - 6 جتا�س
  3    3 - 2 =  3

2   × 6 - 2 = π
6 ( = 2 - 6 جتا  π

6 قَ ) 

2

1

1
) π

3 اإذا كان ق)�س( = 2 جا�س +6�س ، فجد قَ) 

2 IóYÉ``b

ح ، فاإنََّّ قَ)�س( = - جا�س. اإذا كان ق)�س( = جتا �س ، �س 

البرهان 
جتاع - جتا �س        

ع - �س  ق)ع (  - ق)�س(         = نهــــــا 
ع - �س   قَ)�س(  = نهــــــا 

 
                       ع ←�س                                                       ع ←�س                                                                                            

 

جا�س          (
�س = نهــــــا )جتا )�س + �س(  *    ∴ قَ )�س( 

                          �س ←0
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.) π
3 جتا�س           ، �س ≠  0 ،  فجد قَ )

�س اإذا كان ق)�س( = 
3

ع - �س                   (
2  جا 

ع - �س        
2

  
 * 

ع + �س           
2                     ع ←�س= )-1( نهـــــا  )جا 

ع + �س          = �س + �س، 
2 ع  - �س            يكون  

2 بفر�س �س = 
عندما ع ← �س ، فاإنََّّ �س ←0

جا�س         (
�س                                                   �س ←0∴ قَ )�س( = )-1( نهــــــا )جا )�س + �س( *  

جا�س          =  - جا�س * 1
�س                                          �س ←0                                      �س ←0                  = )-1( نهــــــا جا )�س + �س( * نهــــــا 

∴ قَ )�س( = - جا �س

الحل
طبِّق قاعدة م�ستقة خارج ق�سمة اقترانين:

  
قَ )�س( =                                                                              = 

                                                               =              

-              =                                         =                                                      = )    π 
3 قَ )

     )�س(     
     )جتا �س( - )جتا �س( *   �س

�س *  �س
 �س2

�س *  - جا �س - جتا �س *  1     
 �س2

         π 
3  π    - جتا 

3  π     * جا 
3 -

2)    π 
3 (

9
2 π 2

3   3-
π 2

          1 
2  -    3 

2  *     π 
3 -

2)    π 
3  (

- �س جا�س - جتا�س
 �س2

ع - �س               
2 ع + �س          جا  

2  جا  
ع - �س        

2
                   ع ←�س                                                                            = )-1( نهــــــا
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الحل

 �سَ = اأ جتا�س– ب حا�س
�سً = – اأحا�س– ب جتا�س = – ) اأجا�س + ب جتا�س(                                                                                       

اأي اأنََّّ �سً = – �س  ومنه �سً + �س = �سفرًا 

اإذا كان ق)�س( = ظا�س ، فاأثبت اأنَّ  قَ )�س( = قا2�س.
5

2

.) π
2 اإذا كان ق)�س( = �س جا�س ، فجد  قَ  )

البرهان
جا�س        

جتا �س يمكنك كتابة الاقتران ق بال�سورة ق)�س( = 
طبِّق قاعدة الق�سمة في الا�ستقاق.

= قا2�س 
1

جتا2�س + جا2�س           =   جتا2�س 
جتا�س * جتا�س  - جا �س * - جا �س         =  جتا2�س 

 قَ )�س( =  جتا2�س  

3
ا�ستخدم القاعدتين )1(، )2( في اإثبات قواعد ا�ستقاق الاقترانات: ظتا�س ، قتا�س، قا�س كما 

في الجدول الاآتي:
الاقتران: ق)�س(

قا�س
قتا�س
ظتا�س

الم�ستقة: قَ)�س(
        قا�س ظا �س

    - قتا�س ظتا�س
    - قتا2�س

يمكنك ا�ستخدام القاعدتين 1، 2 في  اإيجاد م�ستقات الاقترانات المثلثية: ظا�س، ظتا�س، قا�س، قتا�س.

ح ، فاأثبت اأنََّّ �سً  + �س = 0  اإذا كان �س = اأ جا�س + ب جتا�س ، اأ،ب 

4
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4
حُلَّ الم�ساألة الواردة في بداية الدر�س.

البرهان
1

جتا�س   -   جا2�س 
 *  جا�س 

1-
قَ )�س( =  – قتا�س ظتا�س – قتا2�س =  جا�س 

-جتا�س - 1
             =  جا2�س 

- )جتا�س + 1(
             =  1- جتا2�س 

- )جتا�س+1(
)1- جتا�س( )1+ جتا�س(   =             

1-
             =  1- جتا�س 

        1
             =  جتا�س-1 

  1
اإذا كان ق)�س( = قتا�س + ظتا�س ، فاأثبت اأنََّّ  قَ )�س(  =  جتا�س-1 

6
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 : á«JB’G äÉfGÎb’G øe xxπµd   ¢U  
¢S  óL(1

 ¢SÉL2¢S = ¢U (Ü                   ¢SÉàL – ¢SÉL3 = ¢U (   CG
¢S  π 3   - ¢S ÉX = ¢U  (  O                                          ¢S 

¢S ÉàL = ¢U (`L
¢S ÉàX ¢S - ¢S Éàb = ¢U ( h                  ¢S 2ÉàL + ¢S2ÉL = ¢U (`g 

. ¢U ád’óH ¢U6 + k¢U óéa , ¢SÉL = ¢U ¿Éc GPEG (2

   : É¡æe xπc AGREG áæ«ÑŸG  ¢S áª«b óæY á«JB’G äÉfGÎb’G øe xπµd (¢S) n¥ óL (3
    π3   = ¢S ,    ¢S ÉàL ¢SÉL = (¢S)¥ (  CG 

  π4   = ¢S ,  (¢S -)ÉàL + (¢S -)ÉL = (¢S)¥ (Ü

         π  = ¢S ,     ¢SÉàL
  ¢SÉL +1  = (¢S)¥ (`L

  π6   = ¢S ,     ¢SÉ`b ¢S = (¢S)¥ ( O 

  π3   = ¢S ,     ¢S + ¢SÉX
¢SÉL  = (¢S)¥ ( `g

G kôØ°U =  

k¢U + ¢U  ádOÉ©ª∏d vÓM o nÈà©oj ¢SÉL = ¢U , ¢SÉàL =¢U øe vÓc s¿CG âÑKCG (4

: »JCÉj É‡ xxπc ‘ 0 = (¢S) n¥ ádOÉ©ŸG ≥≤– »àdG [π 2 , π 2-] IÎØdG ‘ ¢S º«b óL (5

¢S É`b = (¢S)¥ (Ü                     ¢SÉàL + ¢S = (¢S)¥ (   CG      
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2�س    لكلٍّ مما ياأتي:  
�س2 6( جد 

      اأ  ( �س =  قتا�س                                     ب( �س = �س جتا �س – 4جـا �س

7( اإذا كان  ق)�س( =                                      

فجد قيمة كلٍّ  من الثابتين اأ ، ب التي تجعل الاقتران ق قابلًا للا�ستقاق عند �س= 0

. π  =فابحث في قابلية الاقتران ق للا�ستقاق عند �س ]π 2 ، 0[   8( اإذا كان ق)�س( = |جا �س|، �س

1 �س ، �س   ]π 2 ، 0[ فجد قيمة ) قيم ( �س التي تجعل المما�س 
2 9( اإذا كان ق)�س( = جا�س - 

لمنحنى ق اأفقيًّا.

 جتا�س         ،   �س ≥ 0
اأ�س + ب     ،   �س > 0
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IóYÉ`b

bاIóY الù∏°ù°ة
اإذا كان الاقترانان ق، هـ قابلين للا�ستقاق عند �س، وكان الاقتران ق قابلًا للا�ستقاق عند 

: هـ )�س(، فيكون الاقتران المركب )ق ° هـ()�س( قابلًا للا�ستقاق عند �س واإنَّ
َ  )�س( = قَ  )هـ)�س(( × هـَ )�س(. )ق ° هـ(

á∏°ù∏°ùdG IóYÉb
Chain  Rule خامسًا  

�س        
�س اإذا كان �س = )�س3 - �س(6 ، فجد   

تعلمت �سابقًا بع�س قواعد الا�ستقاق التي تمكنك من اإيجاد م�ستقات اقترانات ب�سيطة، مثل: 
م�ستقة حا�سل جمع، اأو طرح، اأو �سرب، اأو ق�سمة اقترانين. في هذا الدر�س �ستتعلم اإيجاد م�ستقة  

�سي≠ لاقترانات مركبة.

: في ال�سكل المجاور تجد اأنَّ
�س = ق)ع(  ........... )1(
ع = هـ )�س( ...........  )2( 

اأي اأنََّّ �س = ق)هـ )�س(( = )ق ° هـ()�س(
: �س   يعني اإيجاد م�ستقة تركيب اقترانين اأي اأنََّّ  

�س اإن اإيجاد 
َ )�س( = قَ )هـ)�س(( × هـَ  )�س(                 ح�سب قاعدة ال�سل�سلة  �س   = )ق°هـ(  

�س  

ôcòJ
 ÚfاÎbا Ö«côJ

اإذا كان ق ، هـ اقترانين حيث �س = ق)ع( ،ع = هـ )�س(  وكان مدى هـ مجموعة جزئية 
من مجال ق ، فاإنََّّه يمكن كتابة �س على ال�سورة:

�س = ق)ع( = ق)هـ )�س((  اأو )ق ° هـ()�س(.
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º«ª©J

ع        
�س �س     *    

ع �س   =    
�س  

ع   من العلاقة )2(                                         
�س َـ )�س( =  �س    من العلاقة )1(، ه  

ع لكن قَ )ع(= 
: بالتعوي�س في العلاقة )3( ينتج اأنَّ

�س      
�س اإذا كان �س= )�س3 -1(10   فجد  

الحل 
 يمكن حــل الم�ساألة با�ستخــدام قاعدة ال�سل�سـلة، حيث نكـتب �س على �سـورة اقـتران مركب

 متغيره )�س(  بفر�س ع = �س3 – 1 ، في�سبح  �س = ع10  وبا�ستخدام قاعدة ال�سل�سلة تح�سل على
ع    

�س �س    *    
ع �س   =   

�س  
   = 10ع9 × )3�س2(         ، عو�س عن ع بدلالة �س لتح�سل على :

�س   = 10 )�س3 – 1(9 × )3�س2( = 30�س2)�س3– 1(9 .  
�س  

اإذا كان ق)�س( = �س2 ، هـ )�س( = 1- 6�س ، فجد كلاًّ مما ياأتي:

َ )�س( 1( )ق ° هـ(
)1( َ 2( )ق ° هـ(

الحل
َـ )�س( = - 6      قَ )�س( = 2�س   ، ه

1( )ق ° هـ(َ )�س( = قَ)هـ )�س(( × هـَ  )�س(
                             = قَ ) 1- 6�س( × -6

1

2

وهذه �سورة اأخرى لقاعدة ال�سل�سلة.

           = قَ )ع( × هـَ )�س(  ..............   )3(                      لاأنَّ ع = هـ )�س(
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اإذا كان ل)�س( = ظا �س3  ، فجد لَ )�س(
الحل

ابحث عن اقترانين  ق ، هـ بحيث يكون ل = ق ° هـ
 : بفر�س هـ )�س( = �س3 ، ق)�س( = ظا�س ، فاإنََّّ

َـ )�س( = 3�س2  ، قَ )�س( = قا2�س ه
ق)هـ )�س(( = ق)�س3( = ظا �س3 = ل)�س( 

لَ )�س( = قَ)هـ )�س(( × هـَ  )�س(
  = قَ )�س3( × 3�س2

  = )قا2�س3 ( )3�س2( = 3�س2 قا2�س3 .

3

1
1( حُلَّ الم�ساألة الواردة بداية الدر�س.

1 ، هـ )�س( = جا�س  فجد )ق ° هـ(َ  )�س(
�س 2( اإذا كان ق)�س( = 2 �س + 

من فوائد قاعدة ال�سل�سلة اإيجاد م�ستقة اقتران مرفوع لقوة مثل �س= ) ل)�س(( ن ، �س= جان�س 
ïواقترانات  اأخرى مثل �س= جاهـ)�س( ...... اإل

áé«àf

اإذا كان ل)�س( اقترانًا قابلًا للا�ستقاق عند �س ، وكان �س = ) ل)�س((ن، حيث ن عدد 
  �س  = ن )ل)�س((ن-1 * لَ )�س(  

�س �سحيح ، فاإنَََّّّ 

                          = 2) 1-6�س( × -6 = 72�س -12
2( )ق ° هـ(َ )1( = 72)1( -12 = 60
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�س   = - ن �س قتا�س.  
�س اإذا كان �س = ) قتا �س + ظتا �س(ن، ن عدد �سحيح موجب فبينِّ اأنَّ  

الحل
�س   = ن) قتا �س + ظتا �س(ن-1 ) - قتا�س ظتا�س - قتا2�س(  

�س  
           = ن) قتا �س + ظتا �س(ن-1 × - قتا�س) ظتا�س + قتا�س(

           = - ن ) قتا �س + ظتا �س(ن ×  قتا�س
�س  = - ن �س قتا�س.  

�س ومنه 

�س   .  
�س اإذا كان �س = ظا 4�س ، فجد 

الحل
�س = )ظا �س(4

با�ستخدام النتيجة ال�سابقة �س  = 4)ظا �س(3 )ظا �س(َ        
�س  

  = 4)ظا �س(3 ) قا2�س( = 4ظا3�س  قا2�س

4

2
�س     عند �س= 0  

�س 1( اإذا كان �س = ) قا �س + ظا �س(2، فجد 

5

�س   = ن )ل)�س((ن-1 *  لَ)�س(  
�س   ∴

ع     
�س �س   *    

ع �س   =    
�س   : با�ستخدام قاعدة ال�سل�سلة  ينتج اأنَّ

البرهان
ع   = لَ)�س(   

�س بفر�س ع = ل )�س( ، ومنه 
�س   = ن عن-1= ن )ل)�س((ن-1   

ع فيكون �س = ع ن ، ومنه  
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ع                                                            قاعدة ال�سل�سلة  
�س �س     *     

ع �س       =    
�س

     = - جا )�س2 +1( × 2�س
     = -2�س جا )�س2 +1(

اإذا كان  هـ )�س( اقترانًا قابلًا للا�ستقاق عند �س وكان �س = جا)هـ )�س((، فاأثبت اأنََّّ :
�س  = هـَ )�س( جتا)هـ )�س((  

�س  
البرهان

ع      =  هـَ  )�س(   
�س ،  ومنه    بفر�س ع = هـ )�س(  

�س      = جتاع = جتا )هـ )�س((    
ع ،  ومنه            �س = جا ع  

ع          قاعدة ال�سل�سلة   
�س �س     *     

ع �س        =    
�س   

َ  )�س( = هـَ  )�س( جتا)هـ )�س((.     = جتا)هـ )�س((  × هـ

7

الحل
ع   =   2�س   

�س  ، بفر�س ع = �س2 +1  

�س    =  - جا ع = - جا)�س1+2(  
ع   ،          �س = جتا ع  

�س    .  
�س اإذا كان �س = جتا) �س2 +1( ، فجد 

6

اإذا كان ع اقترانًا قابلًا للا�ستقاق عند �س ، فيمكنك ا�ستخدام قاعدة ال�سل�سلة في اإثبات �سحة 
القواعد الاآتية:

  ع 
      )جتاع( =  - جاع ×  �س

�س    )2   ع   
      )جا ع( =  جتاع ×  �س

�س    )1
  ع 
      ) ظتاع( = - قتا2ع   ×  �س

�س   )4   ع   
      )ظاع( =  قا2ع   ×  �س

�س    )3
  ع 
      )قتاع( = - قتاع ظتاع ×  �س

�س    )6   ع   
     ) قاع( =  قاع ظاع ×  �س

�س    )5

اإذا كان ع اقترانًا قابلًا للا�ستقاق عند �س ، فيمكنك ا�ستخدام قاعدة ال�سل�سلة في اإثبات �سحة 
º«ª©J
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اإذا كان ق)3�س ( = 6 �س2 + 9�س ، فجد قَ )3 ( 
الحل

ق)3�س ( يُ�سكل تركيبًا لاقترانين 
با�ستقاق الطرفين : 

قَ ) 3�س( × 3 = 12�س + 9
�سع �س = 1 فتح�سل على قَ ) 3(

∴ قَ) 3( × 3 = 12)1( + 9  ، ومنه: قَ)3( = 4 + 3 = 7

9

3
جد قَ)�س( لكلٍّ مما ياأتي :

1( ق)�س( = قا4 �س                            2( ق)�س( = ) �س3 + 2�س - 8( 7
3( ق)�س( = جا4 �س2

10

) π
6 3 ( = 8 ، فجد  هـَ  )

2 اإذا كان  هـ )�س( = ق ) حا 2�س(  وكان قَ )  
الحل

:  با�ستقاق الطرفين نجد اأنََّّ
هـَ  )�س( = قَ ) جا2�س( )جا2�س(َ   =  2 جتا2�س قَ )جا2�س(

�س     
�س اإذا كان  �س= جتا3)�س2-1(2  فجد  

الحل

  �س  = )3 جتا2)�س2 - 1(2( )-جا)�س2-1(2( )2)�س2-1( * 2�س(
  �س

           = -12 �س )�س2 - 1( جتا2)�س2 - 1(2 جا)�س1-2(2

8
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4

1 - �س2 ، فجد قَ ) 7(
�س اإذا كان ق)�س3 - 1( = 

) π3 π3 ( قَ)حا  π6 ( = 2 × جتا )  هـَ ) 
)     3

1 ×قَ)  2
2  × 2 =

8 = 8 × 1
2  × 2 =
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: »JCÉj É‡ xπc ‘   ¢U  
¢S  OÉéjE’  á∏°ù∏°ùdG IóYÉb Ωóîà°SG (1

1
 5(1 + 2¢S)    = ¢U (Ü                      8(4 + ¢S2 –3¢S ) = ¢U ( CG  

(¢S -2¢S )ÉàL = ¢U (  O                                   
4¢S

 4(3¢S - 1)  = ¢U (`L

:»JCÉj É‡ vÓc óéa , 1 + 3¢S = (¢S) `g ,  ¢S2- 2¢S = (¢S)¥ ¿Éc GPEG (2
(1) n (¥ ° `g) (Ü                                         (1) n (`g ° ¥) ( CG  

, 3 = (2) `g ¿Éch Éª¡«dÉ› ≈∏Y ¥É≤à°TÓd Ú∏HÉbh ì ≈∏Y Úaô©e ÚfGÎbG `g ,¥ ¿Éc GPEG (3
:»JCÉj É‡ vÓc óéa , 6- = (2) n `g  , 4 = (3) n¥

  3   = ¢S óæY n((2¢S)¥) (Ü                                           (2) n (`g ° ¥) (  CG

 í«ë°U OóY ¿ å«M , ((¢S)`g) ¿ÉL =¢U ¿Éch  ,¢S óæY ¥É≤à°TÓd kÓHÉb (¢S) `g ¿Éc GPEG (4
: ss¿CG âÑKCÉa

(¢S) n `g * ((¢S)`g) ÉàL((¢S)`g) 1-¿ÉL ¿ =     ¢U  
¢S   

: »JCÉj É‡ xxπc ‘     ¢U  
¢S    óL (5

 ¢S – 3¢S = ´ ,   ´ÉX = ¢U  ( CG  
5(1 + 2¢S) =∫   ,  ∫2 + 2∫ = ¢U (Ü

0 = k¢U  + ¢U : s¿CG âÑKCÉa ,( π2  +¢S) ÉàL =¢U  ¿Éc GPEG (6

¢S4Éb =     ¢U  
¢S    : s¿CG øgÈa , ¢S3ÉX 1

3   + ¢S ÉX =¢U ¿Éc GPEG (7
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�س    لكلٍّ من الاقترانات الاآتية عند قيمة �س المبينة اإزاء كلٍّ منها :  
�س 8 ( جد  

   ،  �س = 1
4) 1

π   ب(  �س = )�س +  �س
9  اأ   (  �س = حا2 3�س     ،   �س =  

9 ( جد �سً في كلٍٍّّ مما ياأتي :
 

جتا2�س
�س 1 (    ب(  �س= 

 اأ   (  �س = �س ظا ) �س

] π3 10( اإذا كان ق اقترانًا قابلًا للا�ستقاق وكان ق )حا2�س( = قتا )2�س( حيث �س   )0، 
      فجد  قَ ) 12 ( .

�س    |   
�س 11( اإذا كان �س = ق) �س2 + 2�س( ، قَ)3(  = 5 ، فجد   

                                                                                                 �س = 1
     )�س2 +3( ، فجد قَ )4(.

�س 12( اإذا كان ق)4�س( =   

13( اإذا كان ق)�س( = �س3 +2�س ، هـ )�س( = 3�س2 ، فجد كلاًّ مما ياأتي :
)2(  َ   اأ  ( )قَ ° هـ(َ )1(                                         ب( )قَ ° هـَ  (
 جـ( )قَ ° هـ(ً )-1(                                      د  ( )قَ ° هـَ  (ً  )3(
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»æª°†dG ¥É≤à°T’G
Implicit Differentiation سادسًا  

تعلمت �سابقًا اإيجاد م�ستقات لاقترانات معطاة ب�سورة  وا�سحة على ال�سكل �س = ق)�س(

مثل �س = ) �س2 +1(3 ، �س = �س2ظا�س ، �س =      

 وتُ�سمى اقترانات �سريحة؛  لاأن المتغير التابع )�س(  يظهر وحيدًا في طرف والمتغير الم�ستقل )�س( 
في الطرف الاآخر. في هذا الدر�س �سوف تجد م�ستقات علاقات اأو معادلات قد ي�سعب فيها ف�سل 

المتغير الم�ستقل عن المتغير التابع، وتُ�سمى Hال©لاbاä ال†°æª»ة. 
يمكنك الح�سول على اأكÌ من اقتران من علاقة �سمنية واحدة؛ فمثلًا من العلاقة �س2 + �س2=1 

 يمكنك الح�سول على �س= +    1- �س2 وهذه علاقة مكونة من اقترانين �س=    1- �س2 ،
�س    لعلاقات �سمنية .  

�س �س= -    1-   �س2 .  في هذا الدر�س �سوف تتعرف كيفية اإيجاد   

�س    ل©لاbة æª°V»ة اÑJ™ اƒ£ÿاä ا’JB»ة :  
�س   OاéjE’

1( ا�ستق طرفي المعادلة بالن�سبة اإلى �س.
�س    في طرف، وباقي الحدود في الطرف الاآخر.  

�س ع الحدود التي تحوي   2( جمِّ
�س     عاملًا م�ستركًا.   

�س 3( اأخرِج  
�س     باإجراء عملية الق�سمة.   

�س 4( جد   

�س    
�س اإذا كان 4�س – 2�س + 8 =0    ،  فجد   

1

�س≥0  ، �س2  + 4 
�س<0  ، 4 - 6�س 

.) 1
2  - ، 1

2 جد معادلة المما�س لمنحنى العلاقة �س2 + �س2 = 1 عند النقطة ) 
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الحل
�س    بطريقتين :  

�س في هذا المثال يمكنك اإيجاد  
الطريقة الاأولى : التعبير عن �س بدلالة �س ) اإيجاد علاقة �سريحة بين �س، �س(

1
2 �س    =    

�س �س - 2،    1
2 2�س - 8 =  

4 �س= 
الطريقة الثانية : ا�ستقاق طرفي المعادلة بالن�سبة اإلى �س با�ستخدام قاعدة ال�سل�سلة. 

1
2 �س    =    

�س �س      -2 = 0 ، منه    
�س   * 4

 

اإذا كان �س3 + �س3 = 6 �س �س ، فاأجب عن كلٍّ مما ياأتي:
1( جد �سَ .

2( جد ميل المما�س المر�سوم لمنحنى العلاقة عند النقطة ) 3، 3(.
الحل

1( 3 �س2 + 3 �س2 �سَ = 6�س × �سَ + �س × 6 
3 �س2 �سَ - 6�س �سَ = 6�س – 3 �س2
3�سَ ) �س2- 2�س(   = 6�س – 3 �س2

 2�س  -  �س2       
 6�س  - 3�س2         =  �س2  - 2�س   

3)�س2 - 2�س(    �سَ = 

2( عندما �س = 3 ، �س = 3

1- =           23 -  3 * 2 
   3 * 2 -  23    = 

�سَ

. 

اإذا كان 4�س2- جا �س = �س2  ،  فجد �سَ

2

3

الحل
 = 2�س

4×2 �س �سَ  –  جتا�س × �سَ
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يمكنك ا�ستخدام الا�ستقاق ال�سمني لتعميم م�ستقة �سن ؛ عندما يكون ن عددًا ن�سبيًّا كما في 
النظرية الاآتية :

البرهان 
 اإلى الاأ�س ن لتح�سل على :

م
ن ارفع طرفي المعادلة  �س= �س

�سن = �س م ، ثم ا�ستق الطرفين �سمنيًّا  بالن�سبة اإلى �س لتح�سل على :
�س    = م �س م -1  

�س ن �سن-1 ×  
م
ن �سم -1- م +  م

ن  �سم -1  = 
م 

ن * )�س(م -  م
ن  �سم -1  = 

(ن -1
م
ن )�س

م * 
ن  �سم -1  =  

�سن -1   م * 
ن �س     =     

�س   

م -1
ن �س م

ن �س     =   
�س اإذن   

1
�س     لكلٍّ مما ياأتي:  

�س جد   
1(3 �س2 – 4�س2 = 8                        2( 2 �س �س – �س3 +1 = �س + 2�س

3( �س2 + �س = ظا�س

ájô``¶f

 1- م
ن م )�س(

ن �س    =   
�س م عدد ن�سبي فاإنََّّ :  

ن ، حيث 
م
ن اإذا كان �س= �س

   –  �سَ جتا�س = 2�س

8 �س �سَ
  )8�س – جتا�س( = 2�س

�سَ
2�س  

�سَ =  8�س-جتا�س   
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: اإذا كان �س=    هـ )�س( ، وكان هـ )�س( اقترانًا قابلًا للا�ستقاق عند �س فاأثبت اأنََّّ
�س    =   2    هـ )�س(هـَ )�س(  

�س     
الحل

قابل  اقتران  )�س(  هـ  اأنَّ  وبما   ،
1
2 )هـ)�س(( �س=  بال�سورة   )�س(   هـ  �س=    عن   التعبير  يمكنك 

للا�ستقاق عند �س ، فيمكن تطبيق النتيجة ال�سابقة لتح�سل على :
 *  هـَ )�س(

1-
2 1 )هـ )�س((

2 -1 * هـَ  )�س( =   1
2 1 * )هـ )�س((

2 �س    =   
�س   

=                       * 1
2  =

áé«àf

، وكان �س= )ق)�س((ن، حيث ن عدد  �س  عند  للا�ستقاق  قابلًا  اقترانًا  كان ق)�س(  اإذا 
�س     = ن)ق)�س((ن-1 * قَ )�س(  

�س ن�سبي، فاإنَََّّّ   

5

هـَ )�س(        
     

1
2  )هـ )�س((

هـَ )�س(        
2   هـ )�س(      

�س     عند �س = 16  
�س  ، �س <0 ، فجد   

1
2 اإذا كان �س2 = �س

الحل
 1

1
2 2�س

  = 
1
2 �س    =  12 �س-   

�س 2 �س  *  
  

عندما �س=16 تكون �س = 2 وعليه تكون
1

32   =    1
�س    =   4 * 2    16  

�س    

4
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  جا4�س

  = - �سَ

اإذا كان �س = ظتا 2�س فاأثبت اأنَّ  �سً
الحل 

ا�ستقَّ الطرفين بالن�سبة اإلى �س
1= )- قتا2 2�س() 2�سَ( 

-1   جا2 2�س
2  =  1-

2قتا22�س    =  

�سَ
12   )2جا 2�س( )جتا2�س()2�سَ(                                   2جا�س جتا�س= جا2�س             - =  

�سً
12   )جا 4�س( )2�سَ(  - =       

  = - �سَ جا 4�س 

�سً

7

2
�س   لكلٍٍّّ مما ياأتي:

�س جد 

1(   �س  + جتا �س = 4                         2( )�س – �س( 2– �س = 0 

2�س     
5)�س - �س(4   �س  =1-  

   �س
  3

5   =   25   -1=  1*2
4)0-1(5   �س | = 1-  

   �س
)0،1(

                 

�س    عند النقطة ) 1، 0(.  
�س اإذا كان ) �س - �س(5 = �س2 ، فجد  

الحل 
ا�ستق الطرفين بالن�سبة اإلى �س لتح�سل على :

�س    ( = 2�س  
�س 5)�س - �س(4   )1-  

2�س   
5)�س - �س(4 �س   ( =    

�س     -1(

6
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الحل   
 ن                                                                               قاعدة ال�سل�سلة 

�س    *  �س  
ن �س    =    

�س    

�س   ،  
 ن  جد اأولا      ن

لتجد    �س

  1 
6  ن  = 

�س   = 6 ومنه   �س  
ن  

2  ن3  
3  =  1 

6 �س     = ) 4ن3( ×     
�س   

  ن                                                  لاأنَّ الا�ستقاق بالن�سبة اإلى �س
�س 2 ن2 *

3 2�س   = 3 * 

�س2  
 1  ن2

3   =  1 
6              =   2ن2*  

 1 
3 2�س  =  

�س2 عندما ن =1 ،  

4
π
3 2�س   عند ن =  

�س2 اإذا كان �س = جا 3ن ، �س = جتا3ن ،  فجد   

8

3
(،  فاأثبت اأنََّّ : π

اإذا كان  جتا �س = �س ،  �س  )0 ،  2
   1-

�س    =   1- �س2  
�س    

2 �س  ⎥      
اإذا كان  �س = ن4  ، �س= 6ن + 1 ،  فجد  �س2

ن = 1
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: »JCÉj É‡ xπµd     ¢U  
¢S    óL (1

 2¢S4 + 3¢S   = 2¢U (Ü                   16 = 2¢U4 + 2¢S (  CG       
2¢S = (¢U ¢S)ÉL ( O                  ¢U ¢S = 3¢U + 3¢S (`L

: »JCÉj É‡ xπµd  ¢U2

2¢S   óL (2

       16 = 2¢U3 + 2¢S4 (Ü                        ¢S4 = 3(¢U ¢S) (   CG

2 + ¢U   = ¢S ÉL (  O                         ¢U ÉàL ¢S = ¢U (`L

: É¡æe xπc AGREG áæ«ÑŸG §≤ædG óæY á«JB’G äÉbÓ©dG øe xπµd     ¢U  
¢S    áª«b óL (3

   ( π
2  , π4  )        ,          2  π = ¢U ÉàL + ¢U ¢S 8 (   CG

(1- ,1)        ,         2 = 3¢U + ¢U ¢S2 –3¢S (Ü

 (1 ,4)         ,                        3 =   2 
¢U  +   4 

¢S    (`L

. 

n¢U óéa  ,¢SÉàL 2¢U = (¢U + ¢S)ÉL ¿Éc GPEG (4

 ÉgQGó≤e ájhGR ¢SÉªŸG ÉgóæY ™æ°üj »àdG 3 = ¢U    +  ¢S    ábÓ©dG ≈æëæe ≈∏Y á£≤ædG óL (5
.äÉæ«°ùdG QƒëŸ ÖLƒŸG √ÉŒ’G ™e °135

 :»JCÉj É‡ πµd    ¢U  
¢S    óL (6

¢S3    + 2¢S    = ¢U (Ü             2(1 + ¢S2)  3  =¢U (   CG
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( اإذا كان �س = جا�س ، فاأثبت اأنَّ �سً = ظا�س قا2�س.  7

.) π
2  ، π4 �س     عند النقطة   )   

�س ( اإذا كان �س جتا2�س = �س جا 2�س ، فجد    8

   + 2�سَ  +  �س �س = 0

:    �س �سً ( اإذا كان  �س �س = جا�س، فاأثبت اأنََّّ  9

2�س   عند ن = 1.

�س2   �س    = 4ن ، فجد   
10 ( اإذا كان �س = ن3 + 2ن ،    ن

: 11 ( اإذا كان �س  + �س = جا �س،  فاأثبت اأنََّّ

   )�سَ(2= �سً  )ظتا �س- قتا�س(
 

12 ( اإذا كان �س = جا�س + �س �س ، فاأثبت اأنَّ :
1 - �س 2�سَ    + �س =  

         �سً
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ل التغير للاقتران ق  1( اإذا كان ق)�س( = ظا�س  وتغيرت �س من �س اإلى �س + هـ ، فاأثبت اأنَّ معدّن
ي�ساوي:

قا2�س * ظاهـ          
 هـ )1- ظا�س *ظاهـ( 

.) π4 2(اإذا كان ق)�س( = جا 2�س، فا�ستخدم تعريف الم�ستقة لاإيجاد  قَ ) 

3( ليكن ق)�س( =                                                                ، جد قَ)�س(.  
  

4( اإذا كان ل)�س( اقترانًا قابلًا للا�ستقاق عند �س = -1 ، ل)-1( = 1، لَ )-1( = 2 
فجد قَ )-1( في كلٍّ مما ياأتي :

 )ل)�س((2           
�س2 - �س اأ   ( ق)�س( =    �س+ 5 * ل)�س(                       ب( ق)�س( =  

π3 ل)�س((  ل)�س(                                    د  ( ق)�س( = ظا ) 
جـ( ق)�س( = ل )�س( -   �س

5(  اأ  ( اإذا علمت اأنَّ �س = �س ظا �س ، فاأثبت اأنَّ :
     �سً = 2قا2�س) 1 + �س(

ب( اإذا كان جا �س = �س ، | �س|> 1 ، فاأثبت اأنَّ :

) π2 1            ، �س )0، 
�س  =  1- �س2 

�س        

2 �س  عند ن = 6  
6( اإذا كان �س = ن2– 4ن ، �س = 2ن – 5 ، فجد   �س2

7( اإذا كان ق ، هـ اقترانين قابلين للا�ستقاق؛ بحيث كان هـَ  )�س( = ق)�س ( ، 
قَ)�س ( = - هـ ) �س ( ، وكان  ل)�س( = )هـ )�س((2 + )ق )�س((2 ،  فجد  لَ )�س( .

 �س2+2�س+2         ، 0 ≥ �س>1
]�س [ + 4�س           ، 1 ≥ �س ≥3
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8  ( اإذا كان ق)�س( =   

فاأجب عن كلٍّ مما ياأتي :
اأ   ( جد  قَ )�س(  لجميع قيم �س ، �س ≠0

ب(  بيّن اأنَّ ق اقتران غير قابل للا�شتقاق عند �س = 0

�س    ⎥ .  
�س 9   ( اإذا كان  �س3 = ق)4�س2– �س( ، قَ)5(= 4 ، ق)5( =  -8 ، فجد  

π3  ، هـَ )1( = 0 ، هـً )1( = 4،  10( اإذا كان ق)�س( = جاهـ)�س( ، هـ )1( =  
  فجد قً )1( علمًا باأنََّّ ق، قَ قابلان للا�شتقاق.

11( اإذا كان ق)�س( = �س3  + 2�س ، هـ )�س( = 3�س2  ،  فجد كلاًّ مما ياأتي:
 )2(  ً َ  )2(                           ب( )قَ ° هـ(   اأ  ( )قَ  ° هـ(

12( اإذا كان ل)�س( = ق)هـ)�س((، وكان هـ )1( = 4 ،  لَ )1( =2 ، قَ )4( = -5، فجد هـَ  )1( 

�س     عند �س= -1  
�س 13(  اإذا كان �س = �س هـ )�س( ، وكان هـ)-1( = 6 ،  هـَ )-1( = 2، فجد    

�سً            
 2 قا2�س+)�سَ(2 

14(  اإذا كان جا �س = ظا �س ، فاأثبت اأنَّ : ظا�س = 

              1
  12 2            ، �س ≠ 0 فاأثبت اأنَّ قَ )5( =  

�س     -            1
�س2  15( اإذا كان ق)3�س-1( = 

: 16( اإذا كان  جتا �س – �س �س = 2�س ، فاأثبت اأنَّ
 جتا �س (  = 0  

 ) 2 + �سَ

  ) �س + جا �س ( + �سَ

�سً

17( اإذا كانت �س = اأ جا�س – ب جتا�س ،  اأ ، ب ثابتان، فاأثبت اأنَّ :
)�سَ(2 + �س2 =   اأ2 + ب2

18( اإذا كان  �س3 = ق)2 �س2 - �س ( ، قَ )6( = 4 ، ق)6( = - 8 ، فجد
�س     عند �س = 2 .  

�س     

 )�س +1(4          ، �س ≥ 0
 )�س -1(4           ، �س < 0

�س= -1
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ال�سكل)4-2(

)∗( ال�سوؤال من اأ�سئلة الاختبارات الدولية.

19( اإذا كان ق)�س( = �س3 – �س2 ، هـ )�س( = 3�س2 + �س ، فجد كلاًّ مما ياأتي:
)1(   ً َ    )1(                   ب( )قَ ° هـ(  اأ  ( )قَ ° هـ(

20∗( اعتمادًا على ال�سكل)2-4( الذي يمثل منحنى الاقتران ق في الفترة ] -3 ،3[، جد كلاًّ مما ياأتي:
اأ   ( قيم �س حيث -3 > �س > 3 التي يكون عندها الاقتران ق غير مت�سل.

ب( قيم �س حيث -3 > �س > 3 التي يكون عندها الاقتران ق غير قابل للا�ستقاق.

21( يتكون هذا ال�سوؤال من )8( فقرات من نوع الاختيار من متعدد، ويلي كل فقرة اأربعة بدائل 
واحد فقط منها �سحيح ، �سع دائرة حول رمز البديل ال�سحيح:

)1( اإذا كان منحنى الاقتران ق يمر بالنقطة )2، 3(، وكان المما�س المر�سوم لمنحنى ق عند 
: هذه النقطة ي�سنع زاوية قيا�سها  45ْ مع الاتجاه الموجب لمحور ال�سينات، فاإنََّّ

 ق)�س(  - 3           ت�ساوي:
6 - 3�س

      نهــــــــا  
       �س ←2  

13                د ( – 3 13                  جـ(  -        اأ  ( 1                    ب(  

 جا2�س   - 1          ت�ساوي: 
  )2(  نهــــــــا          �س -  

    
π
     �س ← 4

12                     د (     2         اأ  ( 1                     ب( �سفر              جـ(  

π
4
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π   + هـ(          ت�ساوي:
3 12   - جتا)    

هـ  
)3( نهــــــا 
    

   هـ ←0

    32 -   3                     د ( 
2 -1                 جـ( 

2 12                 ب(   �أ  (  

ق)2+3هـ(- ق)2(           ت�ساوي:
- هـ )4( �إذ� كان قَ )2( = 6 , فاإنََّّ نهـــــا   

    
                                                      هـ ←0

 �أ ( – 18              ب( 18                 جـ( – 6                  د ( – 2

)5( �إذ� كان معدّل �لتغير في �لاقتر�ن ق)�س( في �لفترة ]-2, م [ ي�ساوي  

م2 - 4            فاإنََّّ قَ+ )– 2( ت�ساوي:
م + 2        

�أ  (   2                  ب( �سفر                جـ( - 4                  د( 4

)6( �إذ� كان مقد�ر �لتغير في �لاقتر�ن ق)�س( عندما تتغير  �س من �س  �إلى  �س + هـ  ي�ساوي 

13     هـ3 , فاإنَََّّّ  قَ )3( ت�ساوي:  �س2هـ + �س هـ2 + 
�أ  ( 9                    ب(  – 9               جـ(  �سفر                  د( – 3

)7( �إذ� كان ق)�س( = | 4 – 2�س| فاإنََّّ قَ )2(:
�أ  ( 2                    ب( – 2                 جـ( �سفر                  د( غير موجودة 

َ   )4( ت�ساوي: )
ق           

قَ   )8( �إذ� كان ق)4( = 5 , قَ )4( = – 1 , قً)4( = 2  فاإنََّّ  = ) 

�أ  ( 11                 ب( – 9                 جـ( – 6                   د( 6
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” توظيف علم التفا�سل في مجالات متعددة تخدم العلوم الاأخرى، كعلوم الفيزياء والكيمياء 
نهاياتها   حيث  من  الاقترانات،  خ�سائ�س  درا�سة  وت�سم  وال�سناعات.  والاقت�ساد  الف�ساء  وعلوم 
التفا�سلية  المعادلات  توظيف  تقعرها، كذلك ”  وتناق�سها ومجالات  تزايدها  وات�سالها ومجالات 
في مجالات الات�سالات والمركبات الف�سائية وفي المجالات الع�سكرية، كما ” توظيفها في العلوم 

الحياتية وال�سكانية.
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.á£≤f óæY ¢SÉªŸG ádOÉ©e OÉéjEG
.≈dhC’G á≤à°ûŸG ≈∏Y á«°Sóæg πFÉ°ùe πM

.´QÉ°ùàdGh ,áYöùdGh ,áaÉ°ùŸG ≈∏Y á«∏ªY πFÉ°ùe πM
.»æeõdG ∫ó©ŸG Ωƒ¡Øe Ò°ùØJ

.øeõdÉH á£ÑJôŸG ä’ qó©ŸG ≈∏Y á«JÉ«M äÉ≤«Ñ£Jh πFÉ°ùe πM
.¬d ¢übÉæàdGh ójGõàdG ä’É›h ,¿GÎb’ ≈dhC’G á≤à°ûŸG ÚH ábÓ©dG ¿É«H

.≈£©e ¿GÎb’ ¢übÉæàdGh ójGõàdG äGÎa ójó– ‘ ≈dhC’G á≤à°ûŸG QÉÑàNG ΩGóîà°SG
.≈£©e ¿GÎb’ áLô◊G §≤ædG ójó–

.¬d á«∏ëŸG iƒ°ü≤dG º«≤dGh ,¿GÎb’ ≈dhC’G á≤à°ûŸG ÚH ábÓ©dG ¿É«H
 ¿GÎb’ á≤∏£ŸG h á«∏ëŸG iƒ°ü≤dG º«≤dG OÉéjG ‘ ≈dhC’G á≤à°ûŸG QÉÑàNG ΩGóîà°SG

.äóL oh ¿EG ,≈£©e
 ,πØ°SC’G ≈dEGh ≈∏YC’G ≈dEG ô©≤àdG äGÎa ójó– ‘ á«fÉãdG á≤à°ûŸG QÉÑàNG ΩGóîà°SG

.iƒ°ü≤dG º«≤dGh ,±É£©f’G §≤fh
.iƒ°ü≤dG º«≤dG øª°†àJ á«∏ªY πFÉ°ùe πM
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á«FÉjõ«ah á«°Sóæg äÉ≤«Ñ£J
 Geometric and Physical Applications الفصل ا�ول

  تجد معادلة المما�س عند نقطة.
  تحل م�سائل هند�سية على الم�ستقة الاأولى.

  تحل م�سائل عملية على الم�سافة، وال�سرعة، والت�سارع
  تف�سر مفهوم المعدل الزمني.

  تحل م�سائل وتطبيقات حياتية على المعدلات المرتبطة بالزمن.

á«°Sóæg äÉ≤«Ñ£J
Geometrical Applications   ًأولا

جــد م�ساحــة المثلــث النــاœ عــن 
والمما�ــس  ال�سينــات  محــور  تقاطــع 
والعمودي على المما�س لمنحنى الاقتران  

ق)�س( = �س2+1 عند النقطة )2،1(.
انظر ال�سكل )1-3(.                                                      

ي�ساوي  )�س1،ق)�س1((  النقطة  عند  ق)�س(  الاقتران  لمنحنى  المما�س  ميل  اأنَّ  �سابقًا  تعلمت 
الم�ستقة الاأولى للاقتران ق عند تلك النقطة.

.¢Sة “ا£≤f ((1¢S)¥ ,1¢S) ة£≤æال  ≈ª°ùJh ,(1¢S)  n¥  =  ((1¢S)¥,1¢S) óæY ¢Sاªª`ال اCنs م»ل   …Cا

ال�سكل )1-3(
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اإذا علمت اأنَّ ق)�س( = �س2+3 ، جد معادلة كلٍّ من المما�س، والم�ستقيم العمودي على المما�س 
لمنحنى الاقتران ق عند النقطة )4،1(. 

1

ال�سكل )3-3(

ôcòJ
1( ميل الم�ستقيم×ميل العمودي عليه = -1
2( الم�ستقيم العمودي على منحنى اقتران  
على  العمودي  نف�سه  هو  نقطة  عند 
مما�س منحنى الاقتران عند هذه النقطة.

الحل
1( معادلة المما�س لمنحنى الاقتران 

      ق)�س( = �س2 + 3 عند النقطة )4،1( هي :
�س-4 = قَ)1()�س – 1(

قَ )�س( = 2�س، ومنه قَ )1( = 2
اإذن معادلة المما�س هي: �س- 4 = 2)�س-1( 

ومنه �س= 2�س + 2

2( معادلة العمودي على المما�س عند النقطة )4،1( هي:
-1            )�س - �س1(  

قَ )�س1( �س- �س1= 

-1          )�س-1(
2 �س- 4 =  

         9
2 -1          �س + 

2 ومنه   �س =   
انظر ال�سكل )3-3(.

العمودي على المما�س

ق)�س(  �س=  للاقتران  كان  اإذا  عام  ب�سكل 
م�ستقة عند النقطة )�س1،�س1(، فعندئذ يكون 
لمنحنى ق مما�س عند تلك النقطة، ميله ي�ساوي  

قَ )�س1(.وتكون معادلة مما�سه هي:

ال�سكل )2-3(

�س - �س1 = قَ )�س1( )�س - �س1( 
انظر ال�سكل )2-3(.                                                      
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2

 4         ، ومما�س منحنى الاقتران هـ )�س( = �س متعامدان عند نقطة 
�س بينِّ اأنََّّ مما�س منحنى الاقتران ق)�س( = 

تقاطع المنحنيين.

ا منحنيي  اإذا كان ق)�س( = �س2 ، هـ )�س( = �س2-2�س+1، فجد النقطة التي يكون عندها مما�سّن
الاقترانين ق، هـ  متعامدين.

الحل

َ )�س( = 2�س-2 قَ )�س( = 2�س ، هـ 
َ  )�س( = -1                   )لماذا؟( قَ )�س(  * هـ 

2 �س)2�س-2( = -1
اأي اأنَّ 4�س2-4�س+1=0

         1 
2 ومنه )2�س-1(2 =0           ومنه �س =  

2

          1 
4  = )         1 

2  1          ، هـ )
4  = )         1 

2 لاحظ اأن ق)

.)          1 
4   ،          1 

2 ا منحنيي الاقترانين متعامدين هي )  اإذن النقطة التي يكون عندها مما�سّن

1
جد معادلة المما�س والعمودي على المما�س لمنحنى الاقتران  ق)�س( =    �س+3  عند النقطة 

.)2،1(

ملاحظة
يكون مما�س منحنى الاقتران ق)�س( عموديًّا على مما�س منحنى الاقتران هـ )�س( عند نقطة تقاطعهما 
)�س1،�س1(، اإذا كانت  قَ)�س1(، هـَ  )�س1( موجودتين، وكانت  قَ)�س1( × هـَ  )�س1( = -1
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ال�سكل )4-3(

اإذن لمنحنى ق مما�س اأفقي عند النقطة )3،3(. 
انظر ال�سكل )4-3(.

] π ، 0[ ا اأفقيًّا في الفترة بينِّ اأنََّّ لمنحنى الاقتران ق)�س( = جا2�س مما�سًّ

3

اإذا كان مما�س منحنى الاقتران ق)�س( = �س2+3�س+1 عند �س = �س1 ي�سنع زاوية قيا�سها 45° مع 
الاتجاه الموجب لمحور ال�سينات، فجد اإحداثيّني نقطة التما�س. 

الحل
 قَ )�س1( = ظا °45 

2�س3+1 =1 
ومنه �س1= -1

اإذن نقطة التما�س هي: )�س1 ، ق)�س1( ( = )-1 ، -1(

4

ميل الم�ستقيم )المما�س( = ظا هـ
حيث هـ الزاوية التي ي�سنعها

لمحور  الموجب  الاتجــاه  مع  المما�س 
ال�سينات

ا اأفقيًّا عند النقطة )3، 3 (. بينِّ اأنََّّ لمنحنى الاقتران ق)�س( = �س2-6�س+12 مما�سًّ
الحل

ميل المما�س عند النقطة )�س1 ، �س1 ( هو قَ )�س1(،
قَ )�س1( = 2�س1 - 6

قَ )3(    = 2 * 3 - 6
              = �سفرًا

3

المما�س الاأفقي هو:
المما�س الذي يوازي محور ال�سينات 
�سفرًا. ي�ساوي  ميله  ويكون 
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بينِّ اأنَّ لمنحنى الاقتران ق)�س( = �س2 + 1 مما�سيْن مر�سومين من النقطة )0 ، 0 (، ثم جد معادلة 
كلٍّ منهما.

6

لمنحنى  المما�س  ميل  زاوية  قيا�س  ، وكان  �س +2  �س2 + جـ  الاقتران ق)�س( = جـ  اإذا كان 
الاقتران ق عند النقطة )2،ق)2(( هو135° ، فجد قيمة الثابت جـ .

4

جد الاإحداثي ال�سيني للنقط التي يكون عندها المما�س لمنحنى الاقتران ق)�س( = �س4-4�س4+2 
موازياً للم�ستقيم الذي معادلته ل: �س+4�س+1=0

5

3

الحل
افر�س اأنَّ ميل المما�س م ، و ميل الم�ستقيم  م1 .

والنقطة )�س1 ، �س1( نقطة التما�س لمنحنى الاقتران ق. 
 
 1

- 8�س
 
 
1 
اإذن م = قَ )�س1( = 4�س 

وبما اأنَّ مما�س منحنى الاقتران ق عند النقطة )�س1 ، �س1( يوازي الم�ستقيم ل، اإذن:
م = م1

  - 8�س1 = -4                                                                                                  لماذا؟
4�س1

  - 8�س1 + 4 =0                                                                                    
4�س1

0 = )1- 1
4)�س1 -1()�س   + �س

  1     
                                    

ومنه   �س1= 1 
          5     + 1-

 2 اأو     �س1 = 

          5    -1-
 2 اأو     �س1 =  

3

2

3
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5
بينِّ اأنََّّ لمنحنى الاقتران ق)�س( = 5- �س2 ،  مما�سين مر�سومين من النقطة )0،3( التي لا تقع 

عليه.

ال�سكل )5-3(

2

ومنه �س1 =1
اأي اأنََّّ قيم �س1 هي:  -1،  1

نقطة التما�س الاأولى هي: )-2،1(، نقطة التما�س الثانية هي: )2،1( 
انظر ال�سكل )5-3(.

∴ معادلة المما�س الاأول هي: �س = -2�س
      معادلة المما�س الثـاني هي: �س = 2�س

الحل
النقطة )0،0( لا تقع على منحنى الاقتران ق، لماذا؟

افر�س اأنَّ النقطة )�س1،�س1( نقطة تما�س تقع على منحنى الاقتران ق.
1+ 

1
ومنه �س1= �س

 ميل المما�س عند نقطة التما�س = ميل منحنى الاقتران ق عند تلك النقطة.
ميل المما�س= قَ )�س1( عند نقطة التما�س 

                 = 2�س1
معادلة المما�س هي:  �س = 2�س1 )�س-0(

                               �س = 2�س1 �س
ق)�س1( = �س1 

2ومنه �س1 + 1 = 2�س1    2

2
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1  ( جد ميل المما�س لمنحنى الاقتران ق)�س( = �س2+6�س-5 عند النقطة )1 ، 2(.

2  ( جد معادلة المما�س لمنحنى الاقتران ق)�س( = �س3 ، عند نقطة تقاطعه مع الم�ستقيم 
  �س- �س- 6 = 0   

3  ( جد النقط الواقعة على منحنى الاقتران ق)�س( = �س2 - 3�س + 3 التي ي�سنع عندها المما�س 
مع الاتجاه الموجب لمحور ال�سينات.

راد     π3
4 زاوية قيا�سها 

4  ( جد النقط الواقعة على منحنى العلاقة )�س-4(2 =  �س+2 التي يكون عندها المما�س موازياً 
للم�ستقيم الذي معادلته: 3�س + 6�س + 2=0

5  ( جد معادلة المما�س لمنحنى الاقتران ق)�س( = �س2-4�س+3 بحيث يكون المما�س عموديًّا 
على الم�ستقيم الذي معادلته:  6�س - 3�س- 5 =0

عند النقطة )2،1( 2
�س 6   (  جد معادلة المما�س والعمودي على المما�س لمنحنى الاقتران ق)�س( = 

ا  7  ( جد قيمة كلٍّ من الثابتين ب،جـ اللّنتين تجعلان الم�ستقيم الذي معادلته: �س-  �س - 2=0 مما�سًّ
لمنحنى الاقتران ق)�س( = �س2 + ب �س + جـ عند النقطة )0 ، 2(.

النقطة  عند  2-
�س الاقتران  ق)�س( = الم�ستقيم  2�س- �س+ جـ =0  يم�س منحنى  اإذا كان   )  8

)�س1،�س1( فجد قيم الثابت جـ.

 9  (  جد معادلتي المما�سين لمنحنى العلاقة �س= �س2 -4�س عند نقطتي تقاطع منحناها مع محور 
ال�سادات.

10( جد قيا�س الزاوية التي ي�سنعها مما�س منحنى العلاقة: �س2 + �س2 + 6�س- 2�س + 2=0 عند 
النقطة ) 3 ، -1( مع الاتجاه الموجب لمحور ال�سينات.

11( جد معادلة المما�س والعمودي على المما�س لمنحنى الاقتران ق)�س( = 3 ظتا �س + قا2 �س عند 
. π

4 �س=
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12( جد معادلة المما�س  لمنحنى الاقتران ق)�س( =    �س  عند نقطة تما�سه مع منحنى الاقتران 

 . 3
2 3 �س + 

2 هـ)�س( = �س2- 

13( جد م�ساحة المثلث القائم الزاوية، المكون من المما�س المر�سوم لمنحنى العلاقة    

         �س=   �س ،   �س<0 عند النقطة  )2،4( ومحور ال�سينات والم�ستقيم �س=4.

14( حُلَّ الم�ساألة الواردة بداية الدر�س.
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á«FÉjõ«a äÉ≤«Ñ£J
Physical Applications   ثانيًا

 ó©H  êÈdG í£°S øY QÉàeC’ÉH ¬YÉØJQG s¿EG å«M ,≈∏YCG ≈dEG Év«°SCGQ êôH í£°S øe º°ùL ±òob
 âfÉc GPEG êÈdG ´ÉØJQG óL ,2¿5 - ¿25 = (¿)± ábÓ©dÉH ≈£©e ácô◊G AóH øe á«fÉK ¿

 .(ç/Ω55 - ) …hÉ°ùJ ¢VQC’G ¬dƒ°Uh á¶◊ º°ùé`dG áYöS

 ∑ôëàj º«°ù oé`d ¿ Δ + ¿ ≈dEG ¿ øe á«æeõdG IÎØdG ‘ (´) á£°SƒàŸG áYöùdG s¿CG É k≤HÉ°S âª∏©J
:»g (¿)± = ∫ ábÓ©dG ≥ah ,º«≤à°ùe §N ≈∏Y

 á«¶ë∏dG áYöùdG ≈ª°ùàa IOƒLƒe         ±Δ

¿Δ
 É``````¡f âfÉc GPEGh ,        (¿)± -(¿Δ+¿)±

¿Δ  =         ±Δ
¿Δ   =  ́

                                                                                                  Δن ←0
.´ õeôdÉH É¡d õeôjh ¿ óæY º«°ù oé∏d

 ,ÊGƒãdÉH øeõdG ¿ å«M ,3 +2¿3 -3¿ = (¿)± ábÓ©dG ≥ah º«≤à°ùe §N ≈∏Y º«°ù oL ∑ôëàj
. m¿GƒK 4 = ¿ óæY ¬YQÉ°ùJh º«°ù oé`dG áYöS Ö°ùMG ,QÉàeC’ÉH áaÉ°ùŸG ±

π◊G
¿6-2¿3 =  (¿) n± = (¿)´ áYöùdG

ç/Ω24 = (4)´
                        6-¿6 = (¿) k± = (¿)ń  = (¿)ä ´QÉ°ùàdG

2ç/Ω18 = (4)ä ¬æeh 

1

: ss¿EÉa (¿)± = ∫ ábÓ©dÉH ¿ á¶ë∏dG ‘ ¬©bƒe Oó–h º«≤à°ùe §N ≈∏Y º«°ù oL ∑ô– GPEG
(¿) n± = (¿)´ å«M ´ »g ¿ á¶ë∏dG ‘ (áYöùdG) á«¶ë∏dG áYöùdG

 ‘ º«°ù oé`dG ´QÉ°ùJ ≈ª°ùj (¿)ń  = (¿) k±  ss¿EÉa ,¿ ‘ ¥É≤à°TÓd kÓHÉb (¿) n± ¿Éc GPEGh
.(¿)ä õeôdÉH ¬d õeôjh ¿ á¶ë∏dG
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يتحرك جُ�سيم على خط م�ستقيم وفق العلاقة ف)ن( = ن3-6ن2+1،حيث ن الزمن بالثواني، 
ف الم�سافة بالاأمتار، جد �سرعة الـجُ�سيم عندما ينعدم ت�سارعه.

الحل
ال�سرعة ع)ن( = فَ )ن( = 3ن2 - 12ن
الت�سارع ت)ن( = فً )ن( = 6ن - 12

عندما ينعدم ت�سارعه فاإنََّّ ت)ن( =0 
∴  6ن - 12 = 0

ومنه ن =2، اأي ينعدم ت�سارع الـجُ�سيم عندما ن = 2 ثانية.
اإذن ع)2( = 3)2(2 - 12)2( =  -12م/ث.

قذف ج�سم راأ�سيًّا للاأعلى من نقطة على �سطح الاأر�س، بحيث يكون ارتفاعه عن �سطح الاأر�س 
بالاأمتار بعد ن ثانية من بدء الحركة معطى بالعلاقة ف )ن( = 30ن - 5ن2، جد كلاًّ مما ياأتي:

1( ال�سرعة الابتدائية للج�سم.
لُ اإليه الـج�سم. 2( اأق�سى ارتفاع يَ�سِ

3( اللحظة التي تكون عندها �سرعة الـج�سم 10م/ث.

4( الزمن اللازم حتى يعود الـج�سم اإلى �سطح الاأر�س.

2

3

1
اإذا كانت ف)ن( = 4جا3ن – 5جتا3ن، حيث ف الم�سافة بالاأمتار، ن الزمن بالثواني، 

π ثانية.
6 فاح�سب كلاًّ من  الم�سافة و ال�سرعة و الت�سارع عندما ن =

2
اإذا كانت ف)ن(  = ن3-9ن2+15ن، هي العلاقة الزمنية لحركة جُ�سيم  على خط  م�ستقيم، حيث 
ن الزمن بالثواني، ف الم�سافة بالاأمتار، فجد ت�سارع الـجُ�سيم في اللحظة التي تنعدم فيها �سرعته.
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الحل
1( ال�سرعة الابتدائية )ع0( للج�سم هي ال�سرعة التي قذف بها الـج�سم اأي عندما )ن=0(

ع)ن( =  30-10ن     ومنه ع0 =  30م/ث
2( ي�سل الـج�سم اإلى اأق�سى ارتفاع عندما ت�سبح ال�سرعة ع = 0، اأي اأنَّ 30 -10ن =0 ويتحقق 
ذلك عندما ن = 3ث، وعند هذه اللحظة تكون الم�سافة المقطوعة ف)3( = 90 - 45=45م.

3( ع = 30-10ن =10،  ومنه ن = 2 ثانية
4( عندما يعود الـج�سم اإلى �سطح الاأر�س تكون ف = 0     ومنه 30ن - 5ن2=0

ن )30 - 5ن( = 0، ومنه ن = 0، ن = 6 ثانية 
وبما اأنَّ    ن =0 هي لحظة الانطلاق، اإذن يعود الـج�سم اإلى �سطح الاأر�س بعد 6 ثوانٍ من بدء الحركة.

3
حُلَّ الم�ساألة الواردة بداية الدر�س.

ا؛ حيث اإنََّّ الم�سافة المقطوعة بالاأمتار  اأ�سقط ج�سم من ارتفاع 120م عن �سطح الاأر�س �سقوطًا حرًّ
بعد ن ثانية هي ف1)ن( = 5ن2 وفي الوقت نف�سه قذف ج�سم من �سطح الاأر�س للاأعلى حيث 
اإنَّ الم�سافة التي يقطعها هي ف2)ن( = 60ن - 5ن2، جد اللحظة التي يكون لهما الارتفاع نف�سه 

عن �سطح الاأر�س.
الحل

يكون الـج�سمان على الارتفاع نف�سه عن �سطح الاأر�س عندما ف1)ن( + ف2)ن( =120م
5ن2+60ن - 5ن2=120

60ن = 120 ومنه ن = 2ثانية
اأي اأنَّ الج�سمين يكونان على الارتفاع نف�سه بعد ثانيتين من بدء حركتهما.

4
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1( يتحرك جُ�سيم على خط م�ستقيم وفق العلاقة ف)ن( = ن3 - 6ن2 + 9ن + 3، حيث ن الزمن 
بالثواني، ف الم�سافة المقطوعة بالاأمتار، فجد كلاًّ مما ياأتي:

اأ   ( ال�سرعة الابتدائية للجُ�سيم.
�سيم لحظة �سكونه. ب(  ت�سارع الـجُُ

32 ن ،  2( يتحرك جُ�سيم على خط م�ستقيم وفق العلاقة ف)ن( = 2جا2) 2ن ( +  

[  حيث ف: الم�سافة بالاأمتار، ن: الزمن بالثواني، جد ت�سارع الـجُ�سيم عندما  π
2 ن  ]0 ، 

تكون �سرعته      3 م/ث.

3( قذف ج�سم راأ�سيًّا اإلى الاأعلى من نقطة على �سطح الاأر�س بحيث كان بعده عن �سطح الاأر�س 
بعد ن ثانية هو ف)ن( = 19.6ن - 4.9ن2 متر، فجد كلاًّ مما ياأتي:

اأ   (  اأق�سى ارتفاع ي�سل اليه الـج�سم عن �سطح الاأر�س.
ب( ت�سارعه في اللحظة ن.

جـ( �سرعة الـج�سم لحظة و�سوله اإلى �سطح الاأر�س.

4( قذف ج�سم راأ�سيًّا اإلى الاأعلى من نقطة على �سطح الاأر�س؛ بحيث يكون ارتفاعه عن �سطح 
الاأر�س بعد زمن ن ثانية هو  ف)ن( = 128ن-16ن2 قدم، فجد كلاًّ مما ياأتي:

اأ   ( مجموعة قيم ن التي تكون عندها ال�سرعة �سالبة.
ب(  اأق�سى ارتفاع ي�سل اليه الـج�سم عن �سطح الاأر�س.

جـ( ت�سارع الـج�سم عند اأي لحظة.
د  ( �سرعة الـج�سم الابتدائية.

اأعلى من نقطة على �سطح الاأر�س؛ بحيث يكون ارتفاعه عن �سطح  اإلى  5( قُذفَ ج�سم راأ�سيًّا 
الاأر�س بالاأقدام بعد ن ثانية معطى وفق العلاقة ف)ن( = 96ن - 16ن2. جد �سرعة الـج�سم 

عندما يكون على ارتفاع 80 قدمًا.
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6( قذف ج�سم راأ�سيًّا اإلى الاأعلى من نقطة على �سطح الاأر�س بحيث اإنَّ بعده عن نقطة القذف 
بعد ن ثانية من  بدء الحركه معطى بالعلاقة ف)ن( = اأ ن - 5ن2 بالاأمتار، فجد قيمة اأ علمًا باأنَّ 

اأق�سى ارتفاع و�سل اليه الـج�سم 80 متًرا.

7( قُذف ج�سم راأ�سيًّا اإلى اأعلى من نقطة على ارتفاع 60 متًرا من �سطح الاأر�س وفق العلاقة 
ف)ن( = 40ن-5ن2 حيث ن الزمن بالثواني، ف الم�سافة بالاأمتار ، جِد كلاًّ مما ياأتي:

اأ   ( الزمن الذي ي�ستغرقه الـج�سم حتى يعود اإلى نقطة القذف.
ب(  الزمن الذي ي�ستغرقه الـج�سم حتى يعود اإلى �سطح الاأر�س.

جـ( اأق�سى ارتفاع ي�سل اليه الـج�سم عن �سطح الاأر�س.
د  ( متى ت�سبح �سرعه الـج�سم 30 م/ث ؟

هـ( متى ي�سبح ارتفاع الـج�سم 135 متًرا عن �سطح الاأر�س؟

8( اأ�سقط �سخ�س ج�سمًا من ال�سكون من �سطح بناية وفق العلاقة ف1)ن( = 16ن2، وفي اللحظة 
نف�سها قذف �سخ�س ثانٍ ج�سمًا عموديًّا اإلى اأ�سفل ب�سرعة ابتدائية مقدارها 20 قدم/ث من 
ال�سطح نف�سه وفق العلاقة ف2)ن( = 20ن + 16ن2  ، فاإذا ارتطم الج�سم الاأول بعد 12 ثانية 

من ارتطام الج�سم الثاني بالاأر�س،  فجد ارتفاع البناية.

يتحرك جُ�سيم على خط م�ستقيم بحيث اإنََّّ �سرعته ع = اأ    ف  ، اأ < 0، ف <0، ف: الم�سافة   )9
بالاأمتار، اإذا علمت اأنََّّ ت�سارعه 8م/ث2.   فجد قيمة الثابت اأ.

10( يتحرك جُ�سيم على خط م�ستقيم ح�سب العلاقة ع2= 1 - 2ف2 حيث ع ال�سرعة،      
  ف  الم�سافة  بالاأمتار. جد ت�سارع الـجُ�سيم عندما تنعدم �سرعته.
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øeõdÉH á£ÑJôŸG ä’ó©ŸG
Related Rates ثالثًا  

انطلاق  نقطة  من  200متر  بعد  وعلى  100م/ث،  ب�سرعة  لاأعلى  عموديًّا   ñسارو� اأطلق 
ال�ساروñ، كان م�ساهد جال�سًا على الاأر�س ينظر اإلى ال�ساروñ، جد معدل تغير زاوية ارتفاع 

نظر الم�ساهد عندما يكون ال�ساروñ على ارتفاع 400 متر من �سطح الاأر�س.

 ,¢S Ò¨àŸÉH ¢U •ÉÑJQG ádÉM ‘ ¢S Ò¨àª∏d áÑ°ùædÉH ¢U Ò¨J ∫ó©e ƒg     س�  
�س تعلمت �سابقًا  اأن  

øeõdÉH ábÓY ¬d É¡æe wπch ,äGÒ¨àe IóY ÚH •ÉÑJQG É¡«a IÒãc iôNCG ä’ÉM ∑Éæg s¿CG ÒZ
ويعبر عنها بال�سي≠ التالية:

�س   معدل تغير �س بالن�سبة اإلى الزمن ن.  
ن

�س   معدل تغير �س بالن�سبة اإلى الزمن ن.  
ن

ت�سمى هذه العلاقات Hاä’ó©Ÿ اÑJôŸ£ة Hالõمø، ولها تطبيقات فيزيائية وحياتية متنوعة.

تغير  معدل  كان  فاإذا   ،0=  6 3�س-  5�س+  �س2 -  �س2 +  العلاقة   منحنى  على  نقطة  تتحرك 
اإحداثيها  تغير  معدل  فجد   ،)2،1( النقطة  عند  �سم/ث   3 الزمن  اإلى  بالن�سبة  ال�سيني  اإحداثيها 

ال�سادي بالن�سبة اإلى الزمن عند النقطة نف�سها.
الحل

افر�س اأنَّ النقطة )�س،�س( تقع على منحنى العلاقة.
�س    = 3 �سم/ث ، عند النقطة )1 ، 2(.                                                                                          

ن المعطيات : 
�س     عند النقطة )2،1(.   

ن المطلوب : 
�س    ا�ستق طرفي المعادلة �سمنيًّا بالن�سبة اإلى   

ن �س   ،   
ن وللح�سول على علاقة تربط بين المعدلات 

الزمن فتح�سل على:

1
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�س   =0  
ن �س   + 3    

ن �س    - 5   
ن �س   + 2�س   

ن 2�س  

�س    =0  
ن �س   + )2�س-5(    

ن )2�س+3(  

�س                   لماذا؟   
ن 5-2�س          ×  

2�س+3 �س   =    
ن    

: �س   = 3، �س=1،  �س=2 نجد اأنَّ  
ن وبتعوي�س  

�س   =  37  × 3 =  97  �سم/ث  
ن    

اأي اأنَّ معدل التغير في الاإحداثي ال�سادي عند النقطة )1 ، 2( ي�ساوي   97  �سم/ث.

بمعدل  �سطحه  م�ساحة  تزداد  �سكله،  على  محافظًا  بالحرارة  يتمدد  ال�سكل  دائريُّ  معدني  قر�س 
6�سم2/ث، جد معدل تغير طول ن�سف قطر القر�س؛ عندما يكون طول ن�سف قطره 3�سم.

الحل
: افر�س اأنَّ

نق = طول ن�سف قطر القر�س في اللحظة ن.
م   =  م�ساحة �سطح القر�س في اللحظة ن.

م   = 6�سم2/ث  
ن المعطيات:  

   نق   عندما  نق = 3�سم.
المطلوب:   ن 

العلاقة التي تربط بين متغيرات الم�ساألة م، نق  هي:
م = π نق2 ........ )1(

وبا�ستقاق طرفي العلاقة )1( �سمنيًّا بالن�سبة اإلى الزمن تح�سل على:
نق      ........)2(   

ن  م   =π 2نق     
ن

: م   = 6�سم2/ث،  نق = 3�سم في العلاقة )2( تجد اأنَّ  
ن وبالتعوي�س عن

  نق   
6�سم2/ث =  π2 × 3�سم ×    ن 

2
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: �س بُعد الرجل عن عمود الكهرباء. افر�س اأنَّ
�س طول ظل الرجل. 
انظر ال�سكل )6-3( 

لات الزمنية المعطاة والمطلوبة كما ياأتي: حدد الثوابت والمتغيرات والمعدّن
المعطيات:

الثوابت:  طول الرجل = 1.7 م ، طول عمود الكهرباء = 5.1 م
المتغيرات: بُعد الرجل عن عمود الكهرباء  �س ، طول ظل الرجل  �س .

�س   = 2م/ث  
ن المعدلات المعطاة:   

�س                                                                                            
ن المعدلات المطلوبة:   

ابحث عن علاقة تربط بين المتغيرات �س، �س، فتجد من خلال ت�سابه المثلثين اأ ب جـ، د هـ جـ اأن:           

 �س + �س    ومنه 3 �س = �س + �س
�س  =  5.1 

1.7  �س+�س     ومنه 
�س  اأ ب   =  

د هـ 

�سم/ث  1 
 π نق   =    

ن  ومنه      
 1   �سم/ث.

 π اأي اأنَّ طول ن�سف قطر القر�س يزداد بمعدل 

رجل طوله 1.7متراً، ي�سير على اأر�س م�ستوية ب�سرعة 2م/ث مبتعدًا عن عمود كهرباء 
في قمته م�سباح،  يرتفع 5.1 اأمتار عن �سطح الاأر�س، جد معدل تغير طول ظل الرجل.

الحل 

3

1
كرة من الجليد تن�سهر ب�سبب الحرارة بحيث تبقى محافظة على �سكلها، اإذا كان طول ن�سف 

قطرها يتناق�س بمعدل0.01�سم/ث ، فجد كلاًّ مما ياأتي:
1 ( معدل تناق�س حجم الكرة عندما يكون طول ن�سف قطرها 10�سم.

2(  معدل تناق�س م�ساحة �سطح الكرة عندما يكون طول ن�سف قطرها 5�سم.

ال�سكل )6-3(
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يرتفع بالون راأ�سيًّا اإلى اأعلى بمعدل ثابت قدرهُ 40 م/د، ر�سدَهُ م�ساهد يقف على الاأر�س، ويبعدُ 
120م عن موقع البالون على الاأر�س، جد معدل تغير زاوية ارتفاع نظر الم�ساهد للبالون؛ عندما 

يكون البالون على ارتفاع 120م عن �سطح الاأر�س.
الحل

افر�س اأنَّ هـ زاوية ارتفاع نظر الم�ساهد في اللحظة ن، 
واأنَّ �س  ارتفاع البالون عن �سطح الاأر�س، 

انظر ال�سكل )7-3(.                                                        

4

2
في مثال )3( جد معدل تغير بُعد راأ�س الرجل عن الم�سباح؛ عندما يكون الرجل على بعد 3 

اأمتار عن عمود الكهرباء.

ال�سكل )7-3(

2�س = �س .......... )1(
�سمنيًّا   )1( المعادلة  طرفي  ا�ستق  �س  ،   

ن  ، �س     
ن المعدلات:   بين  تربط  علاقة  على  وللح�سول 

بالن�سبة اإلى الزمن فتح�سل على:                                                                                              

�س   ............)2(   
ن    1 

2 �س    =    
ن �س    ،  ومنه     

ن �س   =    
ن 2

: �س   في المعادلة )2(، تـجد اأنََّّ  
ن وبالتعوي�س عن   

 1  × 2 = 1م/ث.
2 �س  =     

ن     
اأي اأنَّ طول ظل الرجل يزداد بمعدل 1م/ث.

الرا�سد
)الم�ساهد(

�س   =40 م/ د  
ن المعطيات: 

هـ   عندما �س = 120م  
ن المطلوب: 

 �س   .......... )1(
العلاقة التي تربط بين المتغيرين �س، هـ هي ظاهـ =  120
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: وبا�ستقاق العلاقة )1( �سمنيًّا بالن�سبة اإلى الزمن نجد اأنََّّ
�س     ........... )2(  

ن  *   1 
هـ   =  120  

ن قا2هـ * 
π4  ، وبالتالي عندما �س = 120م ي�سبح المثلث القائم متطابق ال�سلعين، فعندئذ ت�سبح هـ  =  

: قا2هـ = 2، وبالتعوي�س في المعادلة )2( تجد اأنََّّ
 1   راديان/ ث.

6 هـ   =    
ن  1   *  40   ومنه   

هـ   =  120  
ن  * 2

دائرتان متحدتان في المركز، طولا ن�سفي قُطريهما 5�سم، 20�سم، ابتداأت الدائرة ال�سغرى تت�سع 
بحيث يزداد طول ن�سف قطرها بمعدل 2�سم/د، وفي اللحظة نف�سها اأخذت الدائرة الكبرى ت�سغر 
بحيث يتناق�س طول ن�سف قطرها بمعدل 1�سم/د، جد معدل التغير في الم�ساحة المح�سورة بين 

الدائرتين في اللحظة التي تنطبق الدائرتان على بع�سهما.
الحل

افر�س اأنَّ الزمن لتغيرهما هو ن دقيقة
طول ن�سف قطر الدائرة ال�سغرى = 5+2ن                                     لماذا؟

طول ن�سف قطر الدائرة الكبرى = 20- ن                                      لماذا؟ 
م)ن( الم�ساحة المح�سورة بينهما

م)ن( = π )20- ن(π -  2 )5 + 2ن(2
م   عندما  م = 0 اأي عندما 20- ن = 5 + 2ن  

ن المطلوب: 

5

3
مثلث متطابق ال�سلعين طول كلٍّ من �سلعيه المتطابقين 8�سم ، يزداد قيا�س الزاوية المح�سورة 

بينهما بمعدل 2°/د، جد معدل التغير في م�ساحة المثلث في كلٍٍّّ من الحالات الاآتية:
1( عندما يكون قيا�س الزاوية المح�سورة بينهما °60.

2( عندما يكون قيا�س الزاوية المح�سورة بينهما °120.
قارن بين الاإجابتين وف�سر ذلك.
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 ومنه 3ن = 15 
∴ ن = 5 دقائق.

م  = - π 2 )20- ن( - π 4 )5 + 2ن(  
ن  

م  = -π 90 - = )10 + 5( π 4 - )5 -20( π  2 �سم2/د  
ن عندما ن = 5،  فاإنَّ   

Y IQƒ°üHhامة, لحل مù°اFل اä’ó©Ÿ اÑJôŸ£ة HالõمæµÁ ø∂ اÑJا´ اƒ£ÿاä ا’JB»ة:
حًا عليه البيانات المعطاة، اإن اأمكنك ذلك. 1( ار�سم �سكلًا تقريبيًّا للم�ساألة مو�سّن

2( حدد الثوابت والمتغيرات، والمعدلات الزمنية المعطاة والمطلوبة.
3( ابحث عن علاقة ريا�سية م�ستعينًا بالر�سم تربط متغيرات الم�ساألة؛ بحيث تكون معدلات جميع  

متغيرات الم�ساألة معلومة با�ستثناء المعدل المطلوب اإيجاده.
في  لطرفيها  الا�ستقاق  عملية  اإجراء  قبل  عليها  ح�سلت  التي  العلاقة  في  الثوابت  عن  �س  عوِّ  )4

حالات  معينة تتطلب ذلك.
5( ا�ستقَّ طرفي العلاقة التي ح�سلت عليها بالن�سبة اإلى الزمن؛ للح�سول على علاقة اأخرى تربط 

بين المعدلات.
�س بالقيم المعلومة لاإيجاد المطلوب.  6( عوِّ

ما دلالة الاإ�سارة ال�سالبة التي ح�سلت عليها في حل مثال)5(؟
¢ûbاfh ôµa¢ûbاfh ôµa¢ûbاfh ôµa
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1( مكعب من الثلج يتناق�س طول �سلعه بمعدل 0.0001 �سم/ث، جد معدل التغير في كلٍٍّّ من 
حجمه وم�ساحته الكلية؛ عندما يكون طول �سلعه 10�سم.

اأر�س  على  ال�سفلي  وبطرفه  عمودي،  حائط  على  العلوي  بطرفه  اأمتار   5 طوله  �سلم  يرتكز   )2
 1  م/ث، فجد �سرعة انخفا�س 

2 م�ستوية اإذا تحرك الطرف ال�سفلي مبتعدًا عن الحائط بمعدل 
الطرف العلوي لل�سلم؛ عندما يكون طرفه ال�سفلي على بعد 3م عن الحائط.

ª≤dG ´ÉØJQG ¿Éc GPEÉa ,≈∏YCÓd ¬JóYÉb ºFÉb …ôFGO •hô πµ°T ≈∏Y ™ªb (3™ 16�سم،  وطول 
بَّ فيه �سائل بمعدل 12�سم3/ث، جد معدل تغير م�ساحة �سطح  ن�سف قطر قاعدته 8�سم، �سُ

ال�سائل في القمع عندما يكون ارتفاع ال�سائل 8�سم.

 ájhGõdG ¢SÉ«b ,Úª«≤à°ùe Ú£N πµ°T ≈∏Y ÚØ∏à ÚgÉŒG ‘ ¬°ùØf AÉæ«ŸG øe ¿Éàæ«Ø°S â≤∏£fG (4
الثانية 40كم/�ساعة، فجد  و�سرعة  الاأولى 30كم/�ساعة،  �سرعة  كانت  اإذا  بينهما )5120(، 
معدل تغير البعد بينهما عندما يكون بعداهما عن نقطة الانطلاق 6كم، 8كم على الترتيب. 

5( بداأت النقطتان اأ، ب الحركة معًا من نقطة الاأ�سل )م(؛ بحيث  تتحرك النقطة ب على المحور 
ال�سيني الموجب مبتعدة عن نقطة الاأ�سل ب�سرعة 2�سم/ث، وتتحرك النقطة اأ في الربع الاأول على 
منحنى الاقتران ق)�س( = �س3، بحيث تبقى اأ ب  دائمًا عموديّنة على محور ال�سينات الموجب، جد:

 اأ   ( معدل التغير في م�ساحة المثلث اأ ب م بعد ثانية واحدة من بدء الحركة.
ب( معدل التغير في طول وتر المثلث اأ ب م بعد ثانية واحدة من بدء الحركة.

6( حُلَّ الم�ساألة الواردة في بداية الدر�س.

7( بداأت نقطة الحركة على دائرة مركزها نقطة الاأ�سل من النقطة )5، 0( باتجاه عك�س عقارب 
بمعدل  حركتها  اأثناء  في  النقطة  تر�سمه  الذي  الدائري  القو�س  طول  يزداد  بحيث  ال�ساعة، 
10�سم/ث، جد معدل ابتعاد النقطة المتحركة عن النقطة )0،5(؛ عندما يقابل القو�س الذي 

. 
راد

 π3 تر�سمه النقطة زاوية مركزية مقدارها  
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 ، روؤو�سه  تلام�س  بحيث  المربع  حول  دائرة  مت  رُ�سِ 4�سم/ث،  بمعدل  مربع  اأ�سلاع  تتمدد   )8
في  التغير  معدل  جد  وو�سعها،  �سكلها  على  محافظة  تبقى  بحيث  المربع  مع  تتمدد  واأخذت 

م�ساحة المنطقة المح�سورة بين الدائرة والمربع، عندما يكون طول �سلع المربع10�سم.

9( م�سعدان كهربائيان م�ستقران في الطابق الاأر�سي، الم�سافة الاأفقية بينهما  8 اأمتار، بداأ الم�سعد 
الاأول يرتفع اإلى الاأعلى ب�سرعة 2 م/ث ، وبعد ثانيتين بداأ الم�سعد الثاني في الارتفاع ب�سرعة  

1م/ث . جد معدل تغير الم�سافة بين الم�سعدين بعد ثانيتين من بدء حركة الم�سعد الثاني.
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π°VÉØàdG ≈∏Y á«∏ªY äÉ≤«Ñ£J
الفصل الثاني

 تحدد النقط الحرجة لاقتران معطى.
 تحدد فترات التزايد والتناق�س لاقتران معطى.

 ت�ستخدم اختبار الم�ستقة الاأولى في تحديد فترات التزايد والتناق�س والقيم الق�سوى، اإن وجدت، لاقتران معطى.
 تتعرف مفهوم التقعر ونقط الانعطاف، وتحدد فترات التقعر لاأعلى ولاأ�سفل لاقتران ما با�ستخدام الم�ستقة 

الثانية.
 ت�ستخدم اختبار الم�ستقة الثانية لتعيين القيم الق�سوى المحلية.

 تحل م�سائل عملية على القيم الق�سوى.

áLô◊G §≤ædG
Critical Points أولاً  

.]3 ،1[ جد النقط الحرجة للاقتران ق)�س( = | �س2 – 2�س |،  �س 

�سيتناول هذا الدر�س تطبيقًا اآخر للم�ستقة الاأولى، وهو الæ≥§ الحLôة.

: اإذا كانت �س1 �سمن مجال الاقتران ق، فاإنََّّ القيمة �س1 ت�سمى ª«bة حLôة للاقتران ق اإذا تحقق اأنَّ
)�س1،ق)�س1((  النقطة  ت�سمى  الحالة  هذه  وفي  موجودة.  غير  )�س1(  قَ  اأو   0  = )�س1(   قَ 

f≥£ة حLôة للاقتران ق.

 Applications of Derivative
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]3 ، 2- [ جد النقط الحرجة للاقتران  ق)�س( = 3�س2 - �س3  ، �س  
الحل

 قَ )�س( = 6�س - 3�س2 ،  قَ)�س( =0 عندما  6�س - 3�س2 =0 ومنه:
3�س)2 - �س( =0 اأي عند: �س=0، �س= 2  وكلاهما في الفترة ]-2، 3[

وتكون قَ)�س( غير موجودة عندما �س = -2، �س= 3 )اأطراف الفترة(
وعليه يكون للاقتران ق اأربع  نقط حرجة هي:    )-20،2( ، )0،0( ، )2 ، 4( ، ) 3، 0( 

1

1
جد النقط الحرجة للاقتران ق)�س( = �س3 -12�س +1، �س  ]-3،3[

 ]π ،0[  1   جا3 �س ، �س 
3 جد النقط الحرجة للاقتران ق)�س( = جا �س -  

الحل
 قَ )�س( = جتا �س- جا2�س جتا �س = جتا �س)1- جا2�س(،  قَ )�س( = جتا3�س

قَ )�س( =0 عندما:
  π 

2 جتا �س= 0 اأي عند �س = 
وتكون  قَ )�س( غير موجودة عندما �س= 0، �س= π )اأطراف الفترة(

وعليه يكون للاقتران ق ثلاث نقط حرجة هي:
.)0،π( ، )  2 

3  ،  π 
2  ( ، )0،0(

جد النقط الحرجة للاقتران ق)�س( =  3 4- �س2 ، �س ]-3،3[

2

3

2
      ]π ،0[ جد النقط الحرجة للاقتران ق)�س( = جا �س- جا2�س ، �س 
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يمثل ال�سكل )3-8( منحنى الم�ستقة الاأولى للاقتران  
على  اعتمد   ]2،2-[ الفترة  على  المعرف  ق)�س( 

ذلك في تعيين النقط الحرجة للاقتران ق.
 

4
حُلَّ الم�ساألة الواردة في بداية الدر�س.

4

]2،2-[ جد النقط الحرجة للاقتران ق)�س( =  3   �س2  ، �س 
3

الحل
�س    ، 

3  )4 - �س2(2  *  2-
3  قَ)�س( =  

قَ)�س( = 0 عندما الب�سط = 0   اأي اأنَّ �س =0 
وتكون قَ)�س( غير موجودة عندما المقام = 0، وعند اأطراف الفترة، اأي عندما 

�س= -2، �س = 2، �س = -3، �س = 3وعليه يكون للاقتران خم�س نقط حرجة هي:
) 5- 3 ،3 ( ،) 0 ،2 ( ،) 4  3 ،0( ،) 0 ،2-( ،) 5-  3 ،3-(

الحل
اأو غير  للاقتران نقط حرجة عندما  قَ)�س( =0، 
موجودة )ويكون ذلك عند المقطع ال�سيني  لمنحنى 

الم�ستقة الاأولى واأطراف الفترة( 
اأي عندما  �س= -1، 1، -2، 2 

ال�سكل )8-3(

وعليه يكون للاقتران اأربع نقط حرجة هي:
)-1، ق)-1((، )1، ق)1((، )-2، ق)-2(( ، )2، ق)2((.
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ال�سكل )9-3(

1( جد النقط الحرجة لكلٍٍّّ من الاقترانات الاتية:
اأ   ( ق)�س( = �س4-4�س+1           ، �س  ]-2 ،2[
]π2 ،0[  ب( ق)�س( = جا �س+ جتا �س        ، �س
جـ( ق)�س( = �س2 | �س-1|            ، �س  ]-3، 2[
] π ، 0[  د  ( ق)�س( =    جتا2�س                  ، �س

هـ( ق)�س( = 

2( جد قيم  اأ، ب التي تجعل للاقتران ق)�س( = �س3 + اأ �س2 + ب �س نقطتين حرجتين 
عند �س = -1، �س = 3.

 �س2+1                  ،  -2 ≥ �س ≥ 1
2�س                       ،    1  > �س ≥ 2

الاأولى  الم�ستقة  منحنى   )9-3( ال�سكل  يمثل   )3
على  ف  ــرَّ ــع الم ق  الحـــدود  كثير  ــتران  ــلاق ل
تعيين  في  ذلك  على  اعتمد  الفترة]-3،3[ 

النقط الحرجة للاقتران  ق.
�س3  - 1          

�س3  + 1  4( جد النقط الحرجة للاقتران ق)�س( = 
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¢übÉæàdGh ójGõàdG
Increasing and Decreasing ثانيًا 

اعتمادًا على ال�سكل )3-10( الذي يمثل منحنى الاقتران

]    اأ ، ب[، عندئذٍ يكون الاقتران ق: فًا على الفترة ]   اأ،ب[ وكان �س1،�س2   اإذا كان ق)�س( اقترانًا معرَّ
1( متزايدًا على الفترة ] اأ ، ب[ اإذا كان ق)�س1( > ق)�س2( لكلِّ �س1> �س2

ا على الفترة ] اأ ، ب[ اإذا كان ق)�س1( < ق)�س2( لكلِّ �س1> �س2   2( متناق�سً
3( ثابتًا على الفترة ] اأ ، ب[ اإذا كان ق)�س1( = ق)�س2( لكلِّ �س1> �س2 

لاحظ  من خلال ال�سكل )3-10( ما ياأتي:
1( في الفترة ]-3، 0[ كلما زادت قيم �س زادت قيم ق)�س(، وفي هذه الحالة يكون ق متزايدًا 

ا ق )-2( >  ق )-1(. على الفترة]-3، 0[  مثلًا -2 > -1 واأي�سً
ا  2( وفي الفترة ] 0، 1[ كلما زادت قيم �س نق�ست قيم ق)�س(، وفي هذه الحالة يكون ق متناق�سً

1 ( < ق )1(.
2 ا ق )  12  > 1 ، واأي�سً على الفترة ] 0، 1[   مثلًا  

3( في الفترة ] 1، 3[ كلما زادت قيم �س بقيت قيم ق)�س( ثابتة، وفي هذه الحالة يكون ق ثابتًا 
32  ( = ق)2(. 32  < 2، ولكن ق )  على الفترة ] 1، 3[   مثلًا   

زادت  كلما  ق  الاقتران  منحنى  �سلوك  �سف 
قيم �س في الفترة]-3،3[

 4- �س2      ،  -3 ≥ �س ≥1
ق)�س( =     3            ،   1 > �س ≥3

ال�سكل )10-3(

ومن التعريف لاحظ اأنَّ الاقتران ق يكون متزايدًا عندما ي�سعد منحناه اإلى الاأعلى كلما تحركت 
ا عندما يهبط منحناه اإلى اأ�سفل كلما تحركت �س اإلى اليمين. �س اإلى اليمين، ويكون متناق�سً
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في  ق  لمنحنى  ا  مما�سًّ ر�سمت  اإذا   )11-3( ال�سكل  في 
اأنَّ المما�سَّ ي�سنع زاوية حادة )هـ1(  الفترة )-0،3( تجد 

مع الاتجاه الموجب لمحور ال�سينات.   
ومنه ظاهـ1 < 0، ماذا تتوقع اأن تكون اإ�سارة قَ)�س(؟

اأنََّّ  نجد   )3،0( الفترة  في  ق  لمنحنى  ا  مما�سًّ ر�سمت  واإذا 
الموجب  الاتجاه  مع  )هـ2(  منفرجة  زاوية  ي�سنع  المما�س 

لمحور ال�سنات.
ومنه ظاهـ2> 0، ماذا تتوقع اأن تكون اإ�سارة قَ)�س(؟ 

اإذا كان ق)�س( اقترانًا مت�سلًا على الفترة ] اأ،ب[، وقابلًا للا�ستقاق على الفترة ) اأ،ب( وكان:
1( قَ )�س( < 0، لجميع قيم �س  )اأ ، ب(، فاإنََّّ ق)�س( يكون متزايدًا على الفترة ] اأ ، ب[.
ا على الفترة ] اأ ، ب[. 2( قَ )�س( > 0، لجميع قيم �س  )اأ ، ب(، فاإنََّّ ق)�س( يكون متناق�سً

3( قَ )�س( = 0، لجميع قيم �س  )اأ ، ب(، فاإنََّّ ق)�س( يكون ثابتًا على الفترة ] اأ ، ب[.

يمكنك من خلال هذه النظرية تحديد فترات التزايد والتناق�س للاقتران ق، وذلك باإيجاد الم�ستقة 
الاأولى للاقتران ق ، ودرا�سة اإ�سارتها كما في الاأمثلة الاآتية:         

ال�سكل )11-3(

الجدول )1-3(

]2 ، 2-[ حدد فترات التزايد وفترات التناق�س للاقتران ق)�س( = �س3 - 3�س ، �س  
الحل 

ق اقتران مت�سل على الفترة]-2 ، 2[ وقابل للا�ستقاق على الفترة )- 2، 2( لاأنَّه على �سورة كثير حدود
قَ)�س( = 3�س2 - 3، قَ)�س( =0، عندما 3)�س -1()�س + 1( =0

1

∴ �س = -1، �س = 1
قَ)�س(،  اإ�سارة   )1-3( الجدول  يبين 

: وبتطبيق النظرية اأعلاه تجد اأنََّّ
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1
حدد فترات التزايد وفترات التناق�س للاقتران ق)�س( = 3�س2- �س2-3

1( قَ)�س( <0 على الفترة )-2 ، -1(، والفترة  )1 ، 2( وعليه يكون ق)�س( اقترانًا متزايدًا على 
الفترتين ]-2 ، -1[ ،  ]1 ، 2[.

ا على الفترة ]-1 ، 1[  2( قَ)�س( > 0 على الفترة )-1 ، 1( وعليه يكون ق)�س( اقترانًا متناق�سً
 ،) والجدول )3-1( يو�سح اإ�سارة قَ)�س( وفترات تزايد الاقتران ق، ويعبر عن التزايد بالرمز )

كما يو�سح الجدول فترات تناق�س الاقتران ق، ويعبر عن التناق�س بالرمز )  (.
لاحظ اأنَّه لتحديد اإ�سارة الم�ستقة الاأولى على فترة معينة بين نقطتين حرجتين؛ تقوم باختبار اإ�سارة 
الم�ستقة الاأولى عند اأي قيمة داخل الفترة وما تح�سل عليه من اإ�سارة لهذه القيمة يمثل اإ�سارة الم�ستقة 

الاأولى على كل هذه الفترة.

] π2 ، 0[ حدد فترات التزايد وفترات التناق�س للاقتران ق)�س( = جتا�س، �س  
الحل                                                                                                              

                                                                        )π2 ، 0( وقابل للا�ستقاق على الفترة ] π2 ، 0[ ق اقتران مت�سل على الفترة
قَ)�س( = - جا�س 

                                             π = قَ)�س( =0،  عندما �س
والجدول )3-2( يبين اإ�سارة قَ)�س(، وبتطبيق

 اختبار الم�ستقة الاأولى في التزايد والتناق�س تكون:
قَ)�س( > 0، لكلٍّ �س   )π  ، 0( وعليه يكون 

] π  ، 0[ ا على الفترة ق)�س( اقترانًا متناق�سً
.) π 2 ، π (   0، لكلٍّ �س> )قَ)�س

.] π 2 ، π [وعليه يكون ق)�س( اقترانًا متزايدًا على الفترة

2

الجدول )2-3(

2
.] π 2 ، 0 [  حدد فترات التزايد وفترات التناق�س للاقتران ق)�س( = جا2�س، �س
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4

قَ)�س(< 0، لكلِّ �س  )-∞ ،0(، )4 ، ∞ ( وعليه يكون ق)�س( اقترانًا متزايدًا على الفترتين 
                ) ∞ ، 4[ ،]0، ∞-(

ا على الفترة ]4،0[. قَ)�س(>0، لكلِّ �س  )4،0( وعليه يكون ق)�س( اقترانًا متناق�صً

اإذا كان  ق)�س( = 
 �س2+6�س+4     ،   �س≥0

]�س+4[           ،  0 > �س>1
|3�س+1|          ،  1 ≥�س 

حدد فترات التزايد وفترات التناق�س للاقتران: ق)�س( =  3   �س3 - 6�س2 
الحل

ق اقتران مت�صل على ح.
�س2-4�س

3   )�س3- 6�س2(2 قَ )�س( = 

قَ)�س( =0عندما الب�صط =0،
ومنه �س2 - 4�س=0، اأي اأن  �س = 4 ،      �س = 0   تهمل )لماذا؟( 

قَ )�س( غير موجودة عند اأ�صفار المقام اأي عند �س=0، �س=6
والجدول )3-3( يبين اإ�صارة قَ)�س(، وبتطبيق اختبار الم�صتقة الأولى في التزايد والتناق�س تكون:

3

الجدول )3-3(

3
حدد فترات التزايد وفترات التناق�س للاقتران: ق)�س( = 3  �س -1 ، �س   ح. 
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فحدد فترات التزايد وفترات التناق�ص للاقتران ق على مجاله.
الحل 

   

ق)�ص( اقتران مت�صل على ح
 

قَ)�ص( = 

تكون قَ)�ص( غير موجودة عندما �ص =0، �ص =1                                                         
قَ)�ص( =0، عندما 2�ص+6=0، اأي اأنَّ �ص = -3

�ص>0  ،  2�ص+6       
0 > �ص>1  ،             0     

1 >�ص    ،             3     
�ص = 0 ، �ص = 1   ، غير موجودة  

والجدول )3-4( يبين اإ�صارة قَ)�ص(، وبتطبيق اختبار الم�صتقة الأولى في التزايد والتناق�ص تكون:           
ا على الفترة )-∞ ، -3[                          ) -∞ ، -3( وعليه يكون ق)�ص( اقترانًا متناق�صً قَ)�ص( >0، لكلِّ �ص  
قَ)�ص( <0، لكلِّ �ص  )-3 ، 0(، )1 ،  ∞( وعليه يكون ق)�ص( اقترانًا متزايدًا على الفترتين 

                  )∞ ، 1[ ، ]0 ، 3-[
قَ)�ص( = 0، لكلِّ �ص  )0 ، 1( وعليه يكون ق)�ص( اقترانًا ثابتًا على الفترة ]0 ، 1[

الجدول )4-3(

اأعد تعريف القتران  ق)�ص( = 
 �ص2+6�ص+4     ،   �ص≥0

       4                ،  0 > �ص>1
3�ص+1             ،  1 ≥�ص 
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د فترات التزايد وفترات التناق�س لكلٍٍّّ من الاقترانات الاآتية: 1( حدِّ
، �س  ح. اأ   ( ق)�س( = 4�س- �س2   

]5 ، 5-[ ، �س  ب( ق)�س( = |�س9-2|    
] π 2 ، 0[ ، �س  جـ( ق)�س( = جتا2�س    

، �س  ح. د (  ق)�س( = )1- �س(3   

، �س  ح. هـ(  ق)�س( = )2- �س(4   
]5 ، 5-[ ، �س  و (  ق)�س( =   25 - �س2   

، �س  ح. ز (  ق)�س( = 3   )�س-4(2   
] π 2 ، 0[  1 جتا 2�س    ،   �س

2 ح ( ق)�س( = جتا �س - 
 

)•

ي(

2( يمثل ال�سكل )3-12( منحنى اقتران
 الم�ستقة الاأولى للاقتران ق،حدد فترات التزايد

وفترات التناق�س للاقتران ق.

3( اإذا كان ق)�س( اقترانًا مت�سلًا على الفترة ]اأ ، ب[ وقابلًا للا�ستقاق على الفترة )اأ ، ب( وكان 
قَ)�س( < 0، لكلِّ �س   )اأ ، ب(، وكان هـ )�س( = ق)�س( + �س3، فاأثبت اأنَّ هـ )�س( متزايد 

على الفترة ]اأ ، ب[.

د فترات التزايد وفترات التناق�س لكلٍٍّّ من الاقترانات الاآتية: ( حدِّ

 3 -  �س2      ،  �س ≥ 1
 2               ،  �س < 1

�س ق)�س( =   

 4 - �س3    ،  �س > 1
 3            ،  �س ≥ 1

�س ق)�س( =   

ال�سكل )12-3(
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iƒ°ü≤dG º«≤dG
Extreme  Values ثالثًا 

.]4 ،3-[ حدد النقط الحرجة والقيم الق�سوى )اإن وُجدت( للاقتران ق)�س( = |1- �س2| ،�س 

ال�سكل )13-3( 2( ق)-3( هي اأكبر قيمة للاقتران ق)�س( في الفترة ]-3 ، 3[، 
      ومثل هذه القيمة ت�سمى ª«bة Yظª≈ م£∏≥ة  للاقتران ق.

-2         ، ومثل هذه القيمة 
3 -2         ( هي اأ�سغر قيمة للاقتران ق)�س( في فترة مفتوحة حول العدد 

3 3( ق  )
ت�سمى ª«bة  iô¨°U∏»ة  للاقتران ق.

القيمة ت�سمى ª«bة  ]-3 ، 3[، ومثل هذه  اأ�سغر قيمة للاقتران ق)�س( في الفترة  4( ق)3( هي 
iô¨°U م£∏≥ة  للاقتران ق.

يمثل  ـــذي  ال  )13-3( ال�سكل  ــل  ــاأم ت خـــلال  ــن  م
منحنىالاقتــران   ق)�س( = 4�س - �س3، �س  ]-3 ، 3[  ، 

: يمكنك التحقق من اأنَّ
 2         ( هي اأكبر قيمة للاقتران ق)�س( في فترة مفتوحة 

3 1( ق)
 ≈ªظY ةª«b ت�سمى  القيمة  2         ، ومثل هذه 

3 العدد  حول 
∏»ة  للاقتران ق.

 ºq∏©J
العظمى  القيم  ت�سمى  كذلك  ∏»ة،   iƒ°üb ا  kª«b للاقتران  المحلية  وال�سغرى  المحلية  العظمى  القيم  ت�سمى 

ا iƒ°üb م£∏≥ة. kª«b المطلقة وال�سغرى المطلقة للاقتران

معتمدًا ال�سكل ال�سابق )3-14(، ما العلاقة بين النقط الحرجة للاقتران ق وقيمه الق�سوى؟
¢ûbاfh ôµa¢ûbاfh ôµa¢ûbاfh ôµa
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نظرية )اختبار الم�ستقة الاأولى للقيم الق�سوى(
)اأ ، ب(  الفترة  ] اأ ، ب[، وقابلًا للا�ستقاق على  الفترة  اقترانًا مت�سلًا على  اإذا كان ق)�س( 

وكانت النقطة )جـ ، ق)جـ(( نقطة حرجة للاقتران ق، حيث جـ   )اأ،ب( عندئذٍ:
: 1( اإذا كان قَ)�س( ≥ 0 لكلِّ �س > جـ وكان قَ)�س( ≥ 0 لكلِّ �س <  جـ ، فاإنََّّ

ق)جـ( تكون ª«bة Yظ ≈ª∏»ة للاقتران ق.
: 2( اإذا كان قَ)�س( ≥  0 لكلِّ �س > جـ وكان قَ)�س( ≥ 0 لكلِّ �س <  جـ ، فاإنََّّ

ق)جـ( تكون ª«bة  iô¨°U∏»ة للاقتران ق.

فًا على الفترة ] اأ ، ب[ وكانت ق)جـ( قيمة ق�سوى للاقتران ق اإذا كان ق)�س( اقترانًا معرَّ
] اأ ، ب[، فاإنَّ قَ)جـ( غير موجودة اأو قَ )جـ(=0 حيث جـ 

: فًا على الفترة ] اأ ، ب[، وكان �س1  ] اأ ، ب[، فاإنَّ اإذا كان ق)�س( اقترانًا معرَّ
وكان  �س1،  تحوي  )ف(  مفتوحة  فترة  وُجدت  اإذا  ق،  للاقتران  ∏»ة   ≈ªظY ª«bة  ق)�س1(   )1

ق)�س1( ≥  ق)�س( لجميع قيم �س  ف.
وكان  �س1،  تحوي  )ف(  مفتوحة  فترة  وُجدت  اإذا  ق،  للاقتران  ∏»ة   iô¨°U ª«bة  ق)�س1(   )2

ق)�س1( ≥ ق)�س( لجميع قيم �س  ف.
] اأ ، ب[. 3( ق)�س1( ª«bة Yظª≈ م£∏≥ة للاقتران ق،اإذا كان ق)�س1( ≥ ق)�س( لجميع قيم �س 
] اأ ، ب[. 4( ق)�س1( ª«bة iô¨°U م£∏≥ة للاقتران ق،اإذا كان ق)�س1( ≥ ق)�س( لجميع قيم �س 
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والاأمثلة الاآتية تو�سح ذلك.

.]4، 2-[ جد النقط الحرجة والقيم الق�سوى )اإن وجدت( للاقتران ق)�س( = �س3 - 3�س2   + 1، �س 
1

الحل
لاحــظ اأنَّ الاقــتران ق كثــير حدود؛ فهو مت�ســل على الفــترة ]-2 ، 4[، وقابــل للا�ستقاق على 

الفترة)-2، 4( حيث
قَ)�س( = 3�س2 - 6�س

قَ)�س( = 0 اإذن  3�س2 - 6�س =0
3�س)�س-2( =0، اأي عندما �س = 0 ،  �س =2 

)طرفَيْ فترة(. وتكون قَ)�س( غير موجودة. عندما يكون �س = -2،  �س =4 
يوجد  التي  �س  قيم  عند  الق�سوى  للقيم  الاأولى  الم�ستقة  اختبار  وبتطبيق   ،)5-3( الجدول  ومن 

عندها  نقط حرجة للاقتران ق.     
تجد اأنَّ للاقتران ق:

قيمة عظمى محلية عند �س =0 وهي ق)0( = 1
قيمة �سغرى محلية عند �س = 2 وهي ق)2( = -3

قيمة عظمى مطلقة عند �س =4 وهي ق)4( = 17 ) طرف فترة ولا تعتبر قيمة عظمى محلية (
قيمة �سغرى مطلقة عند �س = -2 وهي ق)-2( = -19 )طرف فترة ولا تعتبر قيمة �سغرى محلية(

1
حدد النقط الحرجة والقيم الق�سوى )اإن وجدت( للاقتران ق)�س( = 6�س2 - �س3 - 9�س + 2، 

.]5 ، 1-[ �س 

حدد النقط الحرجة والقيم الق�سوى )اإن وجدت( للاقتران ق)�س( =4�س- �س1+2

الجدول )5-3(

2
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الحل
ق)�س( كثير حدود مت�سل وقابل للا�ستقاق على ح.

يكون للاقتران نقط حرجة عند قَ)�س( =0،    قَ)�س( = 4-2�س=0
ومنه �س= 2 

اإذن النقطة الحرجة هي )2 ، 5(

      جتا3�س، 
   1
3 جد القيم الق�سوى المحليه والمطلقة )اإن وُجدت( للاقتران ق)�س( = جتا�س - 

]π2 ، 0[ �س 
الحل

) π 2،0( ق)�س( مت�سل على الفترة ]π2 ،0 [، وقابل للا�ستقاق لكلٍّ �س 
حيث قَ)�س( = -جا�س + جتا2�س جا�س

قَ)�س( = -جا3�س                                               )لماذا؟(
: جد النقط الحرجة للاقتران وادر�س اإ�سارة الم�ستقة الاأولى حولها تجد اأنَّ

  π   =قَ)�س( =0 عندما - جا3�س=0، ومنه �س
π 2  ، 0 =قَ)�س( غير موجودة عند �س

  )         2 
3  ، π 2( ، )          2 

3  - ، π( ، )         2 
3 اإذن النقط الحرجة للاقتران ق هي: )0 ،  

الجدول )6-3( ومن الجدول )3-6(، الذي يو�سح اإ�سارة قَ )�س( 
الق�سوى  للقيم  الاأولى  الم�ستقة  اختبار  وح�سب 
تجد اأنََّّ للاقتران ق: قيمة عظمى محلية، ومطلقة 

عند �س= 2 وهي ق)2( = 5 .

2
حُلَّ الم�ساألة الواردة في بداية الدر�س.

3
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ومن �لجدول )3-7( �لذي يو�شح �إ�شارة قَ)�س(
وبتطبيق �ختبار �لم�شتقة �لأولى للقيم �لق�شوى نجد �أنََّّ للاقتر�ن ق:

 π =قيمة �شغرى محلية ومطلقة عند �س
             2 

3  - = )π (هي ق
.         2 

3 وقيمة عظمى مطلقة عند �س = π 2 ، 0    هي 

3

معتمدً� �ل�شكل )3-14( �لذي يمثل منحنى �لم�شتقة �لأولى للاقتر�ن كثير �لحدود ق �لمعرف على 
�لفترة ]-3، 3[، جد كلاًّا مما ياأتي:

1( مجموعة قيم �س �لحرجة للاقتر�ن ق.
2( مجالت �لتز�يد و�لتناق�س للاقتر�ن ق.

3( قيم �س �لتي يكون للاقتر�ن عندها قيم ق�شوى محلية . 
الحل

1( للاقتر�ن ق  نقط حرجة عندما قَ)�س( =0 �أو غير موجودة 
)لماذ�؟( �أي عندما �س = -3، �س = -2، �س = 2، �س = 3  
وعليه فاإنَّ مجموعة قيم �س �لحرجة للاقتر�ن ق هي }-3،-3،2،2{

 : 2( من جدول �لإ�شار�ت )3-8(، �لذي يو�شح �إ�شارة قَ)�س( نجد �أنَّ
ق �قتر�ن متناق�س في �لفترتين ]-3 ، -2[، ]2 ، 3[

ق �قتر�ن متز�يد في �لفترة ]-2 ، 2[ 

. ]π  ، 0[ جد �لقيم �لق�شوى �لمحلية )�إن وجدت( للاقتر�ن ق)�س( = �س +  2جا�س، �س

4

(¢S)¥
¢S

¢U

 1          2           3     3-             2-           1-

�ل�شكل )14-3(

�لجدول )8-3( 

3( يوجد للاقتر�ن ق قيمة �شغرى محلية عند �س = -2
      يوجد للاقتر�ن ق قيمة عظمى محلية عند �س = 2

�لجدول )7-3(
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:á«JB’G äÉfGÎb’G øe xπµd ,(äóL oh ¿EG) á≤∏£ŸGh á«∏ëŸG iƒ°ü≤dG º«≤dG óL (1

]5 , 0]  ¢S ,          9 + ¢S6 - 2¢S = (¢S)¥ (  CG 

]4 , 4-]  ¢S ,          ¢S12 -   3¢S = (¢S)¥ (Ü

]4 , 0]  ¢S ,                3(¢S -2) = (¢S)¥ (`L

 = (¢S)¥ ( O 

]3  , 1-]  ¢S ,        |3(1- ¢S)| = (¢S)¥ ( `g

]3 , 0]  ¢S ,              3¢S 1
3  - 4¢S 1

4  = (¢S)¥ ( h 

]1 , 8-]  ¢S ,           2¢S   3  = (¢S)¥ (  R

]π2 , 0]  ¢S ,           ¢SÉL +¢S = (¢S)¥ ( ì

]2 , 2-]  ¢S ,                 3(¢S -1) = (¢S)¥ ( •

]3 , 3-]  ¢S ,           4(¢S -1) = (¢S)¥ ( …

¿GÎbÓd s¿CG uÚH ,(3 , 2) á£≤ædG óæY á«∏fi ≈ª¶Y áª«b (¢S)¥ Ohó◊G Òãc ¿GÎb’ ¿Éc GPEG (2
.(8- , 2) á£≤ædG óæY á«∏fi iô¨°U áª«b 3((¢S)¥ -1) = (¢S) `g

3 > ¢S ≥ 2-  ,            1+ 2¢S 
5 ≥ ¢S ≥ 3  ,   1+ ¢S3
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ف على ح. 4( يمثل �ل�شكل )3-16( منحنى �لم�شتقة �لأولى للاقتر�ن ق �لمعرَّ
�عتمد على ذلك في �إيجاد كلٍّ مما ياأتي:

 �أ  ( �لنقط �لحرجة للاقتر�ن ق.
ب( مجالت �لتز�يد و�لتناق�س للاقتر�ن ق.

جـ( قيم �س �لتي يكون للاقتر�ن عندها قيم ق�شوى محلية.

3( معتمدً� �ل�شكل )3-15( �لذي يمثل منحنى �لم�شتقة
�لأولى للاقتر�ن ق �لمت�شل على �لفترة]-2،2[

جد كلاًّا مما ياأتي:
�أ  (  مجموعة قيم �س �لحرجة للاقتر�ن ق.

ب( مجالت �لتز�يد و�لتناق�س للاقتر�ن ق.
جـ( قيم �س �لتي يكون للاقتر�ن عندها قيم ق�شوى محلية.

�ل�شكل )16-3(

�ل�شكل )15-3(

¢U

¢S

2

1

1-

2-

1           2                      2-             1-

(¢S)¥
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ô©≤àdG
Concavity رابعًا 

]π 2 ، 0 [ ، فجد نقط �لنعطاف   1          جا2�س ،  �س 
2 �إذ� كان ق)�س( = 2جتا�س +  

لمنحنى �لقتر�ن ق.

تعلمت �شابقًا بع�س تطبيقات �لم�شتقة �لأولى، مثل: �إيجاد فتر�ت �لتز�يد و�لتناق�س لمنحنيات 
�لقتر�نات.

وفي هذ� �لدر�س �شتتعرف بع�س تطبيقات �لم�شتقة �لثانية للاقتر�ن مثل: معرفة نوع تقعر منحنى 
�لقتر�ن، وتعيين نقط �لنعطاف لمنحناه، بالإ�شافة �إلى “ييز �لقيم �لق�شوى للاقتر�ن، و�شيتم تو�شيح 

ذلك في ما ياأتي:

يبــين �ل�شــكل )3-17( منحنــى �لقتر�ن ق، 
ف على �لفــترة ] �أ ، ب[، �لقابــل للا�شتقاق  �لمعــرَّ
علــى �لفــترة   )�أ ، ب(، ويعنــي ذلــك �أنَّ لمنحنى ق 
ات على �لفــترة )�أ ، ب( عند  عــددً� كبيًر� مــن �لمما�شَّ

�لنقط )�س، ق)�س((، حيث �س  )�أ ، ب(. 

ولحظ �أنَّ جميع �لمما�شات �لمر�شومة عند �لنقط )�س ، ق)�س((، حيث �س  )جـ ، ب( تقع 
جميعها تحت منحنى �لقتر�ن ق. ويقال في هذه �لحالة �إنَّ منحنى �لقتر�ن ق)�س( م≥©YCÓd ôل≈ على  

�لفترة ]جـ ، ب[.

�ل�شكل )17-3(

    لحظ �أنَّ جميع �لمما�شات �لمر�شومة عند �لنقط )�س ، ق)�س((، حيث �س  )�أ،جـ( تقع جميعها 
فوق منحنى �لقتر�ن ق. ويقال في هذه �لحالة �إنَّ منحنى �لقتر�ن ق)�س( م≥©Ø°SCÓd ôل على �لفترة 

] �أ ، جـ [.

ق)�س(
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فًا على �لفترة ]  �أ  ،   ب[، وقابلًا للا�شتقاق على �لفترة )�أ ،  ب( فيكون منحنى ق: ليكن ق �قتر�نًا معرَّ
1( مقعرً� للاأ�شفل على �لفترة ] �أ ، ب[ �إذ� وقعت جميع مما�شاته فوق منحنى �لقتر�ن ق

    في �لفترة ] �أ ، ب[.
2( مقعرً� للاأعلى على �لفترة ] �أ ، ب[ �إذ� وقعت جميع مما�شاته تحت منحنى �لقتر�ن ق

    في �لفترة ] �أ ، ب[.

وبالرجوع �إلى �شكل )3-17( لحظ �أنَّ منحنى �لقتر�ن ق مقعر للاأ�شفل على �لفترة ]�أ، جـ[، 
وتجد �أنَّه كلما ز�د �لإحد�ثي �ل�شيني لنقطة �لتما�س)�س، ق)�س(( نَقَ�سَ ميل �لمما�س لمنحنى ق عند 
هذه �لنقطة، �أي �أنَّ قَ)�س( �قتر�ن متناق�س على �لفترة )�أ ، جـ(، ومنه تكون �إ�شارة  قً)�س( �شالبة 

على )�أ ، جـ(، �أي �أنَّ قً)�س( > 0 ، لكلِّ �س  )�أ ، جـ(.
ز�د  كلما  و�أنَّه   ، ، ب[  ]جـ  �لفترة  على  للاأعلى  مقعر  �لقتر�ن ق  منحنى  �أنَّ  وبالمثل لحظ   
�أي  �لنقطة،  هذه  عند  لمنحنى ق  �لمما�س  ميل  ز�د  �لتما�س)�س، ق)�س((  لنقطة  �ل�شيني  �لإحد�ثي 
�أنَّ قَ)�س( �قتر�ن متز�يد على �لفترة )جـ ، ب(، ومنه تكون م�شتقة   قَ )�س( موجبة على �لفترة 

)جـ ، ب(، �أي �أن قً)�س( < 0، لكلِّ �س  )جـ ، ب(.
ôcòJ

ميل �لمما�س لمنحنى �لقتر�ن ق عند �س = �س1 ي�شاوي  قَ)�س1(.
قَ)�س1( = ظا هـ ، حيث هـ ز�وية ميل �لمما�س عند �س1 مع �لتجاه �لموجب لمحور �ل�شينات.

 ) ô©≤àdا QÉÑàNا (
�إذ� كان ق �قتر�نًا مت�شلًا على �لفترة ] �أ ، ب[، ، وكان كلٌّ من قَ)�س(، قً)�س(، معرّفين على 

�لفترة )�أ ، ب( فاإنّهَ :
1( يكون منحنى �لقتر�ن ق مقعرً� للاأ�شفل على �لفترة] �أ ، ب[، �إذ� كان قً)�س( > 0 ، لكلِّ 

�س  )�أ ، ب(
2( يكون منحنى �لقتر�ن ق مقعرً� للاأعلى على�لفترة] �أ ، ب[، �إذ� كان قً)�س( < 0 ، لكلِّ 

      �س  )�أ ، ب(

 ) ô©≤àdا QÉÑàNا (
ájô¶f
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�إذ� كان ق)�س( = �س3 – 3�س2 + 3�س + 1 ، جد فتر�ت �لتقعر للاأ�شفل وللاأعلى لمنحنى �لقتر�ن ق.
الحل

يمكنك تحديد فتر�ت �لتقعر للاأ�شفل وللاأعلى لمنحنى �لقتر�ن ق ، من خلال �إ�شارة م�شتقته �لثانية.
قَ)�س( = 3�س2 - 6�س + 3

قً)�س( = 6�س - 6
وتكون قً)�س( = 0، عندما 6�س - 6 = 0، �أي �أنَّ �س = 1 

 : ومن �لجدول )3-9 (، �لذي يو�شح �إ�شارة  قً وح�شب �ختبار �لتقعر تجد �أنَّ
منحنى �لقتر�ن مقعر للاأ�شفل  على �لفترة )-∞ ، 1[ لأنَّ  قً)�س( > 0، 

 لكل �س   )-∞ ، 1(.
ومقعر للاأعلى على �لفترة ]1 ،  ∞(  لأنَّ قً )�س( <0، 

لكلِّ �س   )1 ، ∞ (.

جد فتر�ت �لتقعر للاأ�شفل وللاأعلى لمنحنى �لقتر�ن ق، 
حيث ق)�س( = �س4 – 6�س3 + 12�س2، �س  ]- 5 ، 5[.

�لجدول )9-3(

1

2

1

.]2 ، 2-[ ، �س 
         1

5  حدد فتر�ت �لتقعر للاأ�شفل وللاأعلى لمنحنى �لقتر�ن ق)�س( = �س
الحل

         4-
5 1         �س

5 قَ)�س( = 
         1

-4          *     5   �س9
25  = 

         9-
5 -4          �س

25 قً)�س( = 
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2
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3

4

في  قً  �إ�شارة   در��شة  خلال  ومن 
ق  �أنَّ  نلاحظ   )11-  3( �لجدول 
 ،1- �س=  عند  تقعره  �تجاه  يغير 

 : وعند �س = 1، لذلك فاإنَّ

�إذ� كان ق)�س( = 6�س3 – �س4، فجد نقط �لنعطاف لمنحنى �لقتر�ن ق )�إن وُجدت(.

جد قيم �س �لتي يكون لمنحنى �لقتر�ن ق عندها نقط �نعطاف، حيث:
 ]π 2 ، 0[  1 جا2�س،  �س

2 ق)�س( = 2جا�س+ 
الحل

)π 2 ،0( وقابل للا�شتقاق على �لفترة ، ]π 2 ،0[ مت�شل على �لفترة )ق)�س
ليجاد نقط �لنعطاف جد قً لتحديد فتر�ت �لتقعر لأعلى و لأ�شفل.

قَ )�س( = 2جتا�س + جتا2�س   
قً )�س( = -2جا�س -2جا2�س

وتكون قً )�س( = 0 
�إذن  -2جا�س -2جا2�س = 0 
-2جا�س -4جا�س جتا�س = 0
-2جا�س) 1 + 2جتا�س( =0  

�إما -2جا�س =0    �أو  1 + 2جتا�س=0
               π4

3  ،           π2
3 ومنه، �س=π 2 ، π ،0 ) ترف�س �لقيم π2 ،0    لماذ� ؟(   ،  �أو  �س= 

ومن خلال در��شة �إ�شارة قً )�س( في �لجدول )3 - 12( لحظ �أنَّ منحنىق يغير �تجاه تقعره عند 

π4         ، لذلك فاإنَّ للاقتر�ن ق ثلاث نقط �نعطاف عند 
3 π2          ،    �س = π ، �س =  

3 �س = 

          π4
3 π2          ،  �س = π ، �س =  

3 �س =  

�لجدول )11-3(

�لجدول )12-3(

)-1، -4(، )1، -4( نقطتا �نعطاف.
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4
حُلَّ �لم�شاألة �لو�ردة في بد�ية �لدر�س.

�ختبار �لم�شتقة �لثانية للقيم �لق�شوى �لمحلية:
: mفتان عند �س1 )�أ، ب( عندئذ على فر�س �أنَّ �لم�شتقة �لأولى قَ)�س(، و�لم�شتقة �لثانيةقً)�س(، للاقتر�ن ق)�س( معرَّ
1( �إذ� كان قَ)�س1( =0، و قً)�س1( < 0، فاإنَّ للاقتر�ن ق قيمة �شغرى محلية عند �س1 هي ق)�س1(
2( �إذ� كان قَ)�س1( =0، و قً)�س1( > 0، فاإنَّ للاقتر�ن ق قيمة عظمى محلية عند �س1 هي  قَ)�س1(
�لق�شوى  �لقيم  فنبحث عن  يف�شل،  �لختبار  فاإنَّ   ، قً)�س1( =0  قَ)�س1( =0، و  �إذ� كان   )3

�لمحلية با�شتخد�م �ختبار �لم�شتقة �لأولى.

بالإ�شافة �إلى �لتطبيقات �ل�شابقة تُ�شتخدم �إ�شارة �لم�شتقة �لثانية للاقتر�ن ق في “ييز �لقيم �لق�شوى 
�لمحلية للاقتر�ن، و�لنظرية �لآتية تو�شح ذلك.

�إذ� كان ق)�س( = �س3 – 3�س2 + 2 فَجد �لقيم �لق�شوى �لمحلية للاقتر�ن ق  با�شتخد�م �ختبار 
�لم�شتقة �لثانية.

5

5
– 12�س + 3، جد �لقيم �لق�شوى �لمحلية للاقتر�ن ق با�شتخد�م �ختبار  ليكن ق)�س( = �س3 

�لم�شتقة �لثانية.

الحل
قَ)�س( = 3�س2 – 6�س

وتكون  قَ)�س(  = 0 �إذ� كان 3�س2 – 6�س =0 �أي �أنَّ 3�س)�س -2( =0    ومنه، �س=0، �س=2
�إذن للاقتر�ن ق نقطتان حرجتان هما: )0 ، 2(، )2 ، -2(
: قً)�س( = 6�س -6، وح�شب �ختبار �لم�شتقة �لثانية نجد �أنَّ

قً )0( = -6 > 0 ، �إذن للاقتر�ن ق قيمة عظمى محلية عند �س =0 هي ق)0( = 2
قً )2( = 6 < 0 �إذن للاقتر�ن ق قيمة �شغرى محلية عند �س = 2 هي ق)2( = -2
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1( حدد فتر�ت �لتقعر �إلى �لأعلى و�لتقعر �إلى �لأ�شفل لكلٍّ من منحنيات �لقتر�نات �لآتية:
4

 �أ  ( ق)�س(= �س +  �س  

ب( ق)�س(=    16 - �س2                                 ، �س  ]-4،4[

جـ(ق)�س( = 

2) �س -1
د ( هـ )�س( = ) �س  

] π ، 0[ هـ( ق)�س( = جتا�س - جا �س+1  ، �س  

2( حدد نقط �لنعطاف )�إن وجدت( لكلٍّ من منحنيات �لقتر�نات �لآتية:

، �س  ح  �أ  ( ق)�س( = �س3- 6�س2+9�س+2   

، �س  ح     
         1

3  - �س
         2

3 ب( ق)�س( = �س

، �س  ح      
         3

5 جـ( ق)�س( = �س

 )         π
2   ،           π

2 ، �س  )-   د ( ق)�س( = �س- ظا �س    
3( جد �لقيم �لعظمى و�لقيم �ل�شغرى �لمحلية لكلٍّ من �لقتر�نات �لآتية، با�شتخد�م �ختبار �لم�شتقة 

�لثانية، �إن �أمكن ذلك:
]π 2 ،0[  أ  ( ق)�س( = جا�س – جتا�س                                  ، �س�  

ب( ق)�س( = �س4                                                                                        ، �س  ح
جـ( ق)�س( = 4 | �س - 2| -  | �س + 1| + �س        ، �س  ح

128                                    ، �س ≠ ٠
 د ( ق)�س( = �س2 +  �س  

 

 �س2-1                                 ،     �س > 2
5- �س                                  ،     �س ≥ 2
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4( عينِّ قاعدة �لقتر�ن ق)�س( = �أ�س3 + ب �س2 + جـ �س + د ، ) �أ ≠0، ب، جـ، د �أعد�د حقيقية( 
�لذي يمر منحناه بالنقطة )1، 5(، ومعادلة �لمما�س لمنحناه عند نقطة �لنعطاف )2، 1(، هي : 

�س + 3�س – 7 =0    

 فاأجب عما ياأتي:
         1

3 ، هـ)�س( = �س 1
5( �إذ� كان ق)�س( =   �س  

  �أ ( قارن مجالت �لتقعر لكلٍّ من �لقتر�نين ق، هـ.
ب( جد قيم �س �لتي يكون عندها كلٌّ من �لقتر�نين ق، هـ غير مت�شل.

جـ( جد نقط �لنعطاف لكلٍّ من �لقتر�نين ق، هـ �إن وُجدت.

على ح.  �لمعرّف  للاقتر�ن ق)�س(  قً)�س(  ومنحنى  قَ)�س(،  منحنى  �ل�شكل )18-3(  يمثل   )6
�عتمد على ذلك في �لإجابة عن �لأ�شئلة �لآتية:
 �أ   ( عينِّ مجالت �لتز�يد و�لتناق�س للاقتر�ن ق.

 ب( عينِّ قيم �س �لتي يكون للاقتر�ن عندها قيم ق�شوى محلية با�شتخد�م:
)1( �ختبار �لم�شتقة �لأولى.
)2( �ختبار �لم�شتقة �لثانية.

جـ ( عينِّ مجالت �لتقعر للاقتر�ن ق.
 د  ( عينِّ نقط �لنعطاف للاقتر�ن ق.

�ل�شكل )18-3(
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iƒ°ü≤dG º«≤dG äÉ≤«Ñ£J
Applications of Extreme Values                 خامسًا

�ل�شكل )19-3(

�إذ�  �إعلان عليها،  �ل�شكل م�شاحتها 128�شم2، ير�د طباعة  �شفيحة من �لورق م�شتطيلة 
1 �شم، 

2 كان عر�س كلٍّ من �لهام�شين في ر�أ�س �لورقة و�أ�شفلها 1�شم، وفي كلٍّ من �لجانبين 
فجد بُعدَيْ �لورقة بحيث تكون �لم�شاحة �لمطبوعة �أكبر ما يمكن.

تو�جهك كثير من �لق�شايا )�لم�شائل( �لحياتية في �لعلوم و�لهند�شة و�لقت�شاد وغيرها، تحتاج �إلى 
معرفة �أكبر قيمة �أو�أ�شغر قيمة لكمية متغيرة، ولحل هذه �لم�شائل تلجاأ �إلى تحويلها من �شور لفظية �إلى 
معادلت و�قتر�نات؛ من �أجل �إيجاد �لقيم �لق�شوى لها. وفي ما ياأتي نقدم بع�س �لم�شائل في تلك �لمو��شيع 
بو�شفها �أمثلة محلولة تو�شح كيفية �لتعامل معها ريا�شيًّاا، ومن ثمَ تجد لها �لقيم �لق�شوى �لمطلوبة.

قطعة �أر�سm م�شتطيلة �ل�شكل، محيطها 800 متر. جد بُعدَي قطعة �لأر�س لتكون م�شاحتها �أكبر 
ما يمكن.

الحل
نفر�س �أنَّ �س، �س بُعد� قطعة �لأر�س، وم�شاحتها م، كما في 

�ل�شكل )19-3(.
�لمعطيات: محيط قطعة �لأر�س = 800 متر.                                                                       

�لمطلوب: �إيجاد قيمتي �س، �س لتكون م �أكبر ما يمكن.
�كتب �لمعادلة �لتي تربط بين �لمتغير�ت؛ بحيث ت�شبح �لكمية �لمطلوب �إيجاد قيمتها �لق�شوى، 

�قتر�نًا لمتغير م�شتقل و�حد.                                                                                                        
م = �س �س ...... )1( 

قطعة  محيط  �أنَّ  وهي  �لم�شاألة،  معطيات  ف  وظِّ �س،  �أو  �س  و�حد  متغير  بدللة  �لعلاقة  ولجعل 
 : �لأر�س=800م �أي �أنَّ

2�س + 2�س=800 ، ومنها �س =400 -  �س ...... )2(

1
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                                                                                   : وبالتعوي�س في )1( تجد �أنَّ
  م)�س( = �س )400 - �س( حيث   0> �س > 400            لماذ�؟

وبذلك ت�شبح )م( بال�شورة �لآتية:
م)�س( = 400�س -  �س2 ..... )3( وهو �قتر�ن بمتغير و�حد )�س(، وقابل للا�شتقاق.                          

ولإيجاد �لقيم �لق�شوى �لمطلوبة للاقتر�ن م)�س( ن�شتق �لمعادلة )3( ونتحقق من ذلك كما ياأتي:
مَ )�س( =   400 -  2�س.

مَ )�س( =0 �أي �أنَّ  400 - 2�س=0، ومنه �س = 200                                                   
 ولختبار �أنَّ للاقتر�ن قيمة عظمى عند �س=200 تجد مً )�س( عند  �س = 200

مً )�س( = -2  ، ومنه    مً )200( = -2  
�إذن للاقتر�ن قيمة عظمى محلية عند )�س =200(                 لماذ�؟                                                    
 �أي تكون م�شاحة قطعة �لأر�س �أكبر ما يمكن عندما �س =200 متر                                          

  وبالتعوي�س عن قيمة �س في �لمعادلة )2( تجد �أنَّ        
�س =400 - 200 = 200 متر.

:á«JB’ا äاƒ£ÿا ´ÉÑJا ∂æµÁ ;iƒ°ü≤dا º«≤dل≈ اY á«لª©dل اFÉ°ùŸلحل ا
1( �قر�أ �لم�شاألة وحدد �لمتغير�ت، و�ر�شم �شكلًا تو�شيحيًّاا للم�شاألة.

2( حــدد �لمتغــير �لمطلوب �إيجاد قيمتــه �لق�شوى، و�كتب �لمعادلة )�لعلاقــة( �لتي تربط هذ� 
�لمتغير  بالمتغير�ت �لأخرى.

3( �كتب �لمتغير �لمطلوب �إيجاد قيمته �لق�شوى كاقتر�ن في متغير و�حد.
4( حدد مجال �لقتر�ن �لناœ �إن �أمكن.

5( ��شتخدم ما تعلمته في �لدرو�س �ل�شابقة في �إيجاد �لقيم �لق�شوى )�ختبار �لم�شتقة �لثانية، 
�ختبار �لم�شتقة �لأولى(.

  مجموع عدد مع مثلي عدد �آخر ي�شاوي 40، جد �لعددين بحيث يكون حا�شل �شربهما �أكبر ما 
يمكن م�شتخدمًا تطبيقات �لتفا�شل.

1
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الحل 
 �فر�س �أنَّ �س طول قاعدته،و�س �رتفاعه، و�أنَّ ح  حجمه.

 كما في �ل�شكل )20-3(.
�لمعطيات:

مجموع �أطو�ل �أحرف متو�زي �لم�شتطيلات )00 6�شم(
�لمطلوب:

�إيجاد �أبعاد متو�زي �لم�شتطيلات �س، �س ليكون حجمه )ح( �أكبر ما يمكن.
�لق�شوى  قيمتها  �إيجاد  �لمطلوب  �لكمية  ت�شبح  بحيث  �لمتغير�ت؛  بين  تربط  �لتي  �لمعادلة  �كتب 

�قتر�نًا لمتغير و�حد كالآتي:
ح = �س2�س ..... )1(                                                                                           

ولإيجاد �أحد �لمتغيرين �س �أو �س بدللة �لآخر، ��شتخدم معطيات �لم�شاألة وهي �أنَّ مجموع �أطو�ل 
: �أحرفه ي�شاوي )600�شم(، �أي �أنَّ

4�س + 8�س = 600 ومنها �س = 150-2�س ..... )2(
: وبالتعوي�س في )1( تجد �أنَّ

) لماذ�؟( ح)�س( = �س2)150-2�س( حيث   0> �س > 75    
           = 150�س2-2�س3 ..... )3( وهو �قتر�ن بمتغير و�حد 

ولإيجاد �لقيم �لق�شوى �لمطلوبة للاقتر�ن ح)�س( ��شتقَّ �لمعادلة )3(، وتحقق من ذلك كما ياأتي:
حَ)�س( = 300�س -6�س2

)تهمل( وتكون حَ)�س( =0 عندما 300�س-6�س2 =0، �أي عندما �س =50، �س= 0  
ولختبار �أنَّ للاقتر�ن قيمة عظمى عند )�س=50( جد حً)�س( عند �س=50  

حً)�س( = 300- 12�س، ومنه حً)50( = -300
وبما �أنَّ  حً)50( > 0 �إذن للاقتر�ن ح قيمة عظمى محلية عند �س =50، وبالتعوي�س في �لمعادلة )2( 

�ل�شكل )20-3(

2
متو�زي م�شتطيلات قاعدته مربعة �ل�شكل، ومجموع �أطو�ل �أحرفه ي�شاوي 600�شم، جد �أبعاد 

متو�زي �لم�شتطيلات �لتي تجعل حجمه �أكبر ما يمكن.
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2
حُلَّ �لم�شاألة �لو�ردة في بد�ية �لدر�س.

3

تجد �أنَّ �س=50، �أي �أنَّ حجم متو�زي �لم�شتطيلات يكون �أكبر ما يمكن عندما تكون �س=50 �شم، 
�س =50�شم.

�لجدول )13-3(

جد �لنقطة �لو�قعة في �لربع �لأول على منحنى ق)�س( =    �س4-2
�لتي تكون �أقرب ما يمكن �إلى �لنقطة )0،6(

الحل 
�فر�س �لنقطة )�س،�س( تقع على منحنى ق و�أنَّ ف �لبُعد 

بين �لنقطة )�س،�س( و�لنقطة )0،6(.�نظر �ل�شكل )21-3(.
�لمعطيات: 

ق)�س(=     �س2-4 ، �إحد�ثيا �لنقطة )0،6(.
�لمطلوب: �إيجاد �إحد�ثيي �لنقطة )�س،�س( لتكون �لم�شافة ف �أقل ما يمكن.

�كتب �لمعادلة �لتي تربط بين �لمتغير�ت؛ بحيث ت�شبح �لم�شافة ف �لمطلوب �إيجاد قيمتها �لق�شوى 
�قتر�نًا لمتغير و�حد، كالآتي:

ف =   )�س-6(2+ )�س-0(2  ، �س =   �س2- 4 
 ف =   )�س-6(2 +  �س2    =    2�س2 - 12�س + 32      .........)1( 

ولإيجاد �لقيم �لق�شوى �لمطلوبة للاقتر�ن ف؛ ��شتق �لمعادلة )1( وتحقق من ذلك كما ياأتي:
4�س - 12            ، فَ = 0   

2 *     2�س2 - 12�س + 32 فَ = 

 ومنه: 4�س - 12= 0  ومنه �س = 3

: وبدر��شة �إ�شارة فَ  في �لجدول )3-13(  تجد �أنَّ
للاقتر�ن ف قيمة �شغرى محلية عند �س=3، ،بالتعوي�س تجد �أنَّ   �س=    5

�أي �أنَّ �لم�شافة ف تكون �أقل ما يمكن عندما تكون �لنقطة )�س،�س( هي )3،    5   (

�ل�شكل )21-3(
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ظاهـ2 -  ظاهـ1         
1 +  ظاهـ2   ظاهـ1          ظا هـ = ظا)هـ2- هـ1( = 

ومنه 20
، ظا هـ2=  �س   5

ظا هـ1=   �س  

:  وبا�شتقاق �لطرفين تجد �أنَّ
15�س            

 �س100+2            
 =             

15
  �س  

                        
 �س100+2 

   �س2 
  =           

5
 -   �س  

20
  �س  

          
5

 *   �س  

20
1+  �س  

ظا هـ =  

1500- 15�س2         
)�س2 + 100(2          15�س2 +1500-30�س2         = 

)�س100+2(2          )�س2 +100()15( - 15�س*2�س           = 
)�س2 +100(2          قا2هـ * هـَ = 

3
يقع �لم�شتطيل �أ ب جـ د في �لمنطقة �لمح�شورة بين منحنى ق)�س(=�س2 - 4�س + 4 و�لم�شتقيم 
�س= 4 بحيث يقع ر�أ�شاه �أ، ب على منحنى ق، ور�أ�شاه �لآخر�ن جـ، د على �لم�شتقيم �س= 4، 

جد بُعدَيْ �لم�شتطيل �أ ب جـ د لتكون م�شاحته �أكبر ما يمكن.

4
�أ )20،0(، ب )5،0( نقطتان ثابتتان، جـ نقطة تتحرك على محور �ل�شينات �لموجب، جد بعد 

�لنقطة جـ عن نقطة �لأ�شل ليكون قيا�س �لز�وية �أ جـ ب �أكبر ما يمكن.

الحل
�فر�س �أنَّ )هـ( قيا�س �لز�وية �أ جـ ب، )هـ1( قيا�س �لز�وية ب جـ م، )هـ2(  قيا�س �لز�وية �أ جـ م، طول 

جـ م  =  �س كما في �ل�شكل )22-3(.

�ل�شكل )22-3(

تتحرك  نقطة  جـ   ،)5،0( )20،0(، ب  �أ  �لمعطيات: 
على محور �ل�شينات.

�لمطلوب: �إيجاد �أكبر قيا�س ممكن للز�وية �أ جـ ب.
�كتب �لمعادلة �لتي تربط �لمتغير�ت بحيث ت�شبح �لكمية 

�لمطلوب �إيجاد قيمتها �لق�شوى، �قتر�نًا لمتغير و�حد.
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: معطيات �لم�شاألة: �أي �أنَّ
 : )2نق(2= �س2 + �س2 ومنه 4نق2  = 2�س2 �أي �أنَّ

2نق2 =  �س2 .....)2(

6 ومنه 3نق= 18-  2ع
نق   =   9  

ومن �لت�شابة تجد   9-ع  

1 )18-3نق( .....)3(
ع =   2  

وبتعوي�س كلٍّ من )2( و)3( في �لمعادلة )1( تجد �أنَّ
ح)نق( = 18نق2 - 3نق3 .....)4( وهو �قتر�ن بمتغير و�حد.

ولإيجاد �لقيم �لق�شوى �لمطلوبة للاقتر�ن ح، ��شتق �لمعادلة )4( وتحقق من ذلك كما ياأتي:
حَ)نق( = 36نق - 9نق2

وتكون حَ )نق( = 0، عندما 36نق - 9نق2 = 0 �أي عندما نق = 4 ، نق = 0  )تهمل(
ولختبار �أنَّ للاقتر�ن قيمة عظمى محلية جد حً)نق(

حً )نق( = 36 - 18نق 
ومنه حً )4( = 36 - 72 =  -36 >0

�إذن للاقتر�ن قيمة عظمى محلية عند نق = 4.              لماذ�؟
�أي �أنَّ �أكبر حجم للمو�شور عندما  تكون نق = 4

ومنه يكون حجم مو�شور ح)4( = 18 × 16 - 3 × 64 = 96�شم3.

5
جد حجم اأكبر مخروط دائري قائم يمكن و�صعه داخل مخروط دائري قائم، طول ن�صف قطر قاعدته 
6�شم، و�رتفاعه 12�صم، بحيث يقع راأ�س المخروط الداخلي على مركز قاعدة المخروط الخارجي.
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6
يقف رجل عند �لنقطة �أ �لتي تبعد 6كم جنوب �لنقطة ب، 
يريد �أن ي�شل �إلى �لنقطة جـ �لو�قعة �شرق �لنقطة ب ، مرورً� 
بالنقطة د ، �إذ� كان ي�شير ب�شرعة 3كم/�شاعة عند �لنتقال 
�أ �إلى �لنقطة د، وي�شير ب�شرعة 6كم/�شاعة عند  من �لنقطة 
د موقع �لنقطة  �لنتقال من �لنقطة د �إلى �لنقطة جـ ، فحدِّ
�لبُعد بين  باأنَّ  �أق�شر وقت ممكن، علمًا  د بحيث ي�شل في 
�لنقطة ب و�لنقطة جـ )15( كم. �نظر �ل�شكل )24-3(.

الحل
�لمعطيات:    �أ ب  = 6كم،   ب جـ  = 15كم                                                              

�شرعة �لرجل عند �لنتقال من  �أ �إلى د = 3كم/�شاعة
�شرعة �لرجل عند �لنتقال من  د �إلى جـ = 6كم/�شاعة

بالنقطة )د(   �لنقطة )جـ( مرورً�  �إلى  �لنقطة )د( �لذي يجعل �لرجل ي�شل  �لمطلوب: تعيين موقع 
باأق�شر وقت.

�كتب �لمعادلة �لتي تربط بين �لمتغير�ت بحيث ت�شبح �لكمية �لمطلوب �إيجاد قيمتها �لق�شوى �قتر�نًا 
لمتغير و�حد.

�لم�شافة 
�ل�شرعة �لزمن = 

 15 -  �س              ............. )1(
ف +  6  

ن  =  3  
معطيات  خلال  من  فيثاغور�س  نظرية  ��شتخدم  �لآخر  بدللة  ف  �أو  �س  �لمتغيرين  �أحد  ولإيجاد 

: �لم�شاألة؛ �أي �أنَّ
)2( ............. ف2 = �س2  + 36 ،  ومنه  ف =    �س2 + 36 

: وبالتعوي�س في �لمعادلة )1( نجد �أنَّ

 15 -  �س             ............. )3( وهو �قتر�ن بمتغير و�حد
   �س2 + 36  +   6  

3 ن)�س( = 

�ل�شكل )24-3(
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6
يقع حقل نفط في �لبحر عند �لنقطة �أ �لتي تبعد 2كم عن �أقرب نقطة ب على �ل�شاحل، و�أردنا 
�أن ن�شïَّ �لبترول من �لحقل �إلى �لم�شفاة �لتي تقع عند �لنقطة جـ على �ل�شاحل، وتبعد 6كم 
من ب وذلك بو��شطة �أنابيب في �لبحر على خط م�شتقيم حتى �لنقطة د على �ل�شاحل، ثم 
بو��شطة �أنابيب على �لياب�شة على خط م�شتقيم من د �إلى جـ ، على فر�س �أنَّ �لأنابيب في �لبحر 
وفي �لياب�شة في م�شتوى و�حد، �إذ� كانت تكلفة �لأنابيب تحت �شطح �لبحر 500000 دينار 

لكلِّ كيلومتر وعلى �لياب�شة 300000 دينار لكل كيلومتر، فاأجب عما ياأتي:
1( �أين يجب �أن تكون  د  لتحقق �أقل تكلفة ممكنة؟
2( �أين يجب �أن تكون د  لتحقق �أكبر تكلفة ممكنة؟

ولإيجاد �لقيم �لق�شوى �لمطلوبة للاقتر�ن ن ��شتق �لمعادلة )3( وتحقق من ذلك كما ياأتي:

2�س -    �س2+ 36 
2   �س2+ 36   * 1

3  = ) 1
2 2 �س  -  

1 ) 2     �س2+ 36
3 نَ)�س( = 

وتكون نَ )�س(= 0 عندما 2 �س=    �س2 + 36  ومنه 3�س2=36  �أي عندما �س=   2   3
: ولختبار �أنَّ للاقتر�ن قيمة �شغرى محلية ندر�س �إ�شارة ن في �لجدول )3-15( تجد �أنَّ

 للاقتر�ن قيمة �شغرى محلية عند �س =   2   3

�أي �أنَّ �لنقطة د تبعد عن ب بمقد�ر  2   3   كم

�لجدول )15-3(

�ل�شكل )25-3(
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9( معتمدً� �ل�شكل )3-28( �لذي يمثل �ل�شكل �لرباعي 
م ب جـ د ، �لذي فيه �ل�شلع م ب ثابت وطوله 2�شم 
متحول،  و�شعه  �أنَّ  �إل  1�شم،  طوله  ثابت  د  م  وفيه 
يمكنه �أن يدور في م�شتوى حول �لنقطة م، �أما �لز�وية   
دجـ ب فهي قائمة ، و�ل�شلعان جـ د ، جـ ب متطابقان 
دومًا. جد قيا�س �لز�وية)هـ( �لتي تجعل م�شاحة �ل�شكل 

�لرباعي عندها �أكبر ما يمكن.

ر�شمه  يمكن  منحرف  ل�شبه  ممكنة  م�شاحة  �أكبر  10( جد 
تحت محور �ل�شينات بحيث تكون �إحدى قاعدتيه على 
محور �ل�شينات ور�أ�شاه  �لآخر�ن على منحنى �لقتر�ن 

ق)�س( = �س2  - 4 ، �نظر �ل�شكل )29-3(.

8( م�شنع للاأجهزة �لكهربائية ينتج �س جهازً� �شنويًّاا يبيع كل جهاز ب�شعر )200- 0.01 �س( 
�لم�شنع  ينتج  جهازً�  فَكم  دينار،  )50�س+20(  �لأجهزة  هذه  �إنتاج  تكلفة  كان  فاإذ�  دينار، 

لتحقيق �أكبر ربح ممكن �شنويًّاا ؟

�ل�شكل )29-3(

�ل�شكل )28-3(
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 6( �إذ� كان �لقتر�ن ق)�س( مت�شل على ] -1 ، 4 [ ، 

       وكان ق)�س( =   

ومُثِّلَ منحنى �لم�شتقة �لأولى للاقتر�ن ق كما في 
�ل�شكل )3-32(، فجد كلاًّا مما يلي:

�أ   ( مجموعة قيم �س �لحرجة للاقتر�ن ق.
ب( فتر�ت �لتز�يد، وفتر�ت �لتناق�س للاقتر�ن ق.

جـ( قيم �س �لتي يكون عندها للاقتر�ن ق قيم ق�شوى محلية.
 د ( قيم كلٍّ من �لثو�بت �أ، ب، جـ ، د، هـ ، علمًا باأنَّ ق)-1(=2 ، ق)4(=8

7( يمثل �ل�شكل )3-33( مثلث �أ ب جـ قائم �لز�وية في ب 
فيه �أ ب= 6�شم، ب جـ= 8�شم، وبد�خله م�شتطيل  يقع 
ر�أ�شان من روؤو�شه على وتر �لمثلث و�لر�أ�شان �لآخر�ن 
يقع كلٌّ منهما على �شلعي �لقائمة. جد �أبعاد �لم�شتطيل 

�لتي تجعل م�شاحته �أكبر ما يمكن.
 8( يتكون هذ� �ل�شوؤ�ل من )11( فقرة من نوع �لختيار 

�ل�شكل )32-3(

�ل�شكل )33-3(

من متعدد، يلي كل فقرة )4( بد�ئل، و�حد منها فقط �شحيح، �شع د�ئرة حول رمز �لبديل 
�ل�شحيح :-

)1( تتحرك نقطة على خط م�شتقيم بحيث �إنَّ �لم�شافة )ف( بالأمتار �لتي تقطعها في زمن قدره 
)ن( ثانية هي: ف)ن( =6ن2 -  ن3 + 13، �لم�شافة ف عندما ي�شبح �لت�شارع �شفرً� هي:

�أ   ( 14م                                               ب( 18 م
جـ( 29 م                                              د  ( 34 م

)2( معدل تغير حجم كرة بالن�شبة �إلى طول ن�شف قطرها عندما يكون طول ن�شف قطرها 
5�شم ي�شاوي:

�أ   ( 100�شم3/�شم                               ب(π 4 �شم3/�شم
جـ( π 20 �شم3/�شم                             د  ( π100�شم3/�شم

�س + هـ    ،  -1 ≥ �س > 1  جـ �س2 + 
 �أ �س + ب                  ،      1 ≥ �س ≥4



213

ن�صف  وطول  16�صم،  ارتفاعه  اأ�سفل،  اإلى  راأ�سه  قائم  دائري  مخروط  �سكل  على  وعاء   )3(
بَّ الماء فيه بمعدل π 2�صم3/ث، فاإنَّ معدل تغير ارتفاع الماء فيه في  قطر قاعدته 4�سم، �سُ

اللحظة التي يكون ارتفاع الماء 8�صم ي�صاوي:
1 �سم/ث                            ب(2 �سم/ث

  2 �أ  ( 
1 �سم/ث

  π2 1 �سم/ث                          د   (  
  8 جـ(  

)4( اإذا كان ق)�س( = 12�س + 6)م – 2( �س2 فاإنَّ قيم  م  التي تجعل منحنى الاقتران ق مقعرًا  للأ�سفل :
اأ  ( ]2 ، ∞(                               ب( ) - ∞ ، 2[

جـ( )2 ، ∞ (                               د   ( ) - ∞ ، 2(
π  فاإنَّ ميل 

  4 4�س نقطة انعطاف عند �س =   اإذا كان  لمنحنى الاقتران ق)�س( = جا   )5(
المما�س عندها ي�ساوي:

 اأ  ( -4                                          ب( 4
جـ( -2                                           د ( -1

�س2 - 2�س + 1 فاإنَّ منحنى الاقتران ق متناق�س على الفترة:
�س2 )6( اإذا كان ق)�س( = 

 اأ  ( )- ∞ ، 0(                               ب( )1، ∞(
جـ( ] 0 ، 1[      د  ( ) 0 ، 1[

)7( ال�سكل )3-34( يمثل منحنى قً )�س( للقتران ق كثير الحدود المعرف علىح، 
       اإذا كان للقتران ق نقطة حرجة عند )1، ق)1((، فاإنَّ ق)1( هي قيمة:

 اأ  ( عظمى محلية    
ب( عظمى مطلقة

جـ( �سغرى مطلقة    
د ( �سغرى محلية

]-1 ، 1[ ، فاإنَّ للقتران ق قيمة �سغرى مطلقة عند  )8( اإذا كان ق)�س(=   3   �س2 : �س 
النقطة:

اأ   ( )-1،1(                                  ب( )1،1(
جـ( )0،0(                                      د ( )1،0(

ال�سكل )34-3(
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�ل�شكل )35-3(

∗ �ل�شوؤ�ل من �أ�شئلة �لختبار�ت �لدولية.

)9( يُر�د �شنع علبة مفتوحة من �لأعلى من قطعة كرتون م�شتطيلة �ل�شكل �أبعادها 16�شم،30�شم 
ثم طيّ   ، منها )�س( وحدة  �لأربع طول كلٍّ  مت�شاوية من زو�ياها  بق�س مربعات  وذلك 

�لجو�نب للاأعلى، ما قيمة �س �لتي تجعل حجم �لعلبة  �أكبر ما يمكن؟
10 �شم

  3
�أ  (12�شم                                      ب(  

جـ( 10 �شم                                   د  ( 8�شم
]π، 0[ فاإنَّ قيمة �س �لتي يكون للاقتر�ن عندها  )10( �إذ� كان ق)�س(= جتا�س - جا�س:�س 

قيمة �شغرى مطلقة هي:
π

  4
 �أ  ( 0                                        ب(   

 π3
  4

π                                      د  (   
  2 جـ(  

)11( �أي �لمنحنيات في �ل�شكل )3-35( يمثل ر�شم �لقتر�ن ق �لذي فيه قَ )0( <0، 
           قَ )1( > 0 ، قً)�س( �شالبة د�ئمًا:

∗

ب(�أ  (

د( جـ(
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9( محيط الم�ستطيل = 2 )�ص+�ص( 
م�ساحة الم�ستطيل = )�ص * �ص( 

حيث �ص: البعد الأول �ص: البعد الثاني

1( الم�سافة بين نقطتين )�ص1 ،  �ص1( ، )�ص2 ،  �ص2(
)�ص2 - �ص1(2 + )�ص2 - �ص1( 2  ف= 

10( محيط المربع = 4�ص      
م�ساحة المربع = �ص2 

حيث �ص: طول ال�سلع

2( نظرية فيثاغور�ص: )الوتر(2 = مجموع مربعي 
طولي ال�سلعين الآخرين.

ع2= �ص2 + �ص2
              π 11( محيط الدائرة =2نق

م�ساحة الدائرة =πنق2     
حيث نق: طول ن�سف القطر

3( قانون جيب التمام: لإيجاد �سلع في مثلث عُلِمَ فيه 
طول �سلعين وزاوية مح�سورة بينهما:

ل2=�ص2+�ص2-2�ص �ص جتاهـ

1 نق2 هـ
2 12( م�ساحة القطاع الدائري = 

طول القو�ص = نق* هـ  
حيث هـ: الزاوية المركزية

4( بعد النقطة )�ص1 ،  �ص1(  عن الم�ستقيم 
اأ �ص + ب �ص + جـ = 0

|اأ �ص1 + ب �ص1 +جـ|  
اأ2 + ب2

البعد = 

1 طول القاعدة * الرتفاع 
2 13( م�ساحة المثلث  = 

اإذا عُلِمَ فيه طول �سلعين وزاوية مح�سورة بينهما
هـ الزاوية المح�سورة بين ال�سلعين      

1 طول ال�سلع الأول  * طول ال�سلع الثاني * جاهـ       
2 م�ساحة المثلث  = 

1 �ص2جا60
2 م�ساحة المثلث متطابق الأ�سلاع = 

حيث �ص: طول �سلع المثلث

�ص1(    ، )�ص1  نقطتين  بين  الم�سافة  منت�سف  اإحداثيات   )5

�ص1 + �ص2   (
2 �ص1 + �ص2   ،     

2 )�ص2 ،  �ص2( هو: )  

 َ جـ
6( قانون الجيب  جااأاأَ   =   جاببَ    =   جاجـ

14( م�ساحة متوازي الأ�سلاع
        = طول القاعدة * الرتفاع

اأطوال الأ�سلاع  الن�سبة بين  فاإن  اإذا ت�سابه مثلثان   )7
ب اأ  
 جـ ب  =  �ص �ص

اأ جـ  =   ع �ص
�ص ع المتناظرة مت�ساوية   

طولي   مجموع   1
2  = المنحرف  �سبه  م�ساحة   )15

القاعدتين المتوازيتين * الرتفاع

16( الم�سافة = ال�سرعة * الزمن 8( الربح = �سعر البيع - �سعر التكلفة

ملحق)1(
قوانين ريا�سية مهمة)المعدلت المرتبطة، تطبيقات القيم الق�سوى(

نق

�ص

�ص�ص

�ص
�ص ع

�ص
�ص

ل
 هـ

 هـ

ع

�ص�ص

جـ

اأب

جـ ب
اأ

نق
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22( المن�سور)المو�ســور( القائم: هو مج�ســم لــه قاعدتان 
واأ�ســطحه  ومتوازيتــان،  ومتطابقتــان  م�ســتويتان 
الجانبية م�ستطيلات، اإذا كانâ قاعدته مثلثة ال�سكل 
ا ثلاثيvــا، واإذا كانــâ قاعدته  kا قائم kي�ســم≈ من�ســور

ا رباعيvا. kا قائم kمربعة ال�سكل ي�سم≈ من�سور
م�ساحة المن�سور القائم الجانبية = محيط القاعدة * الرتفاع 

حجم المن�سور القائم = م�ساحة القاعدة * الرتفاع

17( حجم المكعب =  �ص3  
الم�ساحة الكلية =  6 �ص2   

الم�ساحة الجانبية =  4 �ص2    
حيث �ص:طول �سلع المكعب

18(حجم متوازي الم�ستطيلات = الطول * العر�ص * الرتفاع     
الم�ساحة الجانبية = 2 )�ص+�ص(*ع   

الم�ساحة الكلية = الم�ساحة الجانبية + مجموع م�ساحتي القاعدتين
= 2)�ص+�ص(*ع +2�ص �ص

23( الهرم القائم: عبارة عن مج�سم تكون قاعدته منتظمة، 
والأوجه الجانبية عبارة عن مثلثات متطابقة ال�سلعين، 
الرتفاع  ال�سلعين:  المتطابق  المثلث  ارتفاع  وي�سم≈ 
الجانبي للهرم. وي�سم≈ الهرم بالهرم القائم الثلاثي اإذا 
ا  kا قائم kقاعدته مثلث متطابق الأ�سلاع، وهرم âكان

رباعيvا اإذا كانâ قاعدته مربعة ال�سكل.
محيط القاعدة * الرتفاع 1

2 الم�ساحة الجانبية للهرم = 
1 م�ساحة القاعدة * الرتفاع

3 حجم الهرم القائم = 

      ºFÉ≤dG …ôFGódG •hôîŸG (19
π  نق2ع      

3 ا◊جم = 
π =•hôîŸG í£°S áMÉ°ùe نق ل     

20( ال�سطوانة:    
ا◊جم = π نق2 ع      

الم�ساحة الجانبية =π 2 نق ع    
الم�ساحة الكلية = π 2 نقπ 2+ 2 نق ع

 á``jhGõdG  »``g  :¢``VÉØîf’G  hCG  ´É``ØJQ’G  á``jhGR  (24
المح�ســورة بين خــط الب�سر )النظــر( واÿط الأفقي 

المارq بالعين.

21( الكرة       
π4  نق3         

3  ا◊جم =   
م�ساحة �سطح الكرة =π 4 نق2

 �ص

 �ص �ص
 ع

 نق

ل ع

ع
 نق

 نق

 نق
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جتا �ص
جا�ص جا �ص ،  ظتا�ص = 

ظا�ص = جتا�ص

 1
جا�ص 1 ،    قتا�ص =  

قا�ص = جتا�ص

جا2�ص + جتا2�ص =1
1+ ظا2�ص = قا2�ص   
1+ ظتا2�ص = قتا2�ص

جـا2�ص=2 جا�ص جتا�ص
جتا2�ص= 1-2جا2�ص

             = 2جتا2�ص-1
             = جتا2�ص- جا2�ص

جا )اأ + ب( = جااأجتاب + جتااأ جاب
جا )اأ  - ب( = جااأجتاب - جتااأ جاب
جتا )اأ + ب( = جتااأجتاب - جااأ جاب
جتا )اأ  - ب( = جتااأجتاب + جااأ جاب

ظااأ + ظاب
1- ظااأ  ظاب ظا )اأ + ب( = 

ظااأ - ظاب
1+ ظااأ  ظاب ظا )اأ - ب( = 

1 )1- جتا2�ص(
2 جا2�ص=

1 )1 + جتا2�ص(
2 جتا2�ص=

2ظا�ص 
ظا2�ص=  1- ظا2�ص

)جتا)�ص- �ص( - جتا)�ص + �ص(( 1
2 جا�ص جا�ص=

)جا)�ص + �ص( + جا)�ص- �ص(( 1
2 جا�ص جتا�ص=

)جتا)�ص + �ص( + جتا)�ص- �ص(( 1
2 جتا�ص جتا�ص=

)�ص - �ص( 12 )�ص+ �ص( جا 12 جا�ص -جا�ص=2جتا

)�ص - �ص(   12 )�ص+ �ص( جتا 12 جا�ص + جا�ص=2جا

)�ص - �ص(  12 )�ص+�ص(جا 12 جتا�ص -جتا�ص= -2جا

)�ص - �ص(  12 )�ص+�ص(جتا 12 جتا�ص+ جتا�ص=2جتا

π  - �ص( = جا�ص
2 جتا ) 

π  - �ص( = جتا�ص
2 جا ) 

π  - �ص( = ظتا�ص
2 ظا ) 

π  - �ص( = ظا�ص
2 ظتا ) 

π  + �ص( = جتا�ص
2 جا ) 

π  + �ص( = -جا�ص
2 جتا ) 

جا )π - �ص(  = جا�ص
جتا )π - �ص( = -جتا�ص
ظا )π - �ص(  = - ظا�ص
جا )π + �ص(  = - جا�ص

جتا )π + �ص( = - جتا�ص
ظا )π + �ص(  = ظا�ص

جا )- �ص(  = - جا�ص  
جتا )- �ص( = جتا�ص 
ظـا )- �ص( = -ظا�ص

á«ãلãم äÉ≤HÉ£àم
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