
 

 

تطبيقات التفاضل

 0795421335تطبيقات التفاضل          المبدع في الرياضيات        لؤي ابو لبده 
1 

 

 

 

   

 

 

 

 
 ؟3-،عند س =   ،جد ميل المماس لمنحنى الإقتران 6س + 7 – 4إذا كانت ص = ق )س( = س

 
(s)بما أن الميل ىو نفسو  r 

(s)اذن  r =47- 3 س  
 3-ميل المماس عند س = 

2)ميل المماس =  ) r 
             =4( ×-3)3 -7  
              =23 – 7  =7  

 
 (؟3-،3عند النقطة ) الاقتران ق)س( لمنحنى س ، جد ميل المماس4- 3 إذا كانت ق )س( = س

 
(s)الميل =  r 
(s) r =3 4-س 

 (3-، 3الميل عند النقطة )
(s)ميل المماس =  r 

 التفسير اليندسي و الفيزيائي لممشتقة

 التفسير اليندسي لممشتقةأولًا         

 الحل

 ميل المماس =  
               =3×3 -4 
              =5 – 4  =2 

 ميل المنحنى عند النقطة )أ( =  نتيجة

 الحل

 قاعدة 
 عندما  ميل المماس عند النقطة  )أ( = نياية ميل القاطع

 تقترب النقطة ب من النقطة )أ(
ميل المماس عند النقطة )أ( = نياية معدل التغير لممنحنى 
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 ( ؟3،8، عند النقطة ):2+  3س6 – 4ق)س( = س الاقتران معادلة المماس المرسوم لممنحنى جد
 
 

(s)=  الميل r =4س 21 – 3س 
         (2) r  =4(3)3 – 21 ×3 

                   =23 – 31  =-9 
 اذن معادلة المماس ىي 

 ( 2س –= م )س  2ص –ص                       
 (3 –)س  9-=  8 –ص                       
  8+ 27س + 9 -ص =                       
 34س +9-ص =                       

 
 ؟ (161)عند النقطة  3(4 س4+  5ق )س( = )س الاقتران معادلة المماس لمنحنى جد
 
 

(s)م =  r =3( 3س:+  4س5( ) 4س4+  5)س 
       (1) r =3 (2  +4  ( )5  +:) 

               =3×5  ×24 =215 
 معادلة المماس ىي 

 ( 2س –= م )س  2ص –ص                         
 ( 2 –)س  215=  27 –ص                         
 27+ 215 –س  215ص=                         
 99 –س 215ص=                         

 الحل

 الحل

 معادلة المماس 
 (2س –= م )س  2ص –ص 
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 ؟3عند س= لمنحنى الاقتران ق)س( جد معادلة المماس (5-س4()2س+3إذا كان ق)س(=)
 

 (5-س4()2س+3ق)س(=)
(s)م=  r(=3+3()5-س4(+)4()2س) 

 9-س7+4س+7=             
     (2) r=7×3+4+7×3-9 

             =23+4+23-9           
 :2م=             

 (3ق) = دلة المماس عمينا إجاد قيمة صاجاد معيلإ
 (                 5-3×4()2+3×3(=)3ق)

       =6×3=21 
 21(=3ق) 

  (21  3معادلة المماس عند النقطة )
 (2س-م)س = 2ص-ص
 (3-)س :2 = 21 -ص

 21+49-س:2ص=
 39-س:2=ص

  
 ؟ (21  2عند النقطة ) (2+3()س3س+4ق)س(=)الاقتران  معادلة المماس لممنحنى جد
 

(s)م= r(=4+4()2+3س(+)س3()3س) 
(1) r(=4×2+3()3×2(+)32+2()4) 

 4×3+3×6=م
 27=م

 
 
 

 الحل

 الحل

 معادلة المماس ىي 
 (2س-)س م =2ص -ص
 (2-)س27= 21- ص
 27-س27= 21- ص

 7-س27ص=
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 اس لممنحنى ق)س(؟تمجد نقاط ال (6وكان ميل المماس ىو) 6س+8-3س3إذا كانت ق)س(=

 
(s)= م r=58-س 
 8-س5 = 6

 س5=23
 =س4

 (4ق) = جاد قيمة صيعمينا إ من خلال قيمة س
 6+4×8-34×3(=4ق)
=29-32+6 

          3ص= ق)س( = 
 ىي نقطة التماس (3   4النقطة )

 
 ( جد نقاط التماس لممنحنى ق)س(؟4وكان ميل المماس لو ) س :-4س إذا كانت ق)س(=

 
(s)م= r=43س-: 
 :-3س4=4

 3س4=23
 3=س5

 3-س=   أو    3س= 
    (3-ق) = صو      (3ق) = جاد قيمة صيعمينا إ من خلال قيمة س

 3×:-43(=3ق)ص= 
      =9-29=-21 
 3-×:-43-(=3-ق)ص= 
       =-9+29=21 

 التماس اطنق (21   3-) ( 21-   3)النقاط ىي 
 

 

 الحل

 الحل
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 أحسب  9+3ن3+  4يتحرك جسم حسب العلاقة ف)ن( = ن

 4سرعة الجسم عندما ن = (1
 4عندما ن = تسارع الجسم (2
 

(k)ع)ن(=  السرعة ىي  t =4ن5+3ن 
   ثوان ىي 4السرعة بعد 

 ( 4)5+3(4×)4(=4ع)
 ث /م :4=38+23=     

 
(k)التسارع ت)ن(=  u =7+5ن 

 ثواني ىو  4التسارع بعد 
 5+4×7( = 4ت)

        =29 +5 
  3ث/م33=         

 
 
 
 
 
 
 

 لممشتقة الفيزيائيالتفسير ثانياً         

 الحل

 فإن حيث ف)ن(ىي المسافة التي يقطعيا العلاقة ف)ن( حسبعندما يتحرك جسم 
   ع)ن(= ىي مشتقة المسافة ع)ن(  رعةالس

    =ت)ن( ىي مشتقة السرعة ت)ن(  التسارع

 تعريف
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 ث؟/م21الجسم عندما يكون تسارعو  أحسب سرعة 5+3ن-4يتحرك جسم حسب العلاقة ف)ن(=ن
 

(k)ع)ن(=  t =4ن 3-3ن 
(k)ت)ن( =  u=73-ن 
  3ث/م21التسارع =

 21= 3 –ن 7
 23ن=7

 ثانية 3ن=
 ث 3بعد  السرعة ىي

 3×3-33×4(= 3ع)
 ث/م9=23-5=

 
 ث؟/م8أحسب التسارع عندما تكون السرعة = 7ن+6 - 4جسم يتحرك حسب العلاقة ف)ن( = ن

 
(k)ع)ن( =   t=)46- 3ن  
(k)ت)ن( =  u =7 ن 

 م/ث 8السرعة = 
(k)ع)ن( =   t =8 

 8=6-3ن4        
 23=3ن4         

 "ليمتثانية " 3-ن=   و    ثانية  3ن=  5= 3ن
 ( ث3التسارع بعد )
 ن7ت)ن(=              
 3ث/م  23=3×7(=3ت)             

 

 

 الحل

 الحل
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1يتحرك جسم حسب العلاقة ف)ن( = 
3

 أحسب تسارعو عندما تنعدم السرعة ؟ 9ن+6+3ن4 -4ن 
 

(k)ع)ن(=  t 6ن+7-3=ن 
(k)ت)ن(=  u=)37-ن  

 تنعدم السرعة )السرعة تصبح صفرا( 
 1=6ن+7-3ن            
 1(=2-( )ن6-)ن            

 2ن= و      6ن=                     
 2و    ن=   6التسارع ت)ن( بعد  ن=

 7–ن 3=ت)ن(
                                   3ث/م5=   7-21=  7-6×3( =6ت)
 3ث/م5-=  7-3=  7-2×3( = 2ت)

 
(s)إذا كان  r جد قيمة الثابت أ ؟ 22ىو  3وكان ميل المماس عند س= 6س+3+3= أس 

 
(s) r =3 3س + أ 

(2)م =   r=22 
(2) r    =22  
(2) r =3 3س + أ 
(2) r  =3  ×3+3× أ 

  3أ+ 5=22      
9أ=    أ 5= :          

4
  

 
 
 
 
 

 الحل

 الحل
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 جد قيمة أ ؟ 7وكان ميل المماس عند س=أ  ىو   3+س(5إذا كان ق)س( =)

 
 3+س(5ق)س( = )

(s)م=   r  =3(5=)س3+ 9+س 
(h) r =9+3 أ 
(h) r=7 

  7أ=9+3
 2-س=   2-أ=   3-أ=3    

 
وكانت سرعتو المتوسطة في الفترة  3ن3تحرك جسيم حسب العلاقة ف)ن( = h0   تساوي سرعتو

 فجد قيمة أ ؟   ثواني  4المحظية بعد مرور 
 

السرعة المتوسطة في الفترة  h0             
(1k)t (2k)t (k)t

1k 2k k

(0)t (h)t (k)t

0 h k

2 (k)t0 h2
h k

(k)t
h2

k

 


 

 


 

 







  

 ) السرعة المحظية ( ثواني 4السرعة بعد 
(3)ع)ن(= t ثواني4=السرعة بعد 
(k)ع)ن(= t =5ن 

(3)(=4ع) t =5×4=23 
 م/ث 23( = 4ع)
 
 

 الحل

 الحل

 ) السرعة المحظية ( السرعة المتوسطة =
 23أ=3

  7أ=    
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متى تساوي سرعتو  3+3(=ننيتحرك جسم بحيث كان بعده عن نقطة الاصل معطى بالعلاقة ف)

 .ث5المتوسطة سرعتو في المحظة التي يكون فييا الزمن 
 

 ثواني ) السرعة المحظية ( 5السرعة بعد 
 3+3ف)ن(=ن

 ن3ع)ن(=
     ث\م9=5×3 (=5ع)

السرعة المتوسطة في الفترة  k0             
 


 

 


 

  



 



(1k)t (2k)t (k)t

1k 2k k

(0) (k)t (k)t
0 k k

2 (k)t2 2 k
k k

2 (k)tk
k

k k

  

 السرعة المتوسطة  = ) السرعة المحظية (
 9ن = 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 الحل

عـٌدهـا  جـد جسازعـه  جحسك جـسـُن حـسـب الـعـلاقة

 م/ خ 30جـكىى سـسعـحه 

 الـحـالـُـة  لـكـل هـي الاقحساًاتجــد هـعـادلـة الـوـوـاس 

 1عٌد س =  
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 تطبيقات الاشتقاق

 التزايد والتناقص للإقتراناتأولًا         

 2س 1س
 س

 ص

 (1س)ق

 (2س)ق

 (س)ق
 التزايد-1

 يكون الإقتران متزايدا عندما تزداد قيم ص كمما زادت قيم س 
 2<  س3(  عندما س2( <  ق)س3ق)س   

 اقتران متزايد 

 التناقص-2
 قيم ص كمما زادت قيم س  تقلعندما  متناقصاً يكون الإقتران 

 2< س 3(  عندما س2ق)س  >( 3ق)س   

 

 2س 1س
 س

 ص

 (1س)ق

 (2س)ق

 (س)ق

 متناقصاقتران 

 2س 1س
 س

 ص

 (س)ق

 الثابت-3
 يكون الاقتران ثابتا عندما تثبت قيم ص ميما تغيرت قيمة س

 () ميما تغيرت قيم س(  2ق)س  =( 3ق)س   

 

 ( س)ق

 ثابتاقتران 

 نظرية

  -اذا كان ق)س( اقتران متصل وقابل للاشتقاق فإن : 
 لجميع قيم س في >  1    اذا كان   ق)س( متزايد عمى  الفترة -1
 لجميع قيم س في<  1   إذا كان   الفترة  ق)س( متناقص عمى -2
 لجميع قيم س في =  1    إذا كان  ق)س( ثابت عمى الفترة -3
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 خطوات إيجاد فترات التزايد والتناقص 

 المشتقة الاولى تسمى نقاط حرجة اصفار تذكير ميم 

 البياني الرسم من التناقص و التزايد        

 

 

                    تزايد السينات وقف
 تناقص السينات أسفل

 

 تزايد  عظمى قيمة  الى صغرى قيمة من يتحول
 تناقص  صغرى قيمة  الى عظمى قيمة من يتحول

   إيجاد المشتقة الأولى     -1
  1=    إيجاد أصفار المشتقة     -2
 البحث في الإشارة قبل أصفار المشتقة وبعدىا -3

 إقتران ان التزايد      1<   
 إقتران متناقص       1>   
 إقتران ثابت      1=   
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(s) يمثل التالي البياني الرسم r

 
 التالية للإقترانات التناقص و التزايد فترات جد الرسم على اعتمادا  , 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 2 

3 4 

5 6 

    ),∞ 2 [,  ]5-∞ , - فحسات الحزاَد  )

   ]2,  5- [فحسات الحٌاقص  

 ]5, 3- [فحسات الحزاَد  

 , ∞(5 [,   ]3-∞, - فحسات الحٌاقص  )

 , ∞(2- [فحسات الحزاَد  

   ]2-∞, - فحسات الحٌاقص   )

    ] 5, 2 [,  ]1-,  4- [فحسات الحزاَد    

 , ∞(      5 [,] 2, 1- [, ]4-∞, - )فحسات الحٌاقص  

   ]3∞, - فحسات الحزاَد )

 , ∞(  3 [فحسات الحٌاقص 

    ), ∞ 5 [,  ]1-,  5- [فحسات الحزاَد    

        ] 5,  1- [,  ]5-∞, -)فحسات الحٌاقص  

 

 

 

 

 

 

 

 الاقتران لمنحنى الرسم خلال من التناقص و التزايد        
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r(s) يمثل التالي البياني الرسم
 

 التالية للإقترانات التناقص و التزايد فترات جد الرسم على اعتمادا  , 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

1 2 

3 4 

5 6 

      ]2∞ , - فحسات الحٌاقص  )

   )∞,  2 [الحزاَد   فحسات

 ]1, ∞- )فحسات الحزاَد  

    )∞ ,1[فحسات الحٌاقص  

 ( ) هحزاَد علً جوع الاعداد الحقُقُة   , ∞(∞-)فحسات الحزاَد  

   لا َىجدفحسات الحٌاقص   
  ]3 ,  0 [ ,]3-,  ∞- فحسات الحزاَد    )

     ∞ ( , 3 [  ,  ] 0, -3 [فحسات الحٌاقص  

 لا َىجد  فحسات الحزاَد 

 ( علً جوع الاعداد الحقُقُة هحٌاقص)  , ∞(∞-)فحسات الحٌاقص 

  ∞( ,  2 [ , ]3-,  ∞- فحسات الحزاَد    )

        ] 2, -3 [فحسات الحٌاقص  
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 ان وجدت  31 –س  – 3س = جد فترات التزايد والتناقص للإقتران  ق)س(
 31 –س  – 3ق)س( = س
(s) r =3 2 –س 

 1=  2 –س 3
 2س = 3

1 s2
2 2
              1

s
2
 

 
 + س ؟ إن وجدت   4جد فترات التزايد والتناقص للإقتران ق)س( = س

(s) r=42+  3س  
(s) r =1   

  2-=  3س4             1= 2+ 3س4
21
s

3

  ) لا تحمل    ) لا يوجد جذر تربيعي سالب 

 (s) r > صفر عند تعويض اي قيمة لو  دائما سيكون(s) r>1 
 ق )س( متزايد عمى جميع الأعداد الحقيقية 

 
 إن وجدت   ؟2س + 3+  3فترات التزايد والتناقص للإقتران ق )س( = سجد 

(s) r =3+ 3س 
 1=3س + 3
 3-س = 3

 2-س = 
فترات التزايد     

فترات التناقص    1  

 للإقترانات التناقص و التزايد        

 

 الحل

 ( ∞,  [فحسات الحزاَد    

 ]  , ∞- فحسات الحٌاقص  )

 

 الحل

 الحل

 اشارة

 
 

    + + + +   - - - - - - 

 

∞ -∞ 

 اشارة

 
 

    + + + +   - - - - - - 

 

-∞ ∞ 

 اشارة

 

+ + + + + + + + + + 

 

-∞ ∞ 
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 إن وجدت   ؟ 2س + 4 – 4جد فترات التزايد والتناقص للإقتران ق )س( = س

(s) r =44 – 3س 
 1=  4 – 3س4
 4=  3س4

 2=  3 س
 2-س =      2س = 

 الحزاَد فحسات 1  و  1          

 الحٌاقص فحسة 11  

 

2 التزايد والتناقص للإقترانجد فترات  35 1
6 s6 s s (s)r

2 3
        ،  إن وجدت 

(s) r7س + 6 – 3= س 
 1= 7س +  6 – 3س

 1( = 3-)س  (4 –)س 
  3س = أو       4س =  

فترات التزايد   3 , 2   
فترات التناقص  32  

 
 ، ان وجدت    4س –س 4+  2ق )س(  = جد فترات التزايد والتناقص للإقتران 

(s) r =4 – 43س 

 1=  3س4-4
 3س4=  4
 3= س 2

 2س=   2-س = 
فترات التزايد  11 

فترات التناقص    1 , 1    

 الحل

 الحل

 الحل

 اشارة

 -1 

+ + + +        - - - - - -      + +  + + 

 

∞ -∞ 
1 

 اشارة

 2 

+ + + +        - - - - - -      + +  + + 

 

∞ -∞ 
3 

 اشارة

 -1 

 - - - - -       + + + + + +- - - - - - 

 

∞ -∞ 
1 
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 ثن جد
 



(2)r (i 2)r
i 0 i

 

 

 

  

 
  
 
 

  

  للاقحساى الحالٍ اى وجدتجــد فـحـسات الـحـزاَـد و الـحـٌـاقـص 

 

 بـُـي أى الاقـحـساًـات الـحـالـُـة  هــٍ هـحـزاَــد علً ح 

 

 جـد قـُـوـة كـل هـوـا َـلـٍ   اعـحـوـاداَ عـلـً الـشـكـل الـحـالـٍ الـرٌ َـوـثـل 

 ( عـدد الـقـُـن الـحـسجـة3( الـقـُـن الــقـصـىي و ًـىعـهــا   2( فـحـسات الـحـزاَـد و الـحـٌـاقـص  1

 

 



 

 

تطبيقات التفاضل

 0795421335تطبيقات التفاضل          المبدع في الرياضيات        لؤي ابو لبده 
17 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 ثانياً        القيم القصوى للإقتران
 كان متزايدا في الفترة  نلاحظ ان الإقتران ق )س( 

 لك بدأ بالتناقص ثم بعد ذ 4وكانت اعمى نقطة عند س = 
   ىذه النقطة 

 )تحول من تزايد الى تناقص(قيمة عظمى محمية للإقتران  
 

ثم  في الإقتران ل )س( كان الإقتران متناقصا في الفترة 
فتكون  الى اقتران متزايد في الفترة    6تحول عند س = 

   النقطة  

 )تحول من متناقص الى متزايد(قيمة صغرى محمية للإقتران 

 
 (س)ق

 

 (س)ل

 )القيم القصوى (.تسمى القيمة العظمى المحمية والقيم الصغرى المحمية  
 من متزايد الى متناقص الاقتران تحول  محمية عظمى
 من تناقص الى تزايد الاقتران تحول   محمية صغرى
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 جد النقط الحرجة و القيمة الصغرى المحمية والعظمى المحمية إن وجدت للإقتران 
 (؟59 – 3= س)س ق )س(

 س59 – 4ق )س( = س
(s) r =459 – 3س 

 1=  59 – 3س4

48=  3س                    59= 3س4
3

  

 5س =    او   5-س =                      27=  3س

فترات التزايد    4 , 4    
 [5 5-فترات التناقص ]

 القيم القصوى
  = 239 -( = 5قيمتيا ق ) 5قيمة صغرى محمية عند س  
  = 239( =5-ق)وقيمتيا 5-قيمة عظمى محمية عند س 

  
 ان وجدت   (9)س + (5 –س 3ق)س(=)جد النقط الحرجة والقيم العظمى المحمية والصغرى المحمية للإقتران 

  43 –س 23+ 3س3ق )س( =
(s) r =5 + 23س 

 =23س + 5
 23-س = 5

12س=
4
  

 4-س = 
فترات التزايد  3   

فترات التناقص  3  
 القيم القصوى 

  = 61-( = 4-وقيمتيا ق ) 4-قيمة صغرى محمية عند س 

 الحل

 الحل

 اشارة

 -4 

 - - - - -       + + + + + +- - - - - - 

 

∞ -∞ 
4 

 اشارة

 
-3 

    + + + +   - - - - - - 

 

∞ -∞ 
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 ؟ 7س + 9والقيم العظمى المحمية الصغرى المحمية إن وجدت للإقتران ق )س( = جد النقاط الحرجة 
(s) r  =9 

(s)بما أن  r إذا ق )س( متزايد عمى جميع الأعداد الحقيقية  سيكون دائما< صفر 
  .إذا لا يوجد نقاط حرجة 
 إذا لا يوجد قيم قصوى .

 

 
 س؟4-7للإقتران ق )س( =  جد النقاط الحرجة والقيم العظمى المحمية الصغرى المحمية إن وجدت 

(s) r   =-4 
(s)بما أن  r صفر دائما إذا ق )س( متناقص عمى جميع الأعداد الحقيقية < 

  .إذا لا يوجد نقاط حرجة 
 إذا لا يوجد قيم قصوى .

 

 
 ؟2س + 7-3= س)س(العظمى المحمية للإقتران قالقيم الصغرى المحمية و و جد فترات التزايد والتناقص 

(s) r  =37-س 
 = إذا  7-س 3
 7س = 3

 4س = 
ق)س( متزايد  3  

ق)س( متناقص  3   
 القيم القصوى 

  = 9-وقيمتيا ق )س( =   4قيمة صغرى محمية عند س 
 

 الحل

 الحل

 الحل

 اشارة

 

+ + + + + + + + + + 

 

-∞ ∞ 

 اشارة

 

- - - - - - - - - - - 

 

-∞ ∞ 

 اشارة

 
3 

    + + + +   - - - - - - 

 

∞ -∞ 
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 جد فترات التزايد التناقص والقيم القصوى )الصغرى و العظمى المحمية للإقتران  

 ان وجدت ( ؟ 35-س 4 - 3ق)س( = س)س
 س 35- 3س4- 4ق)س( = س
(s) r  =435-س7-3س  

                                1= 35-س7-3س4
 1= 9-س 3 -3س

 1( =3( )س+5-)س
 نقاط حرجة.    3-س=     5س=

ق)س( متزايد ) 2    4 
ق)س( متناقص  4  

 القيم القصوى 
 =91-(= 5ق) وقيمتيا    5قيمة صغرى محمية عند س  
  =39( = 3-وقيمتيا ق ) 3-قيمة عظمى محمية عند س 

 
(s)جد فترات تزايد واتناقص  القيم العظمى المحمية والصغرى المحمية  للإقتران  r س ؟7+  3=س 

(s) r س 7+3= س 
  1س =7+  3س 

 1س= 7+3س
 1(= 7س)س+

 نقاط حرجة         7-س=       1س= 
ق)س(  متزايد   6  0  

ق)س(  متناقص  06  
 القيم القصوى 

 = 1( = 7-وقيمتيا ق) 7-قيمة عظمى محمية عند س  
 1( = 1وقيمتيا ق) 1حمية عند س = قيمة صغرى م 

 الحل

 الحل

  4بالقسمة عمى 

 اشارة

 -2 

+ + + +        - - - - - -      + +  + + 

 

∞ -∞ 
4 

 اشارة

 -6 

+ + + +        - - - - - -      + +  + + 

 

∞ -∞ 
0 
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 بين انو لا توجد قيم قصوى للإقتران  ق)س( ؟  4(3-ق)س( =)س

 4(3-ق)س( = )س

(s) r  =42× 3(3-)س 
 23س+23 -  3س4=
  1= 23س +23 - 3س4

 1=  5س +5-3س
 1( =3-( )س3-)س

 3س = 
  ق)س( = متزايد عمى جميع الاعداد الحقيقية 

      . لا يوجد قيم قصوى 

 
 جد فترات التزايد والتناقص للإقتران ؟  4(3إذا كانت ق)س( = )س+

(s) r =4+2×3(3)س 
 23س+23+ 3س4
        1=23س+23+3س4

 1= 5س+5+ 3س
 1( =3( )س+3)س+
 نقطة حرجة       3-س= 

ق)س( متزايد      
 متزايد عمى الاعداد الحقيقية 

 
 
 
 
 
 

 الحل

 الحل

  4بالقسمة عمى 

  تحميل عبارة تربيعية

  4بالقسمة عمى 

 اشارة

 

+ + + + + + + + + + 

 

-∞ ∞ 

 اشارة

 

+ + + + + + + + + + 

 

-∞ ∞ 

 , اى وجدت جــد الـقـُـن الــقـصـىي لـلإقـحـساى الـحـالـٍ
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 للإقتران ق)س( ؟نقطة حرجة  3أوجد قيمة  أ  إذا كانت س =  3س أ – 4س =إذا عممت أن ق)س(
(s) r  =4أ س 3- 3س 
(2) r  =1 

  1= 3× أ ×  3 – 33× 4
12
4

  =h4
4

              3 h 

 
 جد قيمة )أ( ؟ 4قيمة عظمى محمية عند س=وكان للإقتران  2-س7+3إذا كانت ق)س( =أس

(s) r =3+ 7أس 
(3) r  =1 

 1=7+4×أ 3
 1=7أ +7
 7-أ=7

6 أ= 
6
 

 2-أ : 

 
 ؟ 2جد قيمة  ب عمما بأن للإقتران قيمة حرجة عند س=  3س 7– 4إذا كانت ق)س( = ب س

(s) r =4س23-3ب س 
(1) r=1 

 1=2×23-32×ب4
 1=23-ب4
312 f3 3

4 f





 

 

 الحل

 الحل

 الحل
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 جد قيمة ل؟  31ىو  3وكان ميل المماس عند س= :+ 3ل س -4كانت ق)س(=سإدا 

(s) r=4ل س3-3س 
(2) r=31 

 31=3×ل 33-3×4
 31ل=23-5
 9ل =5-
 9-ل =5

8 g4
4 4
2 g

 

 
   

 
 جد قيم )أ( ؟ 5-يساوي  2-عندما س= 3(2إذا كان ميل المماس  المنحنى ص=)أس+

w =3+أ( ×2)أس 
(1 ) r  =-5 

 5-أ =(×2+2-×)أ3
 5-أ =( ×2أ+-)3
 5-أ =3+3أ3-
 2-×1=5أ+3+ 3أ3-×2-

24 h2 h20 2
   

 1=3-أ-3أ
 1(= 2( )أ+3-)أ
 2-أ=    3أ=

 
  

 الحل

 الحل

س 3إذا كاى للاقحساى  ق)س( = 
2

   2قُوة حسجة عٌد س=  4أ س +  – 

 فجد قُوة الثابث أ  ؟
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0 
 
 
 
 
 
 
 

  اقتصادية تطبيقات

 التكمفة الكمية = ك)س(
 الربح الكمي = ر)س(

 الايراد الكمي = د)س(

 =  الحديةالتكمفة 
 =  الربح الحدي

 =  الايراد الحدي

 الايراد الكمي =التكمفة الكمية +الربح الكمي
 د)س( = ك )س( + ر )س(

 الربح الكمي -التكمفة الكمية = الايراد الكمي  

 ر )س( -ك)س( = د )س( 
 التكمفة الكمية -الربح الكمي = الايراد الكمي  

 ك )س( -ر)س( = د )س( 
 
 السعر × الايراد الكمي =عدد القطع المنتجة  

 الايراد الحدي =التكمفة الحدية +الربح الحدي
=  + 

 الربح الحدي -التكمفة الحدية = الايراد الحدي 

 =  -   
 الحديةالتكمفة  -الربح الحدي = الايراد الحدي 

= -  

 لإيجاد )الايراد أو التكمفة أو الربح ( ) اكبر أو أقل ( ما يمكن 
 اشتق  )الايراد أو التكمفة أو الربح ( .... حسب المطموب(2
 الحرجةاجعل المشتقة تساوي صفر   ...... ايجاد النقط (3
 النقاط الحرجة  التي ظيرت ىي التي ستكون ) اكبر أو أقل ( ما يمكن(4
 يمكنك تأكيد الحل من خلال فترة التزايد و الناقص و الرسم البياني ليا(5



 

 

تطبيقات التفاضل

 0795421335تطبيقات التفاضل          المبدع في الرياضيات        لؤي ابو لبده 
25 

 

 
  3س 1112,1س + 16,1-311=ك)س(ىي لعبة التكمفة الكمية لإنتاج  كانت للأطفالشركة لإنتاج العاب في 

 س فجد 3,1وان الربح الناتج عن مبيع س لعبة ىو ر)س(=
  الحديةالتكمفة   -1
 عدد المعب اللازم إنتاجيا حتى تكون التكمفة اقل ما يمكن  -2
 راد الحدي  يالإ -3
 الربح الحدي  -4

 
(s)=  الحديةالتكمفة  -1 ; 

 3س 1112,1 س  + 16,1  - 311 =ك)س( 
(s)  س 1113,1 + 16,1 -=;

(s)تكون التكمفة اقل ما يمكن عندما  -2 ; =1 
(s) ; . =  

 1س  =   1113,1+    16,1 -
       16,1س  = 1113,1 
 
 

 361س=
 التكمفة اقل ما يمكن تكونمحمية  صغرىقيمة  361عند س= 

 الايراد الحدي = التكمفة الحدية +الربح الحدي -3
 راد الكمي =التكمفة الكمية +الربح الكمييالا

 د)س(= ك)س(+ ر)س(
 س3,1(+ 3س,1112س+ 16,1-311= )د)س(=  
 ( 3س,1112س+ 26,1+311= )د)س(=  

(s)راد الحدي =يالإ    د
(s)  س,1 1113+  26,1=  د

(s)الربح الحدي =  -4 v 
 س 3,1الربح الكمي= ر)س( = 

(s)الربح الحدي =  v =3,1 
 
 
 

 الحل

16,1    
0002,0  

  =  س

 اشارة

 
250 

    + + + +   - - - - - - 

∞ -∞ 
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 س 31=ك)س( الكميةواقتران التكمفة س دينار 71+3س3-)س( = دالكمي لممبيعات ىو  الإيرادإذا كان إقتران 

  -حيث  س  عدد الوحدات المنتجة من سمعة ما فجد ما يمي :  دينار 
 ية التكمفة الحد -1
 الحدي  الإيراد  -2
 الربح الحدي  -3
 قيمة س التي تجعل الربح اكبر ما يمكن . -4

 
 
 

 
 

(s)التكمفة الحدية  =  -1 ; 
 س31ك)س(=

(s)التكمفة الحدية =   ;  =31 
 

(s)الايراد الحدي =  -2   د
 س71+   3س3- =الايراد الكمي 

(s)الايراد الحدي =    د
 71س +5-=                 

 

(s)الربح الحدي =  -3 v  
  التكمفة الكمية  –يراد الكمي لاالربح الكمي = ا

 (س31) – (س71+ 3س3-)=  )س(ر
 س  51+3س3-=  )س(ر

(s)الربح الحدي =  v  
              (s) v  =-5 + 51س   

 

(s)يكون الربح اكبر ما يمكن عندما قيمة س ل -4 v  =1  
  51س +5- =   

 1=  51س +5-
 51س =5

40 س = 
4

         = 21س 
 قيمة عظمى محمية يكون الربح اكبر ما يمكن  21عند س= 

(s) د

(s) v

 اشارة

 
10 

- -  - - - -    + + + ++ 

∞ -∞ 
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 فإذا كانت تكمفة الإنتاج الكمي الاسبوع تعطي بالعلاقة  أسبوعيا ينتج مصنع لمحواسيب )س( جياز 

  -دينار فجد : 361وكان المصنع يبيع الجياز الواحد بمبمغ   3س +س 61+  411ك)س( = 
 اقتران الايراد الكمي  -1
 اقتران الربح الكمي  -2
 ربح؟ عدد الأجيزة التي يجب أن يبيعيا المصنع اسبوعيا ليحقق اكبر -3

 
 الايراد الكمي =د)س(  (1

 عدد القطع المباعة × = سعر البيع د)س( 
 س 361س = ×  361= )س( د
 

 التكمفة الكمية  –الربح الكمي = الايراد الكمي  (2
 (3س +س61+  411) -س 361ر)س(  = 

 3س -س 61 – 411 -س 361= ر)س(  
 411 – 3س –س 311= ر)س(  

 
(s)عدد الأجيزة التي يجب أن يبيعيا المصنع اسبوعيا ليحقق اكبر ربح  (3 v  =1  

 411 – 3س –س 311ر)س(  = 
(s)=   الربح الحدي v  =311 – 3 س 

(s)يكون الربح اكبر م يمكن عندما  v  =1 
         1س = 3 -311
  س  3=311
s2
2

  =200
2

 
 211س = 

 
 جياز اسبوعيا .  211اكبر ربح  عندما يبيع الشركة 

 
  
 

 اشارة

 
100 

- -  - - - -    + ++ + + 

∞ -∞ 
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تعطى بالعلاقة  أسبوعيالإنتاج س من الاجيزة  وجد مصنع لإنتاج أجيزة الكترونية أن التكمفة الكمية بالدينار 

فجد قيمة س التي تجعل الربح  س( دينار  -311إذا بيع الجياز الواحد بمبمع ) 411س +61ك)س( = 
 الاسبوعي اكبر ما يمكن ؟

 

(s)قيمة س التي تجعل الربح الاسبوعي اكبر ما يمكن v  =1 
 سعر بيع القطعة الواحدة× الايراد  = عدد القطع المنتجة 

 س( -311× )د)س( = س
 3س س _311= د)س( 

  ك)س(  –ر)س(= د)س( 
 (411+س 61) –(  3س –س 311 )= ر)س(

 411-س 61 –  3س –س 311ر)س( = 
 411- 3س –س 261= ر)س(
(s) v  =261 -3 س 

  1س = 3- 261            
 261س = 3

 86س = 
 جياز 86ربح عند بيع اكبر 

 

 
فاذا كانت التكمفة الكمية بالدنانير لإنتاج  دينار 211يبيع أحد المصانع الوحدة الواحدة من سمعة معينة بمبمغ 

 دينار فجد الربح الحدي  81س +  51+  3س4,1س وحدة من ىذه السمعة اسبوعيا تعطي بالعلاقة ك)س(=
 سعر بيع القطعة الواحدة× عدد القطع المنتجة الايراد  = 

 211× د)س( = س
 س 211د)س( = 

 ك)س(  –ر)س( = د)س( 
 ( 81س +  51+ 3س4,1 ) –س 211ر)س(= 
 81 -س   51 - 3س4,1 –س 211ر)س(= 
(s) v  =211- 7 ,1  51 –س 
(s) v = )س7,1- 71=  ر)س 

 

 اشارة

 
75 

- -  - - - -    + ++ + + 

∞ -∞ 
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ىو إقتران التكمفة  س  7 –س 41ىو اقتران الإيراد الكمي و كان ك)س( =  3س – 41كان د)س( = إذا 

 الكمية فجد س التي تجعل الربح أكبر ما يمكن .
 

(s)يكون الربح اكبر ما يمكن عندما يكون  v  =1  
  التكمفة الكمية  –الربح الكمي = الايراد الكمي 

 س( 7+41) – 3س -س 41)س( = ر
 س7 -  41 – 3س -س 41ر)س( = 

 41- 3س –س 35= ر)س( 
(s)الربح الحدي =  v  =35-3 س 

(s)يكون الربح اكبر ما يمكن عندما يكون  v  =1 
  1س =3 -35                   
  35س = 3                   
                  24
s

2
  

 23س= 
 23عظمى عندما س =    

 
 واقتران التكمفة ‘ دينار  3س3س + 61الإيراد الكمي لأحد المبيعات ىو د )س( = إذا كان اقتران 

 ما يمكن فجد قيمة س التي تجعل الربح اكبر ‘عةحيث س عدد الوحدات المبا، 311+ 3س5س + 41= ك )س(
 

 التكمفة  –الربح = الإيراد 
 (311+  3س5س + 41) –(  3س3س + 61ر)س( = ) 
 311 - 3س5 -س 41–  3س3س + 61ر)س( =  
  311 –  3س3 -س 31ر)س( =  
(s) v =31 – 5 س 

  1س =5 – 31
  31س =5

 6س = 
 
 

 اشارة

 
12 

- -  - - - -    + ++ + + 

∞ -∞ 

 اشارة

 
5 

- -  - - - -    + ++ + + 

∞ -∞ 
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( دينار فإذا كانت التكمفة الكمية بالدنانير لانتاج س وحدة من ىذه 81يبيع مصنع الوحدة من سمعة بسعر )

  3س1 ,1136س+61+71111السمعة اسبوعيا  ىي ك)س( = 
 فما عدد الوحدات التي يجب انتاجيا اسبوعيا لتحقيق اكبر ربح ممكن ؟

 

(s)كبر ربح ممكنعدد الوحدات التي يجب انتاجيا اسبوعيا لتحقيق ا v  =0 

 سعر بيع القطعة الواحدة× الايراد  = عدد القطع المنتجة 
 81× د)س( = س

 س 81د)س( = 
 ك)س( –ر)س( = د)س( 

 (3س1136,1س +61+ 7111) -س 81ر)س( =
 3س1136,1 -س 61- 71111 –س 81= ر)س(
 3س1136,1 -71111 –س 31= ر)س(

(s) v =31-1161,س 
(s)اكبر ربح ممكن v  =0 

 1س=,1161- 31
 س1161,1=  31
 
 
 
 

20000
s

5
  
 5111س = 

 5111ر)س( عظمى عند س = 
 
 
 

31 
0050,0  

  =  س

31    
005,0  

  =  س

 اشارة

 
400 

- -  - - - -    + ++ + + 

∞ -∞ 
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، فجد التكمفة دينار اقتران التكمفة الكمية للإنتاج س قطعة من ىذه السمعة  3س4+  51إذا كان ك)س( = 

 ( قطعة31الحدية لإنتاج )

 3س4+ 51ك )س( = 
(s)  س7= ;
(20) ;  =7×31  =231  

 

 
 التكمفة الكمية ىو واقتران‘ دينار  3س + س 91كان اقتران الإيراد الكمي لممبيعات ىو د )س( =  إذا
 فجد الربح الحدي ؟ ‘ حيث عدد الوحدات المنتجة من سمعة ما ‘س دينار  271+ 51ك )س( =  

 
 ك )س(  –ر )س( = د )س( 

 س( 271+ 51) –(   3+ سس 91)ر )س( = 
(s) v ( =91 +3 )271 –س 
(s) v =3 91 –س  

       

 
 دينار ، واقتران التكمفة الكمية ىو  3س-س71إذا كان الإقتران الإيراد الكمي لممبيعات ىو د)س(=

 س دينار ، حيث س عدد الوحدات المنتجة الوحدات المنتجة من سمعة ما ، فجد الربح الحدي 9+31ك)س(=

 
 ك)س(-ر)س(=د)س(

 س(9+31)-(3س -س71ر)س(=)
 س9-31 -(3س -س71ر)س(=)
(s) v =71-39-س 
(s) v =63 - 3س 
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اسبوعيا، فاذا كانت تكمفة الانتاج الكمي الاسبوعي بالدينار ، تعطى بالعلاقة  ينتج مصنع لمحواسيب س جياز

دينارا ، فما عدد الاجيزة التي يجب ان 361، وكان سعر الجياز الواحد  3س +س61+ 4111ك)س( =
 يبيعيا المصنع اسبوعيا لتحقيق اكبر ربح ممكن ؟ 

  الواحدةسعر بيع القطعة × الايراد  = عدد القطع المنتجة 
 361× د)س( = س

 س 361د)س( = 
 ك)س( –ر)س( =د)س( 

 ( 3س + س61+4111) -س 361= ر)س( 
  3س  -س  61 - 4111 –س 361ر)س( = 

(s) v =361- 61-3 س 
(s) v =361- 61-3= 1س 

 1س =311-3
 311س =3

 211س=
   211اكبر ربح يمكن عند س = 

 
س وحدة  لإنتاجدينار فإذا كانت التكمفة الكمية  1:ينتج احد المصانع الوحدة الواحدة من سمعة معينة بمبمغ 

 دينار فجد الربح الحدي .211س+81+3س3,1من ىذه السمعة اسبوعيا تعطى بالعلاقة: ك)س(= 

 
 سعر بيع القطعة الواحدة× الايراد  = عدد القطع المنتجة 

 1:× د)س( = س
  س 1:د)س( = 

  ك)س( -ر)س(= د)س(
  (211س+81+3س3,1)-س1:ر)س(= 
 211-س81-3س3,1 -س1:ر)س(= 
(s) v =:1- 5,181-س 
(s) v=31 - 5,1س 

  

 اشارة

 
100 

- -  - - - -    + ++ + + 

∞ -∞ 
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دينار، ىما ايراد س من وحدات معينة 26س+9-3س3دينار،ك)س(=31 -3س -س27اذا كان د)س(=

 س التي تجعل الربح اكبر ما يمكن .وتكمفتيا ، فجد قيمة 
 

 ك)س( -ر)س(=د)س( 
 (26س+9-3س3) - (31-3س -س27)ر)س(=  
  26-س   9+   3س3-31-3س -س27ر)س(=  

(s) v = 27 -39  + س5  -  س 
 (s) v = 35 -7س    

 1س=7 -35
  35س=7

  5س=

 
 فإذا كانت تكمفة إنتاجيا تعطى بالعلاقة ‘ ينتج مصنع لممثمجات س ثلاجة شيريا 

فجد عدد الثلاجات التي يجب ‘ دينار  611وكان سعر الثلاجة الواحدة    3س + س5+  47111ك )س( = 
 ان يبيعيا المصنع شيريا لتحقيق اكبر ربح ممكن 

 
 سعر بيع القطعة الواحدة× الايراد  = عدد القطع المنتجة 

 611× د)س( = س
 س 611د)س( = 

 
 ك )س(  –ر )س( = د )س( 

 (  3س + س5+  47111) –س 611= ر )س( 
   3س -س 5 - 47111–س 611=  ر )س(
(s) v =611 – 5 -3س 

 1س =3 – 5:7
 س 3=  5:7
 359س =

 الربح اكبر ما يمكن  359عند س = 

 اشارة

 
4 

- -  - - - -    + ++ + + 

∞ -∞ 

 اشارة

 
248 

- -  - - - -    + ++ + + 

∞ -∞ 


