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۱ 

@ÒÜyÏ€aÚÓ„br€a@@Z›ôb–n€a@lbéy@Z@

@fibrflIQZ@H@

)اذا ك��ان مع��دل تغي��ر  )۱ )=4 s R  ف��ي[ ]2 0  وك��ان

( ) ( )+ =3s R3 s s i احس���ب مع���دل تغي���ر ،

( )s i  في[ ]2 0 

  :الحل 

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
+ − + −= =− −

0 R3 0 2 R3 8 0 i 2 i
s i

0 2 0 2
 

( ) ( )− + =−
0 R3 2 R3 8

0 2
 

( ) ( )( )− + =−
0 R 2 R 8

3
0 2 2

 

× + =3 )معدل  4 )s R 

= × + =16 4 3 4 

)اذا ك����ان مع����دل تغي����ر  )۲ )s R  ف����ي[ ]3 1  يس����اوي

( ]ف��ي  Rومع��دل تغي��ر 8( ]6 3  يس��اوي( )13  ،

]في  Rاحسب معدل تغير ]6 1 

  :الحل 

( ) ( )−= −
1 R 3 R

8
1 3

 

( ) ( ) ( )= −1 16 1 R 3 R 

( ) ( )−= −
3 R 6 R

13
3 6

 

( ) ( ) ( )= −2 39 3 R 6 R 

( ) ( ) ( ) ( )= − ⇐ +55 1 R 6 R 2 1 

1−اقسم الطرفين على  6 
( ) ( )−=− −
1 R 6 R55

1 6 1 6
 

]التغير في  معدل ]=11 6 1 

 

)اذا كان معدل التغير ف�ي  )۳ )s R  عل�ى[ ]4 1  يس�اوي

( )وك����ان  3( ) ( )= +2 4 R 1 R  احس����ب مع����دل ،

)التغير في الاقتران  ) ( )=2s R s i  في[ ]4 1  

  :الحل 

معدل تغير
( ) ( ) ( ) ( ) ( )− −= =− −

2 21 R 4 R 1 i 4 i
s i

1 4 1 4
 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )−= × = − × =1 R 4 R
6 2 3 1 R 4 R

3
 

@fibrflIRZ@H@
)اذا ك�������ان ) ۱ )=−

1
s R

1 s
)، احس�������ب   )s R 

 باستخدام التعريف
  :الحل 

( )
←

−− − =− s u

1 1
1 s 1 u s R

s u
 

( )
( )( )( ) ←

− − − =− − − s u

s u 1 1 s
s u 1 s 1 u

 

( )( )( ) ←

+ − − =− − − s u

1 u 1 s
s u 1 s 1 u

 

( ) ( )( ) ←

− = − =− −−2
s u

1 1
1

1 s 1 u1 s
 

)اذا ك�������ان ) ۲ )=2s2 s R  باس�������تخدام تعري�������ف
)المشتقة احسب  )s R 

  :الحل 
( ) ( ) ( )

←

− =− s u

s R u R
s R

s u
  

←

− =−
2 2

s u

s2 u2
s u
 

    

( )( )
←

+
=− s u

s2 u2 s u2

s u

   
 

( )( )
←

− ++
=− s u

s u2 s u2
s2 u2

2 2
s u

 
   

 

( ) ( )
←

+ × × + =
s u

s2 u2 1 s u 2    

=s2 s2 4  

 معدل
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۲ 

)اذا كان����������ت ) ۳ ) ( )= =5 3 R 4 3 R  وك����������ان ،

( ) ( )=2s R s s g  احس��ب( )3 g  باس��تخدام
 التعريف

  :الحل 

( ) ( ) ( )
←

− =− 3 s

3 g s g
3 g

3 s
 

( ) ( )
←

− =−

2

3 s

3 R9 s R s
3 s

 نضيف ونطرح 

( )s R9 
( ) ( ) ( ) ( )

← ←

− −+ =− −

2

3 s 3 s

3 R9 s R9 s R9 s R s
3 s 3 s

 

 
( ) ( ) ( )( )

← ←

− −+ =− −
2

3 s 3 s

3 R s R 9 s
9 s R

3 s 3 s
  

( )
( ) ( )+ −

× +
3 s 3 s

3 R 9
−3 s

( )
←

=
3 s

s R 

( ) ( )( )× + + =3 R 9 3 3 3 R 

= × + × =69 5 9 6 4 

)اذا كان������������������������ت ) ٤ )=18 3 R  احس������������������������ب ،
( ) ( )

←

− − +
0 i

i 3 R i 3 R
i

 

  :الحل 

)نضيف ونطرح  )3 R

( ) ( ) ( ) ( )
← ←

− − − ++ =
0 i 0 i

i 3 R 3 R 3 R i 3 R
i i

  

( ) ( ) ( )
←

− + +
0 i

w R i w R
3 R

i
 

( ) ( )+3 R 3 R  

( )= × = =36 18 2 3 R2 

)اذا ك���ان ) ٥ )=s s R  اس����تخدم تعري���ف المش����تقة
)لايجاد  )s R 

  :الحل 

( ) ( ) ( )
←

− =− s u

s R u R
s R

s u
  

←

− =− s u

s u
s u
 

  )متطابقة( 

( )( )

←

+ −
=− s u

s u 1 s u

s u

  
   

( ) ( )
←

−+ × =− s u

s u
s u 1

s u


   

( )+ × =s s 1 1  

( )= + × =2 2s s 1 1  

@fibrflISZ@H @
: اثبت ان  

( ) ( )
( ) ( )

←

−+ = − s u

s Rs3 u Ru3
s Rs3 s R3

s u
 

  :الحل 

)نضيف ونطرح  )u Rs3 

( ) ( ) ( ) ( )
← ←

− −+ =− −s u s u

s Rs3 u Rs3 u Rs3 u Ru3
s u s u

  

( ) ( )
←

− −  + −  s u

s R u R s u
s3

s u


−s u
( )

←

  = 
  s u

u R3
 

( ) ( )+ =s Rs3 s R3 

@fibrflITZ@H@

)اذا ك����ان ) ۱ ) ( ) ( )+ × =24 s3 s g s R  وك����ان

( ) ( )= =0 1 R 2 1 R  احسب ،( )1 g 
  :الحل 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )× + + × =2s g 4 s3 s6 s g s R  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )× + × + × × =21 g 4 1 3 1 6 1 g 1 R  

( ) ( )× + × =+
1 R

1 g 7 6 0
4 3

 

( ) × + × =2
1 g 7 6 0

7
 

( ) × + =12
1 g 7 0

7
 

( ) ( )− −= ⇐ × =12 12
1 g 1 g 7

49 7
  

 

= −w i 3 
= +3 w i 

← ←3 w 0 i 
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۳ 

)اذا ك����������������������������������ان ) ۲ ) ( )− = =1 4 R 5 4 R               ،

( )=2 4 R  فما قيمة ،( ) ( )R
4

R
 

 

  :الحل 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( )× − × =2

4 R 4 R 4 R 4 R R
4

R4 R

    
 

× − −× −− = =2 5 1 1
9

1
 

@fibrflIUZ@H@
 

)اذا ك����������ان  )۱ )+ + =31 s2 sh s R  وكان����������ت
( ) ( )

←

− +=
0 i

3 R i 3 R
9

i
 

  فما قيمة ،( )h 

  :الحل 

( )+ =22 s h3 s R 
( )=sh6 s R 
( )= ⇐ = ⇐ = × =1

2 h 9 h18 9 3 h6 3 R 

)م�������������ا قيم�������������ة ) ۲ ) ( )
←

−
− 3 s

6 R s2 R
3 s

  بحي�������������ث

( ) ( )= =9 6 R 7 3 R  
  :الحل 

=افرض  ← =u
s s2 u

2
 

= ←6 u 3 s 
( ) ( )
( )

( ) ( )
← ←

− −= ⇐− −
1
2 3 s 3 s

6 R u R 6 R u R
u6 u 3
2

  

( )= × = × =18 9 2 6 R 2 

@fibrflIVZ@H@
 

)اذا كان  )
≥ + + 

=< 

2

3

2 s [ sf sh
s R

2 s s




  

]فما قيم  f h   اذا كانت( )2 R موجودة 
  :الحل 

( )
> +  =< 

2

2 s f sh2
s R

2 s s3





 

( )
>  =< 

2 s h2
s R

2 s s6





 

( ) ( )− +=2 R 2 R  

= ⇐ = ×6 h h2 2 6 
)وكذلك  ) ( )− +=2 R 2 R  

− = ⇐ + ×12 f f 2 h ( )=
6

22 2 3 
)وكذلك  )s R  متصل

− +← ←
+ + = ⇐2 3

2 s 2 s

[ sf sh s  

( ) ( )= ⇐ + − + =28 [ [ 2 12 2 6 8 

@fibrflIWZ@H@

)اذا ك�����������������ان  ) ۱ )− + − =22 s3 5 s s R ،

)احسب  )2 R 
  :الحل 

=عند  − ⇐ =25 s 2 s سالب 

=عند  − ⇐ =2 s3 2 s موجب 

( )− + + − =22 s3 5 s s R 

( )+ − =3 s2 s R 

( )− = + − = ⇐1 3 4 2 R 

]اذا كان ) ۲ ] ( )
+ =−

s
22

s R
3 s2

)، احسب   )3 R 

  :الحل 

−3 s2  3=موجب عندما s 

 = + 
s

3 2
2

3=عندما   s 

( )=−
3

s R
3 s2

 

( )
( )

( )− × −= ⇐ = ⇐
−2

6 2 3
3 R s R

9 3 s2
  
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٤ 

]اذا ك��������������ان ) ۳ ]
( )

( )
,

=
s05

s R
s i

اذا علم��������������ت ان  

( ) ( )− = =2 3 i 3 3 i  اوجد ،( )3 R 
  :الحل 

[ ]= ,1 s05  3=عندما s 

( )
( )=1
s R

s i
3=عندما   s 

( ) ( )
( )( )

( )−= ⇐ =2

s i2
s R s R

9 s i

  

)اذا ك������������������ان ) ٤ )− =2 s s3 s R  لك������������������ل

[ ]−5 2 s   احسب ،( )s R 

  :الحل 

2−نعيد التعريف  s s3 

( )= ⇐ = − ⇐ = −23 0 s 0 s 3 s 0 s s3 

 

( )

> ≥ − − 
> > − =
≥ > − 

2

2

2

0 s 2 s3 s

3 s 0 s s3 s R

5 s 3 s3 s







 

( )

> > − − 
> > −  => > − 
− = 

0 s 2 3 s2

3 s 0 s2 3
s R

5 s 3 3 s2

5 3 0 2 s l y







   





 

−5 2   اطراف /( ) ( )
( ) ( )

− +

− +

≠
≠

3 R 3 R

0 R 0 R

 

 
 

 
@fibrflIXZ@H@

+اذا كان����ت ) ۳ = + − =4 2s2 s g 4 g2 g w  

[wاحسب 
s]

 

  :الحل 

× =g] w] w]
s] g] s]

 

( ) ( )+ × − =32 s4 2 g2 

( ) ( )( )+ × − + =3 42 s4 2 s2 s 2 

−اذا كان��������������ت ) ۲ = + =2 2k3 k s k4 k w   

احسب 
2

2

w ]
s]

  

  :الحل 

× =k] w] w]
s] k] s]

 

( )+ = × + =− −
4 k2 1

4 k2
3 k2 3 k2

 

( )( ) ( )( )
( )

+ − −× =
−

2

2 2

2 4 k2 2 3 k2k] w ]
s] 3 k2 s]

 

( )
−− = ×−−3

8 k414 1
3 k23 k2

− −6 k4
( )

=
−2 3 k2

 

3=اذا كانت  )۳ 21
s w

s
   احسب ،w]

s]
 

  :الحل 

−× + × −× × =3 2 2
2

1 1 1 1 w]
s2 3 s

s s s s]s
  

 

+ =3 31 1 1
s2 3

s s s
   

@fibrflIYZ@H@

 :احسب النهايات التالية  

) )أ   )
←

− +3 3

i

s9 i9 s9
i 

 
 

  :الحل 

×مشتقة =  × =2 39 s9 s9 3 s9   

 )ب
π

π

π
←

−
−

3

2 2
3

3 s

4 s 4
s

 
 

  :الحل 

2sمشتقة =  4  عندما مشتقةπ =3 s 

−× =s s 8  
π π− = × × − = × − =3 8 1 3

4 2 2 3 38 8 S S 
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٥ 

@fibrflIQPZ@H@
 

2s=اذا كانت  )۱ s wS S   احسب ،w]
s]

 

  :الحل 

× + × × × =2 21 1 w]
s s s 2 s

s]s 2 s 2
  S S S S

S S

+ × =2 21
s s s

s 2
  S S S
S

 

)اذا كانت  )۲ ) ( )= =5 2 R 4 2 R    احسب مشتقة ،

( )( )s R s8S  2=عندما s 

  :الحل 

( )× ×= × + = × + ××
s R5 2 8

36 8 2 8 R s8
2 2 s 2


S

S

 

@fibrflIQQZ@H@
 

)اذا ك���������������ان  )= + =2 2s2 4 i s6 s4 s R  

)احسب ) ( )
s i R  عندماπ =8 s 

  :الحل 

+ =6 s8 R 

= × × =s2 s2 16 2 s2 s2 8 i     

( ) ( )( )( ) ( ) ( )π π π× = 8 8 8i i R i R   

( ) ( )π π × =4 4 16 2 R   

× × × =1 1
16 22

2 2S S

 

= × = × =16
176 8 22 22

2
 

@fibrflIQRZ@H@
 

)اذا كان������������������������������������������ت  )+ = +2s8 s5 1 s2 R              

)احسب )5 R 

  :الحل 

)نشتق الطرفين  )+ = +8 s10 1 s2 R2 

=نضع  ⇐ = ⇐ = +2 s 4 s2 5 1 s2 

( ) ( )= = ⇐ + × =28
14 5 R 8 2 10 5 R2

2
  

@fibrflIQSZ@H@

+اذا كانت ) ۱ =2 2w8 s3 w    احسب ،w]
s]

 

  :الحل 

+ =w] w]
8 s6 w w 2

s] s]
  

= −w] w]
s6 8 w w 2

s] s]
  

( )= − w]
s6 8 w w 2

s]
  

=
−

s6 w]
s]8 w w 2 

 

)اذا كان���������������ت  )۲ )=w ws    فج���������������د ،w]
s]

          

)عند  )π
21 

  :الحل 

( ) ( )= +w] w]
ws s w

s] s]
 

( )= +w] w]
ws s ws w

s] s]
  

( ) − =w] w]
ws s ws w

s] s]
  

( )− =w]
ws s 1 ws w

s]
  

=
−

ws w w]
s]ws s 1




 

( )π

π

π π
× ×= =
× − 2

2

12 2

1 1 w]
0

s]1 



 
 

)اذا كان���������ت  )۳ ) ( )= + =24 5 R 1 w R s  ، 

[wاوجد  
s]

2=عند   w 

  :الحل 

( )+ =2 w]
1 w R w2 s

s]
 
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٦ 

( )=
+ 2

w] 1
s] 1 w Rw2

 

( ) =
= = =× 2 w

1 1 1 w]
16 4 4 5 R4 s]

 

@fibrflIQTZ@H@

مت���وازي مس���تطيلات ارتفاع���ه م���ثلا طول���ه وعرض���ه ثل���ث 

اوجد معدل تغير حجمه بالنسبة الى ارتفاعه عن�دما  ارتفاعه ،

 سم)٦(يكون الارتفاع يساوي 

  :الحل 

 الارتفاع ×العرض  ×الطول = الحجم 

× × =u w s p 

=: من السؤال  = ⇐ =1 u
u w s s2 u

3 2
 

= × × = ∴3 1 1 u
u u u p

6 3 2
 

×: المطلوب  =2 1 p]
u3

6 u]
 

=عندما × = ⇐ =1 p]
18 36 6 u

2 u]
 

@fibrflIQUZ@H@

)اذا ك������������ان ) ۱ ) ( )× =s g [ s R  اثب������������ت ان ، :

( ) ( )× =s g [ s R  

  : البرهان

( ) ( ) ( )
←

− =− s u

s R u R
s R

s u
 

( ) ( )
←

− =− s u

s g[ u g[
s u

 

( )
( ) ( )( )

←

−
× = =− s u

s g u g
s g [ [

s u
 

 

 
 
 

=اذا كان ) ۲ +w s
2

s w
=: ، اثبت ان   w]

1
s]

 

  : البرهان

= +w s
2

s w
 بتوحيد المقامات   

+= + ⇐ =
2 2

2 2 w s
ws2 w s 2

ws
 

+: نشتق ضمنيا  = + ⇐w] w]
s2 w2 w2 s2

s] s]
 

[wبتجميع الحدود التي تحتوي على 
s]

 في طرف 

− = −w] w]
s2 w2 s2 w2

s] s]
 

( )− = − w]
s2 w2 s2 w2

s]
 

= ⇐w]
1

s]
 وهو المطلوب  

s2=اذا ك����������������������������ان  )۳ w  اثب����������������������������ت ان ، :

= + −
2

3
2

w ]
0 w4 w8

s]
 

  : البرهان

= w]
s2 s2

s]
  

( )× + =
2

2
2

w ]
s2 2 s2 2 s2 s2 s2 2

s]
      

+ =3 2s2 4 s2 s2 4   

( )+ − =3 2s2 4 1 s2 s2 4   

+ − =3 3s2 4 s2 4 s2 4   

− = − =3 3w4 w8 s2 4 s2 8  

= + − ∴
2

3
2

w ]
0 w4 w8

s]
 وهو المطلوب  

)اذا ك�����������������ان  )٤ )− =
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