
 

 

  التكامل بالتعویض                                                                                            الدرس الرابع  
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  
    دس) س (    ه=  ، د ص ) س (  ه=  د ص ، حیث ص )  ص ( ق  =       دس )  س (    ه) ) س ( ه( ق  (     
  
  

  )   .ص =  في الغالب نضع ما داخل القوس . ( دس  ٤) ٣ –س  ٢( احسب قیمة        : مثال 
  

  :                                                                      الحل     
  ١ -=  ٣ – ٢= ص   ١= عندما س   د ص= د س ، د س  ٢= د ص    ٣ –س ٢= افرض ص             

  ١= ص   ٢= س                ٢                                                                                    
  

              
                  ١                       ٤د ص               ص                        

  د ص   ٤ص=               د ص  =                               ٤ص               
                          ٢                          ٢                  ٢   

  
                                                   ١     

    ١              ٢       ١          ١ -        ١          ١           ٥ص       ١                         ١     
  =                     =                  –=                     =                     د ص  ٤ص=            

     ٥             ٥       ٢           ٥          ٥         ٢              ٥        ٢                         ٢  
                                                   - ١      

           ١+ س :           مثال 
  د س                                            

   ٥+ س ٢+  ٢س                   
             

  . ، مشتقة الثابت صفر دائماً ) ما داخل الجذر (  ٥+ س ٢+  ٢س= نفرض أن ص #                       
  د ص                                                                     

     د س     ٢+ س  ٢= د ص     معامل د س)  ٣+س ٢( ، بالقسمة على =                    د س  
  ٢+ س  ٢                                                                  

  
  د ص           ١+ س              

  .عامل مشترك  ٢أخرج ) )   ١+ س (  ٢=  ٢+ س ٢( ،                                                 
  ٢+ س  ٢ص                         

  
    ١         ١                     ١           ١د ص                         ١+ س              

  د ص     ١   =                 د ص  =                                             =                            
   ٢ ص        ٢ص                              ٢)          ١+  س( ٢ص                         

  
                                                  ١                                                   ١     

     ١           ١
          ١               ١              ١             ٢ص      ١                    ١+   ٢ص         ١                 

  جـ+   ٢ص=    ٢ص  ٢=                         =         =                                د ص   ٢ص=            
     ٢                        ١         ٢              ١+       ١   -    ٢                           ٢  

                                             ٢                                     ٢  

  
  .جـ +  ٥+ س ٢+  ٢س=     جـ  + ص =    

  
  ---- )  ٤٣( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 
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  التكامل بالتعویض                                                                                            الدرس الرابع  
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  
  س ٢                                          

  احسب قیمة                                   د س    :  مثال 
  ٣)  ١+  ٢س(                                      

                                                                         
   ١= ص   ٠= ، عندما س  د ص= س س د س، د ٢=  د ص       ١+  ٢س= نفرض أن  ص  

  ٢= ص   ١= س     عندما س ٢                                                                                   
  

  ١س      د ص                  د ص               ٢     
  د ص  ٣ -ص=      د ص =                  =                                                 

   ٣ص             ٣س                  ص ٢     ٣ص      
  

                          ٢                               ٢                               ٢  
               ٣      ٣-     ١ -           ٤×    ١      ١            ١                   ١               ٢ -ص              ١+  ٣ -ص           

  =                      =                          =                     =–        –           –                            =       ×  =  
   ٢ ص   ٢ -   ١      ٢ -          ١    ١+  ٣ -            

٨      ٤       ٢             ٤×    ١      ٤            ٢              ١              
  

                                                         ١    
  )  ١ –س ٥= نفرض أن ص ( د س     ٢)  ١ –س  ٥(  ٣احسب قیمة           : مثال 

  
  د ص                                ٥ص         د                 

  ٤٩=  ١ – ٥٠= فإن ص  ١٠= عندما س  =             د س    د س   =              =                   
     ٩=  ١ – ١٠= فإن ص  ٢= عندما س            ٥                                  ٥           ٥                  

  
                                                                                      ١                                          ١+   ١  

    ٤٩           ٢  ص          ٣    ٤٩       ٢ص          ٣                ١                 ٣د ص          ١               

  =                                              د ص    ٢ص  =                            ٢ص   ٣     
                     ٩          ١           ٥      ٩    ١+    ١        ٥                                   ٥          ٥   

                                                                                ٢                                 ٢  
   

                       ٤٩                           ٤٩                           
 ١               ٣

        ٣                                             ٣                                  ٣           
          ٣×  ٢ – ٧×  ٢=                ٩     ٢  – ٤٩     ٢=              ص          ٢=                  ٢ ص  ٢         

 ٥                                             ٥                ٩                     ٥    ٩                   ٥  
  
  
٢٤                             ٣                               ٣  

          ٨=                       ٦ – ١٤                =  
٥                              ٥                               ٥  
  
  
  
  
  
  

  ---- )  ٤٤( صفحة ----------------- ---------------------------------------------------------------------------
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  الدرس الرابع                                                                                    التكامل بالتعویض   
-------------------------------------------------------------------------------------------------------- --  

  
  دس  ) س (    ه= ، د ص ) س (  ه=  د ص ، حیث ص ) ص ( ق  =     دس)  س (   ه) ) س ( ه( ق  (     
  

    .یكون التكامل بالتعویض لاقترانین أحدهما مشتقة الأخر #              
  

  : أمثلــــة
  
  د ص               ،               ١ –س ٣= نفرض أن ص دس ،  ٤)  ١ –س  ٣)            ( أ  

  = د س   دس بالقسمة على معامل د س  ٣= د ص                                      
                                                                                                               ٣  

   ٤ -=  ١ – ٣ -=   ١ –)  ١ -(  ٣= فإن ص  ١ -= ، عندما س   ١ –س  ٣= ص                     
    ٥=    ١ – ٦=     ١ –)   ٢(  ٣=  فإن ص    ٢= عندما س                                               

  ١د ص                                    
  .د س  ٤ص=                          ٤ص                   

٣ ٣  
  
                                 ٥  

     ٤١٤٩        ١٠٢٤+  ٣١٢٥        ١            ٥)  ٤ -(  – ٥)  ٥(       ١                  ٥ص         ١            
                    =                                           =                             =                      =  

            ١٥                      ٥                ٣                        ٥                 ٣     ٤ -        ٥         ٣  
  
  

  د س                
  .ط مع تغییر في إشارة الأسیجب أن تحول إلى الصورة الأسیة و ترفع إلى البس د س )                            ب 

    ٤+ س  ٥             
  

           د ص                                                                                                             ١              د س                                                  
  = ، د س ٥= ، د ص  ٤+ س  ٥= ، نفرض ص د س    ٢)  ٤+ س  ٥=      (    ١                                 

  ٥                                                                                                         ٢) ٤+ س  ٥(                
  ٩= فإن ص  ١= ،عندما س  ٤= فإن ص  ٠= عندما س                                                  

                                                                                     ١                                     ١  
 ١            ١د ص              ١                  

        ٩          ٢ص            ١         ٩    ١+    ٢ص        ١               
                          ١=                                      ١ =              د ص    ٢ص=                            ٢ص             

                          ٤              ٢             ٥     ٤    ١+   ٢           ٥                            ٥           ٥     

     
                                 ٩                                ٩   

           ٢                        ٢                               ٢                      ٢           ١                ١  
  =       ٢ – ٣=               ٤    –  ٩=             ص       =             ٢ص ٢=                   

           ٥                        ٥                                  ٥           ٤                    ٥       ٤                    ٥  
  
  
  
  
  
  

  ----) ٤٥( صفحة ---------------------------------------------------------------------------- ----------------
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  الدرس الرابع                                                                                    التكامل بالتعویض   
----------------------------------------------- -----------------------------------------------------------  

  
  

  . دس    ٢س ٨)  ٥+  ٣س)        ( ج 
  

  )   س ذات الأس الأكبر( ما داخل القوس = نفرض ص #                
  د ص                                                                                                          

  =دس  ،         دس  ٢س ٣= ، د ص   ٥+  ٣س= ص                               
  ٢س ٣                                                                                                         

  
  .   ١٣=  ٥+  ٨= فإن ص  ٢= ندما  س ، ع  ٣ -=  ٥+  ٨ -= فإن  ص  ٢-=  عندما س              

  
  

  ٩)  ٣ -(  – ٩)  ١٣(       ١٣                 ١                                ١د ص                                          
  =                 ٩ص =           د ص     ٨ص=                                ٢س  ٨ص               

  ٢٧               ٣ -                ٣                                 ٣         ٢س ٣                               
  
  

  د س                        
  .د س    ٢ – )س ٢+  ٣)                               =     ( د 

  ٢)س ٢+  ٣(              

  
  د ص                                                                                         

  = د س  ، د س  ٢= س ، د ص  ٢+  ٣= نفرض  ص #         
                                                                                    ٢  

  
  ٧= فإن ص  ٢= ، عندما س  ٥= فإن ص  ١= عندما س          

                                                                                           ٧                                   ٧   
      ١ -       ١              ١ – ص      ١                              ١د ص                                

  =                        =           د ص    ٢ -ص=                           ٢ -ص             
   ٥ص             ٢      ٥     ١ -        ٢                             ٢           ٢                          

  
  

             ٧+  ٥ -          ١              ٧×  ١        ٥×   ١-          ١             ١ -         ١ -          ١    
                              =–                                                =                     +                            =  

             ٣٥              ٢              ٧×  ٥        ٥×   ٧           ٢              ٥           ٧          ٢  
  
  

            ١               ٢          ١  
          =                         =  

            ٣٥              ٣٥        ٢   
  
  
  
  
  
  

  ---- )  ٤٦( صفحة -------------------------------------------------------------- ------------------------------
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  الدرس الرابع                                                                                      التكامل بالتعویض 
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  د ص            

  = د س  س د س  ٦= ، د ص ١+  ٢س ٣= ص  دس    ١+  ٢س ٣س     )          ه
  س ٦              ٤= فإن ص  ١= و عندما س  ١= فإن ص   ٠= عندما س    
  

                                                                                          ٣                             ٣                      
      ٢ص  ٢     ١              ٢ص         ١                         ١          ١د  ص                                     

٣=               د ص  ٢ص=                  س    ص                    
 

                    =  
        ٣         ٦                ٢          ٦                            ٦س          ٦                             

  
                              ٤       

             ٧                             ١                                 ١                      ٢  
               =١ – ٨=                     ١    – ٦٤=                  ٣ص       =  

            ٩                             ٩                                 ٩      ١             ١٨  
  

  د ص                                                                                                                                ١                                          
  = س  د س  د س  ٢ -= ، د ص  ٢س – ٢٥= د س ، ص  ٢)  ٢س – ٢٥(  س )         و 

  س  ٢ -                          ٩= فإن ص  ٤= ، عندما س  ١٦= فإن ص  ٣= عندما س                  
  
  

                                                                                                   ٩       ١              
    ١             ١                     ٢ص       ١                       ١              ١              د ص         ١                          

   ٢ ص  ٢       -=              ١              -= د ص    ٢ص               -=                 ٢س  ص               

   ٢       ١٦       ٢         ٢                                 ٢س            ٢ -                              
  

                          ٩  
  
     =-          ١) =    ١ - (  -=        ٤ – ٣    -=     ١٦    –  ٩        -= ص   

                          ١٦     
  
  

  : جد كلاً من التكاملات التالیة    : ــةأمثلــ
  

                          ٢             
    ٧       .د ص   -= د س  د س  -= د ص =  س  – ٢= ص  . دس  ٥) س   – ٢)      ( أ 

                                               ٥                                           ٧                              ٧                                             ٢  
  ٥-      ٥ص ٥ -         ٥ص   -                 ١+  ٥ص  -               ٢                  

       -  جـ    + س      – ٢=               =               =            جـ =                     + د ص     ٥ص  
                                    ٧             ٧                ٧                               ٢    

                                             +١   
                                    ٥                               ٥  

  
  
  
  

  ---- )  ٤٧( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 
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  الدرس الرابع                                                                           ٣٠٣)  ٤ – ٧( التكامل بالتعویض 
--------------------- -------------------------------------------------------------------------------------  

  
  .    د س  ٤) ٢ –س ٥+ ٢س٣) (  ٥+ س  ٦)        ( ب 

  د ص                                                                                                          
               ٢ –س  ٥+ ٢س٣= ص    دس  ٥+ س ٦= د ص  دس =  

  ٥+ س  ٦                                                                                                     
  

  ٥ د ص                                          ص                                        

  جـ=          +  د ص    ٤ص=                          ٤ص ٥+ س  ٦               
  ٥                                        ٥+ س  ٦                                     

  
   ٥ ) ٢ –س  ٥+  ٢س٣(                        

                                         =           +      جـ  
                                    ٥  

                                                                          ٢س                   
     ١           

            .            د س     ٤)  ٧+  ٣س(   ٢س =        د س )                            ج 
              ٧+  ٣س   ٤             

  د ص                                                                              
    ٧+  ٣س= ص   د س  ٢س ٣= د ص  د س =  

     ٢س ٣                                                                             
           

                                                                                          ١                 
      ١+  ٤  ص        ١                ١             ١         د ص       ١                       

   ١=           د ص      ٤ص=                           ٤ص   ٢س         
   ١+    ٤       ٣                              ٣         ٢س ٣                          

  
                             ٣                               

     ٤            ٤ ص  ٤     ١             
            =                              =جـ +   ٣)  ٧+  ٣س (   ٤  

             ٩               ٣          ٣  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ---- )  ٤٨( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   



 

 

  الدرس الرابع                                                                       )         ٤ – ٧( التكامل بالتعویض 
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  
  : قــاعدة 

  . لمرفوع إلى قوه غیر الواحد قانون یستخدم في التكامل الخطي فقط و ا               
  

   ١+ ن  ) ب + أ س (                                                      

           ١ - ≠جـ    ، ن  =                             + دس  ن) ب  + أ س (                      
   ) ١+ ن (  أ                                                       

  
  
  
  
  

   ١٠)  ١٣+ س  ٨(                ١+  ٩ )  ١٣+ س  ٨(                                                         
  جـ    =                             + جـ =                                + دس   ٩)  ١٣+ س  ٨( أوجد     : مثال 

                                                           ٨٠)                               ١+  ٩(  ٨  
  

  ٥)س  ٢ – ٧(                  ٥)س  ٢ – ٧(                                                     
  جـ           +                       =      جـ  =                          + د س   ٤) س ٢ – ٧( أوجد  :  مثال 

                                                      - ١٠-                            ٥×  ٢  
  
  

   ١+ ن ) ) س ( ق :                                                                  ( قاعدة  

  جـ =                             + د س )  س ( ق      ن) د س  )س ( ق (                     
   ١+ ن                                                                                   

  
  
  
  
  

  ٩)س ٣+  ٢س(                                                                         
  جـ   ، بالتعویض=                         + دس )   ٣+ س ٢( ×  ٨) س ٣+  ٢س( :       مثال 

                                                                                ٩  
   د ص                                                                                                

  = دس  د س  ٣+ س ٢= د ص  س  ٣+  ٢س= ص  بالفرض 
        ٣+ س  ٢                                                                                              

  
      ٩)س ٣+  ٢س(                ٩د ص            ص                                           

  جـ        =                          + جـ  )                   =           +  ٣+ س ٢( ×  ٨ص=       
  ٩                          ٩         ٣+ س  ٢                                        

  
  
  
  
  
  
  

  ---- )  ٤٩( صفحة ------------------------------- -------------------------------------------------------------

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   



 

 

  الدرس الرابع                                                                                            التكامل بالتعویض 
------------------------------------------------------------------------------------- ---------------------  

  
  . د س     ٣ – ٢س+  ٣س)         س  ٢+  ٢س٣( أوجد     : مثال 

  د ص                                                                                                        
  = د س   س د س ٢+  ٢س٣= د ص   ٢س+  ٣س= نفرض أن  ص 

  س     ٢+  ٢س٣                                                                                                 
  

      ١ دص                                                                                     
  د ص       ٢ص =           ص                           )          س ٢+  ٢س٣=       ( 

  س ٢+  ٢س٣                                                    
  

            ١+    ١                                 
 ٣  

      ٢                       ٢         ٣        ٢                 ٢ ص                       ٢ص        
  ٣) ٣ – ٢س+  ٣س=             (   ٣ص=                    ٢ ص=       جـ  =               + جـ  =                    + 

        ٣                       ٣                   ٣                  ٣                             ١  
               +١   

        ٢                             ٢  
  
  
  

  : جد كلا من التكاملات التالیة  :١تدریب 
  
  

  ٤) س  – ١(             ٤) س  – ١(                                             
  جـ =                   + جـ  =                     + دس  ٣) س  – ١)        (   ١

                                             - ٤ -                     ٤×  ١   
  
  

   ٦)  ٤+  ٣س(                                                       
  جـ     =                         + دس   ٥)  ٤+  ٣س(  ٢س٣)         ٢

                                                            ٦  
  أو
  

  د ص                                                                         
  = د س  دس   ٢س٣= د ص   ٤+  ٣س= ص   

     ٢س ٣                                                                       
  

   ٦) ٤+  ٣س(              ٦د ص           ص                                
  جـ =                   + جـ  =           +                 ٥س  ص ٣=          

  ٦                       ٦           ٢س٣                                
  
  
  
  
  
  
  

  ---- )  ٥٠( صفحة ------------------ --------------------------------------------------------------------------

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   



 

 

  الدرس الرابع                                                                                                   التكامل بالتعویض 
 -------------------------------------------------------------------------------------------- --------------  

  
  

   ٦ –س  ٤                     
  . د س                                          ٣)       ٣

   ١+ س ٣ – ٢س                
  

  د ص            .                         س  ٣ – ٢س= ص 
  = دس  د س   ٣ –س  ٢= د ص 

  ٣ - س ٢                                                 
  
  

  ١  -                              ٢د ص                      )            ٣ –س ٢(  ٢        

  د ص  ٣ ص  ٢=        دص    ١=                                                                      
     ٣ص                   ٣ –س  ٣ص                         ٣     

  
        -    

 ٢                          ١+    ١   
  ٢                                      ٣ص  ٢                       ٣ص        

  جـ+  ٣ص  ٣= جـ    =                + جـ  =                     + 
     ٢                                ١  

-              +١   
     ٣                                ٣   

  
         ٣                                 ٣  

  جـ+   ٢)  ١+ س ٣ – ٢س(          ٣=          ٢ص              ٣= 
  
  

  : قواعـــــــد عامــــــة 
                                - ١           

  جـ  +         جتا أ س =           جـا أ س د س )      ١
  أ                                   

                                             - ١   
  جـ ) + ب + أ س ( جتا =          دس )  ب + أ س ( جـا            

  أ                                                    
                                    ١    

  جـ+       جـا أ س=          جتا  أ س د س  )      ٢
  أ                                     

                                               ١  
  جـ ) + ب + أ س ( جـا =         د س  ) ب + أ س ( جتا            

  أ                                                  
  

                                       ١  
  جـ +         أ س ظـا=            أ س  دس   ٢قـا )         ٣

  أ                                        
                                                   ١  

  جـ       +       ظـا أ س =          دس )  ب + أ س (   ٢قـا              
  أ                                                    

  ---- )  ٥١( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

       
        

   
    

        
   

    
        

   

    
        

   
    

        
   



 

 

  الدرس الرابع                                                                                                 یض التكامل بالتعو
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

                                              ١  
  جـ + ظتا  أ س             - =  أ س  د س   ٢قتا )          ٤

  أ                                               
                                                      ١  

  جـ  ) + ب + أ س ( ظتا            -= د س ) ب + أ س (  ٢قتا               
  أ                                                       
  
  

  : أوجد التكاملات التالیة :  مثال 
  
  

                                             ١  
  جـ     + س ٥جتا            -= س  د س   ٥جـا )           ١

                                             ٥  
  

                                                         ١  
  جـ     )   +  ١ –س  ٨( جتا            -= د س  )    ١ –س  ٨( جـا )           ٢

                                                         ٨  
  

                                             ١  
  جـ     + جـا  س =             س  د س   ٣جتا )           ٣

                                            ٣  
  

                                                         ١  
  جـ     )   +  ١ –س  ٤( جـا  =              د س  )    ١ –س  ٤( جتا )           ٤

                                                         ٤  
  

                                                        ١  
  جـ     )  + س ٣ – ٨( جـا  =              د س  )  س  ٣ – ٨( جتا )           ٥

                                                      - ٣  
  

                                             ١  
  جـ     + س    ٥ظـا  =           س  د س    ٥  ٢قـا)           ٦

                                             ٥  
  

                                                        ١  
  جـ     )  +  ١+ س  ٢( ظـا  =             د س  )    ١+ س ٢(  ٢قـا)           ٧

                                                        ٢  
  

                                                         -١  
  جـ     )   +  س ٣ – ٨(ظتا  =              د س  )   س   ٣ – ٨(  ٢قتا)           ٢

                                                         -٣  
  
  
  
  

  ---- )  ٥٢( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

    
        

   
    
        
   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   



 

 

  الرابعالدرس                                                                                                    التكامل بالتعویض 
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  
  د س )   ١ –س ٢( جـا  ٥أوجد       : مثال  

                                         - ٥-                                        ١  
  جـ  ) +  ١ –س  ٢( جـا =           جـ ) +  ١ –س  ٢( جـا ×            ٥=  الحل  حسب القاعدة   -

                                           ٢                                          ٢   
  د ص                                                                                                          

  = د س  د س  ٢=  د ص  ١ –س  ٢= نفرض ص =  الحل بالتعویض  -
                                                                                                        ٢   

  
  ٥                                 ٥د ص                                          

  جـ + جتا ص  -×  =         جـا ص  د ص =                جـا  ص                ٥             
                                 ٢                                  ٢             ٢  

            - ٥ -                              ٥    
  جـ ) +  ١ –س ٢( جتا            جـ    + جتا ص =                  

             ٢                                  ٢  
  
  
  
  
  

  د س ) س +  ٢س( جتا )    ١+ س  ٢( أوجد         :  مثال 
  د ص                                                                                       

  = دس  )  ١+ س ٢= ( د ص  س  +  ٢س=  نفرض  ص 
   ١+ س  ٢                                                                                    

  
  د ص                                               

  جـ) + س +  ٢س( جـا = جـ  + جـا ص = جتا ص  د ص  =           جتا ص            )  ١+ س  ٢(             
   ١+ س ٢                                            

  
  
  
  
  
  
  

  د س   )  ٦ –س ٣(  ه أوجد  :             مثال 
  د ص                                                                                

  = د س  دس   ٣= د ص   ٦ –س  ٣=  ص :  حلال
                                                                               ٣  

   ١                      ١                             ١د ص                           
  جـ+ )  ٦ –س ٣(  ه =      جـ +  صه =        د ص  ص ه=                             ص ه          

                     ٣                      ٣                             ٣          ٣  
  
  
  

  ---- )  ٥٣( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

    
        

   

    
        

   

    
        

   

  الزاویة= في الاقترانات الدائریة دائماً نفرض أن ص : ملاحظة 
    

        
   

    
        

   

    
        

   

   )القوة ( س =  في الاقتران الآسي  دائماً نفرض أن ص : ملاحظة 

    
        

   

    
        

   

    
        

   



 

 

  الدرس الرابع                                                                                                    ل بالتعویض التكام
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  
  : قاعــدة 

                                                   ١  
  جـ +  ) ب + أ  س (  ه =            دس   ) ب + أ س (  ه                      

  أ                                                   
  

  : مثال 
  

                                                ١  
  جـ +  ) س ٢ – ٨(  ه =            دس   ) س ٢ – ٨(  ه                  

                                                -٢  
  
  

  أوجد : مثال 
               دس  ) س +  ٢س(  ه )  ١+ س ٢(                         

  د ص                                                                                       
  = دس  دس )  ١+ س ٢= ( د ص  س  +  ٢س= ص      

   ١+ س  ٢                                                                                    
  

  د ص                                           
  جـ+  )س +  ٢س( ه=  جـ +  صه= د ص    صه     =                          ص ه )  ١+ س ٢=      ( 

   ١+ س  ٢                                     
  
  
  

  جد كلا من التكاملات التالیة   : ٢تدریب 
  

                                                -١                                           ١  
  جـ ) + س  ٤ – ٣( جتا =            جـ  ) + س  ٤ – ٣( جتا =          د س )  س ٤ – ٣( جـا )        ١

                                                -٤                                           ٤  
  
  د س )  ٨+  ٢س(  ٢س قـا)         ٢

  د ص                                                                                      
  = د س  د س س ٢= د ص   ٨+  ٢س=  ص               

    س ٢                                                                                  
  
  

      ١                         ١                                 ١د ص                                          
  جـ) +  ٨+  ٢س( ظـا =        جـ + ظـا ص =        ص  د ص  ٢قـا=               ص               ٢س قـا              

  ٢                         ٢                                 ٢        س  ٢                                
  
  
  

  ---- )  ٥٤( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 
  
  

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   



 

 

  الدرس الرابع                                                                                                      التكامل بالتعویض 
------ ----------------------------------------------------------------------------------------------------  

  
                 - ٢   

  د س )                          ٣
  ١+ س                

                                                                  ١                                      
  جـ + لـو    ص    ٢ -= د ص                ٢ -=    دس  = د ص   ١+ س = ص  

     هص                                                                                       
  
  جـ +     ١+ لـو     س  ٢ -=   

  ه            

  
  صد                                                                                                       

  = د س د س  س ٢=د ص   ٢س= ص  د س  ٢س ه × س ٤)        ٤
   س ٢                                                                                                      

  
  د س                                   

  .  جـ +  ٢سه  ٢= جـ   +  صه٢= د ص  صه  ٢=                        ص هس   ٤             
   س ٢                                  

  
           س   ١                         ١:                                                             مثال 

  د س        ٢ ه=          د س    ٢)  سه =           ( د س      سه جد                        
  

          ١                         ١  
  د ص        ٢= د س  د س   =        د ص   س =       ص 

          ٢                         ٢  
                                                                                                     ١  

        س 
  جـ+        ٢ه  ٢=  جـ +   صه  ٢= د ص    صه ٢=         د ص   ٢×  صه                  

  
                        

  أوجد  : مثال 
                            ٣  

  .د س                                         
   ٢ –س                          

  
   ٢=  ٢ – ٤= ص    ٤= س  د س = د ص   ٢ –س = ص 

                                            ٥= س   ٣=  ٢ – ٥= ص             
  

                        ١                                 ٣         
  د ص                  ٣=  د ص                                   

  ص                               ص                                  
                                  ٣    

  
  . ٢لـو ٣ – ٣لـو ٣=    ] ٢لـو  – ٣لـو   [  ٣= لـو     ص                          ٣=  

                                  ٢    
  

  ---- )  ٥٥( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

    
        

   
    

        
   

    
        

   

    
        
   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

   ٥  
        

   
  ٤  

   ٣  
        

   
  ٢  

   ٣  
        

   
  ٢  



 

 

  الدرس الرابع                                                                                                  التكامل بالتعویض 
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  
  : مثال 

  د س                 )  ٢+ س  ٣( ه  ٩                 
  د ص                                                                                                                                  
  =        سد   د س  ٣= د ص   ٢+ س  ٣= ص                      

                                                                                          ٣  
              ٠= س   ٢=  ص   
              ٢= س   ٨=  ص  

  
  ٨د ص                                                                                

  .  ٢ه  ٣ – ٨ه  ٣=         صه  ٣= د ص  صه  ٣=                          صه  ٩                 
                               ٢                                                      ٣        

  
  

  احسب قیمة كل من التكاملات التالیة  :   ٣تدریب 
  
  
  د س   ٣) ٢+  ٢س( س )        ١
  

  د ص        :                                                                 الحل          
  = د س   س  دس ٢= د ص   ٢+  ٢س= ص                   

  س٢                                                                                     
  
  ١ - = س   ٢+  ٢)  ١ -=  ( ص   ٣= ص   
  ٠= س      ٢+  ٢)   ٠= ( ص     ٢=  ص   

                                                                                                   ٢  
               ٤ص      ١                             ١د ص                                         

       =         د ص  ٣ص=                            ٣س  ص                  
     ٣        ٤       ٢                             ٢س          ٢                                

  
         ٦٥ -                               ١                                         ١  

             =]  )٨١ – ١٦ [          =   ] ٤)  ٣(    – ٤)  ٢ [   =  
         ٨                                  ٨                                         ٨  

  
        ١+ س                      

  د س)                                          ٢
  )    ١+ س ٢+  ٢س(              

  د ص                                                                                              
  = د س  دس  )  ٢+ س ٢= ( د ص   ١+ س ٢+  ٢س= ص 

  )  ١+ س (  ٢                                                                                        
   ٩ =ص   ٢= ، س  ٤= ص   ١= س 

  
    ١                    ١           ١د ص                      ١+ س            

  د ص   ٢ – ص=              د ص =                                                                      
  ٢                 ٢ص           ٢)       ١+ س (  ٢       ٢ص             

  ---- )  ٥٦( صفحة ------------------------------------------------------------------------- ------------------- 

   ٢  
        

   
  ٠  

   ٨  
        

   
  ٢  

   ٨  
        

   
  ٢  

   ٠  
        

   
  -١  

   ٢  
        

   
  ٣  

   ٢  
        

   
  ٣  

   ٢  
        

   
  ١  

   ٩  
        

   
  ٤  

   ٩  
        

   
  ٤  

   ٩  
        

   
  ٤  



 

 

  الدرس الرابع                                                                                                التكامل بالتعویض
----------------------------------------- -----------------------------------------------------------------  

  
                             ٩                                                 ٩      

  ٩×  ١         ٤×  ١           ١                   ١        ١                 ١ - ص       ١        
 =                                =-                            =-                            –   

  ٩×  ٤          ٤×  ٩           ٢          ٤ص             ٢                 ٤      ١ -         ٢        
  
  

        ٥                 ٥-         ١  
= -                                             =  

        ٧٢               ٣٦         ٢  
  
  

                   ٢  
  د س )                          ٣

  ٢+ س                
  

   ٥=  ٢+  ٣= ص   ٣= ، س  ٣=  ٢+  ١= ص   ١= س  د س = د ص   ٢+ س = ص 
                                                          ٥       

             ١  
         ٣لـو ٢ – ٥لـو ٢=    ] ٣لـو  – ٥لـو   [ ٢=  لـو   ص                 ٢= د ص                   ٢

          هه                  ه                                        ه                    ٣ه                          ص                                    

  
  
  
  
  د س  )  ١ –س  ٢( ه  ٢)         ٤

  د ص                                                                                
  = د س   د س  ٢= د ص   ١ -س  ٢= ص            

                                                                                ٢         
  

   ٧=  ١ – ٤×  ٢= ص   ٤= ، س  ١=  ١ – ١×  ٢= ص   ١= س 
  

                      ٧د ص                                      
  . ١ه  – ٧ه =          صه =                صه  ٢        

                      ١                    ٢    
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ---- )  ٥٧( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

   ٣  
        

   
  ١  

   ٥  
        

   
  ٣  

   ٤  
        

   
  ١  

   ٧  
        

   
  ١  



 

 

  رس الرابعالتكامل بالتعویض                                   تمارین ومسائل                           الد
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  
  :جد كلا من التكاملات التالیة )   ١
  

              ٥     
  د س            ٣) س ٣ – ٥)                ( أ  

  د ص                                                                           
      س ٣ – ٥=  ص  د س  ٣ -= د ص  د س =  

                                                                             -٣  
  

  ٣             ١د ص                             ٥                 

  د س   ٥ ص             -=                 ٣ص                         
                                      -٣            ٣   

  
                                   ٣   

+   ٨                                                                    ٥×  ١   

  ٥ص              ١                       ٥×  ١       ٥ص               ١             

  جـ+                                 -= جـ  +                                               -=       
             ٨                ٣                      ٥×  ١        ٣               ٣     

                                    +  
                              ٥                                         ٥×  ١        ٥   

  
                              ٨           

   ٥ص  ٥            ١       
  جـ +                                   -= 

       ٨              ٣  
  

                              ٣     
  .د س     ٤ –س ٦+  ٢س)        ٣+ س )       ( ب 

  د ص                                                                                                                         
  ٤ –س ٦+  ٢س= ص    د س   ٦+ س  ٢= د ص  د س =  

  )  ٣+ س (  ٢                                                                                            
  

            ١             ١د ص                                    ٣                         
  د ص    ٣ص=                                 ص        )          ٣+ س =     (   

   ٢)        ٣+ س (  ٢                                            
  

                       ١  
+

   ٤                                  ٣×  ١        
   ٣ص           ١                 ٣×  ١       ٣ص           ١     

  جـ       =                                             =                            + 
     ٤            ٢              ٣×  ١        ١           ٢      

  
                  ٣                            ٣×  ١        ٣  

                        ٤     

  ٣ص  ٣       ١     

  جـ =                               + 
     ٤          ٢  

  
  ---- )  ٥٨( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   



 

 

  الدرس الرابع                     التكامل بالتعویض                                   تمارین ومسائل      
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  
    ٥ –س  ١٠                     

  د س)                                          جـ 
  ٣)  ٥+ س  – ٢س (                 

  
  د ص                                                                                         

  = د س   ١ –س ٢= د ص   ٥+ س  – ٢س= ص 

   ١ –س  ٢                                                                         
  

             ١+  ٣ –ص  ٥د ص                                                   )    ١ –س ٢(  ٥                  
  جـ =                     +  ص د  ٣ -ص ٥=      ×                                                              

  ١+  ٣ -                                      ١ –س  ٢                  ٣ص                         
  

  ٥ -           ٢ –ص  ٥                    
  جـ        =                     =               +              

  ٢ص٢              ٢-                        
  

                  ٣   
  د س        )                           د 

   ١٢ –س ٣             
  د ص                                                                                  

  = د س  دس  ٣= د ص   ١٢ –س  ٣= ص             
                                                                                    ٣  

  
    ١د ص                            ٣              

  جـ+     ١٢ –س  ٣لـو   = جـ  + لـو     ص    =  د س   =                                                        
   ه                           هص                                       ٣ص                       

  
  
  د س )  ٨ –س  ٥(  ٢قـا )    ه

  د ص                                                                             
  = د س  د س   ٥= د ص    ٨ –س  ٥= ص          

                                                                             ٥  
  ١                                   ١ص        د                       

  جـ    + ظـا ص =         ص  د ص  ٢قـا=                ص             ٢قـا         
                        ٥                                  ٥           ٥  

  
  د س )   ٢س  – ٤( جـا × س  ٢   )  و

  د ص                                                                           
  = د س  د س س  ٢ -= د ص   ٢س  – ٤= ص  

  س   ٢ -                                                                        
  د ص                               

  جـ) +  ٢س – ٤( جتا = جـ + جتا ص  - -= جـا ص  د ص        -= س  جـا ص              ٢          
  س  ٢-                             

  
  ---- )  ٥٩( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   
    

        
   

    
        

   

    
        

   



 

 

  تمارین ومسائل                           الدرس الرابع التكامل بالتعویض                                  
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

                                          ١  
  جـ  +  )  ١ –س  ٩(  ه =          د س  )  ١ –س  ٩(  ه )         ر 

                                         ٩  
  

  س                                س                        
  جـ (          )  + جـا   ٣=  د س  (          )  جتا )          ح 

                         ٣                                 ٣   
  ١س                                  

  د ص  ٣= د س  د س =          د ص  =          ص   
             ٣                       ٣    

  س                                                                                    
  جـ (           ) + جـا   ٣= جـ    +جـا ص   ٣=   د ص ٣×  جتا ص              

                                                                                   ٣  
  
  :جد كلا من التكاملات التالیة  )  ٢

                                                                  ٢          
     ٥)  ٣ – ١×  ٢(  – ٥)  ٣ – ٢×  ٢(            ٥)  ٣ –س ٢(                                             

  =                              =                    د س    ٤)  ٣ –س  ٢)    ( أ 
                                                ١٠                                       ٥×  ٢   

                                                                  ١    
  

       ١            ٢         ١ -  – ١  
=            =                  =  

          ٥            ١٠            ١٠  
  
  
  

             
  

  د س  ٢) ٥ – ٣س(  ٢س )       ب 
  

  د ص                                                                                       
  = د س  د س  ٢س ٣  =  د ص    ٥  – ٣س = ص 

  ٢س ٣                                                                                    
   ٣= ص   ٢= ، س  ٥ -= ص   ٠= س 

  
  ١٥٢                                    ١      ٣                  ١د ص                                    

  =     ١٢٥ -  – ٢٧=                    ٣ص=                           ٢ص  ٢س         
   ٣                                     ٣      ٥ -                 ٣       ٢س٣                            

  
  
  
  
  
  

  ---- )  ٦٠( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

    
        

   

    
        

   

    
        

   

  ٢  
        

   
  ١  

  ٢  
        

   
   ٠  

  ٣  
        

   
 -٥  



 

 

  التكامل بالتعویض                                   تمارین ومسائل                           الدرس الرابع
---- ------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  
  س        ٢                  

  د س  )                           ج 
  ١+  ٢س ٣              

  د ص                                                                                      
  = دس  دس   س  ٦= د ص   ١+  ٢س ٣=  ص        

  س  ٦                                                                                
   ١= ص   ٠= ، س  ٤= ص   ١ - = س       

  
  

  ١       ١                           ٢                 ١         ٢س     د ص        ٢          
    ٤لـو   – ١لـو =            لـو    ص          =            د ص  =                                                   

       هه                        ٣       ٤                ه         ٦ص                         ٦س        ٦ص                 

  
  

                    ٢     
  د س )                          د 

         ٤ –س  ٢              
  د ص                                                                

  = د س  د س  ٢= د ص   ٤ –س  ٢= ص 
                                                                  ٢  

   ٦= ص   ٥= ، س  ٢= ص   ٣= س 
  

       ٦ د ص                                 ٢                    
       ٢لـو   – ٦لـو=  لـو    ص           =                                         

    هه                       ٢                 ه            ٢   ص                       

  
  
  
  د س  )  ١ - ٢س (  ه س  ٦     ) ه 
  

  د ص                                                                  
  = د س  س د س  ٢= د ص  ١ – ٢س= ص 

  س ٢                                                                 
   ٨= ص   ٣= ، س  ٠= ص   ١= س 

  
  د ص                             

  . ٣ – ٨ه ٣=   ٠ه٣ – ٨ه ٣= د ص   صه٣=                        صه س  ٦     
  س        ٢                       

  
  
  
  
  
  

  ---- )  ٦١( صفحة -------------------------------------- ------------------------------------------------------

   ٠  
        

   
 -١  

   ١  
        

   
  ٤  

   ١  
        

   
  ٤  

   ٥  
        

   
  ٣  

   ٦  
        

   
  ٢  

   ٣  
        

   
  ١  

   ٨  
        

   
  ٠  

   ٨  
        

   
  ٠  



 

 

  التكامل بالتعویض                                   تمارین ومسائل                           الدرس الرابع
------------------------------------------------------------------------------------------------- ---------  

  
  ، فاكتب قاعدة  ٣)  ٢ –س  ٤( یساوي ) س ، ص ( إذا كان میل المماس لمنحنى الاقتران  ق عند النقطة )   ٣

  ) .  ٨،  ١( الاقتران  علما بأنھ یمر بالنقطة              
  

   جـ) + س ( ق =  د س  )   س ( ق      ،  ) س ( ق  = م :  الحل 
  

  ٤)  ٢ –س  ٤(                ٤)  ٢ –س  ٤(                                             
         )جـ=                         +  جـ =                       + د س   ٣)  ٢ –س ٤  

                                                 ١٦                           ٤×  ٤  
  
  
  ٨،  ١( یمر بالنقطة  (  ق )٨) =  ١   
  

  ١٦                    ٤)  ٢ - ×  ٤(                              ٤)  ٢ –س  ٤(                      
   ٨= جـ +           ٨= جـ  )  =                    + ١( ق   جـ )  =                         + س ( ق 

                           ١٦                             ١٦                                           ١٦  
        ٤)  ٢ –س  ٤(                                                        

  ٧) =                     +   س ( ق     ٧= جـ   ٨= جـ +  ١
                                                               ١٦  

  
  
     د س )   ٢س( س ق  ٢، فاحسب قیمة        ٨ -) =  ١( ، ق  ١٢) =  ٤( إذا علمت أن  ق        )٤
  

  د ص    :                                                        الحل 
  = د س  س د س  ٢= د ص    ٢س= ص   

  س    ٢                                                                
   ٤= ص   ٢= ، س  ١=  ص   ١ -= س 

  
  د ص                                             

  د ص ) ص ( ق  )                 =            ص ( س  ق   ٢           
  س ٢                                      

                    ٤          
  .  ٢٠=  ٨+  ١٢=  ٨ -   – ١٢)  =  ١( ق  –)  ٤( ق )           =  ص ( ق  

                   ١    
  ث/م ٢) ١+ ن (  ٣) = ن(یتحرك جسم على خط مستقیم بحیث أن سرعتھ بعد ن ثانیة  تعطى بالعلاقة ع)  ٥

  م ١) = ٠( بدء الحركة ،علما بان موقعھ الابتدائي ف  جد المسافة التي یقطعھا الجسم بعد ثانیتین من          
  

   د ن ٢)  ١+ ن (  ٣) =      ن ( د ن ، ف ) ن ( ع ) =      ن(ف :  الحل 
                     

                         ٣)  ١+ ن (  ٣               
     ٠= جـ   ١= جـ +  ١  ١= ، ـ ج+  ٣) ١ + ٠(   ١) =  ٠( ف   جـ      ) =                     + ن ( ف 

                       ٣  
  ن ( ف ) =  ( ١+ ن  (٣   ف )٢  ) = (م  ٢٧=  ٣)  ٣=(   ٣)  ١+  ٢  
  

  ---- )  ٦٢( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 
  

    
        

   
    

        
   

   ٢  
        

   
  -١  

   ٤  
        

   
  ١  

   ٤  
        

   
  ١  

    
        

   

    
        

   


