
 

  
 

  اختبر معلوماتك
  :لكل من الاقترانات الاتیة     دص جد      
  : الحل                                                           دس         

  ٤ – ٢س ٣= ص  )   ١                                    ٣+ س  ٤ – ٣س= ص ) ١
  ٢×  ٤) ٣+ س  ٢(  ٥= ص  )   ٢                                        ٥) ٣+ س ٢= ( ص ) ١
  )س٤+٢س(جتـا) ٤+ س٢= (ص )   ٣                    )                س ٤+  ٢س(جـا= ص ) ٣
  ٠ س             ٢ =   ص )   ٤                         ٠ س )     س  ٢(  ھـلـــو= ص ) ٤

  )١+ س  ٣(           س٢                                                              ) ١+ س  ٣(                
  ھــ٣= ص )                  ٥                                 ھــ                       = ص  )٥
  .، فجد الایراد الحدي   ٥+  ٢س ٢+  ٣س) = س ( إذا كان اقتران الایراد الكلي د) ٢

  س  ٤+  ٢س ٣) = س (الایراد الحدي           د الحل      
  : ارسم منحنى كل من الاقترانات الاتیة) ٣

                      
                            ٣) = س ( ق ) ١ 

           
 
  

  
                   

                  ٤ –س  ٢= ) س ( ق )   ٢     

          
 ------------------------------------------------------------------------------ )١ ( ---------   

   ١    ٠    ١ -   س 
  ٣   ٣       ٣    ص 

  ٢   ١   ٠   س 
  ٠  ٢-  ٤-  ص



 

  
 

   ٢+ س  ٤ – ٢س) = س ( ق )  ٣ 
                                                     

                                    
  
  
    ٢س – ٤) = س ( ق )  ٤ 

                                        

  
  
  
  ٢- = عندمـا س ) س(، فجد میل المماس لمنحنى ق١+ س٢-٢س+  ٣س) = س(إذا كان  ق)  ٤
   ٢-س ٢+  ٢س٣) س ( ق   ) ٢-( ق =  م : الحل   

  ٦=  ٢ – ٤ – ١٢=  ٢-) ٢- (٢+٢)٢-(٣= م ) = ٢-( ق 
  
  
  .ســـــم  ٤ســــم وارتفاعھ     ١٢جد مساحة المثلث الذي طول قاعدتھ   ) ٥
  الارتفاع × نصف القاعدة  = مساحة المثلث : الحل   

  ٢ســـــــــــــــم ٢٤=      ٤×    ١٢×     ١  = م             
                   ٢     

  
  
  

----------------- --------------------------------------------------------- )٢ ( ----------  

  ٤   ٢   ٠   س
  ٢   ٢-  ٢   ص

  ٢   ٠   ٢-  س
  ٠   ٤   ٠   ص



 

  
 

  التكامل غیر المحدود                                                                                            الدرس الأول
------------------------------------------------------------ ----------------------------------------------  

   ١+  ٢س )  = س ( ق   
  
  
  

  ٢س  ٢                     
  جـ=              + س  ٢        

                       ٢  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  : مثال 
  ) س ( جـ حیث جـ عدد ثابت جد ق +  ٤س)  = س ( إذا كان  ق  

  
  

  :مثال 
  جد    ٤س=  ا كان     ص  إذ 

  
  

           
  

  : مثال 
  جد
  
     
  
  

  :مثال 
  جد 

  
  المشتقة ھي ما داخل التكامل    ٥س ٦) = س ( ق  

  

  :مثال 
  دس فجد  )  ٢+  ٣س=   ( إذا كان  ص  

  
  المشتقة ھي ما داخل التكامل 
  
  
  
  

  ----)  ٣( صفحة ----------------------------------------- --------------------------------------------------- 

  د  
  دس 

                             
  د       )     س ( ق  =   دس                      )  س ( ق        

  )س(د  

  قاعدة

   
     س ٢) = س ( ق       

  قاعدة     جـ) + س ( ق = د س ) س ( ق      
  حفظ

  مشتقة التكامل

  حفظ  ساوي ما داخل التكاملمشتقة التكامل ت

   
  ٣س ٤) = س ( ق       

  د  
  .دس   ٤س              

  د ص    دس 
   ٤س) = س ( ق  =            

  دس  

  د                                                     د   
    ٣س ٤=          )  =      س ( ق    دس   ٣س ٤             

  دس                                                 د س 

  د ص  
  د س  

  د ص  
   ٢+  ٣س=              

  د س  

  د  
  )  س ( دس ، جد   ق )  ٥س ٦(               

  دس 

  مشتقة التكامل تساوي ما داخل التكامل



 

  
 

  التكامل غیر المحدود                                                                                            الدرس الأول
--------------------------------------------------------------------------- -------------------------------  

  :مثال
  )  =  س ( إذا كان  ق  

  
  : الحل  

    ) =س ( ق    و من ثم التعویض ) س ( یجب أولاً  إیجاد ق )   ٢( لإیجاد ق    
   

      ٢( ق                     = (                         
  
  
  
  
  
  
  
  قـواعـد التكـامـل  

  
  دة الأولىالقاع 
  )ثابت التكامل ( جـ  ، جـ عدد ثابت  + أ س = حیث أ عدد ثابت  ، فإن       أ دس  أ )  = س ( إذا كان  ق   

  
  

  : أمثلة على القاعدة الأولى 
  
  ه+ جـ س = جـ دس        - ٣جـ        + س ٧= دس   ٧     -٢جـ             + س ٣= دس  ٣     - ١

                                                                                                           ١                             ١    
  جـ+ س  ٢)  ٢= ( دس   ٢)  ٢(    - ٦جـ  + س   ٣=   د س   ٣      - ٥جـ           + ن س = ن د س      - ٤
  
  
  القاعدة الثانیة 

                                                                                
  
  
  

  : جد التكاملات التالیة : مثال 
  

  نستخدم القاعدة الثانیة :  الحل    دس   ، ٣س            
  
  

  ٤س                                  

            جـ =           + دس   ٣س  
                                   ٤  

  
  
  

  ----)  ٤( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

        ١  
  )  ٢( دس   ، جد ق                   

   ٤+ س      

      ١  
  ٤+ س    

       ١  
  ٤+ س    

       ١  
    ٤+  ٢  

       ١  
       ٦  

  تذكر دائمـاً  
  فإن نس )   = س ( ق    
   ١ –ن  ن س) =  س ( ق      

       ١+ ن  س                          
    ١ -  ≠جـ   ، ن =                 + دس  نس      

   ١+ ن                           
  

  حفظ
  مھم جدا

       ١+ ن  س                          
    ١ -  ≠جـ   ، ن =                 + دس  نس      

   ١+ ن                           
  



 

  
 

  
  درس الأولالتكامل غیر المحدود                                                                                            ال

 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  
  

  : مثال 
             ١  

  أولاً یجب تحویل الكسر إلى الصورة القیاسیة:  د س            الحل                      
                                    ٢س            

  
  
  
  
  
  

   ١ -س          ١+  ٢ -س                                              ١             

  جـ=                  =             +   د س   ٢ -س=        د س                        
   ١ -           ١+  ٢ -                                                        ٢س            

                             - ١ -           ١   
    - ١ -س  ١      =            =  

  س          ١س                             
  
  
  
  
  

  : مثال 
              ٢       

  ) .    یر المحدود التكامل غ( د س  ، أوجد قیمة التكامل    ٣س          
  

          ٥                            ٢:                              الحل 
   ٣س                   ١+   ٣س                   ٢              

  جـ=               + جـ  =                     + د س     ٣س          
                                 ٥                      ١+     ٢  

                                 ٣                               ٣    
                  ٥     

  ٣س٣            

  سطفي حالة الكسور  یجب دائماً توحید  المقامات       مقام المقام یرفع إلى الب=                         
               ٥   

  
  
  
  
  

  :مثال
   ٦س ٢                ٦س ٤                             ٦س                                                            

  جـ =              + جـ =               + جـ     +             ٤= دس  ٥س     ٤=  دس  ٥س ٤            

                                                             ٣                     ٦                       ٦  
  ----)  ٥( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

  أ:                   قاعدة  
  .یجب أن نضعھا في البسط ونغیر إشارة الأس    ن -أس=  ) =            س ( إذا كان ق  

  نس                              

  :قاعدة 
الأس إذا كان في البسط سالباً ینزل إلى المقام و یصبح موجباً و إذا كان الأس سالباً  في المقام یرفع 

  .إلى البسط ویصبح موجباً 

  ) : ١( خاصــــــــــیة 
  دس) س ( أ     ق =   دس  ) س (أ ق :        إذا كان أ عدداً ثابتاً فإن 



 

  
 

  الدرس الأول                                                                         التكامل غیر المحدود                   
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  :مثال
                              ٣ص ٦ -                                                                             

  جـ+  ٣ص ٢ -= جـ  =               +  جـ     = + د ص  ٢ص     ٦ -= د ص  ٢ص ٦ -            
                                                                                 ٣                  

  
  
  
  
  
  

  :  مثال
  

  د س  ٤س ٥+     د س  ٢س٣=     د س  )  ٤س٥+  ٢س٣(         
               

  ٥س ٥          ٣س ٣              
  جـ     +  ٥س+  ٣س=   جـ    =              +                +          

                 ٥               ٣  
  :مثال 

   ٢س ٦                                          
  جـ + س ٥+  ٢س٣=  جـ +  س  ٥=             +  د س  )  ٥+ س  ٦(       

                                             ٢  
  

  : مثال 
     ٢ع٣        ٨ع                               ٢ع٣        ٨ع ٢                                                      

  جـ+ ع  ٩+             -=             جـ  + ع ٩+                -=                    د ع )    ٩+ ع ٣ - ٧ع ٢(       
                                                       ٢           ٤                                 ٢             ٨  

  
  : مثال 

  ، فجد ١+ س ٢)  = س ( یساوي   ق ) س ، ص ( عند النقطة  ) س(إذا كان میل المماس  لمنحنى الاقتران ق  
  ) . ٤،  ١( علماً بأنھ یمر بالنقطة ) س ( قاعدة الاقتران  ق    

  : الحل 
  ٢س   ٢                                                                                                                      

  جـ+ س ) =          + س ( ق  د س ) ١+ س ٢) =    ( س ( ق  دس )  س ( ق  ) =    س ( تعلم أن  ق 
                                                                                                                          ٢  

    ٤) =  ١( یعني ذلك أن ق )   ٤،  ١( بما أنھ یمر عبر النقطة    
                              

                      ٢)  ١(  ٢   
    ٤= جـ ) +  ١) =               + (  ١( ق     ٤= جـ  +  ١+  ١    =٤= جـ +  ٢   

                          ٢  
                                                                      

            ٢ – ٤= جـ    ٢= جـ     ٢+ س +  ٢س) = س ( إذن ق   
  
  

  ----)  ٦( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 
  

  ) : ٢(  خاصــــــــــیة
  

  د س  ) س (  ه      +د س  ) س( ق =    د س )) س (  ه +)  س ( ق (          

  یجوز فصل التكامل
  یجوز توزیع التكامل



 

  
 

  الدرس الأول                                                                                     التكامل غیر المحدود       
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  : مثال 
  

  د س )  ١+ س (   ٢) ١ – ٢س ( جد     
  

  . أولاً نجري عملیة الضرب و من ثم نجري عملیة التكامل :  الحل 
  
  د س )   ١+ س +  ٢س٢ – ٣س٢ – ٤س+  ٥س=    (      د س )  ١+ س ) ( ١+  ٢س ٢– ٤س=     (  

  
  

   ٢س        ٣س٢     ٤س٢     ٥س       ٦س         
  جـ + س +       +                -           -=          +             

         ٢           ٣          ٤          ٥          ٦  
  

   ٢س        ٣س٢     ٤س       ٥س       ٦س         
  جـ + س +          +             -           -=          +             

         ٢           ٣          ٢          ٥          ٦  
  
  
  
  
  
  
  
  
  التكامل غیر المحدود و قواعده   

  
   تعریف التكاملجـ             ) + س ( ق = د س  )  س ( ق  #       

  
  

   #  
  
  
  قـواعـد   

  
  القاعدة الأولى 
  )ثابت التكامل ( جـ  ، جـ عدد ثابت  + أ س = حیث أ عدد ثابت  ، فإن       أ دس  أ )  = س ( إذا كان  ق   

  
  
  القاعدة الثانیة 

  ROOTالقاعدة الأصل                                                                                      
  
  
  
  

  ----)  ٧( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

  ١+  ٢س    
   ١ – ٢س×  

  
  ٢س ١ – ٤س  

   ١+  ٢س ١ -+    
  

  ١+  ٢س٢ – ٤س    
   ١+ س ×  

  
  س+  ٣س٢ – ٥س

   ١+  ٢س٢ – ٤س+      
  

  ١+ س +  ٢س٢ – ٣س٢ – ٤س+  ٥س

  المتشابھ نجمعھ و غیر المتشابھ ننزلھ

  د  
  )س ( ق  = د س )  س ( ق               

  دس 
  مشتقة التكامل تساوي ما داخل التكامل

       ١+ ن  س                          
    ١ -  ≠جـ   ، ن =                 + دس  نس      

   ١+ ن                           
  



 

  
 

  
  ) . س ( جــا س دس أوجد   ق  ٢) =   س ( إذا كانت ق :ال ـــمث

  . جــا س      ،                  مشتقة التكامل تساوي ماداخل التكامل ٢) = س ( ق   : الحــل
  :  ال ـــمث

  ). س ( دس أوجد ق ) ظــــا س ٥+ جــــا س  ) =     ( س ( إذا كانت ق
  .، مشتقة التكامل تساوي ماداخل التكامل    ظــــــا س  ٥+ جــــا س ) = س ( ق   : الحــل

  )  ١( ب ــدریــت
  ).س ( دس أوجد   ق  ) جتــــــا س + جــــا س  ) =     ( س ( إذا كانت ق

  .جتــــــا س    ،     مشتقة التكامل تساوي ماداخل التكامل+ جــــا س ) = س ( ق   :الحل  
  دودــیر المحــل غـامـكـد التــواعـق
  
  

  ) س(الاقتران ق
  

  
  ) س ( المشتقة   ق  

  
  جـــ ) + س ( ق =  دس ) س ( التكامل           ق   

  
  أ س ) = س ( ق 

  
  أ ) = س ( ق        

  
  جـــ ، أ ثابت ، جـــ ثابت التكامل+ أ س = أ دس         

  
  ١-≠، ن  ١+نس ) =  س(ق 

                        ١+ن                

  
  نس ) =  س ( ق   

  
  ١ - ≠جــ ، ن +    ١+نس  = دس ن س        

  ١+ن                         
  

  
  ٠≠،سس ھـلـــو)= س(ق
  

  
  ٠≠، س ١   )=  س(ق    

  س                      

  
ــ+ س ھـلـــو= دس   ١                 ج

  س               
  س                 

  ـھـ) = س(ق 
  

  س                   
  ھــ) = س(ق    
  

  س                  س            
  جــ + ھــ    =    ھــ     دس          

  
  جــــــا س ) = س(ق 
  

  
  جتـــــا س) = س(ق 

  
ــ+ جــــــــا س = جتـــــا س دس           ج

  
  جـتـــــا س   -) = س(ق 

  
  جــــــا س) =  س(ق 

  
  جــ + جتــــــا س  -= دس  جــــــا س          

  
  ظــــــا س ) = س(ق 
  
  

  
  س  ٢قــــــا) = س(ق 
  

  
  جــ+ ظــــــا س = س دس  ٢قــــــا          

  

  
  جــ+  )  س( ق  ھـلـــو=  دس     ) س ( ق             : )  ٣( دة ـــقاع

  ) س ( ق                                      
  إذا كان البسط مشتقة للمقام فإن تكامل الإقتران یساوي لوغاریتم مطلق المقام  
  
  جــ  +  س ھـلـــو ٥=    دس       ١          ٥=    دس     ٥     :   الـــمث

  س                        س               
  

  ----)  ٨( صفحة --------------------------------------- -----------------------------------------------------



 

  
 

  ١+  ٢س ھـلـــو  = دس      س  ٢          : ال ــــمث
  لاحظ أن البسط مشتقة للمقام                                            ١+٢س                      

  جـ +  س+  ٢س ھـلـــو=   دس         ١+ س  ٢           :ال ــــمث
  لاحظ أن البسط مشتقة للمقام                                        س+  ٢س                      

                 س              س         :) ٤( دة ـــقاع
  .وتكاملھ ننفسھجــ ،         الاقتران الأسي مشتقتھ نفسھ + ھــ   = دس     ھــ                         

  س                      س              ) ١:(ال ــمث
  جـ + ھــ      ٥=  دس     ھــ   ٥                     

  س                           س)                      ٢(          
  .جـ + ھــ ٧+   ٣س  = دس) ھــ    ٧+  ٢س(                    

                                                    ٣ ٣   
  دس )       ٢س+         ھــ     ٨  -    ٢   )    ( ٣(          

      ٣س                      
    ٢           س                                            

  دس )      ٣س +   ھــ      ٨ -  ٣- س ٢=      (              
  ٣×١  +    ٢          س                                           

  جـ +   ٣×١       ٣س+   ھــ     ٨  -        ٢-س ٢=              
                  -٣×١  +    ٢                                ٢  

                                                                ٣×١            ٣  

     ٥                   س                                   
  جـ+    ٣س ٣+   ھــ   ٨-   ٢- س -=              

                                              ٥   
  ) :  ٥( دة ــــقاع

  
  . جـ + جـــــا س = جتــــا س دس   )١
  

  . جـ + جتـــــا س  - = جــــــا س دس )      ٢        
  

  . جـ + ظـــــا س =  س دس  ٢قـــــا)       ٣        
  
  
  

  : مثــــال 
  .  جـ+ جـــــا س  ٣+  جتــــا س ٢-=  دس) جتــــا س ٣+ جــــــا س  ٢)    (  ١        

  
  جـ+ ظـــــا س  ٨ -جتــــا س ٥ - ٤س٢ ) = س دس ٢قـــــا ٨ –جـــــا س ٥+٣س٢)     (  ٢       

                                                                                ٤  
  جـ+ ظـــــا س  ٥= س دس  ٢قـــــا  ٥= د س        ١              ٥=   د س        ٥      )        ٣      

  س ٢ـاجتـ                          س ٢ـاجتـ                 
  ---- ) ٩( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

من المقام  ٣سرفع  ھنا یجب)١
إلى البسط مع تغییر إشارة الأس 

  لنتمكن من إجراء التكامل
  
نقوم بتحویل الجذر إلى الصورة ) ٢

 لنتمكن من إجراء التكامل الأسیة

  مقام الأس                     

  
ن                                 

م
   

           نس=     مس         

         

  بسط الأس                            

  : تذكر
    ١         =قـــــا س ) ١

  ـا س جتـ                    
    ١      = س ٢قـــــا )٢

  س  ٢ـاجتـ                    
  
  جـــــا س    =ظـــــا س ) ٣

  جتـــــا س                       



 

  
 

  یساوي)  س ، ص( عند النقطة ) س ( إذا كان میل  المماس لمنحنى الاقتران ق   :مثــــال
  ؟)   ٤،  ١( یمر بالنقطة   إذا علمت أنھ)  س ( ،   فجد قاعدة الاقترا  ق ١+ س  ٢) =  س ( ق    
  

  س  ٢) = س ( ق  )   س ( ق   =    تعلم من الفصل الماضي أن المیل  م : الحل 
  د س) س ( ق         = ) س ( ق    تعریف التكامل من       

          
  جـ   +س +  ٢س ٢) = س ( ق   د س  )  ١+ س  ٢)   =       ( س ( ق        

                                                                                   ٢  
   ٤) =  ١( ق    )  ٤،  ١( بمــا أنھ یمر بالنقطة . جـ + س +  ٢س) =  س ( ق     
        
  ٢= جـ     ٤= جـ +  ٢  ٤= جـ +  ١+  ١   ٤= جـ  +  ١+  ٢) ١) =  (  ١( ق 
   ٢+ س +  ٢س=    )س ( ق

  ث/ م )ن١٠ –٢ن٣)=(ن(یتحرك جسیم في خط مستقیم بحیث تكون سرعتھ ع معطاة بالعلاقة ع   : مثــــال
ثوان من بدء الحركةعلماً بأن الموقع الإبتدائي للجسیم     ) ٥(جد المسافة التي یقطعھا الجسیم بعد مرور  

  ٦)= ٠(ف
  جـ+   ٢ن١٠ –٣ن٣= د ن ) ن١٠ –٢ن٣(  =  د ن  ) ن(ع) =        ن(ف  : الحـــل

٢ ٣  
  ٦= جـ    ٦= جـ +٢)٠(٥ - ٣)٠(  ٦)= ٠(جـ  ، ف+ ٢ن٥ –٣ن) =  ن(ف 
   ٦+ ٢ن٥ –٣ن) =  ن(ف 

  ثوان من بدء الحركة ھي ) ٥(المسافة التي یقطعھا الجسیم بعد مرور 
  . م ٦=  ٦+  ١٢٥ – ١٢٥=   ٦+ ٢)٥(٥  - ٣)٥)= (٥(ف

فجد المسافة  ٢ث/ ن م١٢) = ن(تسارع جسیم ت بعد ن من الثواني یعطى بالعلاقة ت إذا كان      :مثــــال
ث وموقعھ / م ٤)= ٠(التي یقطعھا الجسیم بعد ن ثانیة من بدء الحركةعلماً أن السرعة الإبتدائیة للجسیم ع

   .ثوان) ٥(المسافة التي یقطعھا الجسیم بعد ثم أوجد،م١٥)= ٠(الإبتدائي ف
  

  ) ن(ف = د ن   )ن(ع=      د ن  )ن(ف       ) ن(ف ) = ن(ع  :الحـــل
  

  )ن ( ع = د ن ) ن ( ت      =  د ن ) ن(ع     ) ن(ع )= ن(ت            
  

  جـ+  ٢ن ٦= جـ +  ٢ن١٢=  د ن ) ن ١٢) =     ( ن(ع د ن ) ن(ت) =       ن(ع            
                                                                                        ٢  

  ٤= جـ  جـ  +  ٢)٠(٦  ٤) = ٠(ع            
  ٤+  ٢ن ٦=  )ن(ع            
             

  جـ+ ن  ٤+ ٣ن ٢= جـ + ن  ٤+  ٣ن ٦= د ن )  ٤+  ٢ن ٦=   ( د ن ) ن(ع) =     ن(ف            
                                                                            ٣  

   ١٥= جـ    ١٥= جـ +  ٠+  ٠) = ٠(ف  ١٥) = ٠(ف             
   ١٥+ ن  ٤+ ٣ن ٢)  =  ن(ف             
  .  م  ٢٨٥   ٣٥+  ٢٥٠=  ١٥+  ٢٠+  ١٢٥×  ٢=  ١٥+  ٥× ٤+ ٣) ٥( ٢)  = ٥(ف            

  
  
  

  ---- )  ١٠( صفحة ------------------------------------------------------------------ --------------------------

 ـج)+س(ق= دس)س( ق    : تذكر



 

  
 

  : جد كلا من التكاملات الآتیة:   ) ٢( تدریـب 
  
  جـ + د س    س  ١=         د س )           ١
  
  جـ +     ٧س=   د س     ٦س)         ٢

                                   ٧  
  جـ + جتـــــا س  - =  جـــــا س  د س       )  ٣

  س                    س               
  جـ +  ھــ    = ھــ  د س )        ٤
  
  جـ + ظـــــا س = س  د س   ٢قـــــا)        ٥

  ١-         جد                                                                       :   ) ٣( تدریـب 
  د س  ٢س ٥=       د س            ٥         =د س              ٥                                   

  ١                                س                                    
  ٢س                                                                   

           -١                                            ١                                            ٢×  ١+   ١    
  . جـ +  س              ١٠= جـ  +     ٢ س ١٠=  جـ     +     ٢ س ٥= جـ  +           ٢×  ١   ٢س ٥=  

           -١                          ٢×١+ ١      

                 
٢×١  ٢

                                        
 ٢   

     ١                                               ٣                             جد:  ) ٤( تدریـب 
  سد )   ١+    ٣س٢– ٤س٥= (د س )   ١+  س        ٢ – ٤س٥)                               ( ١
  
                            

                         ٤                                                     ٤                                                               ٣×  ١+   ١                                                
  جـ  + س +  ٣س٦ -٥س= جـ  +س +    ٣س ٢ – ٥س=   جـ  + س +    ٣×  ١  ٣س ٢ -    ٥س ٥=  

        ٤                                   ٤                                          ٣×  ١+   ١        ٥  
                  ٣                                                                 ٣×    ١     ٣      

٢  (  
  د س  )   ٥ -س ٣+  ٥ - ٢ س=    (د س  ٥ -س ) ٣+  ٢س=   (،   ٠ ≠د س ، س     ٣+  ٢س        

      ٥س          
           جـ+     ٣      -    ١  -  =  جـ  +   ٤ -س ٣+    ٢ -س =  د س )  ٥ -س ٣+   ٣ -س(        

  ٤س ٤       ٢س٢                 ٤-           ٢-                                                
  س                                                            س            جد:  ) ٥( تدریـب 

  جـ +   س  ھـ لـــــو  ٢ -ھـــ   ٥=   د س    )    ٢    -ھــ      ٥(                            
       ٣س                              ٣                                            

  جد : ) ٦( تدریـب 
  . جـ + جتـــــا س  ٤ –ظـــــا س  ٤= د س ) جـــــا س  ٤+ س  ٢قـــــا ٤)   (  ١                   

  
  جـ    + ظـــــا س ٣= س دس٢قـــــا    ٣=  دس      ١           ٣  = د س          ٣     )     ٢                  

  س ٢جتـــــا                      س٢جتـــــا                           
  
  

  ---- )  ١١( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 



 

  
 

  
  الدرس الأول                                                                                        التكامل غیر المحدود    

 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  
  : أمثلة إضافیــــة

  : لیة جد كل من التكاملات التا)  ١#  
  
  .جـ + س  ٢ -= د س  ٢ -      ثابت  ٢ –نطبق القاعدة الأولى حیث : الحل  دس   ٢ -)     أ 
  
  .جـ + س = د س   ١ھو عبارة عن    : الحل  د س  )    ب

  ٨س                                                                                             

  جـ =           + د س   ٧س      نطبق القاعدة الثانیة  : الحل  د س  ٧س    )ج 
          - ٨                                                                               ٣  

  .شارة الأس من المقام  إلى البسط مع تغییر في إ ٤ھنا یجب رفع س:  الحل  د س   )                 د 
                                                                          ٤س           

   ١+  ٤ -س                                                                                        
                        - جـ +                   ٣ - =  د س   ٤ -س    ٣ -= د س   ٤-س ٣  

                                                                                       - ١+  ٤   
     ١                                    ٣ –س  ٣ -                                     

                                                   +  جـ   =          + جـ +   ٣ -س= جـ  
  ٣س                                        ٣ -                                       

               
  
  
  
  
  

          ٣  

  .   یجب تحویل الجذر إلى الصورة الأسیة د س         ٢س)           و 
                                 ٢  

  ١+   ٣س                    ٢               

    = جـ =                 + د س   ٣س  
                               ١+     ٢   
                               ٣  

  
  
  
  
  
  
  

  : ٢مثــــال 
  : جد كل من التكاملات التالیة 

                       ٢س ٢                                                                            
  جـ  + س ٥+  ٢س=  جـ + س  ٥=            + دس   ٥+      س دس ٢=    د س  )  ٥+ س ٢)     ( أ 

                                                                              ٢  
  ھنا نستطیع استخدام خصائص التكامل و توزیع التكامل على عملیة الجمع 

  ---- )  ١٢( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

                                 ٣                               ٣                                  ٢     ١                                   ١     
         ٢س٢               ٢س                  ٢    ٢س               ١+   ٢س              ١             

  جـ=           + جـ =            + جـ  =               + جـ  +                =  دس  ٢س )     ھ
                          ٣                  ٣                   ٢    ١                          ١       
                          ٢                   ٢    ٢                          ٢  

  
١  

  مقام الأس                     

  
ن                                 

م
   

           نس=     مس         

         

  بسط الأس                            

  توحید مقامات

        
      ٥                                     ٣          ٢                                     ٣×    ١         ٢  
      ٣                                      ٣          ٣                                     ٣×    ١         ٣  

   ٥          ٣س                                    س                              س                      

  جـ+   ٣ س=           جـ =               + جـ  =                       + جـ  +                            
 ٥                    ٥                    ٣          ٢                 ٣×     ١          ٢  

         +                                      +  
٣                    ٣          ٣                 ٣×     ١           ٣   

  +     +  



 

  
 

  الدرس الأول                                 التكامل غیر المحدود                                                           
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  
  د س )  ٢ – ٣س٤+  ٦س ٣)     ( ب 
  

  ٤س          ٧س ٣                                 ١+  ٣س           ١+  ٦ س  ٣                 

                             +جـ  + س  ٢ -                  ٤  +             =جـ  + س   ٢ -           ٤  
                  ٤              ٧                                   ١+  ٣                ١+  ٦    
                 ٣  

                     جـ+ س ٢ – ٤س+  ٧س  
                 ٧  

  "ھنا یجب أولاً إجراء عملیة الضرب ثم التكامل " د ص  )   ٤+ ص )  (  ١+ ص )    ( ج 
  
      )د ص   )  ٤+ ص  ٥+  ٢ص  
  

    ١+  ١ص  ٥        ١+  ٢ ص               
                        +              =     +جـ+ ص  ٤  

                ١+  ١           ١+  ٢  
  

  ٢ص ٥          ٣ص              
                    +                 +جـ        + ص  ٤  

               ٢                ٣  
   .د ع  ، ھنا لا بد من فك التربیع أولاً ثم إجراء التكامل  ٢) ٣ –ع  ٢)      ( د 
  

           )دع  )  ٩+ ع  ١٢ – ٢ع ٤  
  

  ١+  ١ع ١٢          ١+  ٢ع  ٤             

                                             جـ+ ع  ٩+ ــ  
               ١+  ١            ١+  ٢   

  
  ٢ع١٢         ٣ع ٤              

                                  جـ+ ع ٩+  ــ  
               ٢               ٣  

      
           ٣ع ٤             

                        جـ+ ع ٩+ ٢ع٦ــ  
               ٣                 

  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ---- )  ١٣( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

   ١+ ص     
   ٤+ ص ×  

  
  ص+  ٢ص 

   ٤+ ص  ٤+        
  
   ٤+ ص  ٥+  ٢ص 

   ٣ –ع  ٢   
   ٣ –ع  ٢× 
  
  ع  ٦ – ٢ع ٤

   ٩+ ع  ٦ــ         
  
   ٩+ ع  ١٢ – ٢ع ٤

  :ھناك طریقة أخرى للحل  
امل الخطي فقط و المرفوع إلى قوة غیر الواحد ، قانون یستخدم في التك  

  وھو 
  

      ١+ ن ) ب + أ س (                                        
  ١ -  ≠جـ  ،  ن + =                             دس  ن) ب + أ س (      

  )  ١+ ن ( أ                                         
  



 

  
 

  التكامل غیر المحدود                                                                                            الدرس الأول
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  لأخرى بالطریقة ا) د 
        ٣)  ٣ –ع  ٢(                ٣)  ٣ –ع  ٢(                 ١+  ٢)  ٣ –ع ٢(                                       

  جـ=                       + جـ  =                        + جـ  =                           + د ع    ٢) ٣ –ع  ٢(       
                                     ٦)                             ٣( ٢)                          ١+  ٢(  ٢  

  س       ٦+  ٤س          
  صفر    ≠د س ، س )                           ھ

   ٦س              
  
  )     =رط تساوي الأساساتد س  ، الأسس في حالة الضرب تجمع بش  ٦ – س) س  ٦+ ٤س.  
  
  )     =دس   ٦ – س س٦+   ٦ – س ٤س  )     =دس)   ٥– س٦+  ٢ – س  

                                                                               ٣    
  ٣           ١ -                ٤ –س  ٦       ١ -س                  ١+  ٥ –س  ٦       ١+   ٢ – س          

  +                     +                  =  جـ+             –=            جـ  =             +               + جـ  
  ٤ س ٢        ١س                   ٢ ٤ -           ١ -                  ١+  ٥ -            ١+  ٢ -          

  :ـــــةأمثل
   ٢س                                                     

  )  ٢( ،  ق  ) س ( د س  ، فجد  ق ) =                        س ( إذا كان ق )   ٣         
   ١+ س  ٣                                              

        = التكامل  مشتقة التكامل تساوي ما داخل: الحل.  
  ٤          ٤               ٢)  ٢(                                              ٢س                                       

          = س ( ق                       =  (  ،  = ق )٢ =              =                       =  (  
  ٧       ١+  ٦        ١) +  ٢(  ٣                                     ١+ س  ٣                                   

  
  )  ١( ، ق )  س ( فجد ق   ٣+ س ٢+  ٢س ٦= دس )  س ( إذا كان       ق )  ٤    
  

       = جـ) + س ( ق = د س ) س ( من تعریف المشتقة        ق : الحل  
  

  س ( إذن ق = (٣+ س ٢+  ٢س ٦      = ق ) ٢+ س  ١٢) = س  
   ١٤=  ٢+  ١٢=  ٢+  ١×  ١٢) =  ١( ق   

  س  فجد قاعدة الاقتران ٢یساوي ) س ، ص ( عند النقطة ) س ( إذا كان میل  المماس لمنحنى الاقتران ق )   ٥ 
  ؟)   ٢،  ٢ -( إذا علمت أنھ یمر بالنقطة  )  س ( ق      

  
  = س ( ق = تعلم من الفصل الماضي أن المیل  م  :الحل   (   ق ) س  ٢) = س  

  جـ ) + س ( ق = د س ) س ( من تعریف التكامل      ق      
  

   ٢س٢                             
        جـ   +  ٢س= جـ =           + س دس  ٢  جـ +  ٢س) = س ( ق  

                               ٢    
  ٢ -= جـ   ٢ -=  ٤ – ٢= جـ   ٢= جـ +  ٤   ٢= جـ +  ٢)  ٢ -(   ٢)  =  ٢-( تعلم أن ق  
   ٢ – ٢س) = س ( ق  

  ٢س)                                          ٣+ س ) (  ٣ –س (                                  ٩ - ٢س         
  جـ+ س ٣=       + دس )  ٣+ س =    ( د س                                          ٣ ≠ د س ، س)                 ٦

  ٢)                                                    ٣ –س (                                         ٣ –س          
  ---- )  ١٤( صفحة -------------------------------------- ------------------------------------------------------

  م و إدخالھا على البسطمن المقا ٦یجب رفع س 



 

  
 

  
  
  

على منحناه ) س ، ص ( الذي میل المماس عند أي نقططة مثل ) س(جد قاعدة الاقتران ق: ) ٧( تدریـب 
  ) .  ٣- ،  ١( ، علما بأنھ یمر بالنقطة  ٣+ س  ٢) = س(یساوي   ق  

         :                               الحـــل
  جـ+ س  ٣+ ٢س٢= د س )  ٣+ س  ٢=      (                                                                        

                                                                                                          ٢  
  ٣-=جـ +١×٣+٢)١(   ٣ -) =  ١( ق    ) ٣-،  ١( النقطة بجـ ، یمر + س  ٣+ ٢س) = س ( ق 
  .  ٧ –س  ٣+ ٢س) = س ( ق      ٧ - = جـ    ٣-= جـ +  ٤  ٣-= جـ +  ٣+  ١

، جد  ٢ث/ م  ١٢) = ن(مقداره ت) ت ( تتحرك نقطة في خط مستقیم بتسارع ثابت     :) ٧( تدریـب 
ث ، ثم جد سرعتھا بعد / م  ٧) = ٠(سرعتھا الابتدائیة ع سرعتھا بعد مرور زمن قدره ن ثانیة، علما بأن

  . مرور ثانیتین من بدء الحركة 
  التكامل عملیة عكسیة للتفاضل              )  ن (   ع) =   ن ( ت                                          

                     :الحـــل 
  جـ + ن١٢=  د ن    ١٢=    د ن ) ن(ع      ) =   ن(ع د ن ) ن(ت) =       ن(ع 

  
   ٧= جـ    ٧= جـ ) +  ٠(  ١٢    ٧) = ٠(ع

  ٧+ ن  ١٢) =  ن(ع 
    ث / م  ٣١=  ٧+  ٢٤=  ٧+  ٢×   ١٢ =  ) ٢( ع   

  تمـــــــاریــن و مســــــــــــائــــل                                     
  :جد كلا من التكاملات الاتیة 

  
  جـ + س  ١٥ - = د س  ١٥ - )        ١

  جـ + س   ١= د س         ١ =             د س             
٣                   ٣                     ٣)        ٢  
  
  جـ +     ١٠س ٥= د س  ٩س ٥)         ٣

                                   ١٠  
  جـ     +    ٦س ٧ =د س  ٥س ٧     =   س د         ٧   )      ٤

     ٦                                             ٥- س           

            
١-                        ٤-                                        ٣)       ٥  

  جـ +    ٤س ٤ -=  د س    ٣س=        د س       ٤-س                
  
       جــ+ س ھـلـــو  ٢ - =   س  د     ١       ٢  -=          د س        ٢ -   )     ٦

    ٥            س             ٥س                           ٥           
  :جد كلا من التكاملات الاتیة 

  
  جـ+ س  ٨ -٢س ٣-٤س ٦+٥س ١٠= د س )  ٨ –س  ٣  – ٣س ٦+  ٤س ١٠)    (١

                                          ٢×٤        ٤           ٥                           ٤  
  ---- )  ١٥( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 س د ) س(ق  )      س(ق : تذكر



 

  
 

  د س        ٥ – ٦س=       د س    ٥ – ٦س )   ٢
       ١                                                               ٣             

  ٣س                           س          
                             -٢                    ٢٠                               ١-                      ١٧                                       ١  

  جـ +    ٣س ٥ -      ٣س= د س )     ٣س ٥ -     ٣س=    (  د س       ٣س)   ٥ – ٦س=     (  
  
  د س )  ١ –س ) (  ٢+ س  ٥)     ( ٣

  . نجري عملیة الضرب أولا ثم نجري التكامل: الحــل 
           
   ـ ج+ س  ٢ -   ٢س ٣ -  ٣س ٥= د س )  ٢ –س  ٣ – ٢س ٥(         

  س              ٢    س   ٣                 س                  س               
  جـ +  ھــ             ٢      - ھــ     ٣=   د س ) ھــ        ٢     -  ھــ ٣)    ( ٤

  :جد كلا من التكاملات الاتیة 
  
  جــ + ـــا س ظـ+ جتــــا س  ٣= د س )  س  ٢قــــا+ جــــا س ٣ -)    ( ١
  
  جــ+   ظــــا س+  جــــا س   ٢=   د س  )  س ٢قــــا+  جتــــا س  ٢)    ( ٢

                                    ٣                                            ٣  
  جـ+ جتــــا س  -=  سد جــــا س =     د س جــــا س  × جتــــا س =     جتــــا س ظــــاس   دس )    ٣

  جتــــا س                                                                       
  ٢) = ٣(علما بأن ق) ١-(فجد ق ١+س٤ –٢س ٣) =س(إذا كان  ق اقترانا قابلا للاشتقاق وكانت ق  ) ٤
  

   جـ+ س +  ٢س ٤ -  ٣س ٣ =د س )  ١+س٤ –٢س ٣=   ( د س ) س(ق  ) =     س(ق:  الحـــل
٢ ٣  

  ٢=جـ + ٣+١٨ -٢٧ جـ + ٣+٢)٣(٢ -٣)٣= ( ٢) = ٣(قجـ  ، + س +  ٢س ٢ – ٣س) = س(ق
   ١٠ - =   ١٠ – ٣+٢)١-(٢ - ٣)١-) = (١- (ق  ١٠ –س +  ٢س ٢ – ٣س) = س(ق  ١٠ -= جـ 
فجد   ٣- ٢س٦+ ٣س٤یساوي ) ص س،( عند النقطة ) س( ل  المماس لمنحنى الاقتران ق إذا كان می )٥

  ؟)   ٠،  ٢ - ( إذا علمت أنھ یمر بالنقطة  )  س ( قاعدة الاقتران ق 
  : الحـــل
  د س)  ٣-  ٢س٦+ ٣س٤=     (د س  ) م ) = س ( ق  ) =   ( س(ق               
   )س ( ق = جـ + س  ٣ -  ٣س ٢ + ٤س  = جـ + س  ٣ -  ٣س ٦ + ٤س ٤ =               

                     ٣          ٤                                                                                                                                             
  ٠= جـ +  ٦+ ١٦  -  ١٦  ٠= جـ  +  ٢ -×  ٣ – ٣) ٢-(  ٢+  ٤) ٢-(   ٠) =  ٢ -( ق             
   ٦ –س  ٣ - ٣س ٢ + ٤س) = س ( ق    ٦ -= جـ            

٦(  
  )  ١( ، جـد   ق   ٢+  ٢س ٦ – ٣س ٤=  د س ) س ( إذا كان       ق        

  ھـو مابعـد اشارة المساواة ) س ( د س      الاقتران الاصلي ق )   س ( ق ) =    س ( ق :   الحـــل 
  
 س  ١٢ – ٢س ١٢) = س ( ق   ٢+  ٢س ٦ – ٣س٤) = س ( ق  

  ٠=  ١٢ – ١٢)  ١( ق             
  
  

  ---- )  ١٦( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 



 

  
 

ث جد / م)  ٨+ ن  ٤) = ( ن(یتحرك جسیم على خط مستقیم بحیث أن سرعتھ بعد ن ثانیة تساوي ع )٦
  . م  ٣) = ٠(ا الجسیم بعد ن ثانیة علما بان موقعھ الابتدائي فالمسافة التي یقطعھ

  
  جـ    + ن  ٨+  ٢ن ٢= جـ + ن  ٨+  ٢ن ٤= د ن )  ٨+ ن  ٤=     ( د ن ) ن(ع ) =      ن(ف 
                                                                      ٢  
  ٣+ ن  ٨+  ٢ن ٢) = ن(ف    ٣=  ٣= جـ +  ٠×  ٨+  ٢)٠( ٢  ٣) = ٠(ف
فجد المسافة التي  ٢ث/ ن م٦) = ن(إذا كان تسارع جسیم ت بعد ن من الثواني یعطى بالعلاقة ت  )٧

ث وموقعھ / م ٢)= ٠(یقطعھا الجسیم بعد ن ثانیة من بدء الحركةعلماً أن السرعة الإبتدائیة للجسیم ع
  .  م٥ )= ٠(الإبتدائي ف

  
  جـ+  ٢ن ٣= جـ +  ٢ن٦=  د ن ) ن ٦) =     ( ن(ع ن  د) ن(ت) =       ن(ع  

                                                                           ٢    
  ٢= جـ    ٢= جـ  +  ٢)٠(٣  ٢) = ٠(ع            

  
  ٢+  ٢ن ٣) =  ن(ع
  
  )ن(ف = جـ + ن  ٢+ ٣ن = جـ + ن  ٢+  ٣ن ٣= د ن )  ٢+  ٢ن ٣=     ( د ن ) ن(ع) =     ن(ف

                                                                    ٣  
  ٥= جـ   جـ  +  ٠×  ٢+  ٣)٠= ( ٥) = ٠( ف 
  ٥+ ن  ٢+ ٣ن) = ن(ف 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ---- )  ١٧( صفحة -------------------- ------------------------------------------------------------------------

 
End The First Lesson 



 

  
 

  التكامل  المحدود  و قواعده                                                                              الدرس الثاني    
 ----------------------- -------------------------------------------------------------------------- ---------  

ھو الفرق بین  قیمتي التكامل غیر المحدود   ]أ ، ب   [في الفترة )  س ( التكامل المحدود للاقتران   ق   :تعریف 
  .عند القیمتین أ ، ب للمتغیر س و یعبر عنھ بالرموز ) س ( للاقتران  ق 

                        
  
  
  
  
  
  
   

  
  ٢                   ٢    ٢س ٢                     أحسب قیمة               :  مثال 

  ٣=  ١ – ٤=  ٢)  ١(  – ٢)  ٢=  (    ٢س=                   =   س د س   ٢                                      
                                                               ١                    ١        ٢  

  أحسب قیمة :  مثال 
  

    ١٢=  ٣×  ٤) =  ٢ – ٥(  ٤= د س  ٤                                       
  

                             ٥  

   ١٢=  ٣×  ٤=  ] ٢ – ٥ [ ٤=  س        ٤=  ) ١( الحالة 
                             ٢  

  
  ١٢ = ٨ – ٢٠=  ٢×  ٤ – ٥×  ٤=     ) ٢( الحالة 

  
                      

  : مثال 
    ٤٨=  ٨×  ٦) =  ١+  ٧(  ٦) =   ١ -  – ٧(  ٦= د س   ٦                  

  
  
  

   ٨٠        ١ – ٨١         ٤)  ١(  –  ٤)  ٣(          ٣     ٤س:                             مثال  
  ٢٠=                             =                 =            =   =              د س    ٣س                 

                                       ٤              ٤                          ٤                 ١     ٤  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ---- )  ١٨( صفحة ---------------------- ----------------------------------------------------------------------
  

  ب  
  

  ) أ ( ق  –) ب ( ق = د س ) س( ق       
  أ   

  الحد العلوي للتكامل

  الحد السفلي للتكامل

  ٢  
  

        
  ١  
  ٥  
  

        
  ٢  

  ب  
  

        
  أ   

  :قـاعـدة
  

  )أ  –ب ( ك  = ك د س ، ك ثابت         

  ٧  
  

        
 - ١  

  ٣  
  

        
  ١  

  : قـاعـدة 
  ب                                                  

        ١+ ن  أ   ــ  ١+ ن  ب                  ١+ ن  س                                    
  ١-≠،ن=                                =                          د س  نس            

  ١+ ن                          ١+ ن                                     
   أ                                                   

  

  ب  
  

        
  أ  



 

  
 

  التكامل  المحدود  و قواعده                                                                              الدرس الثاني    
---------------------------------------------------------------------------------------------- ------------  

  :  مثال 
  

  یجب تحویل الجذور إلى الصورة الأسیة   س    د س                      
                                                                                    ١        

                                        ٣                        ٣                                  ٣                            ٣                     ١   
                      ١ 

  ١٤        ٢)  ١(  ٢ – ٢)  ٤( ٢            ٢س  ٢           ٢س           ١+    ٢ س              
  =               =                    =                                  =  =               د س  ٢س =               

                                   ٣                       ٣                             ٣              ٣            ١ +      ١  
                                   ٠                      ٢                     ٢     

  : مثال 
              ٣    

  یجب تحویل الجذور إلى الصورة الأسیة  د س   ٢س                    
                                                     

                                         ٢          ٢                            
٥         

٢  

  ٣س  ٣                 ١+  ٣س                 ٢                   

  یجب تحویلھا إلى صورة الجذور  =                      =                           د س    ٣س =            
                                   ٥                      ١  +   ٢  

                                   ١                                           ١             ٣   
   

                                 ٢  

          ٣                               ٣       ٣                                          ٣  ٣                            
                           ٥)  ١(           – ٥)  ٢=                  (             ٥س   =                

          ٥        ١                     ٥                                                         
  
  

     ٣          ٣                                           ٣                   ٣         ٣  
    ١ -       ٣٢=                                  ١ــ                 ٣٢=                   

٥ ٤   
٥   

  : مثال 
                     ١             

  إلى البسط مع تغییر الإشارة ٣یجب رفع س# د س                                    
  ٣س                    

                                                                                      ٢          

  ٢ -س                       ١+  ٣ –س                                                             

  =            =             دس    ٣ –س                   
                                         - ٢ -               ١+  ٣  

                                                     ١  

                                                         ٢   

                   - ٣   ٤      ١ -        ٤×  ١          ١ -           ١ -             ١ -                  ١  
  =            +                =        +       =                   ــ=                                                             

  ٨       ٨       ٨         ٤×  ٢           ٨          ٢)  ١(  ٢         ٢)  ٢(  ٢                  ٢س ٢                     
                                     ١                  

  
  ---- )  ١٩( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------- ------

  ٤  
  

        
  ١  

  ١  
  

        
  ٠  

  ٢  
   

        
   ١  

   ٢  
   

        
  ١  

  ٢  
   

        
  ١  
  ٢  
   

        
  ١  

  من البسط إلى المقام ٢ – یجب تحویل س
  لیصبح الأس موجب

  ٣تدریب 



 

  
 

  الدرس الثاني)                                                                    ٢ – ٧( التكامل  المحدود  و قواعده       
------------------------------ ----------------------------------------------------------------------------  

  
  
١  (  
  
  
  
  إذا كان ك عدداً ثابتاً فإن )   ٢
  
  
  
  
٣  (  
  
  

  :  أحسب قیمة كل من التكاملات التالیة:  أمثـــــــــــــلة متنوعة 
  
  
   ١٨=  ٦×  ٣) =  ١ – ٧(  ٣) :  ٢( حسب القاعدة  د س   ٣)        أ 
  
  
  

   ٢٠ -=  ٤×  ٥ -) =  ٢+  ٢(  ٥ -)  =  ٢ -  – ٢(  ٥ -= د س   ٥ -)       ب 
  

                                                                     - ١ -               ١  
  ٢) ٣ -(  – ٢)  ١ -(            ٢س            ١+  ١س                                                         

  ) =                   =                =             ٣( س  دس  حسب القاعدة )       جـ 
                                                         ٢                         ٢            ١+  ١  

                                                                    - ٣ -               ٣    
                                             ٨ -       ٩ – ١  

                                          =          =              = - ٤   
                                                ٢             ٢  

                                         ٣                
   ٢١١        ٣٢  – ٢٤٣     ٥)  ٢(   – ٥)  ٣(              ٥س                                 

  =               =                            =                       = د س   ٤س )         د 
                                 ٥                 ٥                         ٥                 ٢      ٥  

  
             ١  

  إلى البسط مع تغییر في إشارة الأس ٢یجب رفع  س د س  )                   ھ
   ٢س              

                                                 ٢                              ٢    
     ١ – س           ١+  ٢ – س                                  

  إلى المقام مع تغییر في إشارة الأس             ١ -یجب إعادة س =                   =                   دس   ٢ -س               
                                  - ١ -            ١+  ٢            

                                               - ١ -                              ١   
  

  ---- )  ٢٠( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

  ب                    ب                        
  

  ) أ ( ق   –) ب ( ق )         =   س ( ق = د س ) س( ق        
  أ                                    أ    

  ب  
  

        
  أ   

  
  

  )أ  –ب ( × الثابت )  أ  –ب ( ك  = ك د س ، ك ثابت         
    طول الفترة×  الثابت                                                     

  ب                                                  
        ١+ ن  أ   ــ  ١+ ن  ب                  ١+ ن  س                                    

  ١ -  ≠، ن =                          =                                  د س  نس            
  ١+ ن                          ١+ ن                                     

   أ                                                   
  

  ب  
  

        
  أ  

  ٧  
   

        
  ١  
  ٢  
   

        
 - ٢  
 - ١  
   

        
- ٣  

  ٣  
   

        
  ٢  
  ٢  
   

        
 - ١  

  ٢  
   

        
 - ١  



 

  
 

  لثانيالدرس ا)                                                                    ٢ – ٧( التكامل  المحدود  و قواعده   
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

                              ٢        
                    - ٣-          ٢           ١ -        ٢×  ١ -        ١-          ١ -           ١ -               ١   

  =             -=           +                 =                        ــ=                =                             
  ٢           ٢           ٢          ٢×   ١          ٢           ١ -           ٢س                                      

                              - ١   
                 ١    

  یجب تحویلھا إلى الصورة الأسیة و من ثم رفعھا إلى البسط مع تغییر في إشارة الأس# د س  )                        و 
  س    ٣             

  
                                                                                        ٨                         ٨                           ٨        

                                                                      ٢                     ٣    ١ -                ٣×   ١       ١  
  ٣س                 ٣+    ٣س             ٣×   ١      ٣ س                  ١                            ١                

  =                             =                          =                 د س    ٣س=        دس      ١=                  
  ٢               ٣     ١ -              ٣×  ١    ١ -                                            ٣ س                

                                                                   ١        ٣     ١        ٣      ٣           ١     ٣×  ١     ٣   
   

               ٢   
٨  

  ٣         ٨                      ٣                                                       ٣س  ٣       
  ١  ٣  - ٢)  ٨(   ٣=                     ٢س    ٣          نعیدھا إلى صورة الجذر # =                       

           ١                      ٢                                              ١      ٢
       ٢  

  
     ٩                ٣                       ٣  

  )        =٣)  =      (  ١ – ٤   =  (  
     ٢                ٢                       ٢  

  
                                          ١                      

 ١           
      ٥      

       ١
                          ٥            

١   

       ٤                      ٤                ٤س  ٤                   ٤س                    ١+  ٤س                  ١                   
  ) = ٠ – ١=                          =                   =                            =          ( د س     ٤س )          ز 

                                      ٥                      ٥                   ٥                         ٥                            ١  
                                              +٠                                      ٤                  ١         

                                      ٠                               ٠                  ٤  

  
                                         ٣                                      

  ١٠)  ٣(   – ١٠)  ٣(                  ١٠س                              
  صفر=                 =                                   = دس  ٩س )       ج 

                                ١٠                        ١٠  
                                         ٣  

  
  ب                                             

  ٣أ   – ٣ب                ٣س                                   

  =                     = دس  ٢س)         ط 
  ٣               أ       ٣                                    

  
  

  ----) ٢١( صفحة ------------------------------------------------------- -------------------------------------
  

  ٨  
   

        
  ١  

  ٨  
   

        
  ١  

  ٨  
   

        
  ١  

  ١  
   

        
  ٠  

  ٣  
   

        
  ٣  

  ب  
   

        
  أ   



 

  
 

  
  

  الدرس الثاني)                                                                    ٢ – ٧( التكامل  المحدود  و قواعده   
--------------------------------------------------------------- -------------------------------------------  

  
  ، فما قیمة  ك ؟  ٢٨= إذا كان     ك دس ) ١:  مثـــــال

  
  ٢٨ك       ٤                                                                                        

    ٧=ك                    =  ٢٨ ) = ٤( ك   ٢٨) =  ٣-  - ١( ك = ك دس =               
                                                                                        ٤          ٤  

  
  

  ٢٤ك       ٤                                                                                        
    ٦= ك                    =  ٢٤) =   ٤( ك   ٢٤) =  ١- - ٣( ك = ك دس                  

                                                                                        ٤          ٤  
  
  
     
  
  فما قیمة جـ ؟  ٨= إذا كان        س  دس  )  ٢ 

  
              جـ                                                    

     ٨          ٠  – ٢جـ                    ٢)  ٠(  – ٢جـ                       ٢س                                          
  =                           ٨=                =                          = س دس                          

                                           ١               ٢                                  ٢                       ٢        
                                                    ٠    

  
  ٤= + ، جـ  ٤ -= جـ   ٤ += جـ   ١٦=  ٢جـ  ١٦=   ٢جـ                  

  
  ، ٤) =  ٢( و كان ق   ] ٥،  ٢ [المعرف على ) س ( ھي مشتقة الاقتران ق )  س ( إذا كانت ق )  ٣
  : فجد  ٧ -) =  ٥( ق  

  
  دس)  س ( ق                                         

  
  

                                                              ٥       
  ١١ -=  ٤ – ٧ -) =  ٢( ق  –)  ٥( ق )        =   س ( ق = دس )  س ( ق :         الحل        

                                                              ٢  
  
  ة فجد قیم  ] ٤،  ٢ [المعرفة على الفترة ) س ( س ھي مشتقة الاقتران ق ٣) = س ( إذا كانت ق )  ٤

  )  ٢( ق  –)  ٤( ق 
                                                                             ٤           

  ٣                                  ٣              ٢س  ٣                                                              
  ٤ - ١٦=             ٢)  ٢(  – ٢)  ٤=                    =        ( س  دس  ٣=     دس )  س ( ق :         الحل 

                                                                 ٢                                  ٢                  ٢   
                                                                             ٢     

  
  ---- )  ٢٢( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

  ١  
   

        
 - ٣  

  ١  
   

        
  -٣  

  ٣  
   

        
  -١  

  جـ  
   

        
   ٠  

  جـ  
   

        
   ٠  

  ضرب تبادلي

  ٥  
   

        
  ٢  

  ٥  
   

        
  ٢  

  ٤  
   

        
  ٢  

  ٤  
   

        
  ٢  

  ٤تدریب 

  ٢تدریب 



 

  
 

  
  الدرس الثاني)                                                                    ٢ – ٧( التكامل  المحدود  و قواعده   

 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  
  )  ٤( تابع مثـــــال 

  
                 ٣     

                     = ×١٨=      ٦ ١٢  
                ٢١  

   
  

  ٢س ٣                                                                                    

  ) س ( ق =             س دس  ٣         ) س ( ق )   = س ( ق                        
                                                                                       ٢  

  
  ٢)  ٢(  ٣                               ٢)  ٤(  ٣                        ٢س٣                 

   ٦)  =                   =  ٢( ، ق  ٢٤)  =                 =  ٤( ق  ) =          س ( ق  
                   ٢                                          ٢                                ٢  

  
    ١٨=  ٦ – ٢٤) =  ٢( ق  –)  ٤( ق           

  
                                             ١  

  دس )  س (  ھجـ فاحسب قیمة      =           + د س ) س (  ھإذا كان      )  ٥
  ٢س                                            

                                     ٣         
                 ١                               ١                                ١                

                      +           جـ +                  - جـ         =             +   جـ  
  ١                               ٩                              ٢س                

                                     ١  

  
        ٨ -         ٩           ١                               ١                                

  =           -=         جـ    -  ١ -جـ =         +    
        ٩            ٩          ٩                               ٩  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ---- )  ٢٣( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

  أو
  ٤  
   

        
  ٢  

  ٤  
   

        
  ٢  

    
   

        
    

  ٣  
   

        
  ١  



 

  
 

  الدرس الثاني                  التكامل  المحدود  و قواعده                                                              
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  
  ١:                         مثال 
  . أوجد قیمة                          د س         

  س                                                  
  

                             ١   
  جـ+ لـو    س       = تعلم أن                  دس  : الحل 

     ھس                                            
                                                    ٦    

               ١       
                     ٢لـو  – ٦لـو=  لـو    س         = د س  

   ھ ھ                     ١               ھس                                
  
  

  ٢:                 مثال 
  أوجد قیمة                   د س       

  س                        
  

                   ٥                                         ١              
  ٣لـو  – ٥لـو      ٢=  لـو    س                    ٢=  د س                ٢   

       ھھ                                ٣                  ھ س                                       
  

  ١٤٧)  ٥( تدریب 
  

                               ١  
  احسب قیمة                       د س  

  س                         
  

                                                    ٤    
               ١       

                     ٤لـو =  ١لـو  – ٤لـو=  لـو    س         = د س  
  ھ         ھ ھ                     ١               ھس                                

  
  

  دس     سھاحسب قیمة       : مثال 
  
  
  

  جـ       +   س ھ=  دس   سھ تعلم ان             
  

                                     ٥   
         ١ھ   – ٥ھ=            س ھ= دس     سھ   
                                     ١   
  

  ---- ) ٢٤(صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

  ٦  
   

        
  ٢  
    
   

        
    

  ٦  
   

        
  ٢  

  ٥  
   

        
  ٣  

  ٥  
   

        
  ٣  

  ٤  
   

        
  ١  

  ٤  
   

        
  ١  

  صفر=   ١لـو  
    ھ    

  ٥  
   

        
  ١  

    
   

        
    

  ٥  
   

        
  ١  



 

  
 

  الثانيالتكامل  المحدود  و قواعده                                                                               الدرس 
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  
  : مثال 

  صفر  أوجد قیمة  جـ= دس   س  ھإذا كان         
  

     جـ                                                
   ١= جـ      ١ھ=    جـھ  صفر =  ١ھ  –  جـھ  صفر =     سھ = دس  سھ :         الحل        

                                                ١  
  إذا تساوت الأساسات فإن الأسس متساویة                         # 
  
  

  : مثال 
  صفر  أوجد قیمة  جـ= دس   س  ھإذا كان         

  
                                                ٣     

   ٣= جـ       ٣ھ=    جـھ  صفر =  جـ ھ  –  ٣ھ  صفر =     سھ = دس  سھ :         الحل        
  جـ                                                

  

  ١٤٨)  ٦( تدریب 
  

  : احسب كل من التكاملات الآتیة 
  

                                        ٣   
   ١ – ٣ھ =  ٠ھ   – ٣ھ =     س ھ =  دس   س  ھ          ) ١

                                        ٠  

  
  

                 ٢                                                  ١   
   ١ھ  - ٢ھ =               سھ = دس  سھ =         د س  )                     ٢

   ١                                                س  - ھ               
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ---- ) ٢٥(صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

  جـ  
   

        
  ١  

  جـ  
   
        
  ١  

  ٣  
   

        
  جـ  

  ٣  
   

        
  جـ  

  ٣  
   

        
   ٠  

   ٢  
   

        
   ١  

   ٢  
   

        
   ١  



 

  
 

  الدرس الثاني                           ١٤٩ن ومسائل التكامل  المحدود  و قواعده                  تماری
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  
  : احسب قیمة كل من التكاملات الاتیة )  ١
  
  
   ٦٠ -= )  ٥(  ١٢ -) =  ١ -  – ٤(  ١٢ -= د س  ١٢ -)        أ 
  
  

                                 ٣     
    ٩     = ٠ – ٩=   ٢)  ٠(  -   ٢) ٣( =         ٢س =س د س)       ب 

                         ٢          ٢                  ٢                 ٠     ٢  
  

                                                ٢                                                           
  ٦٣          ١ – ٦٤        ٦)  ١ - (  – ٦)  ٢(                  ٦س                                     

      =                    =                             =                      =  د س    ٥س)           ج
                                     ٦                 ٦                         ٦                 ١ -          ٦  

  
                                                              

                 ٤ -                                   ١     
  دس   ٣س  =          دس                    )         د 

                       ٤   

                               ٣ س                  
                                            ٨                                      ٨       

                      - ٤     +
 ٨                                      ٨                                               ١-                                ٣×  ١    

  ٣ -                 ١ -                       ٣ س                 ٣×  ١         ٣  س                  
            ١=                      ٣س  ٣ -=                    =                       =                        

   ١         ٣ س             ١                                ١ -                ٣×  ١          ٤ -               

                         +  
                ٣                  ٣×  ١           ٣  

                                            ١                                      ١     
  

              - ٣        ٦+  ٣-        ٢×  ٣       ٣ -                ٣-                          ٣ -                  ٨       ٣  
 =                                =                       –                           =                 =             +         =  
           ١س                 ٣    

 
 

٣
        ٢           ٢             ٢×  ١        ٢              ١       ٣                    ٨          

  
  

                ٨                                 ١    
  ٨لـو=  ١لـو  – ٨لـو= لـو    س         = د س                  ) ھ 

   ھھ                          ھ    ١                 ھس                              

  
  
  

                                        ٠   
   ٣ -ھ   – ١=   ٣ -ھ   – ٠ھ =     س ھ =  دس   س  ھ)           و 

                                        -٣  

  
  ---- ) ٢٦(صفحة ----------------------------------------------------------------------------- ---------------

   ٤  
   

        
  - ١  

   ٣  
   

        
  ٠  

   ٢  
   

        
  - ١  

   ٨  
   

        
   ١  

   ٨  
   

        
   ١  

   ٨  
   

        
   ١  

  ٠  
   

        
 - ٣  



 

  
 

  الدرس الثاني                           ١٤٩التكامل  المحدود  و قواعده                  تمارین ومسائل 
--------------------------------------------------------------- -------------------------------------------  

  
  
  
  .، فما قیمة ب  ٢٤= د س  ٨إذا كان         )        ٢
  

                                                ٢٤                      ٨  
    ١= ب =  ٢ – ٣= ب    ٣=  ٢+ ب  ) =            ٢+ ب (           ٢٤) =  ٢ -   –ب (  ٨:    الحل 

٨ ٨  
  
  
  
  
  .   ، فما قیمة ك   ٤٨ -= إذا كان        ك د س )         ٣
  

         ٤٨ -ك        ٤                                               
   ١٢ -= ك                           =  ٤٨ -) =  ١ – ٥( ك :    الحل 

                                                 ٤           ٤   
    
  
  ، فما قیمة جـ  ٣٥ -= د س   ٢س ٣إذا كان           )         ٤
  

              
  جـ      ٣س ٣                

   ٨ -=  ٣جـ  ٣٥ -=   ٢٧ – ٣جـ   ٣٥ -=  ٣)  ٣(  – ٣جـ     ٣٥ -:                            = الحل 
                   ٣         ٣  

                                                       بأخذ الجذر التكعیبي للطرفین             ٢ -= جـ  
  
  
  د س )  س ( ، فجد             ق    ٨ -) =  ١ -( ، ق  ١٥) =  ٣ -( إذا كان ق )  ٥

                                                          - ١  
  

  د س            )          س ( ق = د س  ) س ( ق :          الحل 
                                                           - ٣    

  
   ٢٣ -=  ١٥ – ٨ -) =  ٣ - (  ق  –)  ١ -( ق = 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ---- ) ٢٧(صفحة ----------------------------------- ---------------------------------------------------------

  ب - 
   

        
 - ٢  

  ٥  
   

        
  ١  

  جـ  
   

        
  ٣  

  - ١  
   

        
 - ١ -    ٣  

   
        

 - ٣  



 

  
 

  الدرس الثاني                           ١٤٩التكامل  المحدود  و قواعده                  تمارین ومسائل 
-------------------------------------------------------------------------------------------------------- --  

  
                                                        ٢   

  د س    )  س ( جـ  ، فجد قیمة          ل +  ٣س =  د س )  س ( إذا كان       ل )        ٦
  
        ٨                                                     ٨:                                                         الحل  

                                                    ٢  
  جـ        +  ٢س    ٣=   جـ           +   ٣ س= د  س  )  س ( ل                       

                                                                  - ١ -                                                   ١   
  
  

  )     جـ  +    ٢) ١ -(    ٣(        –)   جـ +         ٨       ٣= (        
  

   ١= جـ   – ١  –جـ  +  ٢= 
  
  
  فجد قیمة   ] ٣،  ٢ – [المعرف على الفترة ) س ( ھ س  ھي مشتقة الاقتران  ٦)  = س ( ھ إذا كانت )        ٧

  ) ٢ -( ھ   –)  ٣(  ھ           
  

                                                                                     ٣       
  ٣                                         ٢س ٦                                                                       

           ٢س ٣=                   = س  د س   ٦        = د س  )   س ( ھ  :       الحل 
                                                                         ٢ -                              ٢         

                                                                                    - ٢  
  
  =١٥=  ١٢ – ٢٧=   ٢) ٢ -(  ٣ – ٢)  ٣(  ٣   

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ---- ) ٢٨(صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 
  

    
   

        
    

  ٨  
   

        
 - ١  

  ٨  
   

        
 - ١  

  ٣  
   

        
 - ٢  

  ٣  
   

        
 - ٢  



 

  
 

  الدرس الثالث                              خواص التكامل  المحدود                                                    
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  
  

  احسب  قیمة كل من :مثال 
  س  دس       ٢)   ٢س دس            ،              ٢)        ١                           

  
                                                ٣      

      ٢س  ٢                                    
   ٨=  ١ – ٩=   ٢) ١(  – ٢)  ٣=                = ( س  دس   ٢       - ١   

                                      ٢  
                                                ١  

  

                                                        
  ١٦              ٨                       ١         ٩                         ٣      ٢س                                         

           ٨=           =                    ٢=                  -             ٢=                       ٢=  س دس        ٢  - ٢  
                                          ٢               ٢                       ٢          ٢                         ١       ٢  

  
  
  

  . دس )  ٤+  ٢س( دس  وقارن نتیجة       ٤    +  دس  ٢احسب قیمة        س: مثال 
  
  

                       ٣     
  ٠       ٢٧            ٣س                                          

  ٩=            -=              =        دس  ٢س                          
                                           ٣        ٣       ٠      ٣  

  
  
  

  ٢١=  ١٢+  ٩= دس   ٤+       دس  ٢س        ١٢=  ٣×  ٤) =  ٠ – ٣(  ٤=  دس  ٤          
  
  

     ٣  
   ٣)  ٠(                         ٣)  ٣(                          ٣س                                         

   ٠×  ٤+                 –)  ٣(  ٤=              + س        ٤=             + دس )   ٤+  ٢س(           
                                          ٠                  ٣

           ٣                               ٣                    
   

               ٢٧           
          +              =٢١=   ١٢+  ٩=   ١٢   

                ٣  
  

           
  .دس  ٤+     دس   ٢س=      دس )   ٤+  ٢س( أي أن       #       

  
  

  ---) ٢٩( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

  ٣  
  

        
  ١  

  ٣  
  

        
  ١  

  ٣  
  

        
  ١  

  ٣  
  

        
  ١  

  ٣  
  

        
  ٠  

  ٣  
  

        
  ٠  

  ٣  
  

        
  ٠  

  ٣  
  

        
  ٠  

  ٣  
  

        
  ٠  

  ٣  
  

        
  ٠  

  ٣  
  

        
  ٠  

  ٣  
  

        
  ٠  

  ٣  
  

        
  ٠  

  ٣  
  

        
  ٠  

  ٣  
  

        
  ٠  



 

  
 

  المحدود                                                                              الدرس الثالث  خواص التكامل    
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  
  : الخاصیة الخطیة 

  
  دس  ، جـ ثابت ) س ( جـ      ق =  د س ) س ( جـ ق       )     ١                   

  
  

  یجوز إخراج الثابت خارج التكامل ، وبعد إجراء التكامل نضرب الثابت بناتج التكامل#               
  

  
  دس) س (  ھ     +دس ) س ( ق =       دس ) ) س (  ھ +) س ( ق )         (  ٢

  لیتي الجمع و الطرحیجوز توزیع التكامل على عم# 
  
  

  ، فجد   ٧=  دس ) س (  ھ،        ٦= د س ) س ( إذا كان        ق : مثال 
  

        
  ٣٠=  ٦×  ٥=  د س  ) س ( ق      ٥، )١(دس ، باستخدام الخاصیة ) س ( ق   ٥)            أ    
  
  
  
  )  .  ٢( و )  ١( ھنا نستعمل الخواص . دس   ٢ –) س (  ھ  ٣)              ب  

  
  

  .دس    ٢         –دس ) س (  ھ        ٣=                    
  
  

                        =١٥=  ٦ – ٢١)=  ٣(  ٢ – ٢١) = ١ – ٤(  ٢ –)  ٧(  ٣  .  
  :احسب قیمة كل من التكاملین التالیین : مثال         

                                         ٣  
   ٢س ٢                             

   ٨=     ١ – ٩=                    = س دس  ٢)      أ 
                                ١       ٢         

  ١  
   ٢س  ٢                             

  ٨ -=  ٩ – ١=  ٢)  ٣(  – ٢)  ١=                =  ( س دس  ٢)      ب 
                                ٣      ٢  
  
  
  

  .دس ) س( ق            –=  دس )  س ( ق            :قاعدة 
  
  .حدود التكامل تقُلب الإشارة    عند قلب #   

  ---- )٣٠( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

  ب  
  

        
  أ   

  ب  
  

        
  أ   

  ب  
  

        
  أ   

  ب  
  

        
  أ   

  ب  
  

        
  أ   

   ٤  
  
        
   ١  

   ٤  
  

        
   ٤     ١  

  
        

   ١  

   ٤  
  

        
   ١  

   ٤  
  

        
   ٤     ١  

  
        

   ١  

   ٤  
  

        
   ١  

   ٣  
  

        
   ١  
   ١  
  

        
   ٣  

  ب  
  

        
  أ   

  أ  
  

        
  ب  



 

  
 

  
  اص التكامل  المحدود                                                                              الدرس الثالثخو

 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  
  

  : مثال  
  دس) س ( فاحسب قیمة      ق  ٥ -= دس )  س( إذا كان       ق         

  
  
  

  .  ٥) =   ٥ -(  -= دس ) س ( ق        –=  دس ) س ( ق                      
  
  
  

                                     )٣(                                  ) ٢(                     ) ١ (   
  . س دس ٦س دس  وقارن الناتج بـ        ٦+       س دس  ٦احسب قیمة         : مثال 

  
  

  ١                 ١    ٢س ٦                                

   ٣=  ٠ – ٣=  ٢)  ٠(  ٣ – ٢)  ١(  ٣=        ٢س  ٣=              = س دس  ٦)         ١( 
                                   ٠                 ٠       ٢  

  
                                            ٢                 ٢        

   ٢س ٦                                 
   ٩=  ٣ – ١٢=  ٢)  ١(  ٣ – ٢)  ٢(  ٣=          ٢س ٣=              = س دس   ٦)        ٢( 

                                   ١                ١       ٢   
  
  
           ١٢=  ٩+  ٣= س دس  ٦+          س دس ٦  .  
  

                                               ٢                               ٢  
   ٢س ٦                                     

  ١٢=  ٠ – ١٢=  ٢)  ٠(  ٣ – ٢)  ٢(  ٣=        ٢س ٣=                   = س دس   ٦)            ٣( 
                                        ٠                               ٠     ٢      

  
  :خاصیة الإضافة 

   
  : إذا كان أ ، ب ، جـ أعداد حقیقیة فإن 

  
  

  دس ) س ( ق =      دس  ) س ( ق +        دس ) س ( ق              
  
  

  : استخدم خاصیة الإضافة لإیجاد قیمة :  مثال 
                                                                                ٢   

   ١٥         ١       ١٦                ٤س                                                                        
  =         –=               =         دس  ٣س=      دس    ٣س+      دس  ٣س             

                                                                         ٤         ٤         ٤       ١ -     ٤  
  ---- )٣١( صفحة --------------------------- -----------------------------------------------------------------

   ٤  
  

        
  -٢  

  - ٢  
  

        
   ٤  

   ٤  
  

        
  -٢  

  - ٢  
  

        
   ٤  

   ١  
  

        
  ٠  

   ٢  
  

        
  ١  

   ٢  
  

        
  ٠  

   ١  
  

        
  ٠  

   ٢  
  

        
  ١  

   ١  
  

        
  ٠  

   ٢  
  

        
  ١  

   ٢  
  

        
  ٠  

  ب  
  

        
  أ   

  جـ  
  

        
  ب  

  جـ  
  

        
  أ   

   ١  
  

        
 - ١  

   ٢  
  

        
  ١  

   ٢  
  

        
 - ١  



 

  
 

  خواص التكامل  المحدود                                                                              الدرس الثالث
--------------------------------------------------------------------------------------------------- -------  

  : مثال  
         

  . دس  ) س ( ، أوجد قیمة        ق   ٦= دس ) س ( ،         ق   ٥= دس ) س ( إذا كان       ق         
  
  
  
   

  .  ١١=    ٦+  ٥=  دس ) س ( ق +      دس ) س ( ق =      دس ) س ( ق             
  
  

  : مثال 
  . دس  ) س ( ، فجد         ق  ٤ -=  دس ) س ( ق        ، ٣= دس ) س ( إذا كان       ق     
  
  
   

  دس  ) س ( ق =     دس ) س ( ق +      دس ) س (ق=                 
  
  
   

  ٧= دس ) س ( ق       ٧=  ٤+  ٣    ٣=    ٤ -+ دس  ) س ( ق =                
  
  
  

  دس ) س +  ٢س ( احسب قیمة       : مثال  
  
                   

        ١:                                الحل                
  ٩       ٢٧               ٩       ٢٧              ٢س         ٣س                               

                                             +            =               +      –             +  

                         ٢         ٣               ٢         ٣        ٣       ٢            ٣  
  
  

                               ٩          ٢٧             ٩       ٢٧  
  صفر =            –             –=               +                                

                          ٢           ٣               ٢         ٣  
  

  احسب قیمة : مثال 
                                                  ١  

  صفر دائمــــــاً = دس  +           )  ٢س ٥(                                   
  ٣س                                                 

  
  
  

  ---- )٣٢( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

   ٤  
  

        
  ١  

   ٧  
  

        
  ٤  

   ٧  
  

        
  ١  

   ٧  
  

        
  ١  

   ٤  
  

        
  ١  

   ٧  
  

        
  ٤  

   ٦  
  

        
  ١  

   ٦  
  

        
  ٢  

   ٢  
  

        
  ١  

   ٢  
  

        
  ١  

   ٦  
  

        
  ٢  

   ٦  
  

        
  ١  

   ٢  
  

        
  ١  

   ٢  
  

        
  ١  

  ٣  
  

        
  ٣  

  ٤  
  

        
  ٤  

  :قاعدة                                    
  

  صفر= د س   ) س (  ق                 

  أ  
  

        
  أ  



 

  
 

  خواص التكامل  المحدود                                                                              الدرس الثالث
----- -----------------------------------------------------------------------------------------------------  

  : الخاصیة الخطیة 
  

  دس  ، جـ ثابت ) س ( جـ      ق =  د س ) س ( جـ ق )           ١                   
  
  

  ، وبعد إجراء التكامل نضرب الثابت بناتج التكاملیجوز إخراج الثابت خارج التكامل #               
  

  
  دس) س (  ھ     +دس ) س ( ق =       دس ) ) س (  ھ +) س ( ق )         (  ٢

  

  یجوز توزیع التكامل على عملیتي الجمع و الطرح#  
  

  :خاصیة الإضافة 
   

  : إذا كان أ ، ب ، جـ أعداد حقیقیة فإن 
  
  

  دس ) س ( ق =      دس  ) س ( ق +         دس) س ( ق              
  
  
  

                                                    
  صفراً                                               = دس ) س ( ق )           ٤    
  
  

  : جد قیمة التكامل لكل مما یلي  : أمثلــــة 
  
  
  دس ٤+      دس  ٢س٣        –دس  ٣س٢=        دس  )  ٤ + ٢س٣ – ٣س٢)         ( أ 

                                                                                            
  

                                                                                           ٣                                    ٣                
  ٣س                    ٤س                                                                                

  ) ١ - - ٣(  ٤+                      ٣ –                  ٢=    دس   ٤+    دس   ٢س   ٣ –دس  ٣س     ٢=   

                                                                             ١ -        ٣            ١ -        ٤  ٢    
  

                ٣                              ٣  
    ١ – ٨١                                            ٤س        

    ٢٨=  ١٦+  ٢٨ – ٤٠=   ١٦+    ])  ١ -(  – ٢٧ [  –=                 ١٦+      ٣س         –=               
        ٢                                                   ٢  

               - ١ -                             ١
  

  
  ----)٣٣(صفحة -------------------------------------- ------------------------------------------------------

  ب  
  

        
  أ   

  ب  
  

        
  أ   

  ب  
  

        
  أ   

  ب  
  

        
  أ   

  ب  
  

        
  أ   

  ب  
  

        
  أ   

  جـ  
  

        
  ب  

  جـ  
  

        
  أ   

  أ  
  

        
  أ  

   ٣  
  

        
  - ١   

   ٣  
  

        
  - ١   

   ٣  
  

        
  - ١   

   ٣  
  

        
  - ١   

   ٣  
  

        
  - ١   

   ٣  
  

        
  - ١   

   ٣  
  

        
  - ١   



 

  
 

  خواص التكامل  المحدود                                                                              الدرس الثالث
----------------------------------------------------------------------------------------- -----------------  

                                                                                ٥         
  ١٢٤         ١ – ١٢٥            ٣س)                                                                    ب 

  =             =                     = دس  ٢س =     دس   ٢س+      دس  ٢س              
                                                                          ٣                ٣              ١    ٣  

  
  .في الصفحة السابقة )   ٤( حسب الخاصیة ( صفراً =  دس  )   ٣+ س ٣+  ٢س ٥)          (  ج 
  
  
  : جد قیمة العدد جـ  في كل مما یلي  ) :  ٢(  

  
                                                                                                                             - ٢٠         ٤  

  = جـ        ٨+  ١٢= جـ  ٤ -  ١٢= جـ  ٤ – ٨ -  ١٢) = جـ  – ٢ -(  ٤  ١٢= دس   ٤)      أ 
                           ٤ -        ٤ -                                                                                     ٥ - = جـ  

       جـ                                               
  ٣٢         ٠ – ٢جـ                       ٢س                                      

   ٨ += جـ    ٦٤=  ٢جـ                                = ٣٢=                   ٣٢= س دس )     ب
                                       ١              ٢                             ٢  

                                                ٠                                                                                    ٨ -، جـ  ٨= + جـ  
  جـ                                    جـ                                                                

  ٣س ٣                                             
  ١٩=  ٢)  ٢(  – ٣جـ    ١٩=    ٣س=   ١٩=                    ١٩= دس  ٢س ٣)         ج 

                                                 ٢                                      ٢       ٣      
  

              ١٩=  ٨ – ٣جـ   ٨+  ١٩=  ٣جـ  ٢٧=  ٣جـ   بأخذ الجذر التكعیبي للطرفین ٣= جـ ،  
  
  

  .دس  ) س ( ق  ٢، فما قیمة        ٤ -= دس ) س ( ،      ق  ٦= دس ) س ( إذا كان     ق )   ٣س
  
  
  

                 دس   ) س ( ق       ٢=  دس ) س ( ق  ٢  
  
  

         
                  س ( ق       –=  دس ) س ( ق (  دس        ق ) ٤) = س   

  
  
  

                 دس  ) س ( ق +      دس ) س ( ق =      دس  ) س ( ق  =١٠=   ٤+  ٦  
  
  

        
         ٢٠=  ١٠×  ٢= دس ) س ( ق     ٢   

  
  ---- )٣٤( صفحة --------- -----------------------------------------------------------------------------------

   ٤  
  

        
   ١  

   ٥  
  

        
   ٤  

   ٥  
  

        
   ١  

   ٢  
  

        
   ٢  

   -٢  
  

        
  جـ   
  جـ   
  

        
   ٠  

  جـ   
  

        
   ٢  

   ٣  
  

        
   ١  

   ٣  
  

        
   ٥  

   ٥  
  

        
   ١  

   ٥  
  

        
   ١  

   ٥  
  

        
   ١  

   ٣  
  

        
   ٥  

   ٥  
  

        
   ٣  

   ٥  
  

        
   ٣  

   ٥  
  

        
   ١  

   ٣  
  

        
   ١  

   ٥  
  

        
   ٣  

   ٥  
  

        
   ١  



 

  
 

  خواص التكامل  المحدود                                                                              الدرس الثالث
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  
  

  : فجد قیمة ما یلي   ٨ -= دس ) س ( ا كان     ق إذ)   ٤س
  
  
  ٨= دس )  س ( ق :        دس   ، الحل )  ١+ س  ٢ –) س ( ق  ٣)          ( أ 
  
  
  
          )١+ س  ٢ؤ ) س ( ق  ٣   (   دس      ق  ٣ ) دس ١+       س دس        ٢ –دس ) س  
  

                                                ٧  

  ٢س ٢ -                                  
  ٤ – ٧(  ١+                 –دس) س ( ق     ٣  ( ٣   × )٣+ (  ] ٢)  ٤(  – ٢)  ٧(  [ –)  ٨  (  

                                      ٤        ٢      
  

           ١٦ – ٤٩ [ - ٢٤ [  +٣  ٢٤ - ] ٦ -=  ٣+  ] ٣٣   .  
  
  
  

  ٨= دس ) س ( ق =      دس ) س (ق +   دس ) س ( ق       دس ) س ( ق         –دس ) س ( ق )        ب 
  
   

  
  دس ) س ( عبر عن كل من التكاملین التالیین بتكامل واحد على الصورة    ق )  ٥س
  
  
  
  دس   )س ( ق =       دس )  س ( ق +      دس )  س ( ق )     أ 
  
  
  
  

  دس  ) س ( ق         –دس )  س ( ق )       ب 
  
  
  
         دس ) س ( ق =       دس  ) س ( ق +        دس )  س ( ق.  
  
  
  
  
  
  
  

  ---- )٣٥( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

   ٤  
  

        
   ٧     ٧  

  
        

   ٤  

   ٧  
  

        
   ٤  

   ٧  
  

        
   ٤  

   ٧  
  

        
   ٤  

   ٧  
  

        
   ٤  

   ٧  
  

        
   ٤  

   ٧  
  

        
   ٤  

   ٧  
  

        
   ١  

   ٤  
  

        
  ١  

   ٧  
  

        
   ١  

   ١  
  

        
  ٤  

   ٧  
  

        
   ٤  

  ب   
  

        
  أ   

   ٩  
  

        
  ٧  

   ٧  
  

        
 - ٢  

   ٩  
  

        
 - ٢  

   ٦  
  

        
  ٢  

   ٥  
  

        
  ٢  

   ٦  
  

        
  ٢  

   ٢  
  

        
  ٥  

   ٦  
  

        
  ٥  



 

  
 

  حدود                                                                              الدرس الثالثخواص التكامل  الم
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  
  ) : ١٨٠(  ١تدریب 

  
  د س ) س ٤+  ٢س ٣( احسب قیمة                     

  
  ٣                           ٣:                                           الحل 

    ٢س ٤           ٢س ٣                    
  ٤٥=  ١٨+  ٢٧=  ٠ – ٢)  ٣(  ٢+   ٣)  ٣= (         ٢س٢+  ٣س=               +                     =               

                       ٠                                         ٠        ٢                ٣  
  

  :احسب  قیمة : مثال 
  

                ٧                                  ١                                 ٢           
         ٣لـو   – ٧لـو    ٢= لـو   س         ٢= د س                  ٢=   د س  )                      ١

                  ھس                               س                                    
٣                    

ھ              ھ
   

  
         ٣لـو   ٢  – ٧لـو ٢=                 

  ھ               ھ                             

  
                                                                                ٥  

  ٢ھ ٥  – ٥ھ٥=     ٢ھ   – ٥ھ       ٥=          سھ      ٥= دس   سھ          ٥=  دس    سھ  ٥)          ٢

                                                                                ٢                                                       
  
  
  

  ) : ١٨١(  ٢تدریب  
  

     ٨ -                                 ٨ -:                                                      احسب  قیمة كل من التكاملات التالیة 
                                                                                    - ١                           ٣×  ١   +   ٢    

    ٣س              ٣×  ١        ٣ س                    ٢ -                                                          
  =                              =                د س     ٣ س  =          د س    ٢ – س     ٣)         (    ١

                                                                               - ١                 ٣×  ١      ٢  
                                                                                     +  

                                                                                ١-          ٣               ١ -     ٣×  ١       ٣       
               - ٨-                                  ٨  

           ١  

    ٣ -=  ] ١ -  – ٢-   [ ٣=           ١ -    ٣   –   ٨ -    ٣        ٣= س              ٣  ٣=      ٣س  ٣= 
               -١-                                   ١  

  
  
  
  
  
  
  

  ---- )٣٦( صفحة - -------------------------------------------------------------------------------------------

   ٣  
  

        
   ٠   

   ٧  
  

        
   ٣   

   ٧  
  

        
   ٣   

   ٥  
  

        
   ٢   

   ٥  
  
        

   ٢   

  -٨  
  

        
  -١   

  -٨  
  

        
  -١   



 

  
 

  خواص التكامل  المحدود                                                                              الدرس الثالث
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  
                             ٣   

  د  س )   ٢  –+          سھ  ٤)        (  ٢
  س                               

  
                ٣                                          ٣    

  )              ١ – ٣(  ٢  –لـو   س             ٣+         سھ  ٤= 
  ١                        ھ                ١                

    ٤ – ٣لـو ٣+ ھ  ٤ – ٣ھ ٤    ٤ – ١لـو ٣ -لـو   ٣ – ٣لـو  ٣+  ١ھ  ٤  – ٣ ھ ٤= 
  ھ                                         ھ                 ھ          ھ                                          
                                                                     ٢                                     ٢     

       ٢س  ٨              ٣س  ٦                                                         
  )    ٢ -  – ٢(  ٣+                        –=                  د س  )  ٣+ س ٨ – ٢س  ٦)         (  ٣

                                                            ٢-          ٢            ٢-       ٣  

                    ٢                              ٢  

  ٤٤=  ١٢+  ٣٢   ١٢) +  ٤ – ٤(  ٤ –)  ٨ -  – ٨(  ٢  ١٢+          ٢س ٤  –         ٣س  ٢=   
                   - ٢ -                             ٢     

  
  ) : ١٨٢(  ٣تدریب 

  
  .دس )  س ( ، فجد        ق  ١٢= د س )  س ( ق  ٢إذا كان                                 

  
  : الحل 

   ٦= د س ) س ( ق         ٢÷ )  ١٢= د س )  س ( ق       ٢=  (           
  
  
          ٦ -= د س ) س ( ق  .  
  
  

  :  ٤تدریب 
  

  دس) س ( ق  ٣، فجد       ١٨= د س  ) س ( ،        ق  ٩= دس )  س ( إذا كان          ق                 
  

  : الحل 
  

  د س        ) س ( ق       ٣=  دس  ) س ( ق  ٣                 
      
  
  
          دس  ) س ( ق +      د س ) س ( ق =      د س )  س ( ق  =- ٩=  ١٨+  ٩   
  
  
  
           س ( ق ( ٩= د س   ق        ٣ ) ٢٧=  ٩×  ٣= دس  ) س   
  

  ---- )٣٧( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

  ٣  
  

        
  ١   

  ٢  
  

        
 -٢   

  ٥  
  

        
  ٣   

  ٣  
  

        
   ٥     ٥  

  
        

  ٣   

  ٥  
  

        
  ٣     ٣  

  
        

   ٥   

   ١  
  

        
  -٢   

   ٢  
  

        
  -٢   

   ٢  
  

        
   ١   

   ٢  
  

        
   ١   

   ١  
  

        
   ٢   

   ٢  
  

        
   ١   

   -٢  
  

        
   ١   

   ٢  
  

        
  -٢   

   ٢  
  

        
   ١   

   ٢  
  

        
   ١   



 

  
 

  الدرس الثالث                                                                     خواص التكامل  المحدود         
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  
  ٢  ≤س   ≤  ٢ -         ١+  ٢س  ٣)  =         س ( ق :  مثال 

  د س )  س ( ، أوجد              ق                                                                                        
   ٥<  س    <  ٢              ٣+ س  ٢                                   

  
  . نستخدم خاصیة  الإضافة # 

  : الحل 
  

  .د س  ) س ( ق +         د س  ) س ( ق =          د س ) س ( ق                             
  
  
  

  د س )  ٣+ س  ٢+          ( د س   )   ١+  ٢س  ٣=       (           
  

                           ٥                                                                           ٢           
  ٢س ٢                                          ٣س  ٣            

      +                       =٢ – ٥(  ٣)  +                       +  ٢-  – ٢(  ١           (  
              ٢                                                 ٣  

                          - ٢                                                                          ٢     
  

 =٥٠=  ٩+  ٢١+  ٤+  ١٦=   ٩+  ٤ – ٢٥+  ٤+  ٨ -   – ٨   
  

  :  ٥تدریب 
  
  

  ١  ≤س   ≤  ٠س          ٢ – ٣س)  =         س ( ق :  مثال 
  د س )  س ( ، أوجد          ق                                                                                        

   ٢   ≤س   <  ١س         ٤ – ٣                                   
  
  
  . نستخدم خاصیة  الإضافة # 

  : الحل 
  

  .د س  ) س ( ق +         د س  ) س ( ق =          د س ) س ( ق                             
  

                ٢                                                                ١                              ١    
  ٤×  ١         ١                 ٢س ٤                                    ٢س  ٢             ٤س       

                 =–                    +١ – ٢(  ٣  (–                              )–                + (٢ – ٣  )١ – ٤  (  
        ٤×  ١         ٤                     ٢                                       ٢                  ٤  

                ١                                                                 ٠                              ٠      
  

     - ١٥ -        ١٢ – ٣ -           ٤×  ٣           ٣ -                           ٣   
  +          =٦ – ٣                –                            =                     =  

       ٤               ٤                 ٤×  ١            ٤                            ٤  
  

  ---- )٣٨( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

  ٥  
  

        
 - ٢   

  ٥  
  

        
 - ٢   

  ٢  
  

        
 - ٢   

  ٥  
  

        
   ٢   

  ٢  
  

        
 - ٢   

  ٥  
  

        
   ٢   

  ٢  
  

        
   ٠     

  ٢  
  

        
  ٠   

  ١  
  

        
   ٠   

  ٢  
  

        
   ١   



 

  
 

  الدرس الثالث                       خواص التكامل  المحدود                                                       
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  :  ٦تدریب 
                                                               ٣   

  صفر :  د س    ،،،،،،،  الحل )  ٥س  –+            س              (   احسب قیمة                    
        ٤س                                                               

  
  

  :  ٧تدریب 
  

  صفر ، فجد قیمة أ = س د س  ٢إذا كان                    
  

  أ                                      
   ٢س  ٢              : الحل 

  بأخذ الجذر التربیعي للطرفین   ٤=  ٢أ  صفر =  ٤ – ٢أ =                              =                
   ٢ += أ          ٢          ٢                         

  
  

  تمــــــــــــارین ومســــــــــــــــــــائل 
  
  : ملات الآتیة احسب قیمة كل من التكا)   ١

                                                                 ٣                                ٣     
  ٢س ٤              ٣س                                                        

  )  ١ -  – ٣(  ٣+                   –=                   د س   )  ٣+ س ٤ – ٢س)         ( أ 
                                                          ١-      ٢           ١ -     ٣     

  
      ١٦     ١٢ – ٢٨     ٣×  ٤          ٢٨                              ٢٨                                         ١ -  – ٢٧  

                      =–  ١٢) +  ١ – ٩(  ٢             –   ١٢+  ١٦           –                =              =  
            ٣          ٣           ٣×  ١           ٣                                ٣                                                 ٣  

  
  
  

  د س ) س             ٣   ٤ –س                ٣)        (  ب 
  

                                                                                                                           ١               
                                                                      ١  

 +
 ٣×  ١   +   ١                                ٢×  ١    

       ٣×  ١         ٣س ٤                ٢×  ١       ٢س  ٣                    ١                        ١                       
       –                          =     د س   )    ٣س  ٤  –   ٢س   ٣=        (   

                                                                ٣×  ١        ١             ٢×  ١         ١      
                                                                     +                               +  

                                            ٠       ٣×  ١        ٣             ٢×  ١         ٢                  ١    
               ١                                          ٤                                ٣   

  ٤               ٣                    ٣س  ٤             ٢س  ٣       

  . ١ -=  ٣ – ٢=         ٣س  ٣  –    ٢س  ٢=                        –=                    
             ٠                                              ٤                ٣  

  

             ٠           ٣                ٢     
  

  ---- )٣٩( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

  ٣  
  

        
  ٣   

  أ  
  

        
  ٢   

  ٣  
  

        
  -١   

  ١  
  

        
   ٠   

  ١  
  

        
   ٠   



 

  
 

  خواص التكامل  المحدود                    تمارین ومسائل                                       الدرس الثالث
 ----------- -----------------------------------------------------------------------------------------------  

  
                                 ٦                 

  صفر = د س ،،،،،،، الجواب +           )  سھ ٣)            ( ج 
  ٢س                                

  
  
  
  د س ) س ( ، جد قیمة         ق  ٨ -= د س )  س ( ،       ق  ١٢ -= د س ) س ( ق  ٣إذا كان              )  ٢
  
  
  

  : الحل 
  

   ٣÷ )  ١٢ -= د س ) س ( ق        ٣=  (   ١٢ -= د س ) س ( ق  ٣                   
  
  
  

   ٨= د س ) س ( ق          ٨ -= د س ) س ( ق             ٤ -=  د س ) س ( ق                      
  
  
  

  .  ٤=  ٨+  ٤ -  د س ) س ( ق +       د س   ) س ( ق =     د س ) س ( ق                         
  
  
٣ (  

  ٣  ≤س   ≤  ١          ١+  ٢س)  =         س ( ق            
  د س )  س ( ، أوجد          ق                                                                                        

   ٥   ≤س   <  ٣        ٤+ س  ٢                                   
  

  : الحل 
  

  د س ) س ( ق +      د س ) س ( ق =      د س ) س ( ق                   
  
  
  

  د س )  ٤+ س ٢+           ( د س  )  ١+  ٢س=        (                 
  

                                 ٥                                                                 ٣              
         ٢س ٢                                   ٣س                      

                                 = +٣ – ٥(  ٤)  +                   +  ١ – ٣(  ١             (  
                       ٣         ٢                              ١        ٣  

  
                           ١٠٤     ٧٨+  ٢٦      ٣×  ٢٦      ٢٦                                     ١ – ٢٧  

                      +               =٨+  ٩ – ٢٥+  ٢                     =                 =               +  
                               ٣             ٣             ٣×  ١        ٣                                          ٣        

  ---- )٤٠( صفحة -------------------------------------------------------------- ------------------------------

  ٣  
  

        
  ٣   

  ١  
  

        
   ٠   

  ١  
  

        
  ٣   

  ٣  
  

        
   ٠   

  ١  
  

        
   ٠   

  ١  
  

        
   ٠   

  ١  
  

        
   ٠   

  ١  
  

        
  ٣   

  ٣  
  

        
  ١   

  ٣  
  

        
   ٠   

  ١  
  

        
   ٠   

  ٣  
  

        
  ١   

  ٥  
  

        
   ١     

  ٥  
  

        
   ١     

  ٣  
  

        
   ١     

  ٥  
  

        
   ٣     

  ٣  
  

        
   ١     

  ٥  
  

        
   ٣     



 

  
 

  خواص التكامل  المحدود                    تمارین ومسائل                                       الدرس الثالث
 ------------------------------------------------------------------------- ---------------------------------  

  
  إذا كان )   ٤

  ) س ( ع                                                                  
  ، فجد     ٥ -= ،                         د س  ٦= د س ) س ( ق                             

                                                                     ٢      
  
  
  د س     )) س ( ع  -د س  ) س ( ق   ٤)         ( أ 
  

  : الحل 
  )س ( ع                        

   ١٠= د س )  س ( ع             ٥= دس                                      
                           ٢   

  
  
             )د س ) س ( ع           –د س ) س ( ق         ٤=    د س ) س ( ق  ٤ .  
  
  

               ١٤=  ١٠ – ٢٤=  ١٠ – ٦×  ٤ .  
  

          ٣)                                                                        ب 
          ٣س ٦                                                                 

  )         ١ -  – ٣(  ٢+ د س ) س ( ع       ٣   –=                 د س  )  ٢) + س ( ع  ٣ -   ٢س٦(              
                                                                    ٣       

                                                                             - ١   
   =٨+  ١٠×  ٣ –)  ١ -  – ٢٧(  ٢  ٣٤=  ٨+  ٣٠ – ٥٦  .  
  
  
  
  
  
  ، جد قیمة جـ ٠= س  دس  ٢إذا كان       )         ٥
  

          جـ:                  الحل 
  ٢س٢              

          =                    =٠    ٠=  ٩ – ٢جـ   ٩=  ٢جـ   ٣ += جـ           
               ٣-          ٢   

  
  
  
  
  
  
  
  

  ---- )٤١( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

  ٣  
  

        
  -١   

  -١  
  

        
  ٣   

   ٣  
  

        
 - ١   

  ٣  
  

        
  -١   

  ٣  
  

        
  -١   

   ٣  
  

        
  - ١   

  ٣  
  

        
  -١   

  ٣  
  

        
 - ١   

  ٣  
  

        
  -١   

  ٣  
  

        
  -١   

  جـ  
  

        
 -٣   



 

  
 

  الدرس الثالث       خواص التكامل  المحدود                    تمارین ومسائل                                
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  
  
  ، جد قیمة جـ  ٢١= د س  ٢س  ٩إذا كان       )        ٦
  

                           جـ:                          الحل 
    ٣س ٩                      

                =                   =٢١           )٣÷ )  ٢١) =  ٨ -  – ٣جـ(  ٣   
                         ٢-       ٣   

  
   ١ -= جـ   ١ -=  ٣ج  ٧=  ٨+  ٣جـ =                

  
  
  ، جد قیمة ب  ١٥= د س  )  ٤ –س ٢( إذا كان        )  ٧
  
  

            ب                       :الحل 
  ٢س ٢                  

   ١٥=  ٣+ ب ٤ – ٢ب  ١٥=  ٤+ ب  ٤ – ١ – ٢ب   ١٥=  ٤+ ب  ٤ –=                              
   ٠) =  ٢+ ب ) (  ٦ –ب (   ٠=  ١٢ –ب ٤ – ٢ب        ١       ٢                     

  .  ٢ -= ، ب    ٦= ب                                  
  
  
  د س ) س (، فجد           ق  ٨= دس )  ١ –) س ( ق ٢( إذا كان           )     ٨
  
  
  

   ٨=  ٣ –د س ) س ( ق      ٢    ٨) =  ١ – ٢(  ١ –د س ) س ( ق  ٢                              
  

                                                                                     ١١  
 س ( ق        ٢ (  ١١= دس                ق ) د س ) س =  

                                                                                      ٢  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ---- )٤٢( صفحة ---------------------------------------- ----------------------------------------------------

  جـ  
  

        
  -٢   

  ب  
  

        
   ١   

  ٢  
  

        
  -١   

  ٢  
  

        
  -١   

  ٢  
  

        
  -١   

  ٢  
  

        
  -٢     ١  

  
        

  -١   

  ٢  
  

        
  -١   



 

  
 

  التكامل بالتعویض                                                                                            الدرس الرابع  
---------------------------------------------------------------------------- ------------------------------  

  
  دس  ) س (    ھ=  ، د ص ) س (  ھ=  د ص ، حیث ص )  ص ( ق  =       دس )  س (    ھ) ) س ( ھ( ق  (     
  
  

  )   .ص =  في الغالب نضع ما داخل القوس . ( دس  ٤) ٣ –س  ٢( احسب قیمة        : مثال 
  

                                                :                        الحل     
  ١ -=  ٣ – ٢= ص   ١= عندما س   د ص= د س ، د س  ٢= د ص    ٣ –س ٢= افرض ص             

  ١= ص   ٢= س                ٢                                                                                    
  

              
                  ١                       ٤د ص               ص                        

  د ص   ٤ص=               د ص  =                               ٤ص               
                          ٢                          ٢                  ٢   

  
                                                   ١     

    ١              ٢       ١          ١ -        ١          ١           ٥ص       ١                         ١     
  =                     =                  –=                     =                     د ص  ٤ص=            

     ٥             ٥       ٢           ٥          ٥         ٢              ٥        ٢                         ٢  
                                                   - ١      

           ١+ س :           مثال 
  د س                                            
   ٥+ س ٢+  ٢س                   

             
  . ، مشتقة الثابت صفر دائماً ) ما داخل الجذر (  ٥+ س ٢+  ٢س= نفرض أن ص #                       

  د ص                                                                     
     د س     ٢+ س  ٢= د ص     معامل د س)  ٣+س ٢( ، بالقسمة على =                    د س  

  ٢+ س  ٢                                                                  
  

  د ص           ١+ س              
  .عامل مشترك  ٢أخرج ) )   ١+ س (  ٢=  ٢+ س ٢( ،                                                 

  ٢+ س  ٢ص                         
  

    ١         ١                     ١           ١د ص                         ١+ س              
  د ص     ١              =      د ص  =                                             =                            

   ٢ ص        ٢ص                              ٢)          ١+ س ( ٢ص                         
  

                                                  ١                                                   ١     
     ١           ١

          ١               ١              ١             ٢ص      ١                    ١+   ٢ص         ١                 

  جـ+   ٢ص=    ٢ص  ٢=                         =         =                                د ص   ٢ص=            
     ٢                        ١         ٢              ١+       ١   -    ٢                           ٢  

                                             ٢                                     ٢  

  
  .جـ +  ٥+ س ٢+  ٢س=     جـ  + ص =    

  
  ---- )  ٤٣( صفحة --------------------------------------------- -----------------------------------------------

    
        

   

    
        

   
  ٢  
  

        
  ١  

  ١  
  

        
  - ١  

  ١  
  

        
  - ١  

  ١  
  

        
  - ١  

  ١  
  

        
  - ١  

    
        

   

    
        
   

    
        

   

    
        

   

    
        

   



 

  
 

  التكامل بالتعویض                                                                                            الدرس الرابع  
----------------------------------------------------------------------- -----------------------------------  

  
  س ٢                                          

  احسب قیمة                                   د س    :  مثال 
  ٣)  ١+  ٢س(                                      

                                                                         
   ١= ص   ٠= ، عندما س  د ص= س د س، د س ٢=  د ص       ١+  ٢س= نفرض أن  ص  

  ٢= ص   ١= س     عندما س ٢                                                                                   
  

  ١س      د ص                  د ص               ٢     
  د ص  ٣ -ص=      د ص =                      =                                             

   ٣ص             ٣س                  ص ٢     ٣ص      
  

                          ٢                               ٢                               ٢  
               ٣      ٣-     ١ -           ٤×    ١      ١            ١                   ١               ٢ -ص              ١+  ٣ -ص           

  =                      =                          =                     =–        –           –                            =       ×  =  
   ٢ ص   ٢ -   ١      ٢ -          ١    ١+  ٣ -            

٨      ٤       ٢             ٤×    ١      ٤            ٢              ١              
  

                                                         ١    
  )  ١ –س ٥= نفرض أن ص ( د س     ٢)  ١ –س  ٥(  ٣  احسب قیمة         : مثال 

  
  د ص                                ٥د ص                         

  ٤٩=  ١ – ٥٠= فإن ص  ١٠= عندما س  =             د س    د س   =              =                   
     ٩=  ١ – ١٠= فإن ص  ٢= عندما س            ٥                                  ٥           ٥                  

  
                                                                                      ١                                          ١+   ١  

    ٤٩           ٢ ص           ٣    ٤٩       ٢ص          ٣                ١                 ٣د ص          ١               

  =                                              د ص    ٢ص  =                            ٢ص   ٣     
                     ٩          ١           ٥      ٩    ١+    ١        ٥                                   ٥          ٥   

                                                                                ٢                                 ٢  
   

                       ٤٩                           ٤٩                           
 ١               ٣

        ٣                                             ٣                                  ٣           
          ٣×  ٢ – ٧×  ٢=                ٩     ٢  – ٤٩     ٢=              ص          ٢=                  ٢ ص  ٢         

 ٥                                             ٥                ٩                     ٥    ٩                   ٥  
  
  
٢٤                             ٣                               ٣  

          ٨=                       ٦ – ١٤                =  
٥                              ٥                               ٥  
  
  
  
  
  
  

  ---- )  ٤٤( صفحة ----------------- ---------------------------------------------------------------------------

  ١  
  

        
  ٠  

  ٢  
  

        
  ١  

  ٢  
  

        
  ١  

  ٢  
  

        
  ١  

  ٢  
  

        
  ١  

  ١٠  
  

        
  ٢  

  ٤٩  
  

        
  ٩  

  ٤٩  
  

        
  ٩  



 

  
 

  التكامل بالتعویض                                                                                     الدرس الرابع  
-------------------------------------------------------------------------------------------------------- --  

  
  دس  ) س (    ھ= ، د ص ) س (  ھ=  د ص ، حیث ص ) ص ( ق  =     دس)  س (   ھ) ) س ( ھ( ق  (     
  

  .  یكون التكامل بالتعویض لاقترانین أحدھما مشتقة الأخر #              
  

  : أمثلــــة
  
  د ص               ،               ١ –س ٣= دس ، نفرض أن ص  ٤)  ١ –س  ٣)            ( أ  

  = د س   دس بالقسمة على معامل د س  ٣= د ص                                      
                                                                                                               ٣  

   ٤ -=  ١ – ٣ -=   ١ –)  ١ -(  ٣= فإن ص  ١ -= ، عندما س   ١ –س  ٣= ص                     
    ٥=    ١ – ٦=     ١ –)   ٢(  ٣=  فإن ص    ٢= عندما س                                               

  ١د ص                                    
  .د س  ٤ص=                          ٤ص                   

٣ ٣  
  
                                 ٥  

     ٤١٤٩        ١٠٢٤+  ٣١٢٥        ١            ٥)  ٤ -(  – ٥)  ٥(       ١                  ٥ص         ١            
                    =                                           =                             =                      =  

            ١٥                      ٥                ٣                        ٥                 ٣     ٤ -        ٥         ٣  
  
  

  د س                
  .ط مع تغییر في إشارة الأسیجب أن تحول إلى الصورة الأسیة و ترفع إلى البس د س )                            ب 

    ٤+ س  ٥             
  

           د ص                                                                                                             ١              د س                                                  
  = ، د س ٥= ، د ص  ٤+ س  ٥= د س ، نفرض ص    ٢)  ٤+ س  ٥=      (    ١                                 

  ٥                                                                                                         ٢) ٤+ س  ٥(                
  ٩= فإن ص  ١= ،عندما س  ٤= فإن ص  ٠= عندما س                                                  

                                                                                     ١                                     ١  
 ١            ١د ص              ١                  

        ٩          ٢ص            ١         ٩    ١+    ٢ص        ١               
                          ١=                                      ١ =              د ص    ٢ص=                            ٢ص             

                          ٤              ٢             ٥     ٤    ١+   ٢           ٥                            ٥           ٥     

     
                                 ٩                                ٩   

           ٢                        ٢                               ٢                      ٢           ١                ١  
  =       ٢ – ٣=               ٤    –  ٩=             ص       =             ٢ص ٢=                   

           ٥                        ٥                                  ٥           ٤                    ٥       ٤                    ٥  
  
  
  
  
  
  

  ----) ٤٥( صفحة ---------------------------------------------------------------------------- ----------------
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  التكامل بالتعویض                                                                                     الدرس الرابع  
----------------------------------------------- -----------------------------------------------------------  

  
  

  . دس    ٢س ٨)  ٥+  ٣س)        ( ج 
  

  )  س ذات الأس الأكبر ( ما داخل القوس = نفرض ص #                
  د ص                                                                                                          

  =دس  ،         دس  ٢س ٣= ، د ص   ٥+  ٣س= ص                               
  ٢س ٣                                                                                                         

  
  .   ١٣=  ٥+  ٨= فإن ص  ٢= ندما  س ، ع  ٣ -=  ٥+  ٨ -= فإن  ص  ٢-=  عندما س              

  
  

  ٩)  ٣ -(  – ٩)  ١٣(       ١٣                 ١                                ١د ص                                          
  =                 ٩ص =           د ص     ٨ص=                                ٢س  ٨ص               

  ٢٧               ٣ -                ٣                                 ٣         ٢س ٣                               
  
  

  د س                        
  .د س    ٢ – )س ٢+  ٣)                               =     ( د 

  ٢)س ٢+  ٣(              

  
  د ص                                                                                         

  = د س  ، د س  ٢= س ، د ص  ٢+  ٣= نفرض  ص #         
                                                                                    ٢  

  
  ٧= فإن ص  ٢= ، عندما س  ٥= فإن ص  ١= عندما س          

                                                                                           ٧                                   ٧   
      ١ -       ١              ١ – ص      ١                              ١د ص                                

  =                        =           د ص    ٢ -ص=                           ٢ -ص             
   ٥ص             ٢      ٥     ١ -        ٢                             ٢           ٢                          

  
  

             ٧+  ٥ -          ١              ٧×  ١        ٥×   ١-          ١             ١ -         ١ -          ١    
                              =–                                                =                     +                            =  

             ٣٥              ٢              ٧×  ٥        ٥×   ٧           ٢              ٥           ٧          ٢  
  
  

            ١               ٢          ١  
          =                         =  

            ٣٥              ٣٥        ٢   
  
  
  
  
  

  ---- )  ٤٦( صفحة ------------------------------------------------------------- -------------------------------
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  التكامل بالتعویض                                                                                       الدرس الرابع
-------------------------------------------------------------- --------------------------------------------  

  
  د ص            

  = د س  س د س  ٦= ، د ص ١+  ٢س ٣= ص  دس    ١+  ٢س ٣س     )          ھ
  س   ٦              ٤= فإن ص  ١= و عندما س  ١= فإن ص   ٠= عندما س  
  

                                                                                          ٣                             ٣                      
      ٢ص  ٢     ١              ٢ص         ١                         ١          ١د  ص                                     

٣=               د ص  ٢ص=                 س    ص                     
 

                    =  
        ٣         ٦                ٢          ٦                            ٦س          ٦                             

  
                              ٤       

             ٧                             ١                                 ١                      ٢  
               =١ – ٨=                     ١    – ٦٤=                  ٣ص       =  

            ٩                             ٩                                 ٩      ١             ١٨  
  

  د ص                                                                                                                                ١                                          
  = س د  س  د س  ٢ -= ، د ص  ٢س – ٢٥= د س ، ص  ٢)  ٢س – ٢٥(  س )         و 

  س  ٢ -                          ٩= فإن ص  ٤= ، عندما س  ١٦= فإن ص  ٣= عندما س                  
  
  

                                                                                                   ٩       ١              
    ١             ١                     ٢ص       ١                       ١              ١              د ص         ١                          

   ٢ ص  ٢       -=              ١              -= د ص    ٢ص               -=                 ٢س  ص               

   ٢       ١٦       ٢         ٢                                 ٢س            ٢ -                              
  

                          ٩  
  
     =-          ١) =    ١ - (  -=        ٤ – ٣    -=     ١٦    –  ٩        -= ص   

                          ١٦     
  
  

  : جد كلاً من التكاملات التالیة    :ـة أمثلـــ
  

                          ٢             
    ٧ .      د ص   -= د س  د س  -= د ص =  س  – ٢= ص  . دس  ٥) س   – ٢)      ( أ 

                                               ٥                                           ٧                              ٧                                             ٢  
  ٥-      ٥ص ٥ -         ٥ص   -                 ١+  ٥ص  -               ٢                  

       -  جـ    + س      – ٢=              =               =             جـ =                     + د ص     ٥ص  
                                    ٧             ٧                ٧                               ٢    

                                             +١   
                                    ٥                               ٥  

  
  
  
  

  ---- )  ٤٧( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 
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  الدرس الرابع                                                                           303)  ٤ – ٧( التكامل بالتعویض 
---------------------- ------------------------------------------------------------------------------------  

  
  .    د س  ٤) ٢ –س ٥+ ٢س٣) (  ٥+ س  ٦)        ( ب 

  د ص                                                                                                          
               ٢ –س  ٥+ ٢س٣= ص    دس  ٥+ س ٦= د ص  دس =  

  ٥+ س  ٦                                                                                                     
  

  ٥ د ص                                          ص                                        

  جـ=          +  د ص    ٤ص=                          ٤ص ٥+ س  ٦               
  ٥                                        ٥+ س  ٦                                     

  
   ٥ ) ٢ –س  ٥+  ٢س٣(                        

                                          =          +      جـ  
                                    ٥  

                                                                          ٢س                   
     ١           

           .             د س     ٤)  ٧+  ٣س(   ٢س =        د س )                            ج 
              ٧+  ٣س   ٤             

  د ص                                                                              
    ٧+  ٣س= ص   د س  ٢س ٣= د ص  د س =  

     ٢س ٣                                                                             
           

                                                                                          ١                 
      ١+  ٤  ص        ١                ١             ١         د ص       ١                       

   ١=           د ص      ٤ص=                           ٤ص   ٢س         
   ١+    ٤       ٣                              ٣         ٢س ٣                          

  
                             ٣                               

     ٤            ٤ ص  ٤     ١             
             =                             =جـ +   ٣)  ٧+  ٣س (   ٤  

             ٩               ٣          ٣  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ---- )  ٤٨( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   



 

  
 

  الدرس الرابع                                                                      )          ٤ – ٧( التكامل بالتعویض 
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  
  : قــاعدة 

  . مرفوع إلى قوه غیر الواحد قانون یستخدم في التكامل الخطي فقط و ال               
  

   ١+ ن  ) ب + أ س (                                                      

           ١ - ≠جـ    ، ن  =                             + دس  ن) ب  + أ س (                      
  )  ١+ ن ( أ                                                        

  
  
  
  
  

   ١٠)  ١٣+ س  ٨(                ١+  ٩ )  ١٣+ س  ٨(                                                         
  جـ    =                             + جـ =                                + دس   ٩)  ١٣+ س  ٨( أوجد     : مثال 

                                                           ٨٠)                               ١+  ٩(  ٨  
  

  ٥)س  ٢ – ٧(                  ٥)س  ٢ – ٧(                                                     
  جـ           +                      =       جـ  =                          + د س   ٤) س ٢ – ٧( أوجد  :  مثال 

                                                      - ١٠-                            ٥×  ٢  
  
  

   ١+ ن ) ) س ( ق :                                                                  ( قاعدة  

  جـ =                             + د س )  س ( ق      ن) د س ) س ( ق (                     
   ١+ ن                                                                                   

  
  
  
  
  

  ٩)س ٣+  ٢س(                                                                         
  جـ   ، بالتعویض=                         + دس )   ٣+ س ٢( ×  ٨) س ٣+  ٢س :       (مثال 

                                                                                ٩  
  د ص                                                                                                 

  = دس  د س  ٣+ س ٢= د ص  س  ٣+  ٢س= ص  بالفرض 
        ٣+ س  ٢                                                                                              

  
      ٩)س ٣+  ٢س(                ٩د ص            ص                                           

  جـ        =                          + جـ  )                   =           +  ٣+ س ٢( ×  ٨ص=       
  ٩                          ٩         ٣+ س  ٢                                        

  
  
  
  
  
  

  ---- )  ٤٩( صفحة ----------------------------- ---------------------------------------------------------------
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--------------------------------------------------------------------------------------- -------------------  

  
  . د س     ٣ – ٢س+  ٣س)         س  ٢+  ٢س٣( أوجد     : مثال 

  د ص                                                                                                        
  = د س   س د س ٢+  ٢س٣= د ص   ٢س+  ٣س= نفرض أن  ص 

  س     ٢+  ٢س٣                                                                                                 
  

      ١ دص                                                                                     
  د ص       ٢ص =         ص                             )          س ٢+  ٢س٣=       ( 

  س ٢+  ٢س٣                                                    
  

            ١+    ١                                 
 ٣  

      ٢                       ٢         ٣        ٢                 ٢ ص                       ٢ص        
  ٣) ٣ – ٢س+  ٣س=             (   ٣ص=                    ٢ ص=       جـ  =               + جـ  +                     =

        ٣                       ٣                   ٣                  ٣                             ١  
               +١   

        ٢                             ٢  
  
  
  

  : جد كلا من التكاملات التالیة  :١تدریب 
  
  

  ٤) س  – ١(             ٤) س  – ١(                                             
  جـ =                   + جـ  =                     + دس  ٣) س  – ١)        (   ١

                                             - ٤ -                     ٤×  ١   
  
  

   ٦)  ٤+  ٣س(                                                       
  جـ     =                         + دس   ٥)  ٤+  ٣س(  ٢س٣)         ٢

                                                            ٦  
  أو
  

  د ص                                                                         
  = د س  دس   ٢س٣= د ص   ٤+  ٣س= ص   

     ٢س ٣                                                                       
  

   ٦) ٤+  ٣س(              ٦د ص           ص                                
  جـ =                   + جـ  =           +                 ٥س  ص ٣=          

  ٦                       ٦           ٢س٣                                
  
  
  
  
  
  

  ---- )  ٥٠( صفحة --------------- -----------------------------------------------------------------------------
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----------------------------------------------------------------------------------------------- -----------  

  
   ٦ –س  ٤                     

  . د س                                          ٣)       ٣
   ١+ س ٣ – ٢س                

  
  د ص            .                         س  ٣ – ٢س= ص 

  = دس  د س   ٣ –س  ٢= د ص 
  ٣ - س ٢                                                 

  
  

  ١  -                              ٢د ص                      )            ٣ –س ٢(  ٢        

  د ص  ٣ ص  ٢=        دص    ١=                                                                      
     ٣ص                   ٣ –س  ٣ص                         ٣     

  
        -    

 ٢                          ١+    ١   
  ٢                                      ٣ص  ٢                       ٣ص        

  جـ+  ٣ص  ٣= جـ    =                + جـ  =                     + 
     ٢                                ١  

-              +١   
     ٣                                ٣   

  
         ٣                                 ٣  

  جـ+   ٢)  ١+ س ٣ – ٢س(          ٣=          ٢ص              ٣= 
  
  

  : قواعـــــــد عامــــــة 
                                - ١           

  جـ  + جتا أ س         =           جـا أ س د س )      ١
  أ                                   

                                             - ١   
  جـ ) + ب + أ س ( جتا =          دس )  ب + أ س ( جـا            

  أ                                                    
                                    ١    

  جـ+ جـا أ س      =          جتا  أ س د س  )      ٢
  أ                                     

                                               ١  
  جـ ) + ب + أ س ( جـا =         د س  ) ب + أ س ( جتا            

  أ                                                  
  

                                       ١  
  جـ + ظـا أ س        =            أ س  دس   ٢قـا )         ٣

  أ                                        
                                                   ١  

  جـ       + ظـا أ س       =          دس )  ب + أ س (   ٢قـا              
  أ                                                    

  ---- )  ٥١( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 
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 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

                                              ١  
  جـ + ظتا  أ س             - =  أ س  د س   ٢قتا )          ٤

  أ                                               
                                                      ١  

  جـ  ) + ب + أ س ( ظتا            -= د س ) ب + أ س (  ٢قتا               
  أ                                                       

  
  

  : أوجد التكاملات التالیة :  مثال 
  
  

                                             ١  
  جـ     + س ٥جتا            -= س  د س   ٥جـا )           ١

                                             ٥  
  

                                                         ١  
  جـ     )   +  ١ –س  ٨( جتا            -= د س  )    ١ –س  ٨( جـا )           ٢

                                                         ٨  
  

                                             ١  
  جـ     + جـا  س =             د س  س   ٣جتا )           ٣

                                            ٣  
  

                                                         ١  
  جـ     )   +  ١ –س  ٤( جـا  =              د س  )    ١ –س  ٤( جتا )           ٤

                                                         ٤  
  

                                                        ١  
  جـ     )  + س ٣ – ٨( جـا  =              د س  )  س  ٣ – ٨( جتا )           ٥

                                                      - ٣  
  

                                             ١  
  جـ     + س    ٥ظـا  =           س  د س    ٥  ٢قـا)           ٦

                                             ٥  
  

                                                        ١  
  جـ     + )   ١+ س  ٢( ظـا  =             د س  )    ١+ س ٢(  ٢قـا)           ٧

                                                        ٢  
  

                                                         -١  
  جـ     )   + س  ٣ – ٨(ظتا  =              د س  )   س   ٣ – ٨(  ٢قتا)           ٢

                                                         -٣  
  
  
  

  ---- )  ٥٢( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

    
        

   
    

        
   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   



 

  
 

  عابالتكامل بالتعویض                                                                                                    الدرس الر
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  
  د س )   ١ –س ٢( جـا  ٥أوجد       : مثال  

                                         - ٥-                                        ١  
  جـ  ) +  ١ –س  ٢( جـا =           جـ ) +  ١ –س  ٢( جـا ×            ٥=  اعدة  الحل  حسب الق -

                                           ٢                                          ٢   
  د ص                                                                                                          

  = د س  د س  ٢=  د ص  ١ –س  ٢= نفرض ص =  الحل بالتعویض  -
                                                                                                        ٢   

  
  ٥                                 ٥د ص                                          

  جـ + جتا ص  -×  =         جـا ص  د ص =                جـا  ص                ٥             
                                 ٢                                  ٢             ٢  

            - ٥ -                              ٥    
  جـ ) +  ١ –س ٢( جتا            جـ    + جتا ص            =       

             ٢                                  ٢  
  
  
  
  
  

  د س ) س +  ٢س( جتا )    ١+ س  ٢( أوجد         :  مثال 
  د ص                                                                                       

  = دس  )  ١+ س ٢= ( د ص  س  +  ٢س=  نفرض  ص 
   ١+ س  ٢                                                                                    

  
  د ص                                               

  جـ) + س +  ٢س( جـا = جـ  + جـا ص = ص  د ص   جتا=     جتا ص                  )  ١+ س  ٢(             
   ١+ س ٢                                            

  
  
  
  
  
  
  

  د س   )  ٦ –س ٣(  ھ أوجد  :             مثال 
  د ص                                                                                

  = د س  دس   ٣= د ص   ٦ –س  ٣=  ص :  الحل
                                                                               ٣  

   ١                      ١                             ١د ص                           
  جـ+ )  ٦ –س ٣(  ھ =      جـ +  صھ  =       د ص  صھ =                             ص ھ          

                     ٣                      ٣                             ٣          ٣  
  
  
  

  ---- )  ٥٣( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

    
        

   

    
        

   

    
        

   

  الزاویة= في الاقترانات الدائریة دائماً نفرض أن ص : ملاحظة 
    

        
   

    
        

   

    
        

   

  ) القوة ( س =  نفرض أن ص  في الاقتران الآسي  دائماً : ملاحظة 

    
        

   

    
        

   

    
        

   



 

  
 

  الدرس الرابع                                                                                                التكامل بالتعویض     
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  
  : قاعــدة 

                                                   ١  
  جـ +  ) ب + أ  س (  ھ =            دس   ) ب + أ س (  ھ                      

  أ                                                   
  

  : مثال 
  

                                                ١  
  جـ +  ) س ٢ – ٨(  ھ            = دس   ) س ٢ – ٨(  ھ                  

                                                -٢  
  
  

  أوجد : مثال 
               دس  ) س +  ٢س(  ھ )  ١+ س ٢(                         

  د ص                                                                                       
  = دس  دس )  ١+ س ٢= ( د ص  س  +  ٢س= ص      

   ١+ س  ٢                                                                                    
  

  د ص                                           
  جـ+  )س +  ٢س( ھ=  جـ +  صھ =د ص    صھ =                              ص ھ )  ١+ س ٢=      ( 

   ١+ س  ٢                                     
  
  
  

  جد كلا من التكاملات التالیة   : ٢تدریب 
  

                                                -١                                           ١  
  جـ ) + س  ٤ – ٣( جتا =            جـ  ) + س  ٤ – ٣( جتا    =       د س ) س  ٤ – ٣( جـا )        ١

                                                -٤                                           ٤  
  
  د س )  ٨+  ٢س(  ٢س قـا)         ٢

  د ص                                                                                      
  = د س  س د س ٢= د ص   ٨+  ٢س=  ص               

  س   ٢                                                                                  
  
  

      ١                         ١                                 ١د ص                                          
  جـ) +  ٨+  ٢س( ظـا =        جـ + ظـا ص =        ص  د ص  ٢قـا=               ص               ٢س قـا              

  ٢                         ٢                                 ٢س          ٢                                
  
  
  

  ---- )  ٥٤( صفحة ----------------------------------------------------------------------------------- ---------
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                 - ٢   
  د س )                          ٣

  ١+ س                
                                                                  ١                                      

  جـ + لـو    ص    ٢ -= د ص                ٢ -=    دس  = د ص   ١+ س = ص  
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           س   ١                         ١:                                                             مثال 

  د س        ٢ ھ=          د س    ٢)  سھ =           ( د س      سھ جد                        
  

          ١                         ١  
  د ص        ٢= د س  د س   =        د ص   س =       ص 

          ٢                         ٢  
                                                                                                     ١  

        س 
  جـ+        ٢ھ  ٢=  جـ +   صھ  ٢= د ص    صھ ٢=         د ص   ٢×  صھ                  

  
                        

  أوجد  : مثال 
                            ٣  
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  ---- )  ٥٥( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 
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  الدرس الرابع                                   التكامل بالتعویض                                                                
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  
  : مثال 

  د س                 )  ٢+ س  ٣( ھ  ٩                 
  د ص                                                                                                                                  

  =       د س   د س  ٣= د ص   ٢+ س  ٣= ص                      
                                                                                          ٣  

              ٠= س   ٢=  ص   
              ٢= س   ٨=  ص  

  
  ٨د ص                                                                                

  .  ٢ھ  ٣ – ٨ھ  ٣=         صھ  ٣= د ص  صھ  ٣=                          صھ  ٩                 
                               ٢                                                      ٣        

  
  

  احسب قیمة كل من التكاملات التالیة  :   ٣تدریب 
  
  
  د س   ٣) ٢+  ٢س( س )        ١
  

  د ص    :                                                                     الحل          
  = د س   س  دس ٢= د ص   ٢+  ٢س= ص                   

  س٢                                                                                     
  
  ١ - = س   ٢+  ٢)  ١ -=  ( ص   ٣= ص   
  ٠= س      ٢+  ٢)   ٠= ( ص     ٢=  ص   

                                                                                                   ٢  
               ٤ص      ١                             ١د ص                                         

  =              د ص  ٣ص=                            ٣س  ص                  
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         ٦٥ -                               ١                                         ١  

             =]  )٨١ – ١٦ [          =   ] ٤)  ٣(    – ٤)  ٢ [   =  
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  د س)                                          ٢
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  = د س  دس  )  ٢+ س ٢= ( د ص   ١+ س ٢+  ٢س= ص 

  )  ١+ س (  ٢                                                                                        
   ٩= ص   ٢= ، س  ٤= ص   ١= س 

  
    ١                    ١           ١     د ص                 ١+ س            

  د ص   ٢ – ص=              د ص =                                                                      
  ٢                 ٢ص           ٢)       ١+ س (  ٢       ٢ص             

  ---- )  ٥٦( صفحة --------------------------------------------------------- ----------------------------------- 
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  التكامل بالتعویض                                                                                                الدرس الرابع
--------------------------------------------------------- -------------------------------------------------  
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             ١  
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          ھھ                                           ھ      ھ                             ٣ھ                          ص                                    
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   ٧=  ١ – ٤×  ٢= ص   ٤= ، س  ١=  ١ – ١×  ٢= ص   ١= س 
  

                      ٧د ص                                      
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  ---- )  ٥٧( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 
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  التكامل بالتعویض                                   تمارین ومسائل                           الدرس الرابع
------ ----------------------------------------------------------------------------------------------------  

  
  :جد كلا من التكاملات التالیة )   ١
  

              ٥     
  د س            ٣) س ٣ – ٥)                ( أ  

  د ص                                                                           
      س ٣ – ٥=  ص  د س  ٣ -= د ص  د س =  
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  ---- )  ٥٨( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   



 

  
 

  الدرس الرابع    التكامل بالتعویض                                   تمارین ومسائل                       
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  
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  ---- )  ٥٩( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   

    
        

   
    

        
   

    
        

   

    
        

   



 

  
 

  الدرس الرابع                        التكامل بالتعویض                                   تمارین ومسائل   
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  
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  التكامل بالتعویض                                   تمارین ومسائل                           الدرس الرابع
--------------------- -------------------------------------------------------------------------------------  
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  التكامل بالتعویض                                   تمارین ومسائل                           الدرس الرابع
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  
  ، فاكتب قاعدة  ٣)  ٢ –س  ٤( یساوي ) س ، ص ( إذا كان میل المماس لمنحنى الاقتران  ق عند النقطة )   ٣

  ) .  ٨،  ١( الاقتران  علما بأنھ یمر بالنقطة              
  

  جـ ) + س ( ق =  د س  )   س ( ق  )  =    س ( ق  = م :  الحل 
  

  ٤)  ٢ –س  ٤(                ٤)  ٢ –س  ٤(                                             
         )جـ=                         +  جـ =                       + د س   ٣)  ٢ –س ٤  

                                                 ١٦                           ٤×  ٤  
  
  
  ٨،  ١( یمر بالنقطة  (  ق )٨=  ) ١   
  

  ١٦                    ٤)  ٢ - ×  ٤(                              ٤)  ٢ –س  ٤(                      
   ٨= جـ +           ٨= جـ  )  =                    + ١( ق   جـ )  =                         + س ( ق 

                           ١٦                             ١٦                                           ١٦  
        ٤)  ٢ –س  ٤(                                                        

  ٧) =                     +   س ( ق     ٧= جـ   ٨= جـ +  ١
                                                               ١٦  

  
  
     د س )   ٢س( س ق  ٢، فاحسب قیمة        ٨ -) =  ١( ، ق  ١٢) =  ٤( إذا علمت أن  ق )       ٤
  

  د ص    :                                                        الحل 
  = د س  س د س  ٢= د ص    ٢س= ص   

  س    ٢                                                                
   ٤= ص   ٢= ، س  ١=  ص   ١ -= س 

  
  د ص                                             

  د ص ) ص ( ق  )                 =            ص ( س  ق   ٢           
  س ٢                                      

                    ٤          
  .  ٢٠=  ٨+  ١٢=  ٨ -   – ١٢)  =  ١( ق  –)  ٤( ق )           =  ص (  ق 

                   ١    
  ث/م ٢) ١+ ن (  ٣) = ن(یتحرك جسم على خط مستقیم بحیث أن سرعتھ بعد ن ثانیة  تعطى بالعلاقة ع)  ٥

  م ١) = ٠( بان موقعھ الابتدائي ف  جد المسافة التي یقطعھا الجسم بعد ثانیتین من بدء الحركة ،علما          
  

  د ن  ٢)  ١+ ن (  ٣) =      ن ( د ن ، ف ) ن ( ع ) =      ن(ف :  الحل 
                     

                         ٣)  ١+ ن (  ٣               
     ٠= جـ   ١= جـ +  ١  ١= جـ ، +  ٣) ١+  ٠(   ١) =  ٠( ف   جـ      ) =                     + ن ( ف 

                       ٣  
  ن ( ف ) =  ( ١+ ن  (٣   ف )٢  ) = (م  ٢٧=  ٣)  ٣=(   ٣)  ١+  ٢  
  

  ---- )  ٦٢( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 
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  الدرس الخامس                                                                                    المسـاحات                   
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  ) :  ١( مثال 
  و محور السینات و المستقیمین) س ( قة المحصورة بین منحنى ق فاحسب مساحة المنط ٣) = س ( إذا كان ق 

  .  ٥= ، س  ١=  ١س 
  
  : الحل  

  )المساحة ھي مساحة المستطیل (   ٣) = س ( ق = ، ص   ٣) = س( ق 
  . وحدات  ٣وحدات و عرضھ  ٤طولھ 

  
  .وحدة مربعة   ١٢=  ٣×  ٤ العرض × الطول = م 
  
  
  وحدة مربعة  ١٢=  ٤×  ٣) =  ١ – ٥(  ٣ =د س   ٣=       المساحة )  ٢
  

  أو 
                                                    ٥     

  .  وحدة مربعة  ١٢=  ٣ – ١٥=  ١×  ٣ – ٥×  ٣=  س     ٣= د س  ٣=                          
                                                   ١  

  
   ) : ٢( مثال 

  و محور السینات و المستقیمین ) س ( س ، فاحسب مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى ق  ٢) = س ( إذا كان ق 
  .  ٤= ، س  ٠= س 

                                         ٤   
  ٢س ٢                           

  .بعة و حدة مر ١٦=   ٠ – ١٦=                 = س د س  ٢=      
                             ٢             

                                         ٠  

  . س نفرض قیمة س و نوجد قیم ص  ٢) = س ( لرسم منحنى ق 
  

  س  ٢= ص 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  ر واقع ضمن الفترة نكامل مرتینإذا الجذ) نقاط التقاطع مع محور السینات(  دائما  نجد جذور الاقتران # 

  . و إذا كان الجذر خارج الفترة نكامل مرة واحدة فقط 
  

  ---- )  ٦٣( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 ٢ ١ ٠ س
 ٤ ٢ ٠ ص
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         ١    ٢    ٣    ٤    
  ٠= س                       

  ص                                      
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      ١   ٢    ٣    ٤    ٥  
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  ١  
  ٥  
  

        
  ١  

  ٤  
  

        
  ٠  

  :قـــــاعدة 
الذي یقع فوق محور  ) س ( ورة بین منحنى الاقتران ق مساحة  المنطقة المحص 

   ]أ ، ب  [ب ، أي الفترة  = أ ، س = السینات و بین محور السینات و المستقیمین س 
  : تساوي   

                             
  .د س ) س ( ق                              

  ب  
  

        
  أ   



 

  
 

  الدرس الخامس                                               المسـاحات                                                        
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  
  ) :  ٣( مثال 

  . ] ٢،  ١ [ینات في الفترة و محور الس ٢س ٣) = س ( احسب مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى الاقتران ق  
                                            ٢    

  ٣س  ٣                               
                           ٣)  ١(  – ٣)  ٢=                       =    ( د س   ٢س ٣=      

  وحدات مربعة                     ٧=  ١ – ٨=                 ٣                                  
                                            ١        

                                              ٢س ٣= ص        
  
  
  
  

  ) : ٤( مثال 
  ] ٣،  ١ [و محور السینات في الفترة    ٤ –س )  = س ( احسب مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى الاقتران ق 

                                                                     ٣                   
  ٢×   ٤        ١             ٢×  ١٢          ٩                                ٢س                                                 

      –             –                  –=                   س      ٤  –=               د س )  ٤ –س =        (       
                                                  ٢ ×  ١        ٢             ٢×    ١           ٢                 ١                 ٢  

  
  

                                            –  ٨  –          ٧          ١٥  –                  ٧  -                  ١٥   
                                                          =–                               =             +                =     =–  ٤   

                                                ٢            ٢             ٢                       ٢                      ٢  
  

  . وحدات مربعة  ٤ –=                                    
  ) وحدات مربعة ، لأن المساحة دائما موجبة و  ٤= مساحة المنطقة المحصورة = د س  )  ٤ –س  

  .المساحة السالبة تعني أن الرسم واقع تحت محور السینات                                     
  
  

  ) :  ٥( مثال  
  ] ٦،  ٠ [و محور السینات في الفترة  ٢ –س ) = س ( ن ق احسب مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى الاقترا

  :    الحل 
  

  . وھنا یجب إیجاد نقطة تقاطع الاقتران مع محور السینات ## 
  
   ٢= س   ٠=  ٢ –س   ٠) = س (  ق  

  
   ٢= إلى س  ٠= لاحظ أن الجذر واقع ضمن الفترة المعطاة ، لذلك نكامل مرتین من س  

      ٦= إلى س ٢= م من س ث                  
  
  
  
  
  

  ---- )  ٦٤( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 ٢ ١ ٠ س
 ١٢ ٣ ٠ ص

        )١٢،  ٢ (  
                         ١٢  
                           
                        ٩  
                        ٦  
                        ٣  

  
   ١           ٢  

  ٢  
  

        
  ١  

  ٣  
  

        
  ١  

  ٣  
  

        
  ١  

   ٠= جذر الاقتران 
  ٠= ،  س  ٠=  ٢، س ٠=  ٢س٣

لاحظ أنھ لیس ضمن الفترة لذلك نكامل 
  .مرة واحدة فقط

  ، جذر الاقتران خارج الفترة نكامل مرة واحدة فقط ٤= ، س  ٠=  ٤ -، س ٠) = س (  ق 



 

  
 

  الخامسالمسـاحات                                                                                                       الدرس 
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  ) الرسم لمن یشاء وھو غیر ضروري ( 
  ب فإن الخط المستقیم+ أ س ) = س ( في الاقتران الخطي ق 

  ) .ب ( یقطع محورالصادات عند الحد المطلق 
  

  النقطة التي یقطع عندھا المنحنى= ب  + أ س  ) =س ( ق 
  محور الصادات  

  
   ٢ –س = ص 

  
  ) ٠= تذكر أن محور الصادات معادلتھ  س  ( الخلاصـــــة 

  
  
   ٢م+  ١م= المساحة الكلیة # 
  
   

  د س )  ٢ –س +         ( د س )   ٢ –س =       (                    
                                                   

                      ٦               ٢س               ٢                          ٢س               
  س                                      ٢  –+                 س         ٢  –=                   

               ٢                  ٢              ٠                    ٢                
  
  
  

            ٤                                 ٣٦                             ٤   
               =–   ٤   –                –       ١٢   –+                         ٤  

            ٢                                 ٢                               ٢                  
  
  
  

           =٤ – ٢           –      ١٢ – ١٨+                ٤ – ٢   
  
  
  
  

         =- ٢+    ٦+                   ٢    
  
  
  
  

  .وحدات مربعة  ١٠=  ٨+  ٢=   ٢م+  ١م= المساحة الكلیة 
  
  
  
  
  

  ---- )  ٦٥( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

 ٢ ٠ س
 ٠ ٢- ص

  المقطع الصادي

  ٢  
  

        
   ٠  

  ٦  
  

        
   ٢  

  حت محور السیناتیعني أن المساحة واقعة ت ٢ -= 
 ٢=  ١م  

             
                                          ٤  
                                          ٣   
                                          ٢  

  ١                               ٢م        
  
  ٢ -  ١ -  ١م  ١  ٢    ٣    ٤    ٥    ٦   

                                         -١  
                                         -٢  



 

  
 

  الدرس الخامس                       المسـاحات                                                                                
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  ) :  ٦( مثال 
  .ومحور السینات  ٩ – ٢س) = س ( احسب مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى الاقتران ق  

  . ن الاقترانات یجب إیجاد جذور الاقتران وھي تعتبر حدود التكامل في مثل ھذا النوع م
  
 ٠=  ٩ – ٢س   ) ٠) =  ٣+ س ) (  ٣ –س  

   ٣ - = ، س  ٣= س   
  

  :قـــاعدة 
  عندما تقع المساحة كاملة تحت محور السینات أو كاملة فوق محور

  .السینات، تكامل مرة واحدة فقط  
  

                                                                  ٣  

   ٣س                                           
  س                    ٩  –=               د س  )  ٩ – ٢س(          

                                            ٣ -                   ٣  
  

            ٢٧ -                         ٢٧   
                 =–    ٢٧ -(   –              –     ٢٧     (  ) =٢٧+  ٩ -(  –)  ٢٧ – ٩    (  

             ٣                             ٣  
  =- السالب تعني أن المساحة واقعة على محور السینات (   ٣٦ -=   ١٨ – ١٨ . (  

  ة وحدة مربع ٣٦= المساحة 
  

  ) :  ٧( مثال 
  . ٢س)  = س (  ھس ، ) = س ( احسب مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى الاقترانین  ق  

  لا یوجد حدود للتكامل  لذلك نقوم بمساواة الاقترانین ببعض  ونوجد الجذور و تكون# 
  .و تكون ھي حدود التكامل ) نقاط تقاطع الاقترانین ( 
  

  ٠= س  – ٢س  ٢س= س  ) س (  ھ) = س ( ق 
  .١= س    ٠=  ١  –أو س  ٠=س   ٠) =  ١ –س ( س 

  
                                                           ١  

    ٢×  ١     ٣×  ١           ٣س       ٢س                                       
  ٠  –                 –=                           –=             د س  )  ٢س  –س (    

                                        ٢×  ٣     ٣×  ٢        ٠     ٣         ٢  
         ١        ٢         ٣  

         =–                 = و حدة مربعة .  
         ٦        ٦         ٦  

  :قـــاعدة 
  اقترانین بحیث أن قیم ) س (  ھ، )  س( إذا كان ق  

  فإن مساحة المنطقة ]أ ، ب  [لجمیع قیم س في الفترة ) س (  ھ ≥) س ( ق 
  المحصورة بین منحنیي الاقترانین في الفترة تساوي 

  
  )الأصغر  –الاقتران الأكبر ( د س ، أ ، ب نقاط تقاطع الاقترانین )) س (  ھ  –) س ( ق (  

  
  

  ---- )  ٦٦( صفحة ----------------------------------------------------------------------------- ---------------

  
   )٠،  ٣ -)                (  ٠،  ٣ (  
  ٣ -                                    ٣  
  
  
  
  
  
  
 )٩ -)             ٩ -،  ٠                    

  ٣  
  

        
 -٣  

  
  
  
  
  

      ٠               ١  

  ١  
  

        
  ٠  

  ب  
  

        
  أ  



 

  
 

  المسـاحات                                                                                                       الدرس الخامس
------------------------------------- ---------------------------------------------------------------------  

  ) :  ٨( مثال 
  س ، - = ، ص  ٢س – ٢= احسب مساحة النقطة المحصورة بین منحني الاقترانین ص  

  : الحل 
  . نقوم بمساواة الاقترانین لإیجاد نقاط التقاطع  

  
   ٠=  ٢س+  ٢ –س  - س  -=  ٢س  – ٢

  )  ١+ س ) (  ٢ –س (   ٠=  ٢ –س  – ٢س
   = ١ -= ، س  ٢= س .  
  

  و نقوم بتعویضھ ] ٢،  ١ – [نأخذ عدد یقع في الفترة 
  في الاقترانین و الاقتران الذي یعطي فیمھ أكبر یكون ھو أكبر  
  
  .  ] ٢،  ١– [الصفر واقع في الفترة (  ٠من الاقتران الآخر، لنأخذ  

  
    ٠)  =  ٠(  ھ س  -) = س (  ھ   ٢=  ٠ – ٢) =  ٠( ق   ٢س – ٢) = س ( ق 

  . یوضع أولاً )  ٠( إذن ق )  ٠(  ھ  >)  ٠( لا حظ أن ق 
  
  

  . د س  ) س +  ٢س – ٢=     ( د س ) س   –(  –)  ٢س – ٢(     
  

                                     ٢  
   ٣×  ١        ٢×  ١                             ٤        ٨                     ٢س        ٣س               

  +               +               ٢ -      –+                      – ٤+                =            -س  ٢= 
                ٣×  ٢        ٢×  ٣                             ٢        ٣              ١ -        ٢          ٣    

  
  

      ٣       ٢     ١٢ -               ٨       ١٨                  ٣        ٢        ٦×  ٢ -               ٨       ٣×  ٦  
              =–             –                               =             +         +  –             –             +       +  

      ٦       ٦       ٦                  ٣         ٣                  ٦        ٦        ٦×  ١                 ٣       ٣×  ١  
  
  
  

         ٢٧          ٧         ٢٠         ٧       ٢×  ١٠                  ٧ -               ١٠  
  وحدة مربعة ٤.٥=                 +        =           +         =                =                       –=                  

          ٦           ٦          ٦           ٦       ٢×  ٣                    ٦                  ٣  
  

            ٣       ٩              ١     ١                ٤       ٨  
  وحدة مربعة ٤.٥=  ١.٥+  ٣+          =         – ٦=        –       –  ٢+       +        – ٤أو  

            ٢       ٣              ٢      ٣               ٢       ٣     
  
  
  
  
  
  

  ---- )  ٦٧( صفحة -------------------------------------------------------------------- ------------------------

  ٢س – ٢= ص 
                           ٢  
  

  مساحة واحدة                
  

   ٢ -     ١ -                            ٢     
  
  

  س -= ص           
  

  ٢  
  

        
 - ١  

  ٢  
  

        
 - ١  



 

  
 

  المسـاحات                                                                                                       الدرس الخامس
---------------------------------------------- ------------------------------------------------------------  

  
  ) :  ٩( مثال 

  و محور ) س ( و قیم المساحات المحصورة بین ق  ]أ ، ب [في الفترة )  س ( یمثل الشكل التالي منحنى الاقتران ق 
  ، ب  السینات بالوحدات المربعة اعتمد على ھذا الشكل في إیجاد المساحة في الفرعین أ

  
  
  وحدات مربعة   ٦= د س  )  س ( ق )       أ 
  

  ، لكن السالب یعني أن المساحة واقعة تحت محور السینات ٦ -= فعلیاً         
  
  

  خطأ  ٢ -) =  ٦ -+ (  ٤= د س ) س ( ق )     ب 
  

  .خذ المساحة كقیمة موجبة السالب یعني  المساحة واقعة تحت محور السینات ، وعند إیجاد المساحة الكلیة نأ#      
  
  

  .وحدات مربعة  ١٠=  ٦+  ٤= د س )  س ( ق           
  
  
  إذا ذكر في السؤال كلمة مساحة صراحة نأخذ جمیع القیم موجبة بینما إذا طلب التكامل دون ذكر كلمة مساحة# 

  .لبةنأخذ القیم الواقعة فوق محور السینات موجبة والقیم الواقعة تحت محور السینات سا 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ---- )  ٦٨( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 
  

  
  
  
  ٤س                                  
  أ                            ٦ب           
   

  ب  
  

        
  أ   

  ب  
  

        
  أ   

  ب  
  

        
  أ   



 

  
 

   ایجاد المساحات
  ٣س)= س(احسب مساحة المنطقه المحصوره بین منحنى الاقتران ق) ٤(تدریب           
   ١= ، س  ٢-= مستقیمین س ومحور السینات وال         
  تساوي الاقتران بالصفر لایجاد نقاط التقاطع مع محور السینات :  الحل          
          ٠) = س (ق  ٠=   ٣س     ٠= س   
  هناك مساحتین    ١،  ٠،  ٢-قیم س هي         

  
                                          

  دس ٣س=      ٢م،    س د  ٣س      = ١م        
                   ٠  

       ١      ٤س +           ٤س=           
              ٠   ٤            ٢-   ٤              

           =١٧=     ١+   ٤=        ١+    ٤- =    ١+           ١٦ – ٠   
                ٤        ٤              ٤                 ٤                ٤   

   ٢س -٤)= س(مدخل مجمع ریاضي یمثله  منحنى ق) ٥(تدریب       

  دینارا ٣٠ما تكلفة إنشاء باب حدیدي للمدخل إذا كان سعر الوحدة المربعة           
  نساوي الاقتران بالصفر لإیجاد حدود المساحة : الحل      

            ٠) = س(ق  ٤=٢س– ٤  ٢= + س   
    

   =د س )   ٢س  – ٤=    (م        
  

   ٨- -٨  –   ٤×   ٤=  ٢      ٣س   –)  ٢- -٢(٤       
                          ٣                ٢-       ٣   

  وحده مربعه     ٣٢=             ٦-  ٤٨=       ١٦ - ٣ × ١٦=     
       ٣                 ٣              ٣       ٣× ١   
  دیناراً   ٣٢٠=  ٣٠ ×    ٣٢=   التكلفه       

                  ٣            
 ----------------------------------------------------------------)٦٩(--  

  ١  
  

        
  ٠  

      
  

        
  

    
  

        
    

لا یجوز استخدام خاصیة الاضافھ   
  في المساحات 

  
السالب یعني ان المساحھ واقعھ تحت  

 محور السینات 

  ٢  
  

        
  -٢  

  ٠  
  

        
  -٢  



 

  
 

  ومحور السینات  ٦+س  ٥- ٢س) = س(احسب المنطقه المحصوره بین منحنى ق: مثال         
   ٠=  ٦+س  ٥-  ٢س  ٠) س(ق : الحل        
   ٠)=  ٢- س)( ٣-س (       
   ٣=س  ٠= ٣-س       
                       ٢= س  ٠=  ٢-س       
    ٣=، س ٢=س       

  
  د س )  ٦+س  ٥-  ٢س=      (م          

  
  )  ٢ – ٣(  ٦+  ٣    ٢س  ٥   –   ٣س =            
               ٢         ٢            ٣    

          =٦) + ٤ – ٩(     ٥  -      ٨ – ٢٧   
             ٢               ٣       
           ٦×  ٦+          ٣×  ٢٥     -     ٢×  ١٩   
          ٦×  ١               ٣×  ٢              ٢×  ٣     

        ١-      =         ٣٦+   ٧٥ – ٣٨      وحدة مربعه    ١=   م  
                ٦               ٦                          ٦    

__________________________________________________________  
  س ومحور السینات  ٤ –٢س) = س(احسب مساحة المنطقه المحصوره بین منحنى ق:  ٦تدریب   

   ٠) =  ٤ –س (س    ٠= س  ٤ – ٢س  ٠) = س ( ق : الحل       
   ٤= ، س  ٠= س        

       
            د س) س  ٤ – ٣س(     =م   

  
          ٣٢ =م ،  ٣٢-=    ٩٦ – ٦٤=  ٣×   ٣٢ -  ٦٤ =               ٤    -  ٤     ٣س       

      ٣          ٣             ٣            ٣×  ١   ٣                    ٠      ٣                          
 ----------------------------------------------------------------)٧٠(--  

  

 ٦= +حاصل ضربھم  تحل بطریقة الاقواس نبحث عن عددین 
  ٥-= وحاصل جمعھم 

  ٣  
  

        
  ٢  

  ٤  
  

        
  ٠  

  ٤    ٢ س ٤  -  ٣س   =
      ٠       ٢          ٣  

  
  ٤    ٢ س ٢  -  ٣س   =

      ٠                   ٣  



 

  
 

  
  
  
  
  
  

  جد مساحة المنطقه المغلقه المحصوره بین منحنیین الاقترانیین:  ٧تدریب          
  س  ٢ - ٢س) = س (، ع  ٣- س ٢) = س(ق         
  بعض لإیجاد حدود التكامل ب ناوي الاقترانییسن: الحل         
       س(هـ ) = س (ق        (  
  س                      ٢ – ٢س=  ٣-س ٢     
   ٠=  ٣+ س ٢ –س ٢-٢س     
   ٠=  ٣+ س  ٤- ٢س    
  ٠) =  ١ -س) (  ٣ –س (    
   ١= س  ٠=  ١-س     
   ٣= س   ٠=  ٣-س     

              
        د س) س  ٢ – ٢س(  –)  ٣ –س  ٢(                 =م      

  
                     

           د س)  ٣ -  ٢س  –س  ٤(               =       
                     

              
    د س )  ٣ -   ٢س –س  ٤(          =       

             
  

  وحدة مربعه   ٤=  اكمل  م )        ١ – ٣(  ٣ -  ٣         ٣س   -  ٣          ٢ س ٤   =  
٣                                       ١      ٣        ١         ٢  

 ----------------------------------------------------------------)٧١(--  

 ٣= تحل بالاقواس تبحث عن عددین حاصل ضربھم   
  ٤-= وحاصل جمعھم 

  ٣  
                  

        
  ١  

  ٣  
                  

        
  ١  

  ٣  
                  

        
  ١  



 

  
 

  
  

     
  
  
  
  
  

   تمارین ومسائل
 لاقتران ق ومحور السیناتاحسب  المنطقة  المحصورة  بین  منحنى ا )١(

  :والمستقیمین المذكورین إزاء كل منهما في كل مما یاتي      
   ٥= ،       س   ٢-= ،       س  ٦) = س(ق ) أ           

  
  وحده مربعه  ٤٢=  ٧×  ٦)  ٢- - ٥(  ٦= د س  ٦=      م           
   ٣= ، س     ١= ، س     ١-س  ٤) = س(ق ) ب          

  
  )  ١ – ٣(  ١-   ٣   ٢س ٤  =    د س )  ١ –س  ٤=      (م              

                       ١       ٢                            ٣           
  وحده مربعه    ١٤=  ٢- ٢ – ١٨=  ٢ -       ٢س٢=          

                       ١       
   ٣= ، س ٣-= ، س ١+ ٢س) = س(ق)     ج          

                                                          

  )  ٣- - ٣(  ١+   ٣     ٣س=   د  س  )  ١+  ٢س=        (م          
                                               ٣-       ٣                    

  
  وحده مربعه   ٢٤=  ٦+  ١٨=   ٦+      ٥٤=      ٦+        ٢٧ - - ٢٧=         

  ٣                            ٣  
 ----------------------------------------------------------------)٧٢(--  

٥   
                  

        
  -٢           

٣   
                  

        
  ١                 

٣   
                  

        
  -٣                 



 

  
 

  
   ٤= س  ٠= س ،  س  ٢ – ٤) = س(ق) د      
   ٢= س   ٤= س  ٢   ٠=  س ٢ – ٤  ٠) س(ق      
   } ٤،  ٢، ٠  {   : قیمة س هي       

   
  د س ) س  ٢ – ٤+       ( د س ) س  ٢ – ٤=        (ا لمساحة م      

                                                                                ٤  

                   ٢س ٢ –)  ٢ - ٤(  ٤=   ٢م+       ٢     ٢س ٢ –)  ٠ – ٢( ٤=     
                        ٢       ٢                                   ٠         ٢          

  
  

     ٤ – ١٦( – ٨)                     ٠ – ٤(  – ٨  (  
         ١٢ -٨                         ٤=  ٤ -٨   

  وحدات مربعه  ٨=  ٤+٤=المساحة الكلیة     ٤ =    ٤-                                        
  

   ٢= ،    س       ١- = ، س     ٣س٢) = س ( ق )  هـ         
   ٠= س   ٠=  ٣س    ١=       ٣س٢      ٠) = س (ق           
     } ٢،  ٠،  ١-   {قیمة س هي          

  
  اكمل    د س  ٣س٢=      ٢م + د س  ٣س ٢=          ١م               

  
  

  وحده مربعه        ١٧= 
    ٢                  

  ---- )  ٧٣( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 
  
  
  

٢  
                  

        
  ٠                 

٤  
                  

        
  ٢                 

  
    ٠                  

        
  -١                 

٢  
                  

        
  ٠         



 

  
 

                
منحنیات الاقترانات الآتیه ومحور  من احسب مساحة المنطقه المغلقه المحصوره بین كل) ٢(     
  :  ناتالسی

   ٢س ٥ – ٥) =  س(ع) أ       
   ١ ±س   ١= ٢س  ٥=  ٢س ٥   ٠=   ٢س ٥ – ٥  ٠)= س(ع        

                                                                          ١  
  وحدة مربعه    ٢٠=  اكمل         م   = د س )  ٢س   ٥ – ٥=      ( م         
                                                                   ٣  

  
   ٣ –س  ٢+  ٢س) = س (هـ )  ب(       
   ١=  ، س  ٣- = ، س  ٠) = ١ –س ) (  ٣+س(  ٠=  ٣ –س  ٢+٢س  ٠) = س(هـ         

  
  

         
   ٣٢=  اكمل   م     د س )  ٣ –س  ٢+ ٢س=      ( م       

                                                              ٣  
  
  

   ٣س –س = ص ) ج(          
   ٠= س   ٠) =  ٢س -  ١( س  ٠=    ٣س –س : الحل           
   ١ ±=  س  ٠=  ٢س  - ١      
         نكامل مرتین  ) ١،  ٠،  ١- {قیم س هي  

  
      

  اكمل  د س )  ٣س –س (           ٢م+ د س )   ٣ س -س =     (    ١م            
                              

       
  ---- )  ٧٤( صفحة ------------------------------------------------------------------------------------------ 

١  
                  

        
  -١                

١  
                  

        
  -٣                

٠  
                  

        
 -١       

١  
                  

        
 ٠                 



 

  
 

  
  
  

   ٢٥ – ٢س) = س (ك ) د (      
   ٥ ±= س   ٢٥= ٢س  ٠=  ٢٥ -٢س  ٠) = س(ك      

  
  اكمل      د س )  ٢٥ – ٢س=            (م       

  
  
  

  
    وحده مربعه      ٥٠٠=       م  

                 ٣                   
  س   ٢) = س(، هـ  ٢س) = س (احسب مساحة المنطقه المغلقه المحصوره بین منحنى الاقترانیین ق ) ٣(     
  بعض لإیجاد قیم س حدود التكامل ب لاقترانیینمساواة ا) س(هـ) = س (ق : الحل      
      س ٢= ٢س ٠= س  ٢ - ٢س  ٠)  ٢- س(س   
        ٠= ٢-، س  ٠= س  ٢= س   

   
                                                                                                          ٢  

              ٣س  -     ٢س ٢= د س )  ٢س -س  ٢=         (م      
                                           ٠          ٣             ٢  

  وحده مربعه        ٤ =              ٨      -      ٣×  ٤=       
        ٣                 ٣             ٣×  ١     

     ٣= ص  والمستقیم ٢+ ٢س) = س(وره  بین منحنى الاقتران  قاحسب مساحة المنطقه المغلقه المحص) ٤(    
   ١ ±= س     ١=  ٢س  ٣=  ٢+ ٢س ص  ) = س(ق: الحل      

    
  ٤=  اكمل  م   د س )  ١ – ٢س=           (د س     )   ٣-  ٢+٢س=         (م     

                                                                                          ٣ 
  ---- )  ٧٥( صفحة ------------------------------------------------------------------------------------        

   

٥  
                  

        
 -٥                  

٢  
                                          

        
   ٠                

١  
                  

        
 -١                 

   ١   
                  

        
   -١                 



 

  
 

  
   ٥= س والمستقیم ص  ٤ – ٢س) = س(احسب المنطقه المغلقه المحصوره بین منحنى الاقتران ع) ٥(    
   ٠=  ٥-س  ٤-  ٢س  ٥= س  ٤-  ٢س ص ) = س(ع : الحل      
   ١-= ، س  ٥= س   ٠) =  ١+س ) ( ٥- س(     
  

  اكمل   د س )  ٥- س  ٤ – ٢س=           (م     
                    

  
  
  
  

           وحده مربعه  ٣٦=م  
   ٠= صوالمستقیم  ٢س ٤-  ١٦) = س(احسب مساحة المنطقه المحصوره بین  منحنى الاقتران ق) ٦(     
،                                                                              ٢ ±= س  ، ٤=  ٢س   ١٦=  ٢س٤  ٠=  ٢س ٤ – ١٦ ص ) = س(ق : الحل       

                                                                                         ٢  
  اكمل              ٣س ٤   -)  ٢- -٢( ١٦=   د س ) ٢س ٤ – ١٦(       =م     

                                                                 ٢-       ٣         
  
  
  ١٢٨= م 

     ٣  
  
  ٢س= ، ص  ٦= س  -  احسب مساحة المنطقه المحصوره بین منحنى الاقتران ص) ٧(     
  ) س(ق= الاقتران على الصوره العامه  ص نجعل  ) ١(     

  س +  ٦= ص   ٦= س- ص   
    ٢س= ص    

  ) المساحه (ص لایجاد حدود التكامل = نجعل ص) ٢(   
   ٠=  ٦ –س  – ٢س         ٢س= س +٦    
   ٢-= س  ٣= س     ٠) = ٢+س) ( ٣-س(   

  ---- )  ٧٦( صفحة ---------------------------------- ----------------------------------------------------------

٥  
                  

        
 -١                 

    ٢    
                  

        
 -٢                 



 

  
 

  
  

  د س )  ٢س - س +  ٦=     (م          
                                                 

     ٣     ٣س  -    ٢س) +   ٢- -  ٣(٦=         
                            ٢-       ٣          ٢  

       ٨- - ٢٧       -      ٤ – ٩+    ٣٠    
                  ٣                      ٢   

    ٢×  ٣٥     -      ٣×  ٥ +               ٦×   ٣٠   
     ٢×٣               ٣× ٢                     ٦× ١    

  وحده مربعه           ١٢٥=                      ٧٠- ١٥+  ١٨٠          
              ٦                                   ٦٠    

  احسب مساحة المنطقه المغلقه المحصوره بین منحنى الاقترانیین ) ٨(    
  ومحور السینات   ١- = والمستقیم  س  ٣  س = ص      
   ١- = ، س ٠= س    ٠=     ٣س     ٠= ص : الحل     

                                                 ١  

  وحده مربعه      ١ =                  ٤س   =د س  ٣س=                   م    
                                         ٤               ٠      ٤                 

  ،) أ،ب (یمثل الشكل المنطقه المغلقه المحصوره بین منحنى الاقتران ق ومحور السینات في ) ٩(   
  )  ٥(تساوي )٢م(وحدات مربعه ومساحة  ٨تساوي ) ١م(فاذا علمت ان مساحة          
  وحدات مربعه فاحسب         

  دس ) س(ق                                     
       مربعه                                              وحدات ٥=  ٢،   م    وحدات مربعه  ٨=  ١م: الحل        

            
  د س ) س(ق+      د س ) س(ق=         د  س ) س(ق         

  
       -٣- =  ٥+  ٨   

اذا ذكر في نص السؤال اوجد مساحة المنطقه المحصوره تاخذ جمیع القیم موجبه اسفل  وأعلى محور السینات اذا لم      
  مع محور السینات سالب ) اسفل ( وما تحت یذكر كلمة مساحه صراحه تاخذ ما فوق محور السینات موجب 

  ---- )  ٧٧( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

٣  
                  

        
 -٢                 

  جـ
                  

        
أ                  

-١  
                  

      
   ٠                   

  ب  
             

     
أ                      

  ب
                  

        
جـ                 

  
  

  ٢ م     
م ب        جـ    

 أ      ١
  ب   

                  
     

أ                      



 

  
 

  
Application of the Definite Integral              تطبیقات اقتصادیة على التكامل المحدود 

-------------------- --------------------------------------------------------------------------------------  
  
  ) س ( د  =  ، الإیراد الحدي )  س ( د = الإیراد الكلي )  ١
  
  
  
  تكامل المشتقة یعطي الاقتران الأصلي و تكامل الإیراد  الحدي یعطي الإیراد الكلي.  
  
  
  

                
  د ص) ص ( د  ) =         س ( د                  

           
  
  

ِ س من الوحدات المنتجة في مصنع ما ، ھي : مثال    : إذا كان الإیراد الحدي لـ
  الناتج من ھذه الوحدات الإیراد الكلي، فجد  ٥+ س ٢ – ٢س ٣)  = س ( د  

  :الحل 
  

  د ص)  ص ( د ) =      س  (د     ٥+ س ٢ – ٢س٣) = س ( د ) =   ص ( د      
     

     س                                                                                                          
                       ٢ص ٢      ٣ص٣                                                                   

  ص   ٥+              –=            د ص )  ٥+ ص ٢ – ٢ص٣(      ) = س ( د 
                                                                      ٠                    ٢           ٣   

    س                                     
  .  س  ٥+ ٢س  – ٣س=  ص        ٥+  ٢ص  – ٣ص=    

                                     ٠  
  

  فجد الإیراد الكلي الناتج  ٧+ س٢+ ٢س٣٠) = س ( د  : إذا كان اقتران الإیراد الحدي لبیع ثلاجات ھو : مثال 
  .ثلاجات  ٤عن بیع     
  

                                                                                                                                   ٤          
                                                  ٢ص ٢٠       ٣ص٣٠                                                                                     

  ص     ٧=               +               +  د ص  )  ٧+ ص  ٢٠+  ٢ص ٣٠=     (  د ص ) ص ( د   
                                                                                         ٠                      ٢               ٣  

                                            ٤  

  =ص      ٧+ ٢ص١٠+ ٣ص١٠  =دیناراً   ٨٢٨=  ٢٨+  ١٦٠+  ٦٤٠ .  
                                            ٠      

  
  
  
  
  

  ---- )  ٧٨( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

    
  

  جـ ) + س ( ق = د س  )  س ( ق        
    

  س  
  

        
   ٠  

  س  
  

        
   ٠  

  س  
  

        
   ٠  

  ٤  
  

        
   ٠  

  ٤  
  

        
   ٠  



 

  
 

                                    تطبیقات اقتصادیة على التكامل المحدود                               
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

   فائض المستھلك)  ٢
  

  ١س ١ع –د س ) س ( ق =       د س )  ١ع –) س ( ق =      ( ف ك                                  
  
  عدد = السعر بالدنانیر ، س = س یمثل اقتران السعر والطلب حیث ع ٦ – ٥٠) = س ( ق = إذا كان ع : مثال  

  . ، فجد فائض المستھلك  ٨=  ١القطع المنتجة و إن السعر ثابت عند ع           
  : الحل 

   
ً على ع ١نوجد س( س  ٦ – ٥٠) = س ( ق = ع   ١س ١ع –د س ) س ( ق =       ف ك       المعطاة في   ١بناء

  )السؤال                                                                                                     
              س             ٦ -        ٤٢ -                                                                                          

   ٧=  ١س                              =س  ٦ -=  ٥٠ – ٨ س  ٦ – ٥٠=  ٨=  س  ٦ – ٥٠= ع 
                                                                                            - ٦ -           ٦   

                                                                                ٧    
                                                     ٢س ٦                                                                     

  ٥٦ –)  ٢ ٠ – ٢ ٧(  ٣ –)  ٠ – ٧(   ٥٠=  ٥٦  –              –س   ٥    ٧×  ٨ –د س ) س  ٦ – ٥٠(       
                                                                        ٢                                              

                                                                                ٠    
   =١٤٧=  ٥٦ – ١٤٧ – ٣٥٠ .  
  
  

  . د فائض المستھلك لمنحنیات السعر والطلب التالیة عند السعر المثبت إزاء كل منھا ج: مثال 
  

  س                
  ١س ١ع  –د س ) س ( ق =    ف ك       ١=  ١، ع          – ٣= ع  

                ٨  
  س                             س                                                                                        

    –=   ٣ – ١             – ٣=  ١  ١في الاقتران لإیجاد قیمة س ١نعوض قیمة ع#         
                                                                                         ٨                              ٨     

  س                   ٢ -        
             =–                 +س  = +  ١٦ ١٦=  ١س   

          ٨              ١  
  

  ١٦     ٢س                                                   س                     
        )١٦×  ١ –د س )           – ٣      ١٦ –                – س ٣     ١٦=  ١٦ – ١٦ – ٤٨   

                      ٠    ١٦                                                   ٨  
  
  فائض المنتج )  ٣
  

  . د س  )  س ( ھ     – ١س ١ع=   د س )  ) س ( ھ  – ١ع=         ف ج                  
  
  
  
  
  

  ---- )  ٧٩( صفحة -------------------------------------------------------------------------- ------------------

  ١س  
  

        
   ٠  

  ١س  
  

        
   ٠  

  ١س  
  

        
   ٠  

  ٧  
  

        
   ٠  

  ١س  
  

        
   ٠  

  ١٦  
  

        
   ٠  

  ١س  
  

        
   ٠  

  ١س  
  

        
   ٠  



 

  
 

  تطبیقات اقتصادیة على التكامل المحدود                                                                  
-------------------------------------------------------------- --------------------------------------------  

  . دیناراً ، أوجد فائض المنتج  ٤٥=  ١س ، ع٣+  ١٥= منحنى السعر و العرض  ع :  ٤مثال 
                                                

  س  ٣        ٣٠                                                                                           
   ١٠=  ١س                      =س ٣+  ١٥=  ٤٥  ١في الاقتران لإیجاد س ١نعوض قیمة ع – ١

                                                                                             ٣        ٣  
  
  

  ١٠        ٢س ٣     ١٠                                                                                    
  =س        ١٥        – ٤٥٠=س د س ٣+ ١٥    – ١٠×  ٤٥      +  

                                                                                    ٠         ٢         ٠    
  
 ١٥٠+  ١٥٠ (  – ٤٥٠  = ( دینار  ١٥٠=   ٣٠٠ – ٤٥٠ .  
  

  :مثال 
  س ٤ – ٥٠)  = س ( ق =   ع : إذا كان منحنى اقتران السعر والطلب لمنتج معین ھو        

  س ، فجد ٢+  ٢٠) = س ( ھ = و كان اقتران السعر والعرض لھذا المنتج ھو ع          
  

  . فائض المنتج ) ب  فائض المستھلك      ) أ                    
  : الحل 
  . نجد سعر التوازن و كمیة التوازن و یحدث ذلك عند مساواة الاقترانین ببعض      

  
   ٠= س ٦+  ٣٠ -   ٠=  ٥٠ –س ٤+ س ٢+ ٢٠ س  ٢+ ٢٠= س  ٤ – ٥٠    
  

  ٣٠س           ٦    
                            =    عدد الوحدات المنتجة  كمیة التوازن لأن س تمثل  ٥= س .  

      ٦               ٦  
  

  )نعوض قیمة س في إحدى الاقترانین ( لإیجاد سعر التوازن نعوض قیمة كمیة التوازن في إحدى المعادلتین #  
  
  . ٣٠=  ٢٠ – ٥٠=  ١ع  ٥×  ٤ – ٥٠=  ١ع س  ٤ – ٥٠= ع  

                                                                                                  ٥  
  ٢س٤                                                                                         

                  ٥٠=١٥٠– ٥٠ – ٢٥٠= ١٥٠ –           –)  ٠ – ٥(   ٥٠=  ٥×  ٣٠ -د س  ) س ٤ – ٥٠=         ( ف ك 
                                                                                           ٠     ٢        

                                                                                                                 ٥     
      ٢س ٢                                                                                                    

                          –)    ٠ – ٥(  ٢٠ – ١٥٠= د س  ) س ٢+  ٢٠(       - ٥×  ٣٠= ف ج  
                                                                                                      ٠        ٢            

  
                         ٢٥=  ٢٥ – ١٠٠ – ١٥٠.  

  
  
  
  
  

  ---- )  ٨٠( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

  ١٠  
  

        
   ٠  

  ٥  
  

        
  ٠  

  ٥  
  

        
  ٠  



 

  
 

  تطبیقات اقتصادیة على التكامل المحدود    
-------------------------- --------------------------------------------------------------------------------  

  
  ) س ( د  =  ، الإیراد الحدي )  س ( د = الإیراد الكلي )  ١
  
    

  د ص ) ص ( د  ) =       س ( د          
  
  
  . فائض المستھلك مرتبط بمعادلة السعر والطلب )  ٢
  
  

  ١س ١ع –د س )  س( ق =       ف ك 
  
  فائض الناتج  مرتبط بمعادلة السعر والعرض )  ٣
  
  

  . د س  )  س ( ھ         –   ١س  ١ع=     ف ج                  
  

===============================================================  
  :  أمـثـلـــــــــة متنوعـــــــــــــــــــــــھ* 
  . راد الكلي الناتج عن كل من الاقترانات الحدیة التالیة أوجد الإی)  ١
  
  ٥+ س  ٣) = س ( ق )  أ 

        س                                                                      
    ٢س ٣                              ٢ص ٣                                           

  .س  ٥=                + ص          ٥=             + د ص   ٥+ ص ٣ ) =    س(د 
                                              ٢                                    ٢  

                                                                      ٠  
   ١١+ س  – ٢س) = س ( ھ )  ب 
  
   ٢س     ٣س        س               ٢ص      ٣ص                                                              
  س   ١١+         –=          ص       ١١+         –=         د ص )  ١١+ ص  – ٢ص) =   ( س ( د  

                                                               ٢        ٣         ٠                  ٢         ٣  
  

  ٢س٧ –س  ٢٠) = س ( و )  ج 
  س                                                                                           

  ٣س ٧                            ٣ص ٧      ٢ص ٢٠                                                             
  ٢ص٧ –ص  ٢٠) =    س ( د    ٢س ١٠=                     –=              ص  –   

                                                                 ٣                        ٠        ٣              ٢  
  
  
  
  
  
  
  

  ---- )  ٨١( صفحة ---------------------------------------------------------------------------- ----------------

  س  
  

        
   ٠  

  س  
  

        
   ٠  

  ١س  
  

        
   ٠  

  س  
  

        
   ٠  

  س  
  

        
   ٠  

  س  
  

        
   ٠  



 

  
 

  تطبیقات اقتصادیة على التكامل المحدود    
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  
  . مستھلك لمنحنیات السعر والطلب التالیة عند السعر المثبت إزاء كل منھا جد فائض ال)  ٢
  

  س                    
  ١س ١ع  –د س ) س ( ق =      ف ك       ١=  ١، ع          – ٣= ع )   أ 

                     ٨  
  س                             س                                                                                        

    –=   ٣ – ١             – ٣=  ١  ١في الاقتران لإیجاد قیمة س ١نعوض قیمة ع#         
                                                                                         ٨                              ٨     

  س                   ٢ -        
             =–                 +س  = +  ١٦ ١٦=  ١س   

          ٨              ١  
  

  ١٦     ٢س                                                   س                     
        )١٦×  ١ –د س )           – ٣      ١٦ –               –س  ٣  ١٦=  ١٦ – ١٦  -٤٨  

                      ٠    ١٦                                                   ٨  
  
  

  ) ١بالاقتران لإیجاد قیمة س ١نساوي قیمة ع(   ٣٢=  ١س ، ع – ٥٠= ع )  ب 
  
 ٣٢= س  – ٥٠  -  ٥٠ – ٣٢= س   ١٨=  ١س   .  

                                                                                                      ١٨     
  ٢س                                                                                             

      ١٨×  ٣٢    –              – ) ٠ – ١٨(  ٥٠  ١٨×  ٣٢ –د س ) س  – ٥٠=         ( ف ك   
                                                                                              ٠      ٢  

                  =١٦٢=  ٥٧٦ – ١٦٢ – ٩٠٠ .  
  
  . منھا  جد فائض المنتج لمنحنیات السعر والعرض التالیة  عند السعر المثبت إزاء كل)   ٣

  س                    
  .   ١٢=   ١،  ع  ٧=         + ع )  أ        

                     ٢  
  .  ١بالاقتران لإیجاد قیمة س ١نساوي قیمة  ع:  الحل 

  
  س                           س                         س   

           +١٢=   ٧            =٧ – ١٢            =٥  ١٠=  ١س    .  
   ٢                          ٢                             ٢   

                                                                                ١٠                                    
                                ٢س                        س                                            

  )  ٠ – ١٠(  ٧+                  –١٢٠=د س)  ٧(       +       – ١٠×  ١٢= ف ج 
                                    ٠      ٤                                  ٢   

  =٢٥=  ٧٠ -   ] ٢٥ [ – ١٢٠  .  
  
  
  
  

  ---- )  ٨٢( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------- ------

  ١س  
  

        
   ٠  

  ١٦  
  

        
   ٠  

  ١٨  
  

        
   ٠  

 ١٠  
  

        
   ٠  



 

  
 

  تطبیقات اقتصادیة على التكامل المحدود    
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  . ٥٣=  ١، ع ٣+  ٢س٢= ع )  ب 
  
 ٥٣=  ٣+ ٢س٢  ٥٠=  ٢س٢  ٢٥=  ٢س   ٥=  ١س   .  
  

  ٣س٢                                                                                    
  )       ٠ – ٥(  ٣  –                       – ٢٦٥=   د س )  ٣+  ٢س٢(       – ٥×  ٥٣= ف ج 

                                                                                      ٣      
  

                       ٢٩٥              ٣×   ٢٦٥          ٣×  ١٥          ٢٥٠  
  =٢٦٥ –                 –                                        =–   

                         ٣                 ٣×    ١           ٣×    ١             ٣        
  

         ٥٠٠           ٢٩٥          ٧٩٥  
               –                 =  

           ٣                ٣              ٣  
  
  س  و منحنى السعر و العرض معطى  – ١٨) = س (  إذا كان منحنى السعر و الطلب معطى بالعلامة ق)   ٤

  س                             
  :  ، فاحسب ما یلي            ) = س ( ھ بالعلامة  

                             ٢  
  .ازن فائض المنتج عند سعر التو) ج . فائض المستھلك عند سعر التوازن) ب . سعر التوازن وكمیة التوازن )  أ   

  : الحل 
  ) )س ( ھ ) = س ( ق ( یكون التوازن عندما یتساوى  منحنى السعر و الطلب مع منحنى السعر والعرض ) أ 
  

  س          س – ١٨       
  كمیة التوازن ١٢=  ١س س ٣=  ٣٦ س = س ٢ – ٣٦ بالضرب التبادلي =                                  

            ٢               ١  
  
  .لإیجاد سعر التوازن  نعوض كمیة التوازن في إحدى الاقترانین # 

   ٦= سعر التوازن    ٦=  ١٢ – ١٨= ١ع  ١س – ١٨= ع  
  

  =                                                                   ف ك عند سعر التوازن )  ب 
     ١٢     ٢س                                                                                                          

         ١٢×  ٦  –                    -)   ٠ – ١٢(  ١٨  ١٢×  ٦ –د س ) س  – ١٨=      ( ف ك               
                                                                                                           ٠       ٢    

  
                        ٧٢=   ٧٢ – ٧٢ – ٢١٦  

                                                                                    ١٢   
   ٢س      س                                                                

   ٣٦=    ٣٦ – ٧٢=                       –  ٧٢= د س               – ١٢×  ٦= ف ج )   ج 
                                        ٠       ٤                                ٢   

  
  
  
  

  ---- )  ٨٣( صفحة --------------------- -----------------------------------------------------------------------

  ٥  
  

        
   ٠  

 ١٢  
  

        
   ٠  

 ١٢  
  

        
   ٠  



 

  
 

                                                                 تطبیقات اقتصادیة على التكامل المحدود   
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

                                                                                                                       ١       
  ٢)  ١+ ن (  ٥٠٠٠) = ن ( إذا كان  الاقتران الحدي الناتج عن بیع مواد تموینیة ھو ق )   ٥

  .سنوات  ٣الناتج من البیع خلال الزمن بالسنوات فاحسب الإیراد الكلي ) ن (         
  

   ١ :                                    الحل 
  د ن   ٢)  ١+ ن (  ٥٠٠٠) =     ن ( د    
  

   ٤= فإن ص  ٣= و عندما ن  ١= فإن ص  ٠= عندما ن  د ن  = د ص    ١+ ن = ص 
                                                                     ٤                                          ٤                 

                        - ١                                             ١                                                      ١      

  ٢ص   ١٠٠٠=            ٢ص  ٥٠٠٠=  د ص     ٢ص  ٥٠٠٠=       
                                                     ١                                          ١              ١    
                                                     ٢    

  
  . دینار  ١٠٠٠٠=  ١×  ١٠٠٠٠=            ١    –    ٤      ١٠٠٠= 
  

  إذا كان اقتران الایراد الحدي لبیع س لعبة من لعب الاطفال التي ینتجھا مصنع ھو   :١ـــب تدریـ
  . دینارا فجد الایراد الكلي الناتج عن بیع ھذه اللعــــب  ٢+ س  ٨ – ٢س٣) = س(د  

  د س ) ٢+ س  ٨ – ٢س٣=   ( د س ) س(د ) =         س(الایراد الكلي د : الحـــل  
  س ٢ +٢س ٤ - ٣س= س  ٢+ ٢س ٨ - ٣س ٣= 

      ٢        ٣  
  مصنع ثلاجات س ثلاجھ من منتجھ اسبوعیا إذا كان اقتران الایراد الحدي لبیع الثلاجات      یبیع: ٢تدریـــب 

  . ثلاجات  ٣دینارا فجد الایراد الكلي الناتج عن بیع  ١٢٥+ س  ٤٠+  ٢س ٦٠) =س(ھو د          
  

  س ١٢٥+   ٢س ٤٠+  ٣س ٦٠= د س ) ١٢٥+ س  ٤٠+  ٢س ٦٠(      ) =   س(د   :الحـــل 
                                                                                       ٢             ٣  

   ٣×  ١٢٥+  ٢)٣(٢٠=  ٣)٣(٢٠) = ٣(د  س  ١٢٥  + ٢س ٢٠+  ٣س ٢٠= 
=١٠٩٥=   ٣٧٥+  ١٨٠+  ٥٤٠=  ٣٧٥+  ٩×  ٢٠+  ٢٧× ٢٠   

  السعر بالدینار) ع(حیث ) الطلب_ السعر (  تمثل اقتران  س   – ١٦) = س(ق = إذا كانت ع :٣تدریـــب 
                                                         ٤  

  .فجد قیمة فائض المستھلك  ١٢=  ١عدد الوحدات المنتجة وكان السعر ثابتا عند ع) س( 
   ١٦=  ١س   س  - =   ٤ -    س – ١٦=  ١٢=  ١ع   :الحـــل 

                                        ٤                     ٤  
                                                                                                            ١٦  

  ١٦×١٢ -)          ٢س  -  ١٦×  ١٦= ( ١٦×  ١٢ –دس ) س    –١٦=     ( فائض المستھلك ف ك 
                                                ٠     ٨                                                   ٤  

  .دیناراً  ٣٢=  ١٩٢ – ٣٢ – ٢٥٦=  ١٩٢   -      ١٦×  ١٦ – ٢٥٦=  
                      ٨  

  
  

  ---- )  ٨٤( صفحة ----------------------------------------------------------------------------------- ---------
 

  ٣  
  

        
   ٠  

  ٤  
  

        
   ١  

  ١٦  
  

        
   ٠  



 

  
 

السعر ) ع(حیث   ٢س ٣+  ٥) = س(لمنتج معین ھو ھـ ) العرض _ السعر (إذاكان اقتران   :٤تدریـــب 
  .د قیمة فائض المنتج فج ٥٣=  ١عدد الوحدات المنتجة وكان السعر ثابتا عند ع) س(بالدینار 

   ٤= س   ١٦=   ٢س  ٤٨=   ٢س ٣   ٢س ٣+  ٥=  ٥٣=  ١ع: الحـــل
                                                                                                                      ٤  

  )         ٣س ٣) +  ٠ – ٤( × ٥(   – ٢١٢= د س )   ٢س ٣+  ٥(          (   – ٤×  ٥٣= ف ج 
                                                                                                             ٠       ٣  

 =١٢٨=   ٦٤ – ٢٠ – ٢١٢   
  س  ٣ – ٤٨)  = س ( ق   = ع: لمنتج معین ھو  )الطلب –السعر (  إذا كان منحنى اقتران : ٥تدریـــب 

  ، فجد ١٣+ س ٢) =  س ( ھ = لھذا المنتج ھو ع  )العرض - السعر ( و كان اقتران          
فائض المنتج عند سعر ) ٤فائض المستھلك عند سعر التوازن، ) ٣سعر التوازن، ) ٢كمیة التوازن، ) ١

  .التوازن 
  كمیة التوازن ٧= س    ٣٥= س  ٥  ١٣+ س ٢=  س ٣ – ٤٨ ) س(ھـ ) = س(ق .  الحـــل 
  سعر التوازن  ٢٧=  ١٣+  ٧×  ٢) =  ٧( ھـ = ع  

                                                                                  ٧  
  ١٨٩  -           ٢س ٣ – ٧×  ٤٨=  ٢٧×  ٧ –) س ٣ – ٤٨=      ( ف ك 

                                                                        ٠        ٢  
  بعد توحید المقامات            ١٤٧  =  ١٤٧  -  ١٤٧=  ١٨٩ -  ٤٩×  ٣  - ٣٣٦= 

                  ٧                ٢          ٢                                   ٢  
  )  ٧×  ١٣+      ٢س ٢(  – ١٨٩) =   ١٣+ س  ٢(        (  – ٢٧×  ٧= ف ج 

                                                                             ٠      ٢  
         =٤٩=  ٩١  - ٤٩ – ١٨٩   

  النمو والاضمحلال                                         
                                                                              )ا ن(                                                

  )ن(ع=    ، أ  ٢.٧= الزمن ، ھــ : القیمة الابتدائیة ،  ن . : ھـــ  ، ع×.ع) = ن(ع= ص: الاسيالاقتران 
  )ن(ع                                                                                                                   

  .معامل النمو: معادلة النمو ، أ یتزاید وتسمى المعادلة ) ن(ع  ٠ أ         
  .معامل الاضمحلال: یتناقص وتسمى المعادلة معادلة الاضمحلال ، أ ) ن(ع   ٠ أ        
نسمة وكان عدد السكان ) ٢٠٠٠٠٠٠(قد بلغ ) ٢٠٠٠(إذا كان عدد سكان العاصمة عمان سنة  : مثـــال
  ) . ٢٠٢٠(فجد عدد سكان العاصمة عمان سنة  سنویاً   ٠.٠٥بمعدل یتزاید 

   ٢٠= ، ن   ٠.٠٥= ،  أ  ٢٠٠٠٠٠٠. = ع  : الحـــل 
                                   )١                                            ) ٢٠×٠.٠٥  

  ٥٤٠٠٠٠٠=  ٢.٧× ٢٠٠٠٠٠٠= ھـــ  ×  ٢٠٠٠٠٠٠=      ھـــ      ×  ٢٠٠٠٠٠٠) = ٢٠(ع
یعطي بنك ربحا مركبا مستمرا للمستثمرین لدیھ بحیث تحسب جملة المبلغ الناتج عن استثمار   :٦تدریـــب 

سنویاً ،ووضع مبلغ  ٠.٠٥مبلغ معین حسب قانون النمو ، فإذا كانت نسبة الربح التي یقدمھا البنك تبلغ 
  . عاماً  ٢٠نك، جد جملة المبلغ والربح الناتج بعد مرور دینار في الب ١٠٠٠
   ٢٠= ، ن   ٠.٠٥= ، أ   ١٠٠٠. = ع  :الحـــل

                            )١                                  ) ٢٠×٠.٠٥  
 دینار ٢٧٠٠= جملة المبلغ  ٢٧٠٠=  ٢.٧× ١٠٠٠= ھـــ  ×  ١٠٠٠= ھـــ         ×  ١٠٠٠) = ٢٠(ع

  دینار   ١٧٠٠=  ١٠٠٠ – ٢٧٠٠= ، الربح الناتج 

 ---- )  ٨٥( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

  ٤  
  

     ٠     
     

  ٧  
  

    ٠   
     

  ٧  
  

    ٠   
     



 

  
 

سنة  ٢٠٠٠سنویا جد الكمیة المتبقیة من المادة بعد مرور  ٠.٠٠١مادة مشعة تتناقص بمعدل : مثـــال
  .غرام  ١٠٠ة المادة الأصلیة تبلغ علما أن كتل

   ٢٠٠٠= ، ن   ٠.٠٠١= ، أ  ١٠٠. = ع : الحـــل
                              )-٢ -                                 ٢ -                                          )٢٠٠٠×٠.٠٠١                                             

  )٢.٧(×  ١٠٠= ھـــ ×  ١٠٠= ھـــ                       ×  ١٠٠) = ٢٠٠٠(ع
  ٠.١٣٧٢  المادة المتبقیة         ١   × ١٠٠= 

              ٧.٢٩    
  ) ٨٠٠٠( یتناقص ثمن سیارة ویخضع ھذا التناقض لقانون الاضمحلال ، فإذا كان ثمنھا الاصلي:  ٧تدریب 

  .سنة  ٢٥جد ثمن السیارة بعد مرور  سنویا% ٤ومعدل التناقص في ثمنھا یساوي 
  : الحـــــل 
  ٢٩٦٣    ٨٠٠٠ =      ٨٠٠٠=  ١- ھـ×  ٨٠٠٠=  ٢٥×٠.٠٤ -ھـ×  ٨٠٠٠) =  ٢٥(ع          

  ٢.٧ھـ                                                                                               
دینار وكان ثمنھا یزداد حسب قانون النمو وبعد ) ٢٠٠٠(بلغ اشترى رجل قطعة أرض بم: مثال 

  . سنوات )  ٦( دینار ، جد ثمنھا بعد مرور  ) ١٦٠٠٠(سنوات أصبح سعرھا )٣(
   ١٦٠٠٠) =  ٣( ، ع  ٣= ، ن  ٢٠٠٠. = ع:  الحــــل 

  
التكعیبي  بأخذ الجذر ٣) أ ھـ= ( ٨  أ ٣ھـ =  ٨   أ ٣ھـ  ٢٠٠٠=  ١٦٠٠٠ أ   ٣ ھـ. ع) =  ٣( ع

   ٢=  أ للطرفین ینتج أن  ھـ
  دینار  ١٢٨٠٠٠=  ٦٤×  ٢٠٠٠=  ٦٢×  ٢٠٠٠=   ٦) أ ھـ( ٢٠٠٠=  أ ٦ھـ  ٢٠٠٠) =  ٦( ع 

یذوب الملح بمعدل یتناسب مع كمیة الملح المتبقیة وبذلك تخضع عملیة الذوبان لقانون :  ٨تدریب 
بعد ربع ساعة ، جد كمیة الملح المتبقیة بعد  كغ ملح في الماء فذاب نصفھ)  ١٠( الاضمحلال ،إذا وضع 

  . الساعھ )  ٣ (مرور 
          ٤  
    ٥) =  ١( ،      ع     ١٠. = ع:  الحـــــل 

   ١ -                   ٤          أ ١ -                             
  ٤) أ ھـ= (    ١            ٤ھـ ١٠=   ٥) =  ١( ع 

      ٢                                       ٤  
                                                               ١  

   ١    =                 ١                    )١٦=  أ ینتج ھـ)  ٤( ، برفع الطرفین للقوة  ٢=      ٤) أ ھـ  
  ١                            ٢   

  ٤) أ ھـ(                        
                             - ٣ -                                ٣   

                         ١٠          =                ١٠        =        ٤) ١٦(  ١٠=     ٤) أ ھـ(  ١٠) =  ٣ (ع 
     ٤                     ٣                                                                 ٤    

                                                                )٣) ١٦(                            ٤) ١٦   
  
  
   =١.٢٥=      ١٠     

      ٨   
  
  

 ---- )  ٨٦( صفحة ---------- ----------------------------------------------------------------------------------
  



 

  
 

  تمارین ومسائل التطبیقات الاقتصادیھ
Application of the Definite Integral 

  
                     ٢٥٠+س  ١٢-  ٢س) = س(من اجھزة الحاسوب ھو   د  )س(اذا كان اقتران الایراد الحدي لبیع  -١   

  .جھزه دینار فجد الایراد الكلي الناتج عن بیع ھذه الا
  :       الحل  

  س  ٢٥٠+ ٢س ١٢  -   ٣س=     دس  ٢٥٠+س  ١٢ -  ٢س)=     س(د            
                                                                        ٢          ٣    

  صنع ھو علبھ من البسكویت والتي ینتجھا م)  س(اذا كان اقتران الایراد الحدي لبیع    -٢  
  .علب ) ٩(قرشا فجد الایراد الكلي الناتج عن بیع  ٢٥+س ٤ – ٢س٢) =س(د    

  :الحل  
  د س ) ٢٥+س ٤- ٢س ٢)          (س(د        

   
  س  ٢٥+   ٢س ٤ -  ٣س٢=      

           ٢         ٣       
   ٩×٢٥+ ٢ )٩( ٢ - ٣)٩( ٢) =  ٩(د 

               ٣    
      =٢٢٥+ ١٦٢ -    ٧٢٩×  ٢   

              ٣   
٥٤٩=  ٢٥+ ١٦٢ -  ٤٨٦   

  الآنیھ عند السعر المثبت ازاء كل منھا ) الطلب  –السعر (جد فائض المستھلك لاقترانات  -٣  
   ٧= ١س ، ع٣-٢٥) = س(ق= ع ) أ 

   ٦= س   ١٨ -= س ٣ -  ٧= س ٣ - ٢٥=الحل 
  
   ٧×٦-دس ) س ٣-٢٥=            (ف ك  
   

                                    ٦  
  ٤٢  -       ٢س٣ -)  ٠-٦(× ٢٥=   

                           ٠       ٢  
  ٥٤=   ٤٢ -  ٥٤ - ١٥٠   
   ٣=،  ع  س  – ٩) =س(ق= ع -ب 

                              ٢   
   ١٢= س   ٦-=  س -  ٣= س   -٩: الحل  

                ٢               ٢   
  
  
  
  
  
  
  

  ---- )  ٨٧( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

  ٦  
  
        
  ٠  

    
  

        
    

    
  

        
    



 

  
 

  
   ١٢×  ٣ –د س )  س   -٩=          ( ف ك  

                              ٢   
  

                                    ١٢  
    ٣٦  -         ٢س   - )  ٠- ١٢(  ٩=    

                             ٤   
                                    ٠  

  ٣٦=   ٣٦ - ٣٦ -١٠٨   
  الاتیھ عند السعر المثبت ازاء كل منھا ) العرض  –السعر (جد فائض المنتج لاقترانات  -٤ 

   ١٧= ، ع  ١٥+س  ٢ ) = س(ھـ = ع ) أ  
                           ٣   

   ٣= س   ٦= س ٢ ٢= س    ٢     ١٧=  ١٥+س  ٢ :الحل  
         ٣                              ٣   

  
  د س )  ١٥+ س ٢(          - ٣× ١٧=  ج ف 

                                    ٣   
                        ٣  

   ٣×١٥  -           ٢س   -  ٥١   
             ٣                              

                        ٠  

   ٣=  ٤٥ - ٣-  ٥١   
   

   ٤٥= ،ع ٦+ ٢س٣) = س(ھـ= ع) ب
    ١٣=       س   ١٣= ٢س  ٣٩=  ٢س٣  ٤٥=  ٦+ ٢س٣: الحل  
   

  د س )  ٦+ ٢س ٣(      -    ١٣×      ٤٥=   جف         
                                       

                                     ١٣        
                                    ١٣×       ٦   -       ٣س ٣  -   ١٣      ٤٥  

                         ٠         ٣         
      =١٣     ٢٦=         ١٣     × ١٣  -    ١٣       ٣٩                                                  

                                                                        
  
 –السعر (س وكان اقتران ٤ – ٤٣) = س(ق= المنتج   ھو ع ) الطلب  –السعر ( اذا كان اقتران  -٥   

  :فجد   ٣+س) = س(ھـ= لھذا المنتج ھو ع ) العرض 
  فائض المنتج ) فائض المستھلك  د) سعر التوازن ج) كمیة التوازن ب - أ 
  كمیة التوازن      ٨= س  ٤٠= س  ٥  ٣+س= س  ٤ -  ٤٣: = الحل  

  ع سعر التوازن = ١١=  ٣+  ٨=  ع    
  
  
  

  ---- )  ٨٨( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

  ١٢  
  

         
  ٠  

  ٣  
  

        
  ٠  

   ١٣        
    
  
   ٠  



 

  
 

                                                                                         ٨  
   ٨٨  -     ٢ س٤ – ٨× ٤٣=  ١١× ٨ –د س ) س  ٤ – ٤٣=        (ف ك   

                                                                                ٠      ٢  
 ١٢٨=  ٨٨ – ١٢٨ – ٣٤٤   

  
  د س )  ٣+ س (         - ١١×٨= ف ج  
    

                           ٨  
   ٨×  ٣ -        ٢س  -  ٨٨=     

                 ٢  
                          ٠  

    =٣٢=  ٢٤ – ٣٢ - ٨٨   
  
% ٢٠٠تیریا یزداد بشكل منتظم یبلغ اذا كان تكاثر البكتیریا یخضع لقانون النمو ، واذ ا كان عدد البك -٦  

   ٥٠٠٠في الساعھ فجد عدد البكتیریا بعد مرور نصف ساعھ اذا كان عددھا الاصلي یبلغ 
                               ١×٢  

  ١ ) ٢.٧( ×  ٥٠٠٠= ١ھـ ×  ٥٠٠٠  =                   ٢ھـ   ٥٠٠٠)  =   ١( ع    

              ٢                                                   
                         =١٣٥٠٠=  ٢.٧×  ٥٠٠٠   

   
یزید سعر الارض بمرور الزمن وتخضع ھذه الزیاده لقانون النمو ، فاذا اشترى فراس قطعة ارض  -٧

  سنوات  ٦دینار فجد سعر الارض بعد مرور  ٤٨٠٠سنوات اصبح سعرھا  ٣دینار ، وبعد  ٤٠٠٠بمبلغ 
   ٤٨٠٠) = ٣(، ع  ٣= ، ن  ٤٠٠٠=  ٠ع  
    ١.٢=   أ ٣ھـ     ٣× أھـ   ٤٠٠٠=  ٤٨٠٠) = ٣(ع  

   ١.٤٤=   أ٦ھـ          
     ٥٧٦٠=  ١.٤٤×  ٤٠٠٠=  أ ٦ھـ ×  ٤٠٠٠) = ٦( ع   
  
یتناقص ثمن عقار بمرور الزمن وبشكل منتظم ویخضع لقانون الاضمحلال، فاذا كان ثمن العقار : -٨ 

  عاما  ٥٠سنویاً ، فجد ثمن العقار بعد مرور % ٢دینار ، وكان معدل التناقص یساوي  ٥٤٠٠٠الاصلي 
   ٥٠= ، ن  ٠. ٠٢- = ، أ ٥٤٠٠٠=  ٠ع: الحل   
    ١ -ھـ ×  ٥٤٠٠٠=    ٥٠×  ٠.٠٢ -ھـ ×  ٥٤٠٠٠) =  ٥٠(ع   
     

  دیناراً  ٢٠٠٠٠=      ٥٤٠٠٠=                                  
                                       ٢.٧   

  
  
  
  
  
  
  
  

  ---- )  ٨٩( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

   ٨    
                  

        
  ٠  

   ٨    
                  

        
  ٠  



 

  
 

ــة  ((       :  لكل من الاقتران الآتیة  د ص  جد )  ١ ــ ــ   ))مراجعـ
  د س            

            ٣+  ٤س=    د ص         ٣+  ٤س )                   ١
  س٢ – ٣س            دس        س٢ – ٣س=         ص      

  
  ٥) ٤ – ٢س( س =      د ص  د س  ٥) ٤ – ٢س( س =         ص )  ٢

  د س                                                                    
  
  د س   ٥+  ٣س ٢+              د س    ٥+  ٣س ٢=               ص ) ٣
  

                    صفر=     د ص  
  د س                          

  ) ١+  ٢س( جـــــا =       د ص  د  س )  ١+  ٢س( جـــــا =      ص ) ٤
  د س                                                           

  ))   ١+ س  ٥( قـــــا –س  ٢جتـــــا = (    د ص  ))   ١+ س  ٥( قـــــا –س  ٢جتـــــا ( =     ص ) ٥
  د س                                                                          

  :جد كلا من التكاملات الآتیة )   ٢
                                                                                                     -٢             ٥                     ١      

  دس) ٣س+  ٣س=    (   ٣س) س٧+  ٢س=        (     س ٧+  ٢س=       د س    س ٧+  ٢س)       ١
                                                      ١  

  ٣س                           ٣س                  
            ٥           ٨  

  جـ+   ٣س +   ٣س =     
        ٥          ٨  
        ٣          ٣  

  جـ +   ١١ - س ٧=    ١+١٢ - س ٧ - =   ١٢ -س ٧ -       =د س         ٧ -     )        ٢
  ١١            ١+  ١٢-                                               ١٢س             

  
  د س ) س +  ٢س ٥ – ٣س ٤=         ( د س )  ١+ س  ٥ – ٢س ٤( س )        ٣
  

  جـ +   ٢س + ٣س ٥ – ٤س ٤=     
          ٢        ٣          ٤  

  جـ  +س٩+٣س٦ -٥س= د س )  ٩+  ٢س ٦ – ٤س=         ( د س  ٢) ٣ – ٢س)       ( ٤
                                                                                        ٣       ٥  
  د س )  ٥ -س١٠+٢س -٣س٢=      ( د س )  ٥+ ٢س) (١ –س  ٢)        ( ٥

       
  جـ + س  ٥ – ٢س ١٠+ ٣س  – ٤س٢=        

            ٢            ٣         ٤  
   

  جـ       + س ٢+ ١ -س+  ٢س٤= د س )٢+  ٢ -س+ س ٤=   ( د س )  ٢ +   ١   +س ٤( )        ٦
   ١ -        ٢                                                               ٢س                      

  جـ + س  ٢+  ١ -س  – ٢س ٢=          
  --- ----)  ٩٠( صفحة -- --------------------------------------------------------------------------------------- 

                             

 مشتقة التكامل تساوي ما داخل التكامل 

                             

                                            

                             

   ٣  
   

       
    ٢                             

                             

    
  ٤  

   
   ٢                             

 مشتقة التكامل المحدود تساوي صفر  

                                                          

                             

                                                          

                             

                             

                             

                             

                             

                                                          

أولا نقوم بفك الأقواس وذلك بإجراء عملیة 
 جاد التكاملالضرب ثم نقوم بإی

 أولا نقوم بفك التربیع ثم نقوم بإیجاد التكامل

أولا نقوم بتحویل الجذر إلى الصورة الأسیة ثم 
رفع س من المقام إلى البسط مع تغییر إشارة 

 الأس ثم نقوم بإیجاد التكامل



 

  
 

  :جد كلا من التكاملات الآتیة )   ٣
  
      ٦)س  ٣ – ٤( =      ٦)س  ٣ – ٤( =   د س  ٥)س  ٣ – ٤)        ( ١

                                                - ١٨ -                    ٦×  ٣  
  
  د س  ٩) ١+ س  ٣ – ٢س ٢) (  ٣ –س  ٤(    )     ٢

          .           صد    = د س  د س ) ٣ –س  ٤=( د ص   ١+ س  ٣ – ٢س ٢=  نفرض ص : الحـــــل
      ٣ –س  ٤                                                                                                               

  .جـ+١٠)١+س ٣ –٢س٢(=جـ  +  ١٠ص =د ص   ٩ص      =د ص           ٩ ص)  ٣ –س  ٤=        (  
  ١٠                        ١٠                            ) ٣ –س  ٤(                                    

  جـ+ ٣ -)١ –س  ٦(  ٣ -= د س  ٤ - ) ١ –س  ٦(  ٣ -              = د س                      ٣  -          )٣
   ٦×   ٣-                                                                               ٤) ١ –س  ٦(             

  
  س   د س  ٢= د ص     ٥ – ٢س= نفرض ص   :الحــــــل د س ،     ٥ – ٢س      س)        ٤

                                                    ٣                                                ٣                                   ١  

      د ص  = د س          جـ  +    ٢) ٥ – ٢س( = جـ  +    ٢ص =     د ص    ٢س ص  
  ٣                       ٣×٢س            ٢    س                      ٢                    

                                                                          ٢                                                   ١ -        ٢    
  جـ   +   ٣) ٥+ س  ٢(  =د س      ٣) ٥+ س  ٢ (      =         د س   =                د س      )      ٥

                                                                               ٢  × ٢                                               ١   
       ٣                                                     ٣)٥+ س  ٢(            ٥+ س  ٢   ٣         

  
  د س  ) ٦ –س ٦=( دص  س٦ – ٢س٣= نفرض ص : ــــل الح ، د س           ١ –س        )         ٦

                                                                   د ص     =  د س  
  )١- س(٦        س                                      ٦ – ٢س ٣                 

                                                         - ١                                                       ١                                 ١  
  جـ +  ٢)س٦ – ٢س٣(٢= جـ  +   ٢ص=  د ص       ٢ص=            د  ص      ١   -   س     =      
                 ١                                                                                             ١  

  ٢)                                       ١-س(٦        ٢ص             
  :جد كلا من التكاملات الآتیة )  ٤

   س                                                         س                     

  جـ +  س ھـلـــــو ٢+ ھــ    ٣ - = د س  )      ٢  + ھــ   ٣ -)       ( ١
  س                             

  جـ + جــــــا س  ٢+ جتـــــا س  ٣= د س ) جتــــــا س  ٢+ جــــــا س  ٣ -)       ( ٢
  
  جـ ) +  ١١ –س  ٢( جتــــــا  ٢×  ٢ - = د س  )  ١١ –س  ٢(  جـــــا ٢)         ٣

  ٢س ٣                   

       د ص =د س  س د س  ٦= د ص   ٢س ٣= نفرض ص : الحــــل  س ھــ     د س )        ٤
  س ٦                                                   ٢س ٣                    ص                        ص                   

  جــ+   ھــ  =  جـ   +       ھــ =    د ص س ھــ  =         
  ٦                      ٦س          ٦                     

  
  --- ----)  ٩١( صفحة -- ---------------------------------------------------------------------------------------

                             

                             

                             

                             

                          

                             

                                                                                       

                             

                             

                             

                             

                             

                             

                             

                             

                             

                             



 

  
 

              جـ+ ظـــــا س  ٣= س د س  ٢قـــــا ٣=      د س  ٢ )قـــــا س( ٣=        د س          ٣      )   ٥
  ٢ -)قـــــا س(       

  
  جـ +  س  ٢ – ٣ھـ لـــــو=     د س        ٢  -   )   ٦

  س        ٢ – ٣        
  س د س  ٢= د ص  ٣ – ٢س= نفرض ص   :الحـــــل    س         د)  ٣ – ٢س( س جــــــا )     ٧

            د ص = د س             جـ)+٣ – ٢س(جتــــا  - = جـ + جتــــا ص -=  دص س جــــــا ص  
   ٢                           ٢س             ٢س                                    ٢                          

  د س )   ١+ س  ٢+  ٢س(٢قـــــا)  ١+ س )     ( ٨
   د  ص   =  د س د س )  ٢+ س  ٢= ( د ص   ١+ س  ٢+  ٢س = ص    نفرض : الحــــــل 

      ٢+  س ٢                                                                                                                   
  جـ +   ) ١+ س  ٢+  ٢س(ظــــــا = جـ +  ظـــــا ص =           د ص   ص ٢قـــــا)  ١+ س =     ( 

  ٢                             ٢        )  ١+ س (  ٢                                     
   :احسب قیمة كل مما یأتي )  ٥
  
  ٢                                                )                          ١  

  )  ١ - - ٢(  ١ –     ٢س ٤+  ٣س ٣ =د س )  ١ –س  ٤+  ٢س ٣(             
                                                        ١ -         ٢           ٣      

 )=٧.٥=   ٣ – ٣ + ٩=  ٣ -)  ١ – ٤) +( ١ - - ٨  
                         ٢                     ٢    
          ١ =  ٢×   ١  ) =  ٣ - - ١ -(  ١  = د س          ١  )         ٢

              ٤             ٨                         ٨                     ٨  
  

                                                                             - ٨        ٢                                   ١  
  ٣س=   د س         ٣س  -    =  د س     ١  -  =       د س       ١  -    )       ٣

  ٢                                                                              ١                               س   ٣            

                                                   ٣س                    ٨                          ٣                   
   ٣         

١
  

   ٤.٥ -= ١.٥+  ٦ -=        ١   ٣ ٣   -  -    ٦٤  ٣   ٣ =                   ٢س     ٣ -  =  
      ٢                      ٢            ١                      ٢  

                                                                                ٤            ٣                                                 ١  
  ٢س+   ١ -س =د س )    ٢س+     ٢ - س(      =    س      د س +            ١  )          ٤

  ١          ٣        ١ -                                                                              ٢س              
                                            ٢                                                                 ٤     

      ٦٥ =    ١٤ +  ٣ ) = ١ – ٨(  ٢ + ١ - -    ١ -=              ٣س      ٢  +       ١ -  =  
  ١٢          ٣     ٤                   ٣    ١        ٤        ١                    ٣س                 

  
  صفــر   = د  س ) س( فــر ،           قـــاعدة      ق ص=    ٦)س  ٢+  ٢س) (  ١+ س  ٢)         ( ٥
  
  
  
  
  

  --- ----)  ٩٢( صفحة -- ---------------------------------------------------------------------------------------

                                                                                       

                             

                             
                             

سط مشتقة للمقام فإن التكامل كان الب إذا                             
 یساوي لوغاریتم مطلق المقام 

    ٢   
  
  
- ١                                

                             

  ٣     
  
  
   ٣                                        

    ٤   
  
  
  ١                                        

   ٨   
  
  
  ١                                        

   - ١  
  
  
- ٣                                      

   ٨   
  
  
  ١                                        

   ٨   
  
  
  ١                                        

    ٤   
  
  
  ١                       

  أ    
  
  
                                        أ   



 

  
 

   :ــب قیمــة كل من التكاملات الآتیةاحس)  ٦
                                                                                                               ٢  

 )  ٠ – ٢(٣+     ٢س =د س )    ١+ س ) (  ٣+ س (        =د س   ) ٣+ س  ٤+  ٢س( )           ١
  ٢       ٠     ٤)                        ١+ س (  ٢                             ٢+ س  ٢                     

                                
                          =٤=   ٣+  ١  

  د س )  ١+س  ٢ – ٣س) (  ٢ – ٢س ٣)            ( ٢
  

     .  د ص     = د س  د س )  ٢ – ٢س ٣=  (د ص  ) ١+س  ٢ – ٣س =  (نفرض   ص   : الحـــــل
  ٢ – ٢س ٣،                             ٠= ص   ١ -= س ،  ٣ -= ص   ٢ -= س                          

    ٩ - =        ٩ – ٠       ٠      ٢ص=         د  ص    ص )  ٢ – ٢س ٣=          ( 
  ٢              ٢           ٣ -       ٢        ٢ – ٢س ٣                                        

  

  ٥/ د ص = د س  د س  ٥= د ص    ٦+ س  ٥= نفرض    ص   ،د س            ٢ -      )       ٣
  ٣٦= ص   ٦= ،  س   ١٦= ص   ٢= عنـدما     س            ٦+ س  ٥               

                                                              - ٣٦                         ٣٦          ١                                                  ١  
          -  ص     ٤ - =          ٢ص     ٢ -=  د ص      ٢ص      ٢  -       =    د ص       ٢             

                 ٥               ١       ٥                                ٥                    ٥        ١  
  ١٦                      ١٦        ٢                                                                         ٢ص             

 =- ٨ -) =  ٤ – ٦(  ٤   
٥ ٥ 

  
   د س          )   ١ –س ٢= (د ص   ٤+ س   - ٢س=  س       نفرض     ص  د   س    ٢ – ١  )       ٤

               ٤= ص   ١= ، س  ٤= ص   ٠= عنـدما     س                                             
    ٤+ س   - ٢س              

  
  صفــر=               د ص     س ٢ – ١=       

  )س٢-١( -                        
   ص                

                                                                        ٣  

  ٣  ھـلــــو  -  ٧ ھـلــــو=          س  ٢+  ١ ھـلــــو=      د س      ٢    )        ٥
  ١                                               س ٢+  ١            

  
                          ٢  

   د ص=  د س  س د س  ٢= د ص    ٢س=   د س     ، نفرض  ص     س)ھـ ( س )        ٦
  س ٢                                                                                                                     

   ١= ص   ١= ،  س   ٠= ص   ٠= س                                           
  ١ص                                           ص                    

   ١ -ھـ =         ھــ  =       د ص  س ھـ                 
  ٢      ٠       ٢           س  ٢                         

  
  

  --- ----)  ٩٣( صفحة -- ---------------------------------------------------------------------------------------

   ١  
   

   - ٢                              

    ٢   
  
  
  ٠        

    ٢   
  
  
  ٠                                        

   ٠  
   

   - ٣                              

   ٦  
   

    ٢  

   ١  
   

    ٠  

   ٤  
   

   ٤  

   ٣٦  
   

    ١٦  

٣٦  
   

    ١٦  

    ١  
   

    ٠  

   ١  
   

    ٠  

   ٣  
   

    ١  



 

  
 

  : جد قیمة العدد جـ  في كل مما یأتي )  ٧
  
  ٢= جـ   ٣٦= جـ  ١٨  ٣٦) =  ٢ -  - ٤(جـ  ٣  ٣٦= جـ د س  ٣)        ١
  

  جـ                                                     

    ٠=  ٣ -جـ  ٣+  ١ – ٢جـ  ٠) = ١ -جـ (  ٣+       ٢س ٢  ٠= د س )٣+س٢)       (٢
                                            ١       ٢  

   ٤ -= ، جـ  ١= جـ    ٠) =  ٤+ جـ ) (  ١ -جـ (   ٠=  ٤ -جـ  ٣+  ٢جـ
                                                                     ٣  

   ١٥) = ٠ – ٣( ٩  -      ٣جـ س   ١٥=  س د )  ٩ – ٢جـ س)        ( ٣
                                                          ٠         ٣  

   ٤٢= جـ   ٤٢= جـ  ٩  ١٥=  ٢٧ -جـ  ٩
                                                          ٩  

  
  جـ  ٣ -= د س )  ١ –س  ٤)        ( ٤

                    ٢  

  جـ  ٣ -= جـ +  ٢ –)  ٢جـ – ٤(٢ جـ  ٣ -) = جـ  – ٢( ١ –     ٢س ٤=      
      جـ        ٢            

 ٠= جـ  ٤+  ٢ -  ٢جـ ٢ – ٨  ٠=  ٦ -جـ  ٤ – ٢جـ ٢  ٠=  ٣ -جـ  ٢ – ٢جـ   
   ١ -= ، جـ  ٣= جـ   ٠) =  ١+ جـ ) (  ٣ - جـ ( 
  
  ، فاحسب قیمة مایلي  ١٢ -= د س ) س(، و أن        ق  ٨= د س ) ٢ - ) س(ق  ٣(  إذا علمت أن     ) ٨
  
  
  ٨)=١- - ٤(٢ –د س ) س(ق       ٣= د س ) ٢ - ) س(ق  ٣( لاحظ أن      :الحــلدس  ،) س(ق)       ١
  
  

  ٦= د س ) س(ق         ١٨= د س ) س(ق    ٣  ٨=  ١٠ –د س ) س(ق   ٣     
  
  

  ٦-=  ١٢ – ٦= د س ) س(ق+       د س ) س(ق =       د س ) س(ق           
  
  
  د س      ٢س ٣+        د س ) س(ق     ١ =د س )  ٢س ٣+ ) س(ق )        ( ٢

                  ٢                             ٢  
                              - ١   

    ٦٨ -=  ٦٥ – ٣ -) =  ٦٤ – ١ - + ( ٣ -=                  ٣س ٣ +  ٦ - =   
      ٤           ٣         ٢  

  ) ٥+ س )(  ١ -س  ٣( یساوي ) س،ص(اذا كان میل المماس لمنحنى الاقتران ق عند أي نقطة )  ٩
  .  ٣ -) = ٢(فجد قاعدة الاقتران علما بأن ق

  جـ +س٥- ٢س١٤+٣س٣=د س)٥-س١٤+٢س٣) =    (س(ق  ٥-س١٤+٢س٣) = س(ق = م  الحل
                                                                                                       ٢         ٣  

  --- ----)  ٩٤( صفحة -- ---------------------------------------------------------------------------------------

    ٤  
   
 - ٢  

    ٣  
   

    ٠  

    ٤  
   
 - ١  

    ٢  
   

  جـ   

  جـ   
   

     ١  

    ٤  
   
 - ١  

    ٤  
   
 - ١  

   ٢  
   
 - ١  

    ٢  
   

    ٤  

    ٢  
   
 - ١  

    ٤  
   
 - ١  

    ٤  
   
 - ١  

    ٤  
   
 - ١  

  - ١   
   

    ٤  

    - ١  
   

   ٤  

    ٢  
   

    ٤  

    ٤  
   
 - ١  

     
   
   

   - ١   
   

    ٤  



 

  
 

   ٣ - = جـ +  ٢٦  ٣ -= جـ +  ١٠- ٢٨+ ٨) = ٢(ق جـ +س٥-٢س٧+٣س) = س(ق
   ٢٩ –س ٥- ٢س٧+٣س) = س(ق  ٢٩ -= جـ 
، ومحور السینات   ٣ –س ) = س(احسب مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى الاقتران ق) أ )  ١٠

  .  ٥= ، س  ١= والمستقیمین  س 
  تقع ضمن الفترة المعطاة   ٣= س   ٠=  ٣ –س   ٠) = س(ق نجد جذر الاقتران    :الحـــــل

  نكامل مرتین 
                                                    ٣  

    ٢=  ١م  ٢ -=  ٦ –)  ١ – ٩)  = ( ١ – ٣(  ٣ –      ٢س= د س )  ٣ –س =         (  ١م   
٢                             ١ ٢ 

                                                     ٥  
   ٢=   ٦  -    ٩ – ٢٥) =   ٣ – ٥( ٣ –      ٢س= د س )  ٣ –س =          (  ٢م 

                                            ٢                            ٣       ٢  
  وحدات مربعة  ٤= ٢+  ٢= المساحة الكلیة  
  س، ومحور السینات ٢ –٢س) = س(بین منحنى الاقتران ق احسب مساحة المنطقة المغلقة المحصورة)ب

    ٢= ، س  ٠= س   ٠) =  ٢ –س ( س  س ٢ –٢س  ٠) = س(ق  : الحــــل
                                                                     ٢  

   ٤= م   ٤-=   ٢١ – ٨=   ٤ – ٨=           ٢س ٢ – ٣س= د س ) س ٢ –٢س=     ( م        
                                               ٣             ٣          ٣                ٣      ٠         ٢         ٣  

   ناحسب مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بین منحنیي الاقترانیی) جـ 
  س   ٢ – ٥= ، ص   ٢+  ٢س= ص  

   ٠=  ٣  - س  ٢+  ٢س س   ٢ – ٥=   ٢+  ٢س ببعض  ننساوي الاقترانیی : الحــــل
   ١= ، س  ٣ -= س    ٠) =  ١ –س )(   ٣+ س ( 

                                                                      ١  
  )  ٣ -  - ١(  ٣ –        ٢س ٢+  ٣س) =  ٣  - س  ٢+  ٢س=         ( م 

                                              ٣ -          ٢         ٣  
   ٢٠= ، م  ٢٠ -=   ٤٨ – ٢٨=   ١٢ – ٤ – ٢٨=   ١٢ –)  ٩ – ١)+ (  ٢٧ - - ١= (

          ٣             ٣              ٣                         ٣                     ٢               ٣  
  

فجد  ٥٠+ س  ٣٦ – ٢س١٢٠) = س(د الحدي لبیع اجھزة التلفاز ھو د  اذا كان اقتران الایرا)  ١١
  . أجھزة   ٣الایراد الكلي الناتج عن بیع  

  :الحـــل 
  س  ٥٠+  ٢س ٣٦ – ٣س ١٢٠ =د س ) ٥٠+ س  ٣٦ – ٢س١٢٠) =      (س(د          

                                                                               ٢              ٣   
   ١٠٦٨=  ١٥٠+ ١٦٢ – ١٠٨٠=   ١٥٠+   ٩×١٨ – ٢٧×٤٠) =  ٣( د 

   ٢س  – ٢٠) = س(ق= لمنتج معین ھو ع ) الطلب  –السعر ( اذا كان اقتران )  ١٢
  ، فجد ٢+  ٢س) = س(ھـ = لھذا المنتج ھو ع ) العرض  - السعر( واقتران       

  فائض المنتج                    ) ٤فائض المستھلك ، ) ٣ازن ، سعر التو) ٢كمیة التوازن ، ) ١ 
  كمیة التوازن  ٣=  س   ٩=  ٢س  ١٨=  ٢س ٢  ٢+  ٢س  = ٢س  – ٢٠   :الحــــل

  
  سعر التوازن   ١١=  ٩ – ٢٠=  ع       

  
  --- ----)  ٩٥( صفحة -- ---------------------------------------------------------------------------------------

     ٢  
   

   ٠  

     ٥  
   

    ٣  

     ٣   
   

    ١  

  
  

     ١   
   

   - ٣   



 

  
 

  ٣٣ –)    ٣      ٣س  – ٣×٢٠= (  ١١×٣ –د س )  ٢س  – ٢٠=      ( فائض المستھلك  ف ك ) ٣
       =٠       ٣                                                                 ١٨=  ٣٣ – ٩  - ٦٠  

                                                                            ٣  
   ١٨=  ٦ – ٩ – ٣٣=     ٦  -       ٣س - ٣٣= د س )  ٢+  ٢س(         - ١١×٣= ف جـ 

                                                                   ٠       ٣  
مستمر ویخضع لقانون النمو دینار في بنك بحساب الربح المركب ال)  ٥٠٠( استثمر شخص مبلغ )  ١٣

  . عاما  ٢٥سنویا جد جملة المبلغ بعد مرور  ٠.٠٨بفائدة مقدارھا 
  
  ٣٦٤٥= ٧.٢٩× ٥٠٠=  ٢)٢.٧( ×  ٥٠٠=  ٢ھـ ٥٠٠=  ٢٥×٠.٠٨ھــ  ٥٠٠) = ٢٥(ع

سنویا ویخضع لقانون الاضمحلال فإذا اشترت دعاء ھذا البیت  ٠.٠٢یتناقص سعر بیت بمعدل یبلغ )  ١٤
  .سنوات  ١٠دینار ، فجد سعر البیت بعد مرور  ) ٤٠٠٠٠(بمبلغ 

  
  =  ٤٠٠٠٠=  ٤٠٠٠٠=  ١٠× ٠.٠٢-ھـ  ٤٠٠٠٠) = ١٠(ع

  ٠.٢)٢.٧(         ٠.٢ھـ                                              
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  -- ----)  ٩٦( صفحة -- ---------------------------------------------------------------------------------------

     ٣   
   

    ٠  

     ٣   
   

    ٠  



 

  
 

  اختبار التقویم الذاتي
كل فقرة أربع إجابات یتألف ھذا السؤال من خمس فقرات من نوع الاختیار من متعدد وب:  السؤال الأول
  .فقط صحیحة ، المطلوب حل كل سؤال ثم كتابة رمز الإجابة الصحیحة واحدة منھا 

  
  
  :        تســــــاوي     د صد س ، فإن  ) س  ٢ – ٢س ٦(    =    اذا علمت ان ص ) ١

  د س                                                                                 
   ٤٩ –) صفر                     د) جـ                     ٤٩) ب                      ٤٠)  أ 
  كامل المحدود تســــــاوي صفـــــر  دائمـــــاً مشتقة الت :الحــــل 

  
  :فإن قیمة الثابت ك تســــــاوي ١٠ -= اذا علمت ان            ك د س ) ٢
  
    ٢٠ –) د                      ٨ -) جـ                     ٥ -) ب                        ٠)  أ 

    ٥ -= ك   ١٠ - = ك  ٢  ١٠ -) =  ٢ - - ٠( ك :الحـــــل
  
  : تســــــاوي) ٢(س فإن   ق  ٥ – ٣س ٢= د س )  س(اذا كان             ق ) ٣
  
  ٦ -) د                      ٢ –) جـ                     ١٩) ب                        ٦)  أ 
  

   ١٩= ٥ – ٢٤=  ٥ – ٢)٢(×٦ ) = ٢(ق    ٥ – ٢س ٦) =  س(ق     : الحـــــل
  
  س وكان اقتران ٢ – ١٤) = س(ق= لمنتج معین ھو  ع ) الطلب  –السعر ( اذا كان اقتران ) ٤
  :فإن  سعر التوازن  ھو    ٢+ س ) = س(ھـ = لھذا المنتج ھو ع ) العرض –السعر (  
  ١٢)د                         ٤) جـ                       ٣) ب                        ٦)  أ 

  ٦=  ٢+  ٤= ع   ٤= س   ١٢=  س  ٣   ٢+ س = س  ٢ – ١٤ : الحـــــل
  
  = د س ) س(، فإن       ق  ٣= د س )  ٢ –) س(ق( ،         ٨= د س ) س(اذا علمت أن         ق) ٥
  

   ٥ –) د                       ٨) جـ                     ٧) ب                        ٢٣)  أ     
  : الحــــل

   ٣) = ١ - -  ٥(  ٢ –د س ) س(،         ق ٨ - = د س ) س(ق                     
  
  

   ١٥= د س ) س(ق             ٣=  ١٢ –د س ) س(ق                        
  
  

    ٧=  ١٥+  ٨ -= د س ) س(ق                    
  
  :جد كلا من التكاملات الاتیة )  ٢
  
  س      د ) ٢س٣+  ٣س١٢ – ٥س٣=        ( د س ) ١+ س  ٤ – ٣س( ٢س٣       )١ 

  
  ---- )  ٩٧( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

   ٣  
   

        
  - ١     

  جـ 

     
        

  

   ٥  
   

        
  - ١     

   ٥  
   

        
    ٣     

   ٣  
   

        
  - ١     

     
          

   ٠  
   

        
  - ٢     

  ب

  ب

  أ

  ب

     ٥  
   

          
  - ١     

   ٥  
   

        
  - ١     

 - ١   
   

        
   ٥         ٣  

   
          

  - ١     

   ٥  
   

        
    ٣     

     
        

  



 

  
 

  
  جـ +   ٣س٣+  ٤س١٢ – ٦س٣  =

     ٣             ٤          ٦  
            ٨             ٤                                             ١                                                                                   ٣  

  ٣)س   – ٩( = د س     ٣)س   – ٩=        ( س     د س  – ٩)              ٢
                                                                                        ٤  

         ١               ٣                          ٣                    ٨                                    ٣   

  )         ٧     ٧ - ١(  ٣ -=              ٤)س  – ٩(         ٣= 
    ٤                                         ٤                              

                                          ١  

  
  د س) ١ –س ٢= (د ص   ٥+ س   - ٢س= د س ، نفرض ص ) ٥+ س   -٢س) (١ –س ٢)       ( ٣

                                                                                                    د ص       = د س  
  ١- س٢                                                                                                                  

  
  جـ+    ٢) ٥+ س   -٢س( = جـ  +    ٢ص = د ص    ص) ١ –س ٢(            

  ٢                           ٢        ١-س٢                               
  
  جـ ) + س  ٣ – ٤( جتـــــا  ٣= د س ) س  ٣ – ٤( جــــــا )        ٤
  
  ١= س  -س  ، والمستقیم ص+  ٢س) = س(جد المساحة المغلقة المحصورة بین منحنى الاقتران ق)  ٣

    ١ - = ، س  ١= س   ١=  ٢س  ١+ س = س  +  ٢س  :الحـــــل
                                                     ١       

  ٤  =م   ٤ -=  ٦ - ٢=  ٢ -   ١ - - ١) =  ١ -  - ١(  ١ –       ٣س=  د س  )  ١ – ٢س=       ( م 
                                          ٣             ٣         ٣                 ٣                            ١ -         ٣  

دینار في بنك بحساب الربح المركب المستمر علما بأن حساب جملة المبلغ یخضع  ١٢٠٠وضع مبلغ  )  ٥
  عاما   ٢٠سنویا  جد مقدار الربح المتحقق بعد مرور     ٠.١لقانون النمو وبنسبة فائدة منتظمة مقدارھا  

  
  ٨٧٤٨=  ٧.٢٩× ١٢٠٠=  ٢)٢.٧(× ١٢٠٠=  ٢ھـ ١٢٠٠=  ٢٠×٠.١ھـ ١٢٠٠) =  ٢٠(ع     :الحـــــل

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ---- )  ٩٨( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

     
        

  

   ٨  
        

   
  ١  

   ٨  
        

   
  ١  

     
        

  

     
        

  

   ١     
        

  
  - ١  



 

  
 

  اختبر معلوماتك
ح واحد عشوائیا مصابیح تالفة، اذاتم سحب مصبا)  ٤( مصابیح كھربائیة صالحة و)  ٦( صندوق بھ )  ١

    ٤ = تالفا   ) ٢        ٦ = صالحا  ) ١:       فما احتمال ان یكون المصباح
                                                              ١٠                       ١٠  

  :، فجد   ٤،    ٣،    ٦،    ٧،    ١٠:  اذا كانت علامات خمس طالبات في امتحان قصیر ھي )  ٢
    مجموع المشاھدات= ، س  ٦=    ٣٠=     ٤+  ٣+  ٦+  ٧+  ١٠= س = الوسط الحسابي )  أ 

  عددھا                            ٥                       ٥                                                   
  
  

  : الابحراف المعیاري ) ب 
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
 

 
                  ٢.٧٣٨٦=    ٧.٥=                 ٣٠=                      ٣٠  

   ٤                         ١ – ٥=              ع 
  
  
  طالبا في صف ما في مبحث الریاضیات) ٢٠(ات یبین الجدول الاتي علام)  ٣
   

  ٢٤ – ٢٠ ١٩ – ١٥ ١٤ – ١٠ ٩ – ٥  ٤ – ٠ الفئات
  ٢ ٣ ١٠ ٣ ٢ التكرار

  
  : جد 

  الانحراف المعیاري )  ٢الوسط الحسابي                         )  ١       
  . ارسم المنحنى التكراري للبیانات الواردة في ھذا الجدول )  ٣       

  
  
  
  

  ) ...... ٩٩( صفحة ................................................................................................ 

 ٢) س  – رس(  س – رس ٥٠= س  رس 

١٦ ٤ ٦ ١٠ 
١  ١ ٦ ٧ 
٠ ٠ ٦ ٦ 
٩ ٣ - ٦ ٣ 
٤ ٢ - ٦ ٤ 

 ٣٠ ٠  المجموع

  
        ن                         

  

            ٢) س  – رس (   ١= ر                         
  =  ع          

             ١ –ن                                    



 

  
 

 ٢س× ت  ٢س س× ت  مراكز الفئات عدد الأطفال الفئات
٨ ٤ ٤ ٢ ٢ ٤– ٠ 
١٤٧ ٤٩ ٢١ ٧ ٣  ٩ –٥ 
١٤٤٠ ١٤٤ ١٢٠ ١٢ ١٠ ١٤ – ١٠ 
٨٦٧ ٢٨٩ ٥١ ١٧ ٣  ١٩ – ١٥ 
٩٦٨  ٤٨٤  ٤٤  ٢٢  ٢   ٢٤ – ٢٠  

 ٣٤٣٠  ٢٤٠   ٢٠ المجموع
  
  

   ١٢=          ٢٤٠=    س           × ت =               س 
                                                   ٢٠  

  ت                      
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

                                                                                                ٥.٣٨=         ٥٥٠  
                                                                                                ١٩  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ) ..... ١٠٠( صفحة .................... ..........................................................................

  
                                  

  

            ٢) س ( × ن  –) ت  ×  ٢س(                                 
  ، حیث ن مجموع التكرارات     =                                                        ع          

             ١ –ن                                          

  
                                  

  

                                ٢)  ١٢( ×  ٢٠ – ٣٤٣٠            
  =                                                          =      ع          

                                         ١٩             



 

  
 

  مبـــــــدأ العد العـــــــام
Counting Principle 

 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  
  

  قاعــــــدة
  
  و عدد طرق إجراء الخطوة الثانیة   ١رق إجراء الخطوة الأولى  نعند إجراء عملیة تتكون من خطوتین إذا كان عدد ط 

  .    ٢ن×     ١ن=   ، فإن عدد طرق إجراء العملیة كاملة  ٢ن
  

  : مثال 
   ١٠تخرج  طالب و أراد  الدراسة في جامعة و لدیھ خمس جامعات لیختار واحدة منھا  ، وكل جامعة فیھا          
  . أمامھ لاختیار الدراسة في إحدى الكلیات  كلیات ، فكم طریقة          

  عملیة اختیار   ٥٠=  ١٠×  ٥:      الحل 
  

  :مثال 
  أشخاص یریدون الجلوس على ھذه الكراسي ، كم عدد طرق  ٨كراسي  ، ولدیك  ٨لدیك حضانة و فیھا           
  .الجلوس           

  .ریقة ط ٤٠٣٢٠=   ١×  ٢×  ٣×  ٤×  ٥×  ٦×  ٧×  ٨:     الحل 
  

  : مثال 
  . كم طریقة یمكن بھا جلوس خمسة أشخاص على خمسة مقاعد مرقمة         
  . طریقة  ١٢٠=  ١×  ٢×  ٣×  ٤×  ٥:       الحل 

  
  : مثال 

  أرادت دائرة السیر  صنع لوحات معدنیة للسیارات تحمل كل منھا حرفا من الحروف الھجائیة العربیة متبوعاً         
  فكم لوحة مختلفة یمكن صنعھا إذا علمت أن عدد حروف         )   ٩ – ١( من مجموع الأرقام   رقمینمن  بعدد        
  . حرفاً   ٢٨= الھجاء العربیة         
  : الحل 

   ٩= ، عدد طرق اختیار الرقم الثاني   ٩= ، عدد طرق اختیار الرقم الأول    ٢٨= عدد طرق اختیار الحرف          
  .لوحة  ٢٢٦٨=  ٩×  ٩×  ٢٨= عدد طرق الاختیار الكلیة           

  
  و عدد طرق إجراء الخطوة   ١عند إجراء عملیة تتكون من خطوتین إذا كان عدد طرق إجراء الخطوة الأولى  ن#

  .    ٢ن×     ١ن=   ، فإن عدد طرق إجراء العملیة كاملة  ٢الثانیة ن
  

  أنواع مختلفة من )  ٤( أنواع  مختلفة من الشوربة ، )  ٥( حدى المطاعم  تحتوى قائمة الطعام الخاصة بإ:    مثال 
  أنواع مختلفة من العصیر ، فكم طریقة یمكن لأحد رواد )  ٥( أنواع مختلفة من الحلویات ، )  ٣( اللحوم ،             
  .لحلویات ھذا المطعم أن یطلب وجبتھ التي تتكون من الشوربة واللحم و العصیر و ا          

  
  : الحل 

  
  ) الشوربة ، اللحم ، الحلویات ، العصیر ( الوجبة الواحدة تتكون من          
  ٥= ، طرق اختیار العصیر  ٣= ، طرق اختیار الحلوى  ٤= ،  طرق اختیار اللحم  ٥= طرق اختیار الشوربة         
  × العصیر × اللحم × وي  طرق اختیار الشوربة بناءاً على التعریف فإن طرق اختیار العملیة كاملة یسا        

  الحلویات             
  . طریقة  ٣٠٠=   ٥×  ٣×  ٤×  ٥و ھي تساوي                  

  
 ----)  ١٠١( صفحة ------------------------------------------------------------------------------------------ 



 

  
 

  السالب                                                                          مضروب العدد الصحیح غیر  
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  : قاعــــــدة
  . ١×  ٢×  ٣) ......  ٢ –ن ) (  ١ –ن ( ن =  !إذا كان  ن عدداً صحیحاً موجباً فإن  ن مضروب ن  ھو ن  
  )  .  ١! =  ٠(   ١= و كحالة خـــــاصة مضروب الصفر  

  ٢ ≥، ن ) !  ١ –ن ! = ( ن                                                                                
  ! ٣×  ٤! =  ٤                :                         جد قیمة كل مما یلي :   مثال 

         ٤×  ٥= ،    ١×  ٢×  ٣×  ٤×  ٥! =  ٥                                                          ١! =   ١ !  
         ٢×  ٣×  ٤×  ٥= ، !   ٣×  ٤×  ٥! =  ٥                                             ٢=   ١×  ٢! =  ٢ !  

         ٦×  ٧!  =  ٧                                      ٦=   ١×  ٢×  ٣! =  ٣                 !  
         ٥×  ٦×  ٧! =  ٧                               ٢٤=  ١×  ٢×  ٣×  ٤! =  ٤  !  
         ٤×  ٥×  ٦×  ٧! =  ٧                     ١٢٠=   ١×  ٢×  ٣×  ٤×  ٥! =  ٥  !  
         ٣×  ٤×  ٥×  ٦×  ٧! =  ٧               ٧٢٠=  ١×  ٢×  ٣×  ٤×  ٥×  ٦! =  ٦  !  

  وحسب الحاجة یتم التفصیل                                                                                  
  : جد قیمة كل مما یلي : مثال 
       ٩٨×  ٩٩ × ١٠٠!            ١٠٠ !  

  !   ٤ –!  ٥)  جـ          ١٠٠)                 =                                  =    أ 
        ٤ –! ٤×  ٥!                                      ٩٨×  ٩٩!                  ٩٩  !  عامل مشترك! ٤أخرج  

                                                                                    ٤× !  ٤) =  ١ – ٥! ( ٤                        
         ٩٦=  ٤×  ١×  ٢×  ٣×  ٤!                             =  ١٠×   ١١×  ١٢!             ١٢  

  أو          ١٣٢)              =                                    = ب 
         ١٢٠=   ١×  ٢×  ٣×  ٤×  ٥! = ٥!                                     ١٠!                       ١٠  

                                       ٢٤=  ١×  ٢×  ٣×  ٤! = ٤                                        ٢  
         ٣×  ٤×  ٥×  ٦!            ٦       !                           ٩٦=  ٢٤ – ١٢٠! = ٤ –! ٥  

   ٦٠)               =                              = د 
        ٣×  ٢!             ٣×  ٢  !  

  
  باستخدام المضروب            ٧٢٠اكتب العدد : مثال 

                                                                     
                                                                                        

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  -)  ١٠٢(  صفحة-------------------------------------------------------------------------------------------- 

١ ٧٢٠ 
٧٢٠  
٣٦٠  
١٢٠  
٣٠  
٦  
١ 

٢  
٣  
٤  
٥  
٦ 
٦! 

  : جد ما یلي  ٥٠٤٠! = ٧إذا كان : مثال 
  ٤٠٣٢٠=  ٥٠٤٠×  ٨! = ٧×  ٨! = ٨) أ 

                ٥٠٤٠               ٧  
  !٦=  ٧٢٠!  =              = ٦× ! =       ٦) ب 

                ٧                    ٧  
  

  ١٢٠=   ٥٠٤٠=    ٥٠٤٠=  !   ٥×  ٦×  ٧! =  ٥) ج 
                     ٤٢       ٦×  ٧          ٦×  ٧  



 

  
 

  مضروب العدد الصحیح غیر السالب     
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  
  : تعریف
  ١×  ٢×  ٣ ×) ....  ٢ –ن ( × )  ١ –ن ( × ن ! = إذا كان  ن عدداً صحیحاً موجباً فإن ، مضروب ن ھو ن         
  ،)   ١! =  ٠( ،  ١= و كحالھ خاصة فإن مضروب الصفر         

  
  :و بصورة عامة 

  .  ٢  ≥، ن ) !  ٢ –ن ) (  ١ –ن ( ن = ،  ) !    ١ –ن ( ن ! = ن                  
  
  

  : أمثلـــــــة 
  : جد قیمة كل مما یأتي )   ١         

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  -)  ١٠٣( صفحة ------------------------------------------------------------------------------------------- -

  ! ٣! + ٤) ب !                                                           ٥! + ٥)   أ  
       ٢٤=  ١×  ٢×  ٣×  ٤! = ٤                            ١٢٠=  ١×  ٢×  ٣×  ٤×  ٥! = ٥  
       ٦=   ١×  ٢×  ٣! =  ٣                             ٢٤٠=    ١٢٠+  ١٢٠! = ٥! + ٥   

                                                                                   ٣٠=  ٦+  ٢٤! =  ٣! + ٤    
  

  الأولویة للأقواس ) !   ٥ – ٧) ( د !                                                             ٠ –! ٥) جـ 
      ٢=  ١×  ٢! =  ٢                                  ١٢٠=  ١×  ٢×  ٣×  ٤×  ٥! = ٥   
  أولاً نجري العملیة داخل الأقواس ثم نجد المضروب                                                             ١! =  ٠      
       ١١٩=  ١ – ١٢٠! = ٠ –! ٥    

  
  ! ٦× ! ٥) و !                                                           ٥ –! ٧) ھ 

     ١٢٠=  ١×  ٢×  ٣×  ٤×  ٥! = ٥              ٥٠٤٠=  ١×  ٢×  ٣×  ٤×  ٥×  ٦×  ٧! = ٧  
     ٧٢٠=  ١×  ٢×  ٣×  ٤×  ٥×  ٦! = ٦                             ١٢٠=  ١×  ٢×  ٣×  ٤×  ٥! = ٥  

      ٨٦٤٠٠=  ٧٢٠×  ١٢٠! = ٦× ! ٥                           ٤٩٢٠=  ١٢٠ – ٥٠٤٠! = ٥ –! ٧   
  
  !   ٨×  ٩!          ٩                                     !                          ٨×  ٣ –! ٩) د 

  ٩)            =                =  ح !                                                      ٨×  ٩! = ٩     
    ٨!             ٨عامل مشترك                   ! ٨، إخراج !  ٨×  ٣ –! ٨×  ٩!  
  ٨×  ٦) =  ٣ – ٩! ( ٨ !  
 ٥×  ٦×  ٧×  ٢٨×  ٩!             ٩               ٤٠٣٢٠=  ١×  ٢×  ٣×  ٤×  ٥×  ٦×  ٧×  ٨! = ٨!  

  )                =                                         ط .                          ٢٤١٩٢٠=  ٤٠٣٢٠×  ٦! = ٨×  ٦
                                                                                   ٥× ١×  ٢×  ٣×  ٤!          ٥× ! ٤!  

  
                                                                                         =١٢٦  



 

  
 

  مضروب العدد الصحیح غیر السالب     
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  
  . تب كلاً مما یلي في أبسط صورة اك)   ٢
  

       ١٨×  ١٩×  ٢٠!            ٢٠ !  
  ! ١٨)                 =                             =   أ 

     ١٩×  ٢٠            ١٩×  ٢٠  
  

        ١٨×  ٢٠                 ١٨×  ٢٠              ١٨×  ٢٠            
                                ٣=                                   =                      =      )               ب 

             ٦×  ٢٠        ١×  ٢×  ٣×  ٤×  ٥!             ٥  
  
  : فجد  ٤٠٣٢٠! = ٨إذا علمت أن )  ٣
  
  ٣٦٢٨٨٠=  ٤٠٣٢٠×  ٩! = ٨×  ٩! =  ٩) أ 
  

  ٣٦٢٨٨٠٠=  ٤٠٣٢٠×   ٩٠= ! ٨×  ٩×  ١٠! =  ١٠) ب 
  
  )  ٨بالقسمة على (  ٤٠٣٢٠! = ٧×  ٨  ٤٠٣٢٠! = ٨ ! ٧) ج

       
        ٤٠٣٢٠!            ٧×  ٨  
                   =                   =  ٥٠٤٠! = ٧  

           ٨                     ٨  
  
  باستخدام المضروب  ١٢٠لعدد اكتب ا)   ٤
  
  
 ٥=   ١×  ٢×  ٣×  ٤×  ٥=  ١٢٠!  
  
  
  یمكن تكوینھا باستخدام حروف كلمة ) لیس بالضرورة أن تكون ذات معنى ( كم كلمة من حمس حروف ) ٥

  ) . مضروب (         
  : الحل 
  )بدون تكرار (  ١= ، الخامس  ٢= ، الرابع   ٣= ، الثالث  ٤= ، الثاني  ٥= عدد طرق اختیار الحرف الأول        
  .  ١٢٠=  ١×  ٢×  ٣×  ٤×  ٥= عدد طرق إجراء العملیة كاملة        

  
  : جد قیمة كل مما یلي )  ٦
  
  

                                         ٢٤!  = ن) أ                                                                       ٣بالقسمة على  ٣٦٠= ! ن ٣) ب 
                                                   ٤= ن =                                     ١٢٠! = ن

       ٥= ، ن !  ٥! = ن                                               ٢٤! = ٤  
  
  
  
  
  

  -)  ١٠٤( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 

١ ١٢٠ 
١٢٠  
٦٠  
٢٠  
٥  
١ 

٢  
٣  
٤  
٥ 

٥! 

١ ١٢٠ 
١٢٠  
٦٠  
٢٠  
٥  
١ 

٢  
٣  
٤  
٥ 

٥! 

١ ٢٤ 
٢٤  
١٢  
٤  
١ 

٢  
٣  
٤  

  
 
٤! 



 

  
 

  مضروب العدد الصحیح غیر السالب     
----------------------------------------------------------------------------------------------------- -----  

  
   ٧٢٠) !  = ن  ٣) ( جـ 

  ! ٦) ! = ن  ٣(       
       ٣بالقسمة على  ٦= ن ٣   ٢= ن  

  
  
  
  
  
  
  : جد قیمة كل مما یلي )   ٧
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  مقعداً  ٣٠طالباً على  ٣٠كم طریقة یمكن بھا ترتیب جلوس ) ٨

  : ل الح
        ١×  ٢×  ٣...................  ٢٨×  ٢٩×  ٣٠! = ٣٠  .  

  
  
  
  
  
  
  
  

  -)  ١٠٥( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------------- 
  

١ ٧٢٠ 
٧٢٠  
٣٦٠  
١٢٠  
٣٠  
٦  
١ 

٢  
٣  
٤  
٥  
٦ 
٦! 

  ! ٥، ! ٣! + ٢) ب !                                                   ٣×  ٢، ! ٦)   أ   
      ٢=  ١×  ٢! = ٢                     ٧٢٠=   ١×  ٢×  ٣×  ٤×  ٥×  ٦! = ٦   
      ٦=  ١×  ٢×  ٣! = ٣                  ١٢=  ٦×  ٢=  ١×  ٢×  ٣×  ٢! = ٣×  ٢  

                                                                                  ٨=  ٦+  ٢! = ٢! + ٣  
                                                                                   ١٢٠=   ١×  ٢×  ٣×  ٤×  ٥! = ٥          

         ٦!           ٦  
  ) !             ٣ – ٥( ، ! ٣ –! ٥) د (      ) !                                               ،  )            جـ 

         ٣ –! ٣× ٤×  ٥! = ٣ –! ٥                                                          ٣!           ٣ !  
  عامل مشترك!   ٣أخرج                                                                                     

         ١ – ٤×  ٥! ( ٣!                                      ٣×  ٤×  ٥×  ٦!          ٦  (  
                 =                              =١ – ٢٠(  ١×  ٢×  ٣                         ١٢٠  (  

         ١١٤=  ١٩×  ٦!                                                 ٣!                   ٣      
  أو                                                                                

        ٦         
      = ! (      )١٢٠! = ٥                                                      ٢! = ٢  

        ٦! = ٣                                                                           ٣   
                                                                                      =١١٤=  ٦ – ١٢٠! = ٣ –! ٥  

  ٢=  ١×  ٢! =  ٢) ! =  ٣ – ٥( الأولویة لداخل الأقواس                             ) ! ٢×  ٣)  ( ھ     
  الأولویة للأقواس                              ٧٢٠=   ١×  ٢×  ٣×  ٤×  ٥×  ٦! = ٦       



 

  
 

  )مبدأ العد العام (  تمارین ومسائل
  : جد قیمة كل مما یلي ) ١(
  

  ٧٢٠=١×٢×٣×٤×٥×٦! =  ٦)! = ٣ ×٢) (أ   
  ١٢=٦× ٢=١×٢×٣×١×٢!=   ٣ ×! ٢)ب   
   ٨=٢+٦=  ١×٢+١×٢×٣!=  ٢!+  ٣) ج   

  ١٢٠= ١×٢×٣×٤×٥!   ٥! =  ٥) ! = ٢+٣) (د    
  جد قیمة ن لكل مما یأتي                )٢( 

    ٧٢٠!  = ن  ) أ
  ! ٦!  = ن      

   ٦= ن      
   ٣بقسمة الطرفین على  ٣٦٠!) = ن(٣  ) ب

                                                                              ١٢٠!  = ن            

  !٥!  =ن                
    ٥= ن                

  
  
  
  

   ٩٦! =  ٤ –! ن ) ج   
  ٩٦=١×٢×٣×٤ -! ن        
   ٩٦=  ٢٤-!ن         

                      ١٢٠!  = ن         
  !٥!  =  ن         

   ٥= ن            
  
  

  ----)  ١٠٦( صفحة ------------------------------------------------------------------------------------------ 

١  ٧٢٠  
٢  ٧٢٠  
٣  ٣٦٠  
٤  ١٢٠  
٥  ٣٠  
٦  ٦  
١    

١  ١٢٠  
٢  ١٢٠  
٣  ٦٠  
٤  ٢٠  
٥  ٥  
١    

١  ١٢٠  
٢  ١٢٠  
٣  ٦٠  
٤  ٢٠  
٥  ٥  
١    



 

  
 

  
  
  : جد قیمة كل مما یاتي ) ٣(

  ٥٦!   = ٦  ×٧×٨!          =        ٨)  أ     
            ٦             !                ٦         !   

          
  ٤٢!   =    ٥ ×٦× ٧!           =        ٧) ب    

       )٥) !                 ٢- ٧        !  
   ١٥=        ٣٠!   =      ٤ ×٥× ٦=               !    ٦)    ج     

         ٢                  !  ٤×  ١×  ٢                        !  ٤×! ٢                                                
                   

اختیار رئیس ونائب یتكون مجلس احدى الشركات من خمسة اعضاء ، فكم طریقه یمكن بها ) ٤( 
  الرئیس من بین اعضاء مجلس ادارة الشركه ؟ 

  طرق  ٥= اختیار الرئیس *  
  طرق  ٤= اختیار النائب *  

   ٢٠=  ٤×٥= العملیه كامله   
انواع مختلفه لشاشات العرض   ) ٣(دخل احد الزبائن محلاً لبیع اجهزة الحاسوب فوجد أمامه ) ٥( 

انواع لوحدات التشغیل فكم طریقه یمكن بها اختیار جهاز مكون ) ٥(وانواع للوحات المفاتیح ) ٤(و 
  من شاشة العرض  ولوحة المفاتیح وحدة التشغیل ؟ 

  وحدة تشغیل ×لوحة مفاتیح × الجهاز مكون من  شاشه عرض : الحل  
   ٦٠=    ٥ ×     ٤   ×   ٣=   عدد طرق الاختیار             

حات معدنیه للسیارات تحمل كل منها حرفاً من حروف الهجاء ارادت دائرة السیر صنع لو ) ٦( 
  فكم لوحه مختلفه یمكن ٩...... ٢، ١العربیه متبوعاً بعدد من رقمین من مجموعة الأرقام  

  حرفاً ؟ ) ٢٨(صنعها اذا علمت ان عدد حروف الهجاء العربیه 
  ٢٢٦٨=  ٩ ×٩ × ٢٨الحل      
  
  

  ----)  ١٠٧( صفحة -------------------------------------------------------- ----------------------------------
  



 

  
 

  التـــــــــبادیــــــــــــــل                                                                                          
 ----------------------------------------------------------- -----------------------------------------------  

  
  !ن=  ١×  ٢×  ٣) ....  ٢ –ن ) (  ١ –ن ( ن ) = ن ، ن ( ل = عدد تبادیل مجموعة ذات ن من العناصر  #  

  
  . ما عدد تبادیل  مجموعة من خمس عناصر :   مثال 
  .  ١×  ٢×  ٣×  ٤×  ٥) =  ٥،  ٥( ل      
 كرات متماثلة ویراد سحب خمس كرات دون إرجاع أو خمس أشخاص یریدون  ٥ عبارة عن صندوق یحتوي  

  .الجلوس على خمس مقاعد مرقمة 
  

  : مثال 
  .مقاعد مرقمة  ٦أشخاص على  ٦بكم طریقة یمكن بھا جلوس         
   ٧٢٠! =  ٦=   ١×  ٢×  ٣×  ٤×  ٥×  ٦)  =  ٦،  ٦( ل         

  
  . كرات  من صندوق یحتوي  على  خمس كرات بدون إرجاع   ٣بكم طریقة یمكن بھا سحب : مثال 
  .  ٦٠=  ٣×  ٤×  ٥) =  ٣،  ٥( ل        

  
  .أشخاص على أربع مقاعد مرقمة  ٦كم طریقة یمكن  أن یجلس بھا :  مثال 
  ٣٦٠=   ٣×  ٤×  ٥×  ٦)  =  ٤،  ٦( ل       

  
  .ل مرة أشخاص ك ٣أشخاص مأخوذ  ٦كم عدد تبادیل  مجموعة من :  مثال 

  ١٢٠=    ٤×  ٥×  ٦)  =  ٣،  ٦( ل         
  

    ٧×  ٨×  ٩) =  ٣،  ٩( ل : مثال 
  
  . ن  ≤ر   ≤ ٠عدد المرات  )  ن ، ر ( ل :    قــــاعـــــدة 

  
  !ن                            

  ن  ≤ر   ≤ ٠، )  =                       ن ، ر ( ل 
  .         عدد المرات ) !                            ر  –ن (                        

  
   ٧×  ٨×  ٩) =  ٣،  ٩( ل :  مثال 

  
                                   ٦×  ٧×  ٨×  ٩!               ٩!  

  .  ٧×  ٨×  ٩) =                     =                             =  ٣،  ٩( ل          
                                )٦) !                 ٣ – ٩!  
  : باستخدام التبادیل : عبر عن كل مما یلي : مثال 

  
  ) . ٤،  ١٥( ل =    ١٢×   ١٣×   ١٤×  ١٥)  أ 
  

  ) . ٦،  ٦( ل =    ١×  ٢×  ٣×  ٤×  ٥×  ٦)  ب 
  

  )  ١،  ٢( ل =       ٢) ج 
  
  
  
  

  ----)  ١٠٨( صفحة ----------------------------------------------------------- -------------------------------



 

  
 

  التـــــــــبادیــــــــــــــل                                                                                          
--------------------------------------------------------- -------------------------------------------------  

  
  
  
  
  
  
  
  

  ) ٥،  ٦( ، ل )  ٦،  ٦( ، ل )   ٤،  ٥( ، ل )  ٥،  ٥( ، ل )  ٠،  ٥( ، ل )  ١،  ٥( ل :  أوجد ما یلي :  مثال 
  
  ١٢٠! = ٥) =  ٥،  ٥( ،  ل             ١) =  ٠،  ٥( ، ل                   ٥) =  ١،  ٥( ل 
    ٧٢٠! = ٦)  =  ٦،  ٦( ، ل     ١٢٠=   ٢×  ٣×  ٤×  ٥) =  ٤،  ٥( ل 
  .  ٧٢٠=  ٢×  ٣×  ٤×  ٥×  ٦)  =  ٥،  ٦( ل 
  

  .، فجد قیمة  ر  ٢١٠) = ، ر  ٧( إذا كان  ل :  مثال 
  ........×  ٦×  ٧) =   ، ر  ٧( ل           
     ٢١٠=  ٥×  ٦×  ٧) =  ٣،  ٧( ل           

  ) ٢- ،ن١-ن،ن( قسمة القیمة العددیة على ن وما قبلھا مباشرة
  .، فجد قیمة  ر  ٦٠) = ، ر  ٥( إذا كان ل :  مثال 

  × …… ٤×  ٥) =  ، ر  ٥( ل           
  ٦٠=  ٣×  ٤×  ٥) =   ٣،  ٥( ل           

  
  .، فجد ر  ٢٤) = ، ر  ٤( إذا كان ل : مثال 

  ........×  ٣×  ٤) = ، ر  ٤( ل         
     ٢٤=  ٢×  ٣×  ٤) =  ٣،  ٤( ل        

  
  : مثال 

   ٥) =  ١،  ٥( ل )     أ  
                              ٥!                ٥!  

  ١) =                       =            =     ٠،  ٥( ل  
                         )٥) !           ٠ – ٥ !  

  
   

  )  ٤،  ٤( ل ! = ٤)  ب      
      

                                   ٨!             ٨!  
  =                   ) =  ٧،  ٨( ل ) ھ      

                                )١)!        ٧ – ٨!  
      

                                    ٣×  ٤×  ٥!               ٥  !  
  . ٢٠=  ٤×  ٥) =                   =                       =  ٢،  ٥( ل )  و      

                                 )٣)!                ٢ – ٥!  
  
  

  ----)  ١٠٩( صفحة ------------------- -----------------------------------------------------------------------
 

٧ ٢١٠ 
٣٠  
٥ 

٦  
٥ 

١ ١ 

٥ ٦٠ 
١٢  
٣ 

٤  
٣ 

١ ١ 

٤ ٢٤ 
٦  
٢ 

٣  
٢ 

١ ١ 

  :    قــــــــاعدة 
  

  )حفظ )    (  ١ –ن ، ن ( ل ) = ن ، ن ( ل                  
  )حفظ ( ن                       ) =  ١ن ، ( ل                  
  )حفظ (                         ١) =  ٠ن ، ( ل                 



 

  
 

  التـــــوافیــــــــــق                                                                                                
-------------------------------------------------------------------------------------------------- --------  

  :قـــــــاعدة  
  )  ن ، ر ( ل                                

  . ن ، حیث ن ، ر عددان طبیعیان  ≤ر   ≤ ٠، =                                     - ١    
  !ر                                     

                  
  !ن                                    

  ٢ -                               =  
  ) !   ر  –ن ! ( ر                              

  
  : جد قیمة ما یلي )  :   ١( مثال 

  
   ٥×  ٦)          ٢،  ٦( ل                                  

  ١قاعدة       ١٥=  ٥×  ٣)                 =                       =               =   أ    
                                      ١×  ٢!                ٢       

  
                                      ٣٠!          ٤×  ٥×  ٦!                ٦  

                            =                         =                          =          =١٥   ٢قاعدة   
                              ٢!               ٤× ! ٢)!           ٢ – ٦! ( ٢  

  
  

  ٣×  ٤×  ٥       ٤×  ٥)         ٣،  ٥( ل )             ٢،  ٥( ل                                                  
  × =              ×                        =                             ×             )               ب  

                                                      ١×  ٢×  ٣       ١×  ٢!               ٣!                       ٢   
  

               =١٠٠=  ١٠×  ١٠ .  
  
  ي یمكن بھا إجراء مباریات التصفیة النھائیة لكرة الطاولة بین أربع لاعبین ؟ما عدد الطرق الت) :  ٢( مثال  

  : الحل       
  

                                         ٢×  ٣×  ٤!                 ٤ !  
                               =                       =                         =٦   

                                 ٢× !  ٢) !           ٢ – ٤! ( ٢!  
  

  )  :  ٣( مثال 
                                        ٧!                    ٧!  

    ١)                =                          =                    =    أ       
                               ٧(  ١) !          ٠ – ٧! ( ٠ ( !  

  
                                      ٦×  ٧!                ٧!                    ٧  !  

         ٧)                =                         =                 =                   =   ب      
                               ٦× ! ١! )         ٦! ( ١) !        ١ – ٧! ( ١   !  

  
                                     ٧!                     ٧!  

       ١)               =                          =                 = ج      
                              ٠× ! ٧) !         ٧ – ٧! ( ٧!  

  ----)  ١١٠( صفحة ----------------------------------------------------------------------------------------- 

٦  
٢  

٦  
٢  

  ن
  ر

  ن
  ر

٥  
٢  

٥  
٣  

٤  
٢  

٧  
٠  

٧  
١  

٧  
٧  



 

  
 

  التـــــوافیــــــــــق                                                                                                
 --------------------------- -------------------------------------------------------------------------------  

  
  )حــــــــــــفظ : (  بصورة عامة

  
  

  .  ١=  ن     ،                 =  ،                      ١=                     
  

=========================================  
  
    
١     (                 =  
  

  : مثال 
  
  

                     =                                                             =  
  
  
  

                     =                                                             =  
  
  
  

                                    =                                                  =  
  
  
  

  : جد قیمة ما یلي : مثال 
  
  
  

                      ،  
  
  

                                ٧×  ٨×  ٩!                ٩!  
                      =                       =                        =٣٦   

                         ٧×  ١×  ٢)!         ٢ – ٩! ( ٢!  
  
  

                                 ٧×  ٨×  ٩!                  ٩    !  
                      =                      =                         =٣٦    

                          ٢ ! (٧)!            ٧ – ٩! ( ٧ ( !  
  
  
  
  

  ----)  ١١١( صفحة ----------------------------------------------------------------------------------------- 
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  التـــــوافیــــــــــق                                                                                          
------------------------ ----------------------------------------------------------------------------------  

  : قــــــــــــــاعدة 
  

  .ن =  ٢ر+   ١أو     ر   ٢ر=  ١فإن ر=                                    
  
  

  : حل المعادلة التالیة : مثال 
  
  

  قیم س التي تحقق المعادلة  ١١= س   ٢٠=  ٩+ أو س  ٩= إما س       =                                     
                                                    ١١= أو س  ٩= س  

  
  حل المعادلة التالیة : مثال 

  
  تحقق المعادلة قیم س التي ٧= س   ١٢=  ٥+ أو س  ٥= إما س =                                                

                                                      ٧= أو س  ٥= س .  
  

   ٦طالب لتشكیل جمعیة الریاضیات في إحدى المدارس من بین  ٢معلمین و  ٣كم طریقة یمكن بھا اختیار : مثال 
  طلاب ممیزین في الریاضیات ؟ ١٠معلمین و          

  
                                                                    ٣×  ٤×  ٥×  ٦!                ٦ !  

                ٢٠=                            =                            =   عدد طرق اختیار المعلمین  
                                                             ٣× ! ٣)!             ٣ – ٦(  !٣!  

  
                                                                    ٨×  ٩×  ١٠!              ١٠ !  

                       ٤٥=                     =                            = عدد طرق اختیار الطلاب    
                                                                  ٨× ! ٢!              ٨× ! ٢!  

  
  طریقة  ٩٠٠=  ٤٥×  ٥= عدد طرق اختیار الطلاب × عدد طرق اختیار المعلمین = عدد طرق تشكیل الجمعیة.  
  

  .طلاب على الأقل من بین خمس طلاب  ٣كم طریقة یمكن بھا من تشكیل لجنة من : مثال 
      طلاب  ٥طلاب أو  ٤طلاب أو  ٣طلاب على الأقل یعني إما  ٣.  

  
                                                                        ٥       ١×  ٢×  ٣×  ٤×  ٥       ٣×  ٤×  ٥!  

       =                  +                    +                    =                 +                               +  
                                                                        ٥          ١×  ٢×  ٣×  ٤           ١×  ٢×  ٣!  

  
  =طریقة  ١٦=  ١+  ٥+  ١٠  
  
  
  
  
  
  
  

  ----)  ١١٢( صفحة --------------------------------------- --------------------------------------------------
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  التـــــوافیــــــــــق                                           
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  
  

  )  ن ، ر ( ل                                
  . ن ، حیث ن ، ر عددان طبیعیان  ≤ر   ≤ ٠، =                                     - ١    

  !ر                                     
                  

  !ن                                    
  ٢ -                               =  

  ) !   ر  –ن ( ر                               
  
  
  

  .  ١=  ن     ،                 =  ،                      ١=                     
  
  
  
    
١   =                   (  
  
  
  

  .ن =  ٢ر+   ١أو     ر   ٢ر=  ١فإن ر=                                    
  
  

===============================  
  :  أمثلة 

  : جد قیمة كل مما یأتي  ) ١
  
   ١)                 = ،   جـ    ٩)               =  ، ب          ١)                   =  أ 
  
  

                                  ٦×  ٧×  ٨×  ٩!            ٥×  ٦×  ٧×  ٨×  ٩!                 ٩  
   ١٢٦)                 =                          =                                    =                                = د 

                          ١×  ٢×  ٣×  ٤!           ٥)  ١×  ٢×  ٣×  ٤) !        (  ٤ – ٩! ( ٤      
  

                                 ٥×  ٦×  ٧×  ٨×  ٩!                  ٩  !  
  ١٢٦=                          =                                      =                    ) ھ 

                          ١×  ٢×  ٣×  ٤× ! ٥) !          ٥ – ٩! ( ٥      
  

                                        ٩٨×  ٩٩×  ١٠٠!                     ١٠٠!  
  ٤٩٥٠=  ٩٩×  ٥٠)                      =                                   =                                = و 

                               )٢! ( ٩٨)!             ٩٨ – ١٠٠! ) ( ٩٨ !(  
  
  
  

  ----)  ١١٣( صفحة ---------------------------------------------------------------------- ------------------- 
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  التـــــوافیــــــــــق                                                            
 ------------------------------------------------------------------------------------ ----------------------  

  : أكمل ما یأتي لتحصل على عبارات صحیحة ) ٢
  

  !     ١٠)                                       ٥،  ٧( ل                          
  =      ، جـ            )                   =                 ، ب )                 =                      أ 

                               ٤× ! ٦!                                         ٥!  
  

  )   ٦،  ٨( ل                                                                              
  =                 ) ھ ، )                    =                     د 

                                                                                  ٦!  
  
  :جد قیمة س التي تحقق كلا من المعادلتین التالیتین )  ٣
  
  ٤= س   ٥ – ٩= س   ٩=  ٥+ أو س  ٥= إما س  )                   =                   أ 
  
  
  

  . ١٢= س   ١٢=  ٣+  ٩=  ٢ر+  ١حسب القاعدة ر                    )                 =ب 
  
  
  أشخاص ؟  ١٠أشخاص من بین  ٤ما عدد طرق تشكیل لجنة من ) ٤
  

  .كمش مرة واحدة فقط  الا حظ أن الاختیار ھن
                                            ٦×  ٧×  ٨×  ٣ ٩×  ١٠!             ١٠   !  

    =                                      =                       =                        =٢١٠  
                                        ٦× ١×  ٢×  ٣×  ٤) !            ٦! ( ٤!  

      
  
  .عناصر  ٦ھا من مجموعة ذات عناصر و التي یمكن تكوین ٤ما عدد المجموعات الجزئیة التي تتكون  من )  ٥
  

                                      ٤×  ٥×  ٦!                  ٦!  
                         =                       =                            =١٥  

                                ١×  ٢× ! ٤)!          ٤ – ٦! ( ٤    
  
  كتب  مختلفة ز ٧كتب على الأقل من بین  ٣جد عدد طرق اختیار )  ٦

     ٧أو  ٦أو  ٥أو  ٤كتب على الأقل یعني إما  ٣   .  
  
   

 +               +                +                +                  =  
  
  

        ٧!         ٧!          ٧!          ٧                  !       
  +             +           +          +              =١    

      ١! ٦!     ٢! ٥!      ٣! ٤!     ٤! ٣!  
  
  

  ----)  ١١٤( صفحة ----------------------------------------------------------------------------------------- 
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                                                 التـــــوافیــــــــــق            
 ----------------------------------------------------------------------------------------------------------  

  
     ٦×  ٧!       ٥×  ٦×  ٧!        ٤×  ٥×  ٦×  ٧!        ٤×  ٥×  ٦×  ٧!  

                      =         +                +                      +                            +١       
     ١× ! ٦      ١×  ٢× ! ٥        ١×  ٢×  ٣× ! ٤        ١×  ٢×  ٣× ! ٤  

  
 ٩٩=  ١+  ٧+  ٢١+ ٣٥+  ٣٥ .  
  
  .كتب  ٧كتب على الأكثر من بین  ٣جد طرق اختیار ) ٧

  .  ١أو  ٢أو  ٣لأكثر یعني إما كتب على ا ٣: الحل 
  

                                                                               ٤×  ٥×  ٦×  ٧!       ٤×  ٥×  ٦×  ٧!  
     +                            =               +                +                +                  =                        +١+  ٧  

                                                                                      ٥! ٢!                    ٤! ٣!  
  

 =٦٤=   ٨+  ٢١+  ٣٥  
  
  أسئلة ؟ ٦أسئلة للإجابة عنھا في امتحان اشتمل على  ٥كم طریقة یمكن بھا اختیار )  ٨
  
  
                            ٥×  ٦!          ٦!  

                       =               =              =٦  
                          ١× ! ٥!       ١! ٥   

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ----)  ١١٥( صفحة ----- ------------------------------------------------------------------------------------ 
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    التبادل والتوافیق
    ١تدریب  
علما بانه }أ،ب،ج،د،هـ{كم كلمه مكونه من ثلاثه حروف یمكن تكوینها من مجموعة الاحرف  

  لیس ضروریا ان تكون للكلمه معنى ؟ 
  ٦٠=٣×٤×٥) = ٥،٣(ل: الحل   
  : جد قیمة كل ممایاتي :  ٢تدریب 

   ٢١٠=٥×٦×٧)=٣، ٧(ل )١
  ٩)=١،  ٩(ل )٢
  ١)= ٠،  ٨( ل  )٣

  ٥٠٤٠! =   ٧)= ٧،٧(ل  )٤

  ، فما قیمة ر  ٩٠) = ،ر٦(ل ٣اذا كان : ٣ندریب  
   ٣تقسیم طرفي المعادله على : الحل  
   ٣٠)=،ر٦(ل 
 ٣٠=٥×٦  ٢=ر   
  : جد قیمة كل مما یاتي : ٤تدریب  
 ٥!          = ٤×٥!                   =       ٥=                  ) ١   

                 ١×!٤)!                      ٤-٥! (٤   
  ٣×٤×٥×٦×   !     ٤×٥×٦=      ×       )        ٢ !  

                         ٣-٦(×!٣)!       ٤- ٦(× ! ٤   !(  
                         =٤×٥×  ٦×                    ٥×  ٦٣  

                            ١×٢×٣                          ١×٢    
٣٠٠=   ٢٠×   ١٥   

  
  

 ---- )  ١١٦( صفحة --------------------------------------------------------------------------------------- 
  
  
  
  

  ٥  
  ٤  
 

  ٦  
  ٣  
 

  ٦  
  ٤  
 



 

  
 

  
   تمارین ومسائل 

  
  : جد قیمة كل ممایلي ) ١  
   ٢٠) = ١، ٢٠(ل ) أ 
   ٣٦٢٨٨٠! = ٩)=٩،٩(ل ) ب 
   ١)= ٠،  ٢٥(ل) ج 
   ٣٠= ٥×٦)=   ٢،  ٦(ل)د 

  : جد قیمة ن التي تحقق كلاً ممایلي ) ٢  
   ٥٦) = ٢ن،(ل ) أ 
   ٥٦= ما هما العددان المتتالیان اللذان حاصل ضربهما : الحل  

  ٥٦= ٧×٨   ٨= ن   
  ) ٢ن،(ل٩)=٣ن،(ل) ب 

  )  ١-ن (ن ٩) = ٢-ن )(١-ن( ن  
  ١١=ن =  ٢+٩= ن  ٩= ٢-ن  
  :جد قیمة س في المعادله الاتیه ) ٣ 
   
   ٤=  ٥ -  ٩= او س  ٥= س    )        =         أ 
  
  ١٢= ٣+٩= س   )         =            ب 
   
  . معلمات ١٠كم طریقھ یمكن بھا اختیار مدیره ومساعده مدیره وسكرتیره ومحاسبھ وقیمة مختبر من بین ) ٤ 
  ٦×٧×٨×٩×١٠= ) ١٠،٥(ل : = الحل  

اشئله للاجابه عنها في امتحان للریاضیات یتكون ) ٥(ما عدد الطرق الممكنه لاختیار  )٥
  .اسئله  ٧من 

   ٢١!      =  ٥×٦×٧!           =          ٧:          =         الحل  
                      ١×٢×! ٥)!                   ٥-٧! (٥   

 ----)  ١١٧( صفحة -------------------------------------------------------------------- --------------------

  ٩  
  ٥   
 

  ٩  
  س  
 
  س  
    
  ٣  

  س  
    
  ٩  

  ٧  
    
  ٥  



 

  
 

  
) ٤(اعضاء وكان من ضمنهم ) ١٠(اذا كان عدد اعضاء مجلس ادارة احدى الشركات  )٦

سیدات ما عدد طرق اختیار رجلین وسیده من الاعضاء لتمثیل الشركه في احدى 
 المؤتمرات ؟

   ٤=ت عدد السیدا: الحل 
   ٦=عدد الرجال       

  طرق اختبار الرجال × طرق اختبار السیدات = طرق الاختبار اللجنه   
                              =        × =٦×        ٤ !  

                                                     ٤× ! ٢ !  
                       ٦٠= ١٥×٤=            !٤×٥×٦×            ٤   

                                      ٢×! ٤ !  
معلمین جد عدد الطرق التي یمكن بها تكوین لجنه ) ٣(طلاب و) ٨(مجموعه مكونه من  )٧

  : رباعیه منهم في كل من الحالات الآتیه 
  .طلاب معلم ) ٣(تتكون اللجنه من   ) أ

        ×  
    ١٦٨  ٣×   ١ ٥٦!  =  ٢×٣×  !   ٥×٦×٧×٨!          = ٣      ×  !          ٨   

)١×!٢            ١×٢×٣×!٥)!     ١-٣(×! ١!        ٣× )!٣-٨   
  تتكون من معلمین على الاقل ) ب

             × +             ×  

٨×١!        + ٦× ٧× ٨×  !           ٢×٣   
 ١×٢×!٦               ١×!٢     
 ٩٢=  ٨+  ٨٤=  ٨+   ٢٨×٣   
  ! ٨×                 ٢×   ٣=  ×        )٢، ٣(ل) ج 

                                               )٢× ) ! ٢-٨     !  
  ١٦٨=   ٢٨×٦!                  = ٦×٧×٨×      ٦رئیس اللجنه ونائبه من المعلمین   

   ١×٢×! ٦                      والباقي   من الطلاب 
           

  ----)  ١١٨( صفحة ---------------------------------------------------------------------------------------- 
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  المتغیر العشوائي المنفصل وتوزیع ذي الحدین 
ionBinomial   Distribut &Discrete Random Variable                      

  هي التجربه التي تتغیر نواتجها من محاوله الى أخرى : التجربة العشوائیة  
  ز یه ویرمز له بالرمهو مجموعه كل النواتج المكمله للتجربه العشوائ: الفضاء العیني)Ω ( أو

  یفا م
  : اكتب الفضاء العیني للتجارب العشوائیه التالیه : مثال 

  .جه الظاهر القاء حجر نرد مره واحده وملاحظة الو  )١
Ω  =} ٦، ٥، ٤، ٣، ٢، ١ {  
  القاء قطعة النقد مره واحده وملاحظة الوجه الظاهر ) ٢
Ω  =}  ص ، ك{  
  القاء قطعة النقد مرتین متتالییین) ٣

  )ص، ص  ( ص                                                                               
                                                                                                                      

  ص                                                              
  )   ص  ،  ك  (  ك                                                                                

  
  )ك ،  ص(                                                                      عة النقد قط

  ص                                                                     
  )ك  ،  ك ( ك                             ك                                                    

  
Ω =} ) ك ، ك (، )ك ،ص (، ) ص ،ك(، )ص ،ص( {  

  ) ح(هو مجموعه جزئیه من الفضاء العیني ویرمز له بالرمز : الحادث 
  في تجربة رمي حجر نرد مره واحده اكتب عناصر الحوادث التالیه : مثال  
   ٥ظهور عدد اكبر من  ٣ح  )ظهور عدد زوجي  ج ٢ح  )  ظھور عدد فردي           ب:   ١ح )  ١

   } ٦،  ٥،  ٤،  ٣،  ٢،  ١ {= Ω: الحل 
  }٦{=  ٣ح ) ، ج } ٦،  ٤،  ٢{=  ٢ح    )، ب     }٥،  ٣،  ١{:=   ١ح ) أ
  عدد عناصر الحادث                                 )  =          ح (احتمال الحادث  ل    
  

   Ωالعیني    عدد عناصر الفضاء                                            
  القاء حجر نرد مرة واحده اكتب عناصر الحوادث التالیه : مثال 

 عناصر الفضاء العیني  )١
 ----)  ١١٩( صفحة ------------------------------------------------------------------------------------------ 

  



 

  
 

  
 احتمال الوجه الظاهر یحمل رقم فردي  )٢
  ٤ر یحمل رقم اكبر من احتمال الوجه الظاه )٣

   } ٦،  ٥،  ٤،  ٣،  ٢،  ١ {=  Ω) ١: الحل
   }٥،  ٣،  ١{  ١ح الوجه الظاهر یحمل رقم فردي :   ١ح )  ٢

           ٣=                        ١ عدد عناصر   ح)  =       ١ح(ل                        
  ٦                           Ωد عناصر عد                                             

  
       ٢=     )   ٢ح(ل   } ٦،  ٥{=  ٢ح ) ٣

                                                           ٦     
  : تعریف 

رف من الفضاء العیني : المتغیر العشوائي   ّ الى مجموعه جزئیه من مجموعه  Ωهو اقتران مع
  للدلالة على المتغیرات العشوائیه .....ستخدم الرموز  س ، ص ، ع الاعداد الحقیقیه وت

في تجربة اختیار عشوائي لعائله لدیها طفلان وتسجیل  النتائج حسب الجنس وتسلسل :  مثال
  . الولاده 

   Ωاكتب عناصر الفضاء العیني  )١
یر العشوائي اذا دلّ المتغیر العشوائي س على عدد الاطفال الاناث فجد القیم الممكنه للمتغ )٢

 س  

   }) ب ، ب ) ب ، و (، ) و، ب (، ) و، و ({=  Ω) ١: الحل 
  
   ٢        ١          ١       ٠عدد الاطفال الاناث ) ٢
  } ٢،  ١، ٠{= س

اذا دل المتغیر العشوائي س على عدد مرات ظهور الصوره عند رمي قطعه نقود    :  مثال
  .ثلاث مرات 

  تجربه اكتب الفضاء العیني لل )١(
 جد القیمه الممكنه للمتغیر العشوائي س  )٢(

 .اوجد احتمال كل قیمه من قیم س وكون جدول التوزیع الاحتمالي  )٣(
---)  ١٢٠( صفحة ------------------------------------------------------------------------------------------  
- 



 

  
 

 )ص ،ك ،ك (،) ص ،ك ،ص (، ) ص، ص ، ك( ، ) ص ، ص ، ص ({=Ω)  ١: الحل 
  } )ك،ك،ك(،) ك ،ك، ص(، ) ك ،ص ،ك(،) ك ،ص،ص(   
صور او صورتان او صوره واحده فقط او من الممكنه ان لا  ٣عدد ظهور الصوره اما ) ٢

  ت  یكون هناك صوره قد ظهر
  } ٣،  ٢،  ١،  ٠{= س 
  ان لا یكون هناك صور قد ظهرت     ١)   =      ٠=س(ل ) ٣

                        ٨    
  ظهور صوره واحده فقط       ٣)    =    ١= س(ل

                    ٨   
  ظهور صورتان فقط        ٣)    =    ٢= س(ل

                    ٨   
  صور فقط  ٣ظهور       ١)    =    ٣= س(ل

                    ٨   
   : ١تدریب

  یربط كل قیمه من قیم س واحتمال حدوثها جدول التوزیع الاحتمالي هو جدول 
  ٣  ٢  ١  ٠  س
    ١    )    س(ل

  ٨   
٣     
٨  

٣     
٨  

١   
٨  

اذا كانت مجموعة القیم التي یأخذها متغیر عشوائي مجموعه معدودة یسمى المتغیر :  تعریف
  . العشوائي متغیراً منفصلاً 

ل س الذي یاخذ القیم                      یسمى ل  اقتران احتمال للمتغیر العشوائي المنفص:  تعریف
نس ....... ٣،س ٢،س ١س

  اذا كان   
 ، ن .......،  ٢،  ١= ، ر  ٠ ≥)  ر س(ل )١

 ١=)  س ر(ل               )٢

  
 ----)  ١٢١( صفحة ------------------------------------------------------------------------------------------ 

  
  

  ن       
  
 ١=ر    



 

  
 

  اذا كان التوزیع الاحتمالي للمتغیر العشوائي س معطى بالمجموعه : مثال  
  فماقیم ة ب  })  ٠.٤،  ٢(، ) ، ب ١(، )  ٠.٣، ٠({
  

  ١=     )س ر(ل                حیثَ أن:الحل  )٣

  
                                 

   ١=   ٠.٤+ ب +  ٠.٣فان 
  ٠.٣= ٠.٧ -١= ب  ١=ب+  ٠.٧=  

  : تدریب 
  ٢  ١  ٠  ر س
  ٠.٥  ب  ٠.٢  )  ر س(ل 

  اوجد قیمة ب 
   ١)  = س ر(ل:               الحل 

  
   ١=ب +  ٠.٧  ١=  ٠.٥+ ب +  ٠.٢
  ٠.٧- ١= ب  ٠.٣= ب   

  : مثال 
  ١٢  ٦  ٥  ٢  س 

  ب              ٠.٢  ٠.٣  ٠.٤  )  ر س(ل
  ن احتمال هذا الجدول یمثل التوزیع الاحتمالي ل س  اوجد قیمة ب اذا كان اقترا 

   ١= ب +  ٠.٢+  ٠.٣+  ٠.٤    ١=  )س ر(ل:             الحل 
   

                   ١= ب +  ٠.٩     ٠.١=  ٠.٩-١= ب   
  
  

 ----)  ١٢٢( صفحة ------------------------------------------------------------------------------------------ 
  

  ن       
  
 ١=ر    

  ن       
  
 ١=ر    

  ن       
  
 ١=ر    



 

  
 

  
  توزیع ذات الحدین 

  } ...،  ٢،  ١،  ٠ {= ر حیث   ر -ن) أ  – ١(  ر) أ=          ( )ر س(ل       
  

  تمثل عدد مرات اجراء التجربه :  حیث ن 
  تمثل احتمال النجاح في المحاوله الواحده  :  أ 

  : فجد كلاً مما یاتي  ٠.٢= ،  أ   ٤=اذا كان س متغیرا عشوائیاً ذا حدین معاملاه ن : مثال 
   ٤=   ! ٣ × ٤=       ! ٤=         ،                 )            ٣=س (ل  )١
  ١× !٣      ! )٣-٤(!٣،                        )              ٣>س(ل )٢

 )                                         ١ <س (ل  )٣

   ٠.٨= أ - ١،  ٠.٢= ، أ  ٤= ن : الحل 
 ١ )٠.٨( ×  ٣) ٠.٢(×) =         ٣= س(ل )١

  
  ٠ ) ٠.٨(×٤ ) ٠.٢( ×) =          ٤= س (ل ) =  ٣> س(ل  )٢

 
 ٤ ) ٠.٨( ٠ )٠.٢(× ) =           ٠= س (ل ) =  ١ <س(ل  )٣

 
فجد كلاً مما یاتي  ٠.٣= ، أ ٥= اذا كان س متغیرا عشوائیا ذا الحدین معاملاه ن ) ٣(تدریب 

 :  
 ) ٤ ≥س ( ل ) ٣، )  ١<س (ل) ٢، )  ٢=س(ل )١

   
   ٣ ) ٠.٧(×   ٢ ) ٠.٣(× ) =            ٢=س (ل ) ١: الحل 

  

  ٥)  ٠.٧( ٠ ) ٠.٣) =           ( ٠= س (ل ) =  ١< س (ل  )٢

  
  

 ----)  ١٢٣( صفحة ------------------------------------------------------------------------------------------ 
 

  

  ن
  ر

٤  
٣  

  ن
٠  

  ن
  ن

٥  
٢  

٤  
٠  

٤  
٤  

٤  
٣  

٥  
٠  

   
               =١= ،              ١ 



 

  
 

 )  ٥=س (ل ) +  ٤= س (ل ) =  ٤ ≥س (ل  )٣
 

              )٠ ) ٠.٧( ٥ ) ٠.٣+          ( ١ ) ٠.٧(  ٤ ) ٠.٣  
   

= مرات متتالیه فاذا كان احتمال ظهور الصوره فیها  ٥رمیت قطعة نقود غیر منتظمه : مثال 
  مرات  ٣فما احتمال ظهور الصوره في  ٠.٤

   ٣= ر  ٠.٤= ، أ  ٥= ن : الحل  
  
  ٢ ) ٠.٦( × ٣ ) ٠.٤) =           ( ٣= س (ل  
  

كرات ومع الارجاع فما  ٥حمراء سحبت  ٦كرات خضراء ،  ٣كیس یحتوي على : مثال 
  كرات حمراء  ٣احتمال ان یكون من بین الكرات المسحوبه 

   ٢=           ٦=     ، أ   ٣= ، ر  ٥= ن : الحل  
                                      ٣             ٩     

                                       ٢  ١  ٣  ٢  
     ٣      ٣   ×)  =           ٣=س (ل  

                                              
كرات على التوالي مع  ٥بیضاء سحبت منه   ٧كرات حمراء ،  ٣یحتوي كیس على : مثال 

  كرات بیضاء  ٤الارجاع ما احتمال ان تحصل على 
                       ٤= ، ر  ٥  =ن : الحل 

           ٠.٣) =ح (، ل  ٠.٧) = ب(ل
  ح              ب                           ١) ٠.٣(   ٤)  ٠.٧) =            (٤(ل 

                                                                  ٧                ٣  
  
  

 ----)  ١٢٤( صفحة -------------------------------------------------------------------------- ----------------
  
  
  

٥  
٥  

٥  
٤
٣ (

٥  
٣
٣ (

٥  
٣
٣ (

٥  
٤
٣ (



 

  
 

مباریات  ٤لعب الفریق  ٢= اذا كان احتمال فوز فریق كرة القدم في أي مباراه یلعبها : مثال 
    ٣.               احسب احتمال فوزه في مباراة واحده فقط 

  
  ٣  ١  ١  ٢) =             ١= س (ل     ٢= ، أ  ١= ر  ، ٤= ن : الحل 

                                ٣     ٣                                ٣                  
)     ٠.٩(طلقات على هدف وكان احتمال اصابة الهدف في كل مره )  ١٠(اطلق صیاد : مثال 

  . ه واحده على الاقل اوجد احتمال أن یصیب الهدف في مر 
   ١٠،  ٩،  ٨،  ٧،  ٦،  ٥،  ٤، ٣، ٢،  ١= ، س ١٠= ن: الحل 

   ٠.٩= أ  
  )  ٠(ل  - ١) =  الأقلمره واحده على (ل 
  

 =١٠ ) ٠.١( -١=  ١٠ ) ٠.١( ٠ ) ٠.٩(          - ١  
  

 أطلق إذاف ٠.٧یصیب شخص ھدفاً ما في كل طلقھ یطلقھا على الھدف یساوي  أنكان احتمال  إذا :مثال
  : على الھدف فما احتمال  طلقات) ٥(

  مرات ؟  ٣الھدف  إصابة )١
 الھدف ؟ إصابةعدم  )٢
 ؟  الأكثرالھدف مره واحده على  إصابة )٣
  ؟ الأقلالھدف مره واحده على  إصابة )٤

   ٠.٧= ، أ ٥= ن : الحل 
  ٢ ) ٠.٣( ٣ ) ٠.٧) =          ( ٣=س(ل   ٣= ر) ١
  

   ٥ ) ٠.٣( ٠ ) ٠.٧(  ) =          ٠= س (ل) ٢    
  

  )  ٠= س ) +(  ١= س(ل ) =  ١ ≤س ( ل )٣    
  

               )٥ ) ٠.٣(    ٠ ) ٠.٧+           (  ٤ ) ٠.٣(  ١ ) ٠.٧   
  

 ----)  ١٢٥( صفحة ------------------------------------------------------------------------------------------ 
  
  

١٠  
٠

٥  
٠
٣ 

٥  
١
٣ 

٥  
٠
٣ 

٥  
٣
٣ (



 

  
 

  )  ٥(ل ) + ٤(ل ) + ٣(ل ) +٢(ل ) + ١(ل ) =  ١ ≥س (ل  )٥
  

    ٣)  ٠.٣(   ٠ ) ٠.٧(             -١) =  ٠(ل  -١=     
  
  
  )  ٤(تدریب  
آلات من نوع واحد اذا كان احتمال ان تحتاج أي اله الى اصلاح في السنه )  ٥(مصنع به  

  : فاحسب احتمال )  ٠.٢(الخامسه من عمرها هو 
  لالات الى اصلاح ألا تحتاج أي من ا )١
 ان تحتاج اثنتان فقط الى اصلاح  )٢
 ان تحتاج اثنتان على الاكثر الى اصلاح  )٣

 أن تحتاج واحده على الاقل الى اصلاح  )٤

   ٠.٢= ، أ  ٥= ن : الحل 
 ٥ ) ٠.٨(  ٠ ) ٠.٢)    =            ( ٠=س (ل  )١

  
  ٣ ) ٠.٨(   ٢)  ٠.٢) =               ( ٢=س (ل  )٢

 
 ) ٢(ل ) + ١(ل) + ٠( ل)=  ٢ ≤س (ل   )٣

  
    )         =٠.٨( ٢)  ٠.٢+          (٤) ٠.٨( ١ )  ٠.٢(         +    ٥  ) ٠.٨( ٠  ) ٠.٢ 

(٣   

  

 ) ٥(ل ) +  ٤(ل ) +  ٣(ل ) + ب ( ل ) +  ١(ل  )٤

   
  ٥ ) ٠.٨( ٠ ) ٠.٢(          -  ١) =   ٠(ل -١ 

  
 ----)  ١٢٦( صفحة ----------------------------------------------- ------------------------------------------- 

  
  

٥  
٠
٣ 

٥  
٠
٣ 

٥  
٢
٣ 

٥  
١
٣ 

٥  
٢
٣ 

٥  
٠
٣ 

٥  
٠
٣ 



 

  
 

  
  تمارین ومسائل

  جد  ٠.٢= ، أ  ٣=اذا كان س متغیرا عشوائیا ذا الحدین معاملاه ن  
  }  ٣، ٢،  ١،  ٠{= س  قیمة س   ) أ

 جدول التوزیع الاحتمالي للمتغیر العشوائي س   ) ب
 
   ٠.٥١٢=  ٣ ) ٠.٨( ٠ ) ٠.٢) =          ( ٠(ل  
  
    ٠.٣٨٤=  ٢ ) ٠.٨( ١ ) ٠.٢) =          ( ١(ل   

  
  ٠.٠٩٦= ١ ) ٠.٨( ٢ ) ٠.٢( ٢ ) ٠.٢) =            ( ٢(ل  
   

   ٠.٠٠٨= ٠ ) ٠.٨( ٣ ) ٠.٢) =              ( ٣(ل 
  

  ٣  ٢  ١  ٠  س
  ٠.٠٠٨  ٠.٠٩٦  ٠.٣٨٤  ٠.٥١٢  ) س ر(ل

  
، وتم زراعة خمس بذرات في احدى % ٨٠تساوي  إذا كانت نسبة الانبات في بذور البندورة) ٢(

  : الحدائق فما احتمال إنبات 
  خمس بذرات ) أ

  ثلاث بذرات على الاقل ) ب
   ٠.٨= ، أ  ٥= ن : الحل 

  
    ٠ ) ٠.٢( ٥ ) ٠.٨) =          ( ٥= س (ل ) أ

  ) ٥(ل ) + ٤(ل ) + ٣(ل ) =  ٣ ≥س (ل ) ب
   

)        =٠)  ٠.٢( ٥)  ٠.٨+          (  ١ ) ٠.٢(  ٤ ) ٠.٨(    +      ٢)  ٠.٢( ٣)  ٠.٨   
 ---)  ١٢٧( صفحة ------------------------------------------------------------------------------------------  

٣  
٣
٣ 

٣  
٢
٣ 

٣  
١
٣ 

٣  
٠
٣ 

٥  
٥
٣ 

٥  
٥
٣ 

٥  
٤
٣ 

٥  
٣
٣ 



 

  
 

  

قطع من انتاج )  ٥(فاذا اخذت % ١٠إذا كانت نسبة القطع المعیبة في إنتاج احد المصانع ) ٣(    
  : نع بطریقه عشوائیه فما احتمال المص

  ان لا تجد أي قطعه معیبة ) أ
  أن یكون بینها قطعه واحده معیبة ) ب
  أن لا یزید عدد القطع المعیبة على قطعه واحده ) ج
   ٠.١= ، أ  ٥= ن 

  ٥)  ٠.٩( ٠)  ٠.١) =           ( ٠= س (ل ) أ
  

  ٤)  ٠.٩( ١ ) ٠.١) =           ( ١= س (ل ) ب 
  

  )  ١= س (ل ) +  ٠= س (ل ) =  ١  ≤  س (ل  )ج 
  

         )٤)  ٠.٩( ١)  ٠.١+            (  ٥ ) ٠.٩( ٠)  ٠.١   

  

فما احتمال نجاح عملیتین على الاقل اذا % ٨٠اذا كان احتمال نجاح عملیة جراحیه یساوي )  ٤( 
  عملیات  ٣اجریت 
   ٠.٨= ،  أ  ٣= ن : الحل 

  ٠)  ٠.٢(  ٣ ) ٠.٨+        ( ١)  ٠.٢( ٢)  ٠.٨) =         ( ٣(ل +)  ٢(ل ) =  ٢ ≥س (ل 
  
)  ٥(واخذت عینه حجمها ٠.٠٠١اذا كانت نسبة التالف من انتاج مصنع لاجهزة الحاسوب )  ٥(

  .اجهزه بطریقه عشوائیه ، فما احتمال ان تكون جمیعها صالحه 
  ٠.٩٩٩= الصالح   ٠.٠٠١= التالف 

   ٠.٩٩٩= ، أ ٥= ن 
   ٠ ) ٠.٠٠١( ×٥)  ٠.٩٩٩) =                     ( ٥=س (ل  
  
  

 ----)  ١٢٨( صفحة ------------------------------------------------------------------------------------------ 

٥  
٠
٣ 

٣
٣ 

٣  
٢
٣ 

٥  
١
٣ 

٥  
٠
٣ 

٥  
١
٣ 

٥  
٥
٣ 



 

  
 

  
یحتوي صندوق على اربع كرات بیضاء وست كرات حمراء سحبت من الصندوق ثلاث كرات )  ٦( 

ي مع الارجاع اذا دل المتغیر العشوائي س عل عدد الكرات البیضاء المسحوبه كون على التوال
  جدول التوزیع الاحتمالي للمتغیر العشوائي س 

  عدد الكرات البیضاء =  ٣= ن  
  
                     ٣،  ٢،  ١،  ٠= اما س  

   ٠.٤) = ب (ل 
   ٠.٤= ، أ  ٣= ن 
  
  ٠.٢١٦=  ٣)  ٠.٦( ٠)  ٠.٤) =          ( ٠(ل  
   

   ٠.٤٣٢ =  ٢)  ٠.٦( ١)  ٠.٤) =           ( ١(ل 
  

   ٠.٢٨٨=   ١ ) ٠.٦( ٢ ) ٠.٤) =              ( ٢(ل 
  

   ٠.٠٦٤=   ٠ ) ٠.٦( ٣)  ٠.٤) =                ( ٣(ل 
  

  ٣  ٢  ١  ٠  س 
  ٠.٠٦٤  ٠.٢٨٨  ٠.٤٣٢  ٠.٢١٦  ) رس (ل 

  
  
  
  
  
  
  

 ----)  ١٢٩( صفحة ----------------------------------------------------------- -------------------------------

٦     ٤  
 ب         ح

٣  
٣
٣ 

٣  
٢
٣ 

٣  
١
٣ 

٣  
٠
٣ 



 

  
 

   العلامھ المعیاریھ
Standard score  

  تعریف  
فان العلامه ) ع (وكان الانحراف المعیاري لها ) س (اذا كان الوسط الحسابي لعینه عشوائیه   

عن الوسط ) س (نسبة انحراف المشاهده  :المعیاریه لمشاهدة قیمتها في هذه العینه س هي 
  : أي ان ) ز (ویرمز لها بالرمز ) ع (الى الانحراف المعیاري ) س  (  الحسابي 

  صفر  ≠، ع   س –س =     سز  
  ع                     

فایها افضل مستوى )  ٧٠(وعلامته في العلوم )  ٨٠(مثال اذا كانت علامة طالب في الریاضیات  
طالب في الریاضیات ام في العلوم اذا كان الوسط الحسابي لعلامات الصف في تحصیل ال

والوسط الحسابي لعلامات الصف في العلوم )  ٥(والانحراف المعیاري لها )  ٧٥(الریاضیات 
  )  ٤(والانحراف المعیاري )  ٦٢(یساوي 
  العلامه المعیاریه للطالب في الریاضیات : الحل 

   ١=     ٧٥ – ٨٠=     ٨٠ ز   س  –س =        سز    
   ٥ع                                          

   ٢=     ٦٢ – ٧٠     =   ٧٠ العلامه المعیاریه في العلوم ز 
                                              ٤   

  ینما علامته علامة الطالب في الریاضیات اعلى من الوسط الحسابي بانحراف معیاري واحد ب
  في العلوم اعلى من الوسط الحسابي بانحرافین معیاریین 

وهذا یعني ان مستوى الطالب بالنسبه لطلاب صفه في العلوم هي افضل من مستواه في  
  .  الریاضیات 

  مثال
والانحراف المعیاري )  ٧٥(اذا كان الوسط الحسابي لعلامات طلاب التوجیهي في مادة الحاسوب  

جد العلامه المعیاریه لعلامات عدي ، سهم ، شام إذا كانت علاماتهم في الحاسوب ف)  ١٠(لها 
   ٩٥،  ٧٥،  ٦٥على الترتیب 

   ١- =     ١٠ -    =     ٧٥ – ٦٥=      ٦٥ ز:الحل 
                       ١٠               ١٠    

  ----)  ١٣٠( صفحة ------------------------- ------------------------------------------------------------   



 

  
 

  صفر =      ٧٥ – ٧٥=      ٧٥ز 
               ١٠  

   ٢=      ٢٠=        ٧٥  – ٩٥=      ٩٥ز
               ١٠             ١٠        

علامات وهو سالب ) ١٠- ( لاحظ ان علامة عدي اقل من الوسط الحسابي وتنحرف عنه بمقدار   
وان علامة سهم تساوي الوسط الحسابي نفسه  ١ -= دل انحراف معیاري واحد وكانت ز ویعا

صفر اما علامة شام فهي تقع فوق الوسط الحسابي وتنحرف عنه = وانحرافها یساوي صفراً فكانت ز
   ٢= علامه وهذا یعادل انحرافین معیاریین فكانت   ز)  ٢٠(بمقدار 

                                                                                                                       
  
  
  

والانحراف )  ٦٠(إذا كان الوسط الحسابي لعلامات صف ما في اللغه الانجلیزیه  :١تدریب 
   -:فجد )  ١٠(المعیاري لها 

  )  ١.٥(التي قیمتها المعیاریه ) س (العلامه  )١
 ) ٥٥( للعلامة  القیمه المعیاریه )٢

 العلامه التي تنحرف فوق الوسط الحسابي انحرافین معیاریین  )٣

 العلامه التي تنحرف تحت الوسط الحسابي انحرافا معیاریا واحدا  )٤

   ٦٠ –س =  ١٠ × ١.٥=     ٦٠ –س =     ١.٥= ز )   ١:الحل 
                                ١٠          

   ٧٥= س    ٦٠ –س =  ١٥     
   ٠.٥ -=    ٥ - =    ٦٠ – ٥٥=       ٥٥ز )  ٢

                    ١٠            ١٠   
   ٨٠= س   ٦٠ -س =  ٢٠  ٦٠ –س =      ٢= ز )  ٣

                      ١٠    
   ٦٠+ ١٠-= س   ٦٠ –س =  ١٠-      ٦٠ –س =      ١- = ز )  ٤

   ٥٠= س           ١٠                       
 ----)  ١٣١( صفحة ------------------------------------------------------------------------------------------ 

عن ) س (مساویة لعدد الانحرافات المعیاریھ التي تنحرفھا المشاھدة  |ز  |بشكل عام تكون  
فوق الوسط الحسابي ) س (فتدل على موقع المشاھده ) ز (ة الوسط الحسابي للتوزیع ، اما اشار

او تحتھ                                                                                                                      



 

  
 

  
وكان الوسط )  ٩٥(وفي الحاسوب )  ٩٠(اذا كانت علامات روان في الریاضیات : مثال 

الحسابي اما الوسط )  ٤(والانحراف المعیاري لها )  ٧٤(الحسابي لعلامات الریاضیات 
في أي المستویین كان مستوى )  ٥(والانحراف المعیاري لها )  ٨٠(لعلامات الحاسوب 

  . تحصیل روان افضل 
   الحاسوب                                الریاضیات      : الحل 

   ٩٥= العلامه س                                   ٩٠= العلامه س 
   ٨٠) = س ( الوسط الحسابي                         ٧٤)  س  ( الوسط الحسابي 

   ٥= الانحراف المعیاري ع                          ٤= الانحراف المعیاري ع 
     ٣=    ١٥   =   ٨٠ – ٩٥ =      ٩٥ز               ٤=    ١٦    =   ٧٤ – ٩٠=      ٩٠ز

              ٥           ٥                                         ٤            ٤   
من خلال المقارنه بین القیمتین تجد ان القیمه المعیاریه لعلامة روان في الریاضیات اكبر من 

الحاسوب وعلیه یكون تحصیل روان في الریاضیات افضل من مستوى تحصیلها في الحاسوب  
.  

والانحراف )  ٧٠(الریاضیات  اذا كان الوسط الحسابي لعلامات شعبه الادبي في:  ٢تدریب 
والانحراف المعیاري لها )  ٧٥(والوسط الحسابي لعلامات شعبه المعلوماتیه )  ٨(المعیاري لها 

وعلامة احد الطلبه في )  ٦٤(وكانت علامة احد الطلبه في شعبه الادبي في الریاضیات )  ٥(
  .، فأي العلامتین افضل )  ٦٥(شعبة المعلوماتیه 

  المعلوماتیه                                                          الادبي       
   ٧٥= الوسط الحسابي س                                      ٧٠= الوسط الحسابي س 

   ٥= الانحراف المعیاري ع                                     ٨= الانحراف المعیاري ع 
   ٦٥= العلامه س                                                ٦٤= العلامه س 

                                  ٧٥ – ٦٥=   ٦٥ز                                   ٦- =  ٧٠ – ٦٤=    ٦٤ر
              ٥                                               ٨        ٨   

        = - ٢- =        ١٠ - =                                                 ٠.٧٤   
                                                                      ٥                                 

  علامة الأدبي أفضل                                 
 ----)  ١٣٢( صفحة ------------------------------------------------- -----------------------------------------



 

  
 

  
  

   تمارین ومسائل
  : اختر رمز الاجابه الصحیحه في كل مما یلي  )١
فان   ٤والانحراف المعیاري لها )  ٦٥(اذا كان الوسط الحسابي لمجموعه من القیم یساوي  )١

 : هي  القیمه التي تنحرف ثلاث انحرافات تحت الوسط الحسابي

   ١٢-) د                 ١٢) ج                 ٥٣) ب               ٧٧) أ
   ٦٥+ ١٢-= س   ٦٥ –س =  ١٢-  ٦٥ –س =     ٣-=   س   ز: الحل 

                               ٤                    
 ب ( ٥٣= س (  
والفرق ) ١٢(د الاختبارات هو الفرق بین علامتي طالبتین في الصف نفسه في اح اذا كان )٢

فان الانحراف المعیاري لعلامات )  ١.٢(بین العلامتین المعیاریتین المناظرتین لهما هو 
  : الطلاب في هذا الاختبار یساوي 

   ١٢) د                ١٠) ج              ٦) ب              ١.٢) أ
  )ج( ١٠=    ١٢   =   ١ س -  ٢س   = في هذه الحاله یفضل الحل على القانون ع: الحل 

  ١.٢         ١ ز -  ٢ز                                                       
والعلامتان المعیاریتان  ٧٠، ٨٥اذا كانت علامتا طالبتین من الصف نفسه في الریاضیات )٣

  على الترتیب  ٢-،  ١المقابلتان لهاتین العلامتین هما 
  : لمعیاري لعلامات الریاضیات یساوي فان الانحراف ا

   ١)د                    ٣) ج                   ٥) ب                     ١٠) أ 
    س –س =   ز  :  الحل  

  ع                      
  ) ١..........( س     – ٨٥= ع    ،    س - ٨٥=   ١   =    ١، ز ٨٥=   ١س 

  ع                                       
  )               ٢..........( س    – ٧٠=  ع ٢-    س – ٧٠=   ٢- =    ٢ ، ز ٧٠=     ٢س 

  ع                                     
 ----)  ١٣٣( صفحة ------------------------------------------------------------------------------------------ 

            



 

  
 

  ) ب (    ٥= ع    ١٥= ع ٣) ١(من المعادله ) ٢(بطرح المعادلة   
) ٥٨(وكانت الوسط الحسابي ) ٣(ریه تقابل العلامه المعیا) ٧٠(في توزیع تكراري اذا كانت العلامه الخامسه )  ٤( 

  : فان الانحراف المعیاري للتوزیع یساوي 
   ٤) د             ٨)ج                       ١٢ب                   ٦)  أ
  ) د (            ٤= ع   ١٢= ع ٣   ٥٨- ٧٠=  ٣: الحل  

  ع                                  
فان العلامه ) ٥(والانحراف المعیاري )  ٦٠(اذا كان الوسط الحسابي لعلامات اللغه العربیه 

  : هي ) ٥٨(المعیاریه للعلامه 
  ٠.٤- )د             ٠.٤) ج                    ٢-) ب                     ٢) أ 
  ) د(          ٠.٤-=       ٢ -=      ٦٠ – ٥٨= ز  

          ٥              ٥  
 ٨٠، ٩٠طالبه ، اذا كانت علامات الطالبات هدیل ، شروق غدیر هي ) ٢٠(صف مكون من )٢( 

  . فما علامة الطالبه غدیر  ١-، ٣،٢، س على التوالي وعلاماتهن المعیاریه 
   

 س      –س    =هدیل   ز ١.....( س  – ٩٠= ع   ٣س   ،  – ٩٠=  ٣ (  
  ع                      ع                      

  ) ٢........................( س   – ٨٠= ع ٢      س -  ٨٠=   ٢= شروق ز 
  ع                              

  ) ١(وجمعها الى )  ١-(بـ ) ٢(وذلك بضرب المعادله . بالحذف ) ٢) (١(ل المعادلتین  بح
  س - ٩٠= ع ٣

  س +  ٨٠- = ع ٢-     
  )  ١( لایجاد قیمة س عوض   قیمة ع في           ١٠= ع          

  س   - =  ٦٠-  س  – ٩٠=  ٣٠ س     - ٩٠= ع ٣ 
      ٦٠= س   
   ٦٠-س =  ١٠- =   ٦٠ –س  = ١-= ز  غدیر  

                         ١٠       
      -س =  ٦٠+  ١٠      ٥٠= س  

 --)  ١٣٤( صفحة ------------------------------------------------------------------------------------------  



 

  
 

  
على الترتیب  ٢- ،  ١-،  ١.٥:  اذا كانت العلامات المعیاریه للطلبه احمد جاسر وائل هي) ٣( 

فما  ١٠والفرق بین علامتي احمد وجاسر یساوي  ٧٠وكان الوسط الحسابي لعلامات الصف 
  العلامه الفعلیه للطلبه الثلاث ؟ 

   ١٠=  ١س – ٢، س     ٧٠= س  :      الحل 
        ٢-=    ٣، ز    ١-=  ٢، ز      ١.٥=  ١ز
     س -  س=      ز    

  ع                     
   ٧٠ – ١س=        ١.٥   ١(  ...........٧٠ – ١س= ع  ١.٥  (  

  ع                           
  )  ٢(  ............. ٧٠ -  ٢س= ع  -     ٧٠ - ٢س=         ١-  

  ع                      
  ) ٣(  ...................... ٧٠- ٣س=  ع  ٢-  ٧٠-  ٣س=  ٢-   

  ع                  
  ) ٢(من ) ١(بحل المعادلتین بالحذف وذلك بطرح المعادله  
   ٧٠- ٢س= ع - 

   ٧٠+ ١س -= ع  ١.٥-  
  ١س  – ٢س= ع  ٢.٥ -   
   ٤ - = ع         ١٠=     ع       ١٠= ع  ٢.٥ -

                                - ٢.٥   
   ٧٠ – ١س=  ٤- ×  ١.٥ ) ١(عوض في 

   ٦٤=   ١س  ٧٠ - ١س=  ٦-  
   ٧٤=  ٤+٧٠= ٢س  ٧٠ – ٢س=  ٤- - ) ٢(عوض في 

   ٧٠-  ٣س=  ٤- × ٢- ) ٣(عوض في  
   ٧٨=  ٨+ ٧٠=  ٣س 

 ----)  ١٣٥( صفحة ------------------------------------------------------------------------------------------ 
  
  
  



 

  
 

  التوزیع الطبیعي
The Normal Distribution 

وانحرافھ المعیاري ) صفر ( ھو التوزیع الطبیعي الذي وسطھ الحسابي : التوزیع الطبیعي المعیاري 
  ) . ز ( ، ومتغیره العشوائي العلامة المعیاریة ) واحداً ( یساوي 

  
  و تحت قیمة ما أو فوقھا أ) ز ( في التوزیعات المتصلة یتم إیجاد احتمال وقوع المتغیر العشوائي

محصورة بین قیمتین ، من خلال جداول خاصة للتوزیع الطبیعي المعیاري موجودة في نھایة الكتاب لإیجاد 
  صفر كما في الشكل المجاور  حیث أ ) أ  ز ( أي ل ) أ ( الأقل من )  ز ( الاحتمال لقیم 

  أو ةالسالب) ز ( ولإیجاد الاحتمالات  على یسار قیم  
  فیتم استخدام . الموجبة ) ز ( قیم یمینھا ، أو على یمین  

  : صفر فإن  فإذا كانت  أ . خاصیة التماثل 
  
  
  ) أ  ز ( ل  – ١) = أ  ز ( ل ) = أ  - ز ( ل )  ١
  
     
  
  
  
  من الجدول مباشرة)  أ  ز  ( ل ) = أ  - ز ( ل )  ٢
    
  
  
  
  
  
  )أ  ز ( ل    - ١) = أ  ز  ( ل )  ٣
  
  
  
  
  

فجد قیمة كل مما یأتي، باستعمال جدول التوزیع . متغیرأ عشوائیا طبیعیا معیاریا) ز ( اذا كان : مثال 
  . الطبیعي المعیاري

 من الجدول مباشرة وھي القیمة الواقعة عند تقاطع صف العدد  ٠.٨٩٤٤) =  ١.٢٥ ز  ( ل  )١
  )  ٠.٠٥( مع عمود الأجزاء من مئة )  ١.٢(      

 )  ٢قاعدة ( من الجدول مباشرة  ٠.٩٣٣٢) =  ١.٥ ز ( ل ) =  ١.٥ - ز ( ل  )٢
 ) )  ٢ ز ( ل  - ١(   –)  ٢ ز ( ل ) =  ٢ - ز ( ل  –)  ٢ ز ( ل ) =  ٢ ز   ٢ -( ل  )٣
     
          =٠.٩٥٤٤=   ٠.٠٢٢٨  -  ٠.٩٧٧٢) =  ٠.٩٧٧٢ – ١(  – ٠.٩٧٧٢   

  
  ) ...... ١٣٦( صفحة .................................... ..........................................................

  
  
  

  ٠أ              
  

  
  
  

  أ  -         ٠أ              
  

  
  
  

  أ  -          ٠                
  

  
  
  

          ٠أ              
  



 

  
 

  من الجدول مباشرة   ٠.٨٧٧) =  ١.١٦ ز ( ل )  ٤
   ٠.١٢٣=  ٠.٨٧٧ – ١) =  ١.١٦ ز ( ل   – ١) =  ١.١٦ ز ( ل )  ٥
  ٠.١٩٧٧=  ٠.٨٠٢٣ – ١) =  ٠.٨٥ز ( ل  – ١) =  ٠.٨٥ ز ( ل ) =  ٠.٨٥ -  ز ( ل )  ٦
  ٠.٨٠٢٣) =  ٠.٨٥  ز ( ل ) =  ٠.٨٥ - ز ( ل )  ٧
   ٠.١٣٥٩=  ٠.٨٤١٣– ٠.٩٧٧٢) =  ١ ز ( ل  –)  ٢ ز ( ل ) =  ٢ ز   ١( ل )  ٨
  أ ( ل  ز  ز ( ل ) =  ب  ز ( ل  –) ب  أ (  

  ٠.٢١٧٣=٠.٧٤٢٢–٠.٩٥٩٥)=٠.٦٥ز ( ل –) ١.٧٥ ز ( ل ) =  ١.٧٥ ز   ٠.٦٥( ل : مثال 
  
 ب  - ( ل  ز -  أ ( ل ) =  أ  ز  ز ( ل ) = ب  ز ( ل  –) ب  أ (  

  )  ٠.٥ ز ( ل  –)  ١.٥ ز ( ل ) =  ١.٥ ز   ٠.٥( ل ) =  ٠.٥ -   ز   ١.٥ - ( ل : مثال
٠.٢٤١٧=  ٠.٦٩١٥ – ٠.٩٣٣٢   

  :  يمتغیراً عشوائیاً طبیعیاً معیاریاً ، فجد كلاً مما یل) ز ( إذا كان : ١تدریب 
  ٠.٠٢٢٨=  ٠.٩٧٧٢ – ١) =  ٢ ز ( ل  – ١) =  ٢ ز ( ل )  ١
  ٠.١٩٧٧=  ٠.٨٠٢٣ – ١) =  ٠.٨٥ ز ( ل  – ١) =  ٠.٨٥ - ز ( ل )  ٢
   ٠.٣٩٧٩=  ٠.٥٣٥٩ – ٠.٩٣٣٢) =  ٠.٠٩ ز ( ل  –) ١.٥ ز ( ل ) = ١.٥ ز   ٠.٠٩( ل )  ٣
  )  ١.٧ ز ( ل  – ١(  –)  ٠ ز ( ل ) =    ١.٧ - ز ( ل  –)  ٠ ز ( ل ) =  ٠ ز   ١.٧ -( ل )  ٤

 =٠.٤٥٥٤=  ٠.٠٤٤٦ – ٠.٥) =  ٠.٩٥٥٤ – ١(  – ٠.٥   
  القیم المعیاریة التي علمت مساحتھا تحت المنحنى الطبیعي المعیاري

  
  ٠ ، فإن   ز  ٠  ، فإن   أ   ٠.٥ ) أ  ز ( إذا كانت ل )  ١
  ) ناظرة لھا من عمود ز من الجدول نبحث عنھا في المساحات ونأخذ القیم الم(  

   ٠.٦٧=أ ٠.٦٧ھي٠.٧٤٨٦المناظرة للاحتمال) ز(من الجدول تجد أن قیمة٠.٧٤٨٦)=أ  ز (ل: مثال
  
  ) أ  ز ( ل   – ١=  ،  ٠ ، حیث أ  ٠.٥ )  أ  - ز ( ل ) = أ  ز ( إذا كانت ل )  ٢

في جدول المساحات ونأخذ قیمة  الآن نبحث ٠.٦=  ٠.٤ – ١) = أ  ز ( ل   ٠.٤) = أ  ز ( ل : مثال
) ز(قیمة  ٠.٥٩٨٧قیمة لھا وھي  بإذا لم تكن موجودة بالضبط نأخذ أقر(  ٠.٦المناظرة للاحتمال ) ز ( 

   ٠.٢٥= أ   ٠.٢٥ھي ٠.٥٩٨٧المناظرة للاحتمال 
    ٠ ، فإن أ  ٠.٥ ) أ  ز ( إذا كانت ل )  ٣

   ١.٦٤= مباشرة من الجدول،  ز  ٠.٩٤٩٥= )  أ  - ز ( ل =  ٠.٩٤٩٥) = أ  ز ( ل : مثال
  لأن قیمة أ  ١.٦٤ -= أ ز ( ، نأخذ سالب قیمة  ٠ (  
  

  : في كل من الحالات الآتیة ) أ (  استخدم جدول التوزیع الطبیعي المعیاري ، لإیجاد قیمة : ٢تدریب 
   ٠.٤٤= أ   ٠.٤٤ھي  ٠.٦٧التي تقابل ) ز ( من الجدول قیمة   ٠.٦٧) = أ  ز ( ل )  ١
  ٠.٦٧) = ز ( وقیمة ز التي تقابلھا    ٠.٧٤٨٦) = أ   -  ز ( ل   ٠.٧٤٨٦) = أ  ز ( ل )  ٢
  ) ز ( ، نأخذ سالب قیمة  ٠ لأن قیمة أ ٠.٦٧ -= أ 
 یرمز للوسط الحسابي للمجتمع الإحصائي بالرمز : ملاحظة )  ( والانحراف المعیاري بالرمز )  . (  

  ).  ع ( والانحراف المعیاري ) س ( بي للعینة أما الوسط الحسا
   من خواص منحنى التوزیع الطبیعي  
  متماثل حول الوسط ) ١
  الوسط الحسابي = الوسیط = المنوال )  ٢

  ) ...... ١٣٧( صفحة .............................................................................................. 



 

  
 

 متغیراً عشوائیاً طبیعیاً وسطھ   ) س ( ا كان إذ    وانحرافھ المعیاري ،  فإن ، :  
  : للمتغیر العشوائي س ھي ) ز ( العلامة المعیاریة 

     -س                                   
  =    ز                        

                                    
، وانحرافھ المعیاري ) ٥٠(متغیراً عشوائیاً یتبع التوزیع الطبیعي الذي وسطھ الحسابي  )س(أذا كان : مثال

  : ، فجد ) ١٠(
   ١٠٠= القیمة المعیاریة المقابلة للقیمة س )  ١ 

  ٥٠          ٥٠ – ١٠٠                                            ١٠=  ،  ٥٠=   :الحل
  ٥=                        =           =  ز : ھي )  ١٠٠( المقابلة للقیمة القیمة المعیاریة         

                                                                                 ١٠                ١٠  
  ٥٠ -س ) .                  ٣( القیمة التي تقابل القیمة المعیاریة )  ٢

  ٨٠= س  ٣٠=٥٠ –س   ٣:                   = فإن )  ٣( كانت س تقابل القیمة المعیاریة إذا : الحل
                                                                           ١٠  

، وانحرافھ ) ٨٠(متغیراً عشوائیا یًتبع التوزیع الطبیعي الذي وسطھ الحسابي ) س(أذا كان :  :مثال
  :، فجد ) ١٠(معیاري ال
  )  مباشرةً  لمن الجدو(   ٠.٩٧٧٢) =  ٢ ز ( ل )  =    ٨٠ – ١٠٠ ز ( ل ) =  ١٠٠ س (ل )  ١

                                               ١٠       
    ٠.٩٥٥٤) =١.٧ ز (ل)= ١.٧ - ( ل ) =  ١٧ -  ز (ل) =  ٨٠ – ٦٣ ز ( ل ) =  ٦٣ س (ل)  ٢

                                          ١٠                     ١٠  
، وانحرافھ ) ٦٠(متغیراً عشوائیاً یتبع التوزیع الطبیعي الذي وسطھ الحسابي ) س(أذا كان : ٣تدریب 

  : ، فجد ) ٨(المعیاري 
  ) الجدول  من(٠.٩٧٧٢) =  ٢ ز ( ل ) =  ١٦ ز ( ل ) =  ٦٠ – ٧٦ ز ( ل ) =   ٧٦ س (ل )  ١ 

                                              ٨                        ٨   
  ٠.٩٣٣٢)= ١.٥ ز (ل) = ١.٥ -  ز (ل) =  ١٢ - ز (ل) =  ٦٠ – ٤٨ ز ( ل ) = ٤٨ س (ل) ٢

                                          ٨                        ٨  
واتب الشھریة في أحد المصانع في مدینة الحسن الصناعیة تخضع لتوزیع طبیعي وسطھ إذا كانت الر: مثال

  ، فإذا اختیر أحد العمال عشوائیاً من ھذا المصنع احسب )  ٢٠( وانحرافھ المعیاري )  ١٥٠( الحسابي 
  . دیناراً )  ١٢٠( احتمال أن یقل راتبھ عن )  ١
  . اً دینار)  ١٦٠( احتمال أن یزید راتبھ عن )  ٢
  .    دیناراً   ١٨٠و    ١٥٠أن یقع راتبھ بین  )  ٣

  :  الحل
  )  ١.٥ -  ز ( ل )  =  ٣٠ -  ز ( ل ) =  ١٥٠ – ١٢٠ ز ( ل ) =  ١٢٠   س ( ل )  ١

                                                  ٢٠                          ٢٠  
   ٠.٠٦٦٨) =   ٠.٩٣٣٢ – ١) =  ١.٥ ز ( ل  – ١=        

  )    ٠.٥ ز ( ل ) =  ١٠ ز ( ل ) =   ١٥٠ – ١٦٠ ز ( ل ) =  ١٦٠ س ( ل )  ٢
                                                ٢٠                          ٢٠  

   ٠.٣٠٨٥) =  ٠.٦٩١٥ – ١) =  ٠.٥ ز ( ل  – ١= 
  )   ١.٥ ز   ٠( ل ) =  ١٥٠ – ١٨٠ ز   ١٥٠ – ١٥٠( ل ) =  ١٨٠ س   ١٥٠( ل )  ٣

                                                       ٢٠                        ٢٠   
    ٠.٤٣٣٢=  ٠.٥ – ٠.٩٣٣٢) =  ٠ ز( ل   –)  ١.٥ ز ( ل = 

  ) ...... ١٣٨( صفحة .................... ..........................................................................



 

  
 

  )  ١١٠ س ( ، أوجد ل  ١٠=  ،    ١٠٥=  :   ٤تدریب 
  )  ٠.٥ ز ( ل   – ١) =  ٠.٥ ز ( ل ) =  ١٠٥ – ١١٠ ز ( ل ) =  ١١٠ س ( ل :  الحـــل

                                                       ١٠  
  =٠.٣٠٨٥=   ٠.٦٩١٥ – ١   

والانحراف )  ٥٠( طالب یساوي ) ٢٠٠٠(إذا كان الوسط الحسابي لعلامات : )  ١٩٨٥وزارة : ( مثال 
  .أوجد عدد الناجحین )  ٤٥( فإذا كانت علامة النجاح تساوي )  ١٠( المعیاري یساوي 

  )  ٠.٥ -  ز ( ل ) =   ٥ - ز ( ل ) =   ٥٠  – ٤٥ ز ( ل ) =  ٤٥  س ( ل : الحـــل
                                                   ١٠                       ١٠    
   ٦٩.١٥% = ١٠٠×  ٠.٦٩١٥=نسبة الطلبة الناجحین   ٠.٦٩١٥) = ٠.٥ ز ( ل = 

  طالب     ١٣٨٣=  ٢٠٠٠×  ٦٩.١٥عدد الطلبة  
                  ١٠٠   

  طالباً                         ١٣٨٣=  ٠.٦٩١٥×  ٢٠٠٠= الاحتمال × العدد الكلي = أو عدد الطلبة  
طالب فإذا كانت أطوالھم قریبة من التوزیع الطبیعي بوسط حسابي )  ٥٠٠( مدرسة ابتدائیة فیھا : مثال 

  سم أوجد )  ٥( سم ، وانحراف معیاري )  ١٣٠(
  .  ١٣٨و  ١٢٦نسبة الطلاب الذین تنحصر أطوالھم بین )  ١
  ) ٠.٢٢٥٧( انت نسبة الطلاب الذین أطوالھم فوق الوسط وأقل من س تساوي قیمة س إذا ك)  ٢
  .  ١٢٠و  ١٢٥عدد الطلاب المحصورة أطوالھم بین  )  ٣

  )  ١٣٠ – ١٣٨ ز   ١٣٠ – ١٢٦( ل ) =  ١٣٨ س   ١٢٦( ل )  ١:  الحـــــل 
٥ ٥  

  )  ٠.٨ - ز ( ل   –)  ١.٦ ز ( ل ) =   ١.٦  ز   ٠.٨ - ( ل = 
  ) ٠.٧٨٨١ – ١(  – ٠.٩٤٥٢) =  ٠.٨ ز ( ل  - ١(  –)  ١.٦ ز (  ل= 

  =٠.٧٣٣٣=   ٠.٢١١٩ – ٠.٩٤٥٢   ٧٣.٣٣% = ١٠٠×  ٠.٧٣٣٣نسبة الطلبة %  
وبذلك تكون المساحة الكلیة  ٠.٢٢٥٧ومعطى في السؤال أن المساحة فوق الوسط ھي  ٠.٥= الوسط ) ٢

   ٠.٦) =  ز ( ، وبذلك تكون قیمة  ٠.٧٢٥٧=  ٠.٢٢٥٧+  ٠.٥الموجبة ھي ) ز ( تحت 
    .سم ١٣٣= س   ٣=  ١٣٠ –س      ١٣٠ –س =   ٠.٦         -س = ز 

                                         ٥   
  )   ١ - ز   ٢ -( ل ) =  ١٣٠ – ١٢٥ ز   ١٣٠ – ١٢٠( ل ) =  ١٢٥ س   ١٢٠( ل )  ٣

                                                       ٥                          ٥   
  ٦٨=٥٠٠×٠.١٣٥٩=  ٠.٨٤١٣ – ٠.٩٧٧٢) =  ١ ز ( ل  –)  ٢ ز ( ل ) =  ٢ ز   ١( ل = 

 ٧٠( طالب تتبع التوزیع الطبیعي بوسط حسابي )  ١٠٠٠٠( إذا كانت علامات :  ) ١٩٧٦وزارة : ( مثال 
  .  ٧٦و  ٥٨د عدد الطلبة الذین تقع علاماتھم بین  ، ج)  ١٢( وانحراف معیاري ) 

  )    ٠.٥ز   ١ -( ل ) =  ٧٠ – ٧٦ ز   ٧٠ – ٥٨( ل ) =  ٧٦ س   ٥٨( ل : الحـــــل 
                                                       ١٢                   ١٢       

  ) )  ١ ز ( ل  – ١(  –)  ٠.٥ ز ( ل ) =  ١ - ز ( ل  –)  ٠.٥ ز ( ل = 
 =٠.٥٣٢٨=  ٠.١٥٨٧ – ٠.٦٩١٥) =  ٠.٨٤١٣ – ١(   - ٠.٦٩١٥   

  طالب  ٥٣٢٨=  ٠.٥٣٢٨×  ١٠٠٠٠= عدد الطلبة 
كغ وانحرافھ )  ٣.٢( إذا كانت أوزان الاطفال عند الولادة تتبع توزیعاً طبیعیا وسطھ الحسابي :  ٥تدریب 

  . كغ )  ٤( فما احتمال أن یكون وزنھ أكبر من ، طفل عشوائیاً عند الولادة إذا اختیر .كغ )  ٠.٤( المعیاري 
  ) ً                                                         ٢ ز ( ل  – ١) =  ٢ ز ( ل )  =  ٣.٢ – ٤ ز ( ل ) =  ٤ س ( ل : الحـــــل 

                                                 ٠.٤   
 =٠.٠٢٢٨=  ٠.٩٧٧٢ – ١   

  ) ...... ١٣٩( صفحة .............................................................................................. 



 

  
 

  تمارین ومسائل
   :مما یأتي  لعشوائیاً معیاریاً ، استعمل جدول التوزیع الطبیعي والمعیاري لإیجاد ك متغیرا) ز ( لیكن )  ١
  من الجدول مباشرة  ٠.٩٩٢٧) =  ٢.٤٥ ز ( ل )  ١
   ٠.١٥٨٧=  ٠.٨٤١٣ – ١) =  ١ ز ( ل  – ١) =  ١ ز ( ل )  ٢
   ٠.٠٢٠٢=  ٠.٩٧٩٨ – ١) =  ٢.٠٥ ز ( ل  – ١) =  ٢.٠٥ ز ( ل ) =  ٢.٠٥ - ز ( ل )  ٣
   ٠.٧٤٢٢) =   ٠.٦٥ ز ( ل ) =  ٠.٦٥ - ز ( ل )  ٤
  ٠.١٣٣٩= ٠.٨٥٩٩ –٠.٩٩٣٨) =  ١.٠٨ ز ( ل  –)  ٢.٥ ز ( ل ) =  ٢.٥ ز   ١.٠٨( ل )  ٥
  ٠.١٣٥٩= ٠.٨٤١٣ –٠.٩٧٧٢) = ١ ز ( ل –) ٢ز ( ل)= ٢ ز   ١(ل)= ١ -  ز   ٢ -(ل)  ٦
  )  ٣ ز ( ل   -  ١(  –) ٢ز ( ل ) = ٣ - ز ( ل  –) ٢ز ( ل) =  ٢ ز   ٣ -( ل )  ٧

      =٠.٩٧٥٩=  ٠.٠٠١٣ – ٠.٩٧٧٢) =  ٠.٩٩٨٧ – ١(  – ٠.٩٧٧٢   
  )  ١.٦ ز ( ل  – ١(  –)  ٠ ز ( ل ) =   ١.٦ - ز ( ل  –)  ٠ ز ( ل ) =  ٠ ز   ١.٦ -( ل )  ٨

       =٠.٤٤٥٢=  ٠.٠٥٤٨  - ٠.٥) =  ٠.٩٤٥٢ – ١(  – ٠.٥  
وانحرافھ  سنة ،)  ٥٢( شخص شكل التوزیع الطبیعي بوسط حسابي یساوي )  ٢٠٠٠٠( تتخذ أعمار )  ٢

سنوات إذا اختیر أحد الأشخاص عشوائیاً ، فما احتمال أن یكون ممن تتراوح أعمارھم )  ١٠( المعیاري 
  .سنة )  ٥٨( سنة و )  ٤٦( بین  

  )  ٠.٦ ز   ٠.٦ - ( ل ) =  ٥٢ – ٥٨ ز   ٥٢ – ٤٦( ل ) =  ٥٨ س   ٤٦( ل : الحــــل
                                                     ١٠                  ١٠  

  ) ) ٠.٦ ز ( ل  - ١(  –)  ٠.٦ ز ( ل ) =  ٠.٦ - ز ( ل  –)  ٠.٦ ز ( ل =  
 =٠.٤٥١٤=   ٠.٢٧٤٣ – ٠.٧٢٥٧   
وانحراف )  ٦٥( طالب تتخذ شكل التوزیع الطبیعي بوسط حسابي )  ١٠٠٠( إذا كانت علامات )  ٣

  .طالباً فما علامة النجاح )  ٧٥٨(ن وكان عدد الناجحی)  ١٠( معیاري 
  ، نبحث عنھا في جدول المساحات ٠.٧٥٨) = أ  -  ز ( ل   ٠.٧٥٨=   ٧٥٨) =  أ  ز ( ل : الحــــل

                             ١٠٠٠      
 -  ٠.٧= أ   ز =  ٠.٧ - = أ  
  .النجاح  علامة ٤٥= س   ٥٢+  ٧ –=  س   ٧ -=  ٥٢ –س    ٠.٧ - =    ٥٢ –س 
    ١٠                                    
غرام  )  ٥٠( إذا كانت أوزان سبائك ذھبیة تتخذ شكل التوزیع الطبیعي بوسط حسابي :  ١٩٨٦وزارة )  ٤

  غراماً )  ٤٤.٩( غرام إذا تم اختیار أحد السبائك ، فما احتمال أن یقل وزنھا عن )  ١٠( وانحراف معیاري 
  )   ٥.١  - ز ( ل ) =   ٥٠ – ٤٤.٩ ز ( ل ) =  ٤٤.٩ س (  ل: الحـــــل  

                                                            ١٠                           ١٠                
   ٠.٣٠٥=  ٠.٦٩٥ – ١) =  ٠.٥١ ز ( ل  – ١) =  ٠.٥١ - ز ( ل 
)  ٢( كغ وانحرافھ المعیاري )  ٢٥( اعیة لتوزیع طبیعي وسطھ تخضع عبوات إحدى المنتجات الزر)  ٥

  : كغ إذا اختیرت احدى العبوات عشوائیاً ، فما احتمال أن 
  )  ١  ز ( ل )  =  ٢٥ – ٢٧ ز ( ل ) =  ٢٧ س ( ل . كغ )  ٢٧( یزید وزنھا عن )  ١

                                                                                   ٢  
   ٠.١٥٨٧=  ٠.٨٤١٣ – ١) =  ١ ز ( ل   - ١= 
  )  ٢٥.٥( و )  ٢٤.٥( ینحصر وزنھا بین )  ٢
  )  ٠.٢٥ ز   ٠.٢٥ -( ل = )  ٢٥ – ٢٥.٥ ز   ٢٥ – ٢٤.٥( ل ) =  ٢٤.٥ س   ٢٤.٥( ل 

                                                      ٢                       ٢  
  ) )  ٠.٢٥ ز ( ل  -  ١(  –)  ٠.٢٥ ز ( ل ) =  ٠.٢٥ -  ز ( ل  –)  ٠.٢٥ ز ( ل = 
 =٠.١٩٧٤=   ٠.٤٠١٣ – ٠.٥٩٨٧) =  ٠.٥٩٨٧ – ١(  – ٠.٥٩٨٧   

  ...) ... ١٤٠( صفحة .............................................................................................. 



 

  
 

دینار )  ٢٠٠( معلم ومعلمة ،  تتخذ شكل التوزیع الطبیعي بوسط حسابي )  ١٠٠٠٠( إذا كان رواتب )  ٦
دنانیر ، فما عدد المعلمین والمعلمات الذین تنحصر رواتبھم بین )  ١٠( شھریاً ، وانحراف معیاري یساوي 

  . دیناراً )  ٢١٠( دیناراً و )  ١٨٠( 
  : الحــــــل 

  )  ٢٠٠ – ٢١٠ ز   ٢٠٠ – ١٨٠ (ل ) =  ٢١٠ س   ١٨٠( ل  
                                                   ١٠                      ١٠  

  ))  ٢ ز ( ل   -١(  –)  ١  ز ( ل ) =  ٢ - ز ( ل  –)  ١ ز ( ل ) =  ١ ز   ٢ - ( ل = 
٠.٨١٨٥=  ٠.٠٢٢٨  - ٠.٨٤١٣) =  ٠.٩٧٧٢ – ١(  – ٠.٨٤١٣   

  .        معلماً ومعلمة ٨١٨٥=  ٠.٨١٨٥×  ١٠٠٠٠عدد المعلمین ھو     
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ) ...... ١٤١( صفحة .............................................................................................. 
                                                               



 

  
 

  و معامل الارتباط  الارتباط
Correlation & Correlation Coefficient 

  المتغیر الآخر بین المتغیرین بحیث یتغیر احد المتغیرین بتغیر العلاقة: الارتباط بین متغیرین ھو  .  
  .  على سبیل المثال بین متغیرین مثل نسبة الذكاء والتحصیل الدراسي العلاقة دراسة: ھو  أو*   
   ١،  ١-   أي ان ر ١ ≤ر  ≤ ١-حیث ) ر ( معامل الارتباط : ومقیاس الارتباط هو   
  :  الارتباط نوعان 

  ارتباط طردي ویكون موجب  - ١
تزداد قیمة احد المتغیرین بزیادة المتغیر الآخر مثل العلاقه بین معدل الطالب وعدد ساعات   

  . الدراسه 
  ون سالب  ارتباط عكسي ویك - ٢

نقصان قیمة احد المتغیرین بزیادة المغیر الآخر مثل العلاقه بین معدل الطالب وعدد ساعات 
  . مشاهدة التلفزیون 

  : ملاحظه 
  یمكن تمثیل قیم المتغیرین في المستوى الدیكارتي فتحصل على ما یسمى شكل الانتشار 

 شار یمكن التعرف على نوع العلاقه بین المتغیرین من شكل الانت  
اذا كانت النقاط موزعه على شكل خط مستقیم او قریبه منه بشكل : علاقه خطیه طردیه  - ١

  متزاید وكلما كانت النقاط قریبه من الخط یكون الارتباط اقوى 
  . اذا كانت على شكل خط مستقیم متناقص او قریبه منه : علاقه خطیه عكسیه  - ٢
  . موزعه بشكل منحنى اذا كانت النقاط : لا یمثل علاقه خطیه  - ٣
  

                   
  لا تمثل علاقه خطیه ) ٣(علاقه خطیه عكسیه               ) ٢(علاقه خطیه طردیه      ) ١(  
  

  ----)  ١٤٢( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------    



 

  
 

  : تباط بین س ، ص في كل شكل مما یلي بین نوع الار : مثال  

                      
  ) د)                       (ج)                    (ب)                    (أ (           

  علاقه خطیه عكسیه      علاقه خطیه طردیه     عدم وجود ارتباط     ارتباط لیس خطیا      
  تشار و حدد نوع العلاقه بین المتغیرین س ، ص   ارسم شكل الان: مثال  

  ١٠  ٥٠  ٥٥  ٤٠  ٢٠  ٣٠  ٦٠  س 
  ١٠  ٤٠  ٥٠  ٢٠   ١٥   ٣٠   ٥٠  ص 

                                                                         
                     

  
  
  
  
  
  
  
  

                                        
  علاقة خطیه طردیه                                   

  ارسم الانتشار وحدد نوع العلاقة بین المتغیرین : مثال  
  ٥  ٨  ٦  ٤  ٢  س  

  ٤  ٣  ٣  ٥  ٦  ص 
  

  ----)  ١٤٣( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------    



 

  
 

  

  
  كسیةعلاقة خطیة ع               

  ) : ١(تدریب 
  ١٩٩٦  ١٩٩٥  ١٩٩٤  ١٩٩٣  ١٩٩٢  السنه 

  ٤٢.٧  ٥٨.٥  ٤٦.٩  ٥٧.١  ٧٥.٥  القمح س 
  ٢٩.٢  ٣١.٧  ٢٧.٤  ٣١.٨  ٦٨.٩الشعیر ص  

  ارسم شكل الانتشار الذي یمثل العلاقه بین المتغیرین س،ص وحدد نوع العلاقه  

  
  علاقة طردیه خطیه   
  ----)  ١٤٤( صفحة --------------------------------------------------- ----------------------------------    

  



 

  
 

  معامل ارتباط بیرسون   
  : وهي طریقه لقیاس قوة العلاقه بین س، ص واعطاؤها قیمه عددیه  
  : ویحسب معامل ارتباط بیرسون بالطریقه التالیه  

    
  
  
  
  
  
  
  
  
  
نجد الوسط الحسابي لكل من المتغیرین س ، ص ثم  ولحساب معامل ارتباط بیرسون بهذه الطریقه  

  نضیف خمسة اعمده للجدول  
  ٢ )  س  -رس (،  )ص      –  ر ص) (   س   - رس (  ،ص    – ر ص ،         س  -رس وهي   

       ٢ )ص      – ر ص  ( 
  . احسب معامل ارتباط بیرسون لقیم س ، ص في الجدول المجاور: مثال

  ٤  ٧  ٨  ٥  س 
  ٤  ٨  ٦  ٢  ص 

   ٦=          ٢٤=      ٤+ ٧+ ٨+  ٥= س           
                       ٤               ٤        

   ٥=        ٢٠=            ٤+ ٨+ ٦+  ٢= ص       
                     ٤                     ٤     

  
  
  

  ----)  ١٤٥( صفحة ----------------------------------------------- --------------------------------------   

             
  

  ن                            
  )  ص   – رص  )  (س    -  رس  (                       

    ١=ر                

  =                 ر    
   ن                       ن                   

   ٢)ص  – ر ص(          ٢)س  -رس (                        
                     
  ١=ر                                    ١=ر                 



 

  
 

 
 ص  رس 

  ر
     ٢ ) ص –ر ص(  ٢ ) س -ر س(  )  ص -رص )(س  – ر س(    )ص - رص (  )س –ر  س(

٩  ١   ٣  ٣-  ١-  ٢  ٥  
١  ٤  ٢  ١  ٢  ٦           ٨  
٩  ١  ٣  ٣  ١  ٨  ٧  
٤  ٢  ١-  ٢-  ٤  ٤  

 ١٠  
١  

  ٢٠  ١٠  ٠  ٠  ٢٠   ٢٤  المجموع
   ١=               ١٠=               ١٠=                ١٠=            ١٠=      ر       
                                                                                                                   

               ٢               ٢       ١٠      ٢×  ١٠٠                 ٢٠٠      ٢٠×  ١٠   

  احسب معامل ارتباط بیرسون بین قیم س ، ص في الجدول التالي )  ١(مثال   
  ١٤  ٦  ١٢  ١٨  ١٥  ٧  س  

  ١٦  ٨  ١٠  ١٢  ٨  ٦  ص 
   ١٢=        ٧٢=            ١٤+ ٦+ ١٢+ ١٨+١٥+٧= س  : الحل  

٦ ٦       

   ١٠=       ٦٠=      ١٤+ ٨+ ١٠+ ١٢+  ٨+ ٦= ص   
                  ٦                            ٦         

  ٥٠                    =                ٥٠            =ر     
                 ١١٠   ٨                                ٦٤× ١١٠    

  ----)  ١٤٦( صفحة ------------------ -------------------------------------------------------------------   

       ٢ )ص  –ر ص(  ٢ ) س  - رس (  ) س  - رس )(ص   – ر ص(  )ص   –ر ص()   س  - رس (  ر ص  رس 

١٦  ٢٥  ٢٠  ٤-  ٥-  ٦  ٧  
٤   ٩  ٦-  ٢-  ٣  ٨  ١٥  
٤  ٣٦  ١٢  ٢  ٦  ١٢  ١٨  
٠  ٠  ٠  ٠  ٠  ١٠  ١٢  
٤  ٣٦  ١٢  ٢-  ٦-  ٨  ٦  

٣٦  ٤  ١٢  ٦  ٢  ١٦  ١٤  
٦٤  ١١٠  ٥٠  ٠  ٠  ٦٠  ٧٢  



 

  
 

  
  ) ٢(تدریب   

  احسب معامل ارتباط بیرسون بین المتغیرین س ، ص في الجدول الآتي    
  ٨  ١٤  ١٢  ١٠  ١١  س   
  ١١  ٩  ٦  ١٠  ١٤  ص  

   ١١=        ٥٥=          ٨+ ١٤+١٢+١٠+ ١١=     س : الحل   
      ٥                       ٥  

  
   ١٠=     ٥٠=       ١١+ ٩+ ٦+ ١٠+ ١٤= ص   

             ٥                            ٥         
       

     ٢ )ص  – ر ص(  ٢ ) س  - رس (  ) س  - رس )(ص   – ر ص(  ص   – ر ص)    س  -رس (  ر ص  رس  

١٦  ٠   ٠   ٤   ٠   ١٤  ١١  
٠   ١  ٠   ٠  ١-  ١٠  ١٠  
١٦  ١  ٤-  ٤ -  ١  ٦  ١٢  
١  ٩  ٣-  ١-  ٣  ٩  ١٤  
١  ٩  ٣-  ١  ٣-  ١١  ٨  

٣٤  ٢٠  ١٠-  ٠   ٠   ٦٠  ٥٥  
                             ١٠-=               ١٠-=           ر     

                  ٦٨٠                    ٣٤× ٢٠     
  : اثر التعدیلات الخطیه في قیمة معامل ارتباط بیرسون 

  وعدلت قیمة كل من ) ر ( ین المتغیرین س ، ص یساوي اذا كان معامل ارتباط بیرسون ب  
  : قیم س ، ص حسب العلاقه  
  د + جـ ص * = ب   ،   ص+ أ س * = س 

   ٠ ≠، جـ         ٠ ≠ حیث أ ، ب ، جـ ، د أعداد حقیقیة أ  
  

  ----)  ١٤٧( صفحة - ------------------------------------------------------------------------------------   
  



 

  
 

  یساوي * ، ص* فان معامل الارتباط بین س 
  اذا كانت اشارتا أ ،جـ  متشابهتین ) ر( )١
 اذا كانت اشارتا أ ،جـ  مختلفتین ) ر -( )٢

  فجد معامل الارتباط بین )  ٠.٨= ر( اذا كان معامل الارتباط بین  س ، ص هو : مثال  
   ٨-، ص  ٣+س  )١

  لهما الاشاره نفسها موجبتین  ١= ،جـ  معامل ص  ١= لاحظ ان أ معامل س : الحل 
 ٠.٨= ر   

   ٣+ ص  ٢،     ٢+ س  ٥ )٢
  لهما الاشاره نفسها موجبتین  ٢= ، جـ معامل ص  ٥= لاحظ ان أ معامل س : الحل   

                            ٠.٨= ر   
  ص   – ٣س ،  ٢ - ٧)٣ 

  لهما الاشاره نفسها ١-= ، جـ معامل ص  ٢-لاحظ ان  أ معامل س ھي : الحل 
                                ٠.٨=  ر   

  ص  ٢ – ٥،  ١+ س  ٣) ٤
  مختلفتین في الاشارة ٢- = ، جـ معامل ص  ٣لاحظ ان  أ معامل س ھي : الحل 

                            ٠.٨ -= ر     
******************************************************** ****  

فجد معامل )  ٠.٨ - ( اذا كان معامل ارتباط بیرسون بین متغیرین س ، ص ھو :   ٣تدریب 
  في كل مما یلي * ، ص* الارتباط بین س

لھما نفس  ١= ، جـ معامل ص  ٢= أمعامل س   ١ - ص* = ، ص ٣ –س ٢* = س )١
   ٠. ٨-= ر الاشاره 

لھما  ١-= امل ص ، جـ مع ٢- = أ معامل س  ص  – ٥* = س   ، ص٢ – ٣* = س )٢
 ٠.٨ -= ر الاشاره نفسھا 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 

  ---)  ١٤٨( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------    



 

  
 

    تمارین ومسائل
  : اختر رمز الاجابه الصحیحه  )١
مجاور فان العلاقه بین اذا مثلت العلاقه بین التغیرین س ، ص في شكل الانتشار ال  ) أ

  : المتغیرین بانها علاقه 

  لا توجد علاقه   ) طردیه      ج عكسیه    د) تامه          ب - أ
  عكسیه ) ج( 
اذا مثلت العلاقه بین المتغیرین س ، ص في شكل الانتشار المجاور فان العلاقه بین ) ٢(

  المتغیرین س ، ص بانها 

  لا توجد علاقه   ) ج عكسیه    د طردیه     ) تامه          ب - أ
  لا توجد علاقه ) د(                    

اذا مثلت العلاقه بین المتغیرین س ، ص في شكل الانتشار المجاور فان العلاقه بین ) ٣( 
  : المتغیرین س ، ص بانها 

  لا توجد علاقه   ) طردیه      ج عكسیه    د) تامه          ب - أ
  یه طرد) ب(       

حیث                            * ص* فان قیمة الارتباط س ٠.٧اذا كان معامل الارتباط بین س ، ص هو ) ٤(
  یساوي  ٤+ص * = س ، ص٢-١* =س
   ٠. ٥٦) د        ٠. ٥٦-) ج             ٠. ٧-) ب        ٠.٧) أ  

   ٠. ٧-) ب(     
  ----)  ١٤٩( صفحة ------------------------------------------- ------------------------------------------   
  



 

  
 

  ٣٦=٢)س   – رس ( وكان      ) ١٠(اذا كان س ، ص متغیرین عدد قیم كل منهما ) ٥(  
، فاحسب ١٨٠) = ص  –ص ر )( س  –س ر ( ،          ١٦٠٠=   ٢)ص  –ص ر (          

  .ن س ، ص معامل ارتباط بیرسون الخطي بین المتغیری
  

                         ٣  =          ١٨٠        =              ١٨٠       =    ر 
                                       ٤              ٤٠×  ٦  

            ١٦٠٠×  ٣٦             

   ٣س   
  
  
  
  

  احسب معامل ارتباط بیرسون الخطي بین المتغیرین س ، ص وحدد نوع الارتباط 
   ٨=         ٤٠=         ١٤+ ٨+  ٧+ ٦+  ٥= س   : الحل  

                ٥                     ٥      
   ٨=      ٤٠=      ١٠+ ٩+ ٨+ ٧+  ٦=  ص   

                      ٥                  ٥    

               ٢٠=            ر   
  علاقه طردیه                  ١٠×  ٥٠               

  ----)  ١٥٠( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------    
  

  
الخبرة   عدد  سنوات

  ) س(

١٤  ٨  ٧  ٦  ٥  

     )     ص(الیومي  الأجر 
                                            

١٠  ٩  ٨  ٧  ٦  

       ٢ )ص  – ر ص(  ٢ ) س  - رس (  ) س  - رس )(ص   – ر ص(  ص    – ر ص)   س  - رس (  ر ص  رس 

٤  ٩  ٦  ٢-  ٣-  ٦  ٥  
١  ٤  ٢  ١-  ٢-  ٧  ٦  
٠  ١  ٠  ٠   ١-  ٨  ٧  
١  ٠  ٠  ١  ٠   ٩  ٨  

٤  ٣٦  ١٢  ٢  ٦  ١٠  ١٤  
١٠  ٥٠  ٢٠  ٠  ٠  ٤٠  ٤٠  



 

  
 

 )٤      (  
  ٥  ٤  ٣  ٢  ١  اسم الطالب 
  ١٠٠  ١١٠  ١١٥  ١٢٠  ١٣٠  ) س(نسبة الذكاء 

  ٥٠  ٨٠  ٨٥  ٧٠  ٩٥  ) ص (علامة الریاضیات  
  وعلامة الریاضیات  ص) س(احسب معامل الارتباط برسون بین معامل الذكاء    

   ١١٥=       ٥٧٥=           ١٠٠+  ١١٠+ ١١٥+ ١٢٠+  ١٣٠= س     
                          ٥                                   ٥     

   ٧٦=         ٣٨٠=                 ٥٠+ ٨٠+ ٨٥+  ٧٠+ ٩٥=  ص     
                       ٥                                    ٥         

   
            ٦٢٥=          ر    

                                   
             ١١٧٠× ٥٠٠  

  
  
  

  ----)  ١٥١( صفحة --------------------------------------------------- ----------------------------------   
  
  
  
  
  

       ٢ )ص   – ر ص(  ٢ ) س  - ر س(  ) س  - رس )(ص   – ر ص(  ص    – ر ص  )  س  - رس (  ر ص  رس 

٣٦١  ٢٢٥  ٢٨٥  ١٩  ١٥  ٩٥  ١٣٠  
٣٦  ٢٥  ٣٠-  ٦-  ٥  ٧٠  ١٢٠  
٨١  ٠  ٠  ٩  ٠  ٨٥  ١١٥  
١٦  ٢٥  ٢٠-  ٤  ٥-  ٨٠  ١١٠  
٦٧٦  ٢٢٥  ٣٩٠  ٢٦-  ١٥-  ٥٠  ١٠٠  
١١٧٠  ٥٠٠  ٦٢٥  ٠  ٠  ٣٨٠  ٥٧٥  



 

  
 

   معادلة الانحدار
Regression 

  هي علاقه خطیه تربط بین المتغرین س،ص وتكتب على الصوره : معادلة الانحدار 
ب ویسمى س المتغیر المستقل ،صیسمى المتغیر التابع وقیمة أ ، ب یعتمد على +أس= ص

  .ییس الاحصائیه المقا
  معادلة الانحدلر للتنبؤ یقیم ص بدلالة س هي  
  ن   ب+ أ س = ^ص 

  )  ص  – رص )  ( س  – رس (                   
    ١= ر=         أ     

ن  
  

   ٢) س   -  رس (                             
  ١=ر                                   

  یمثلان الوسط الحسابي لقیم المتغیرین س ، ص على الترتیب   حیث س  ، ص     
  أ  س      -ص  = ب  
  العلامه المتبأ بها  –العلامه الحقیقیه = الخطا في التنبؤ *  

_____________________________________________________________  
  ص طلاب في مبحثین س ،  ٥یبین الجدول التالي علامات : مثال  
  اكتب معادلة الانحدار) ١ 
   ٩جد خطأ التنبو اذا كانت قیمة س هي ) ٢ 
  هل یوجد علامه بین قیمة س،ص ) ٣
   

  هـ  د  ج  ب  أ   اسم الطالب 
  ٥  ٤  ٣  ٢  ١  س
  ٤  ٦  ٨  ١٠  ١٢  ص
  
                                                                                 ٨= ٤٠=  ٤+٦+٨+  ١٠+ ١٢=     ،   ص    ٣=   ١٥=      ٥+٤+٣+٢+١= س    

                ٥               ٥                                    ٥                ٥  
                

 --- -)  ١٥٢( صفحة --------------------------------------------------------------------------------------- 



 

  
 

  
   

  
  رس

  
  

  ر ص
  
  )   س   -رس (

  
  

  ص    – ر ص
  
  ٢ )س    -رس (

  
  )س   -رس )(ص   – ر ص(

٨-  ٤  ٤  ٢-  ١٢  ١  
٢-  ١  ٢  ١-  ١٠  ٢  
٠  ٠  ٠  ٠  ٨  ٣  

٢-  ١  ٢-  ١  ٦  ٤  
٨-  ٤  ٤-  ٢  ٤  ٥  

٢٠-  ١٠  ٠  ٠    ٤٠  ١٥  
   

           ٢٠ -   )                    ص    –ص ) ( س   -س =                     (أ  
                                                                   =                             =- ٢  

   ١٠                                ٢)س  - س  (                                    
  

  ص   ـــ    أ  س  = ب          
   ١٤=  ٦+ ٨=  ٣×)  ٢-( ـــ٨= ب          

   ١٤+س  ٢-=  ^ص 
   ٤ -=  ١٤+ ١٨-=  ١٤+ ٩× ٢-= ص= الخطا في التنبؤ ) ٢ 
  الذي یبین شكل الانتشار یوجد علاقھ عكسیھ قویھ  من الجدول) ٣ 

  
  ) ٢٠٠٤- ٢٠٠٠(یبین الجدول  الاتي عدد حوادث السیر في الفتره : مثال  
   

  ٢٠٠٤  ٢٠٠٣  ٢٠٠٢  ٢٠٠١  ٢٠٠٠  السنھ 
  ٥  ٤  ٣  ٢  ١  ) س( م السنھرق

  ١٣٣  ١١٧  ٩٤  ٩٦  ٩٥  )ص(عدد الحوادث 
  معادلة الانحدار للتنبؤ بقیم ص ) ١ جد مایلي 

  حادثا  ١١٧الخطا بالتنبؤ بعدد الحوادث اذا كان العدد الفعلي لعدد الحوادث ) ٢             
   ٢٠٠٦تركھ في الحوادث في عام استخدم معادلة خط الانحدار للتنبؤ بعدد المركبات المش) ٣            

  
   ٣=   ١٥=    ٥+  ٤+  ٣+  ٢+  ١= س  :الحــــل

                            ٥                     ٥   
   ١٠٧=   ٥٣٥ =   ١٣٣+  ١١٧+  ٩٤+  ٩٦+  ٩٥ =ص 

                           ٥                              ٥  
  
  

  -- )  ١٥٣( صفحة -------------------------------------------------------------------- ------------------- 

 مجموع



 

  
 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

    ٧٧.٩=  ٢٩.١ – ١٠٧=  ٣×  ٩.٧ – ١٠٧= ، ب   ٩.٧=   ٩٧ = أ          
               ١٠  

   ٧٧.٩+ س  ٩.٧= ^ معادلة خط الانحدار للتنبؤ بقیم ص ھي    ص
  المتنبأ بھا  ١١٦.٧=  ٧٧.٩+  ٤×  ٩.٧فإن ص  ٤= عندما س )  ٢
   ٧= س  ٢٠٠٦في عام )  ٣
   ١٤٥.٨=   ٧٧.٩+  ٧×  ٩.٧= ص  

  .یبین الجدول معامل الذكاء ومعدل التحصیل لستة طلاب : تدریب 
  ٦  ٥  ٤  ٣  ٢  ١  رقم الطالب 

  ١٢٤  ١١٥  ١١٣  ١١٩  ١٠٦  ٩٥  ) س(معامل الذكاء 

  ٩٣  ٨٦  ٧٥  ٨٧  ٦٢  ٥٣  )ص(معدل التحصیل 

  
  .جد معادلة خط الانحدار للتنبؤ بقیم ص إذا علمت قیم س)  ١
   ١١٠المتنبأ بھ لطالب معامل ذكائھ  لر معدل التحصیقدِّ )  ٢

  
  رس

  
  

  ر ص
  
  )   س   -رس (

  
  

  ص    – ر ص
  
  ٢ )س    - رس   (

  
  )س    - رس )(ص   –ر ص(

٣٩١  ٢٨٩  ٢٣ -  ١٧-  ٥٣  ٩٥  
٨٤  ٣٦  ١٤ -  ٦-  ٦٢  ١٠٦  
٧٧  ٤٩  ١١     ٧  ٨٧  ١١٩  

١ -  ١  ١ -  ١  ٧٥  ١١٣  
٣٠  ٩  ١٠    ٣  ٨٦  ١١٥  
٢٠٤  ١٤٤  ١٧     ١٢  ٩٣  ١٢٤  
٧٨٥  ٥٢٨  ٠  ٠  ٤٥٦  ٦٧٢  

  -- )  ١٥٤( صفحة --------------------------------------------------------------------------------------- 

  
  رس

  
  

  ر ص
  
  )   س   -رس (

  
  

  ص    – ر ص
  
  ٢ )س     -رس (

  
  )س   -رس )(ص   – ر ص(

٢٤  ٤  ١٢ -  ٢-  ٩٥  ١  
١١  ١  ١١ -  ١-  ٩٦  ٢  
٠  ٠  ١٣ -  ٠  ٩٤  ٣  

١٠  ١  ١٠  ١  ١١٧  ٤  
٥٢  ٤  ٢٦  ٢  ١٣٣  ٥  

٩٧  ١٠  ٠  ٠  ٥٣٥  ١٥  

 مجموع

 مجموع



 

  
 

   ٧٦=    ٤٥٦ = ، ص    ١١٢=    ٦٧٢ =س              
                      ٦                                 ٦  

  ٩٠.٥ - = ١٦٦.٥ – ٧٦=  ١١٢×  ١.٤٩ – ٧٦= ، ب    ١.٤٩=       ٥٨٧ =   أ        
               ٥٢٨  

  ٧٣.٤=   ٩٠.٥ – ١١٠×  ١.٤٩= ^ ب ، ص+ أ س = ^ ص)  ٢
  

  تمارین ومسائل
( یبین الجدول الاتي علامات خمسة طلاب في مبحثي التاریخ والجغرافیا ، حیث النھایة العظمى للعلامة )  ١

  . د معادلة خط الانحدار للتنبؤ بقیم ص إذا علمت قیم س ج) .  ١٠
  ٥  ٤  ٣  ٢  ١  رقم الطالب 

  ١٤  ١٣  ١٠  ١٢  ١١  )س ( علامتھ في التاریخ 
  ١٨  ١٤  ١٠  ١٦  ١٢  ) ص ( علامتھ في الجغرافیا 

   
  

  رس
  
  

  ر ص
  
  )   س   -رس (

  
  

  ص     – ر ص
  
  ٢ )س      -رس (

  
  )س   -رس )(ص   – ر ص(

٢        ١     ٢ -  ١ -    ١٢  ١١  
٠         ٠         ٢     ٠     ١٦  ١٢  
٨         ٤      ٤-    ٢ -    ١٠  ١٠  

٠         ١     ٠     ١     ١٤  ١٣  
٨          ٤     ٤      ٢     ١٨  ١٤  
١٨       ١٠  ٠  ٠  ٧٠  ٦٠   

  
   ١٤=     ٧٠= ، ص     ١٢=     ٦٠=  س           

                    ٥                             ٥  
  
   ٧.٦ -=   ٢١.٦ – ١٤=  ١٢× ١.٨ – ١٤=  ، ب     ١.٨=   ١٨= أ 

      ١٠  
   ٧.٦  - س   ١.٨=  ^ ص

إذا كان س ، ص یمثلان رأس مال الشركة وأرباحھا مقدرة بآلاف الدنانیر على الترتیب وجمعت )  ٣
  : البیانات الاتیة لخمس شركات 

   ١٠٠٠=  ٢)س  – ر س( ،        ١٢= ، ص ١٠= س                                        
  

     ٨٠) = ص  – ر ص) ( س  – رس (                                             
  
  .جد معادلة الانحدار الخطي البسیط للتنبؤ بقیم ص إذا علمت قیم س ) أ 

  . ألف دینار  ١٠٠قدِّر ربح شركة رأس مالھا  ) ب 
  
  
  -- )  ١٥٥( صفحة -------------------------------------------------------------------------------------- -

 مجموع



 

  
 

     ١١.٢=   ٠.٨ – ١٢=  ١٠× ٠.٠٨  -  ١٢=  ، ب   ٠.٠٨ =       ٨٠  =  أ )    أ : الحــــل 
                          ١٠٠٠  

  ب + أ س = ^ ص) ب 
   ١٩.٢=  ١١.٢+  ٨=   ١١.٢+  ١٠٠×  ٠.٠٨= ^ ص   ١٠٠= س 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  -- )  ١٥٦( صفحة --------------------------------------------------------------------------------------- 
   



 

  
 

  مراجعـــــــــــــة 
ّ المعادلات الاتیــة)  ١   : حــــل

             ٨                  ٨  
١                   =                    ( ٦= س  ٢   ٣= س   

  ٦س                ٢           
  
  س                   س)         ٢

                                            =   ١٠=  ٧+  ٣= س   
             ٧                     ٣  

  
   ٥= ن   ٤×  ٥=  ٢٠     ٢٠) =  ٢ن ، ( ل ) ٣
  
   ٤= ن   ٤×٣×٢×١=  ٢٤   ٢٤=  ن ) ٤
    ،  ٣= اذا كان س متغیراً عشوائیـــاً یخضع لتوزیع ذي الحدین حیث ن )  ٢

  :  ، فجد كلاً مما یأتي    ١٩ ) =    ١   س    ( ل     
                                  ٢٧  

  ) ٢= س ( ل )  ٢                            قیمة   أ            ) ١
    : الحـــل

   ١٩ ) =   ٣= س ( ل ) +  ٢= س ( ل ) +  ١= س ( ل) =   ١   س    ( ل     
                                                                                                  ٢٧  

   ٨ =    ١٩ – ٢٧=       ١٩  - ١) =  ١   س    ( ل     - ١) =   ٠= س ( ل     
                                                                     ٢٧          ٢٧              ٢٧  

                             ٣  
     ٨ =   ٣)أ  – ١(  ٠)أ ) =                (  ٠= س ( ل   

                              ٢٧                                 ٠  
  
    ١ =  ٢   – ١= أ     ٢ = أ   – ١ بأخذ الجذر التكعیبي للطرفین       ٨ =   ٣)أ  – ١(

                 ٣     ٣                     ٣                                                                ٢٧   
                                   ٣  
          ٦ =     ٢ ×    ١ ×  ٣=    ١)  ٢  ( ٢)  ١  ) =                    (  ٢= س ( ل ) ٢

                                    ٢٧        ٣       ٩                  ٣          ٣           ٢  
قطع من انتاج المصنع ) ١٠(فإذا اخذت % ٩٥انتاج احد المصانع اذا كانت نسبة القطع الصالحة من )  ٣

  ١٠:                           بطریقة عشوائیة ، فجد احتمال 
  ) جمیع القطع صالحة( ٠ )٠.٠٥( ١٠)٠.٩٥)               (  ١٠= س ( ل . ان لا یكون بینھا قطع معیبة ) أ 

                                                                    ١٠  
   ١٠.     ان یكون بینھا قطعة واحدة معیبة ) ب 

             ٩)٠.٩٥( ١)٠.٠٥)  =               ( ١= س ( ل                            
                                                       ١  

  . واحدة  أن لایزید عدد القطع المعیبة على قطعة) جـ
                                                   ١٠                                          ١٠  

  ٩)٠.٩٥(١)٠.٠٥+                ( ١٠)٠.٩٥(٠)٠.٠٥)  =                ( ١= س ( ل )  +  ٠= س ( ل 
                                                    ١                                            ٠   

  ) ...... ١٥٧( صفحة .............................................................................................. 



 

  
 

 ،)  ٠.٢( ماكینات، إذا كان احتمال أن تحتاج كل ماكینة إلى إصلاح خلال عامین ھو )  ٨( مصنع بھ )  ٤
  :   احسب احتمال 

  أن تحتاج اثنتان فقط إلى إصلاح )  ٢.   أن لا تحتاج أي من الماكینات إلى إصلاح )  ١
  أن تحتاج واحدة على الأقل إلى  إصلاح)  ٤أن تحتاج اثنتان على الأكثر إلى إصلاح       )  ٣

   ٠.٢=  ،  أ   ٨= ن :  الحـــــل
                                    ٨      

       ٨) ٠.٨( ٠) ٠.٢) =                 (  ٠= س ( ل )   ١
                                    ٠  

                                 ٨  
       ٦) ٠.٨( ٢) ٠.٢) =               (  ٢= س ( ل )  ٢

                                 ٢    
  ) ٢= س ( ل +   ) ١= س ( ل ) +  ٠= س ( ل )  ٣

          ٨                                        ٨                                        ٨  
 )                =٦) ٠.٨( ٢) ٠.٢+               (  ٧) ٠.٨( ١) ٠.٢+               (   ٨) ٠.٨( ٠) ٠.٢       

          ٢                                        ١                                        ٠  
                                           ٨  

       ٠.٨٣٢٢=  ٠.١٦٧٨ – ١  ٨)٠.٨(  -  ١=   ٨) ٠.٨( ٠) ٠.٢(              - ١) =٠= س (ل  - ١)   ٤ 
                                          ٠  

طالب وطالبة ، فإذا كان الوسط )  ٤٠٠٠٠(ان شھادة الدراسة الثانویة العامة الفرع الادبي تقدم لامتح)  ٥
، جد عدد الطلبة الذین )  ١٥( والانحراف المعیاري لھا )  ٦٢( الحسابي لمعدلات الطلبة في ذلك الامتحان 

توزیع العلامات  اذا كان. على فرض ان المعدلات مقربة لاقرب علامة صحیحة )  ٩٠( حصلو على معدل 
  . یتبع التوزیع الطبیعي 

  =٦٢  ،  =س = ، ز    ١٥-    ٤٠٠٠٠= ، عدد الطلبة  
                                           

  )   ١.٨٧ ز ( ل )  =    ٢٨ ز ( ل ) =  ٦٢ – ٩٠ ز ( ل ) =  ٩٠ س ( ل 
                                       ١٥                       ١٥  

    ٠.٠٣٠٧=  ٠.٩٦٩٣ – ١) =  ١.٨٧ ز ( ل  – ١=  
  طالباً  ١٢٢٨=   ٠.٠٣٠٧×  ٤٠٠٠٠= عدد الطلبة 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ) ...... ١٥٨( صفحة .............................................................................................. 



 

  
 

طالب ، فإذا كانت أطوالھم تتبع التوزیع الطبیعي وكان الوسط الحسابي  لھذه ) ٥٠٠( مدرسة فیھا )  ٦
  سم فجد )  ١٠( سم والانحراف المعیاري لھا )  ١٣٠( الأطوال یساوي 

  . سم )  ١٤٠( نسبة الطلبة الذین أطوالھم أكثر من ) أ 
  .سم)  ١١٨( نسبة الطلبة الذین تقل أطوالھم عن ) ب
  . سم ١٣٨سم و ١٢٦تنحصر أطوالھم بین   نسبة الطلبة الذین) جـ

  )      ١  ز  ( ل ) =    ١٣٠  - ١٤٠  ز  ( ل ) =   ١٤٠ س ( ل ) أ :  الحــــل
                                                                ١٠  

  % ١٥.٨٧% = ١٠٠× ٠.١٥٨٧=  ٠.٨٤١٣ – ١) =   ١  ز  ( ل   -  ١=   
  )    ١.٢ -  ز  ( ل ) =   ١٣٠  - ١١٨  ز  ( ل ) =     ١١٨ س ( ل ) ب 

                                                       ١٠   
  %١١.٥١% = ١٠٠×  ٠.١١٥١=  ٠.٨٨٤٩ – ١) =  ١.٢  ز  ( ل   - ١= 
  )  ١٣٠ – ١٣٨ ز   ١٣٠ – ١٢٦( ل ) =  ١٣٨ س   ١٢٦( ل ) جـ

                                                       ١٠                      ١٠  
  ) ٠.٤ -  ز  ( ل     -)  ٠.٨  ز  ( ل ) =   ٠.٨ ز   ٠.٤  - ( ل =     
  ) ٠.٦٥٥٤ – ١(  – ٠.٧٨٨١) =  ٠.٤  ز  ( ل   -  ١(  –)  ٠.٨  ز  ( ل =     
  ٢٢٢=٠.٤٤٣٥×٥٠٠= دد الطلبة ، ع ٤٤.٣٥% = ١٠٠×  ٠.٤٤٣٥=  ٠.٣٤٤٦ – ٠.٧٨٨١=    
  یبین الجدول المجاور قیم المتغیرین  س ، ص جد )  ٧
  معامل ارتباط بیرسون بین المتغیرین س ، ص ) أ  

  معادلة الانحدار للتنبؤ بقیم ص إذا علمت قیم س ) ب
 : الحـــــل

     ٢ ) ص –ر ص(  ٢ ) س -ر س(  )  س -رس )(ص  – ر ص()   س  - رس (  ص   – ر ص  ر ص  رس 
٤  ٩   ٦ -  ٣-  ٢   ١٠  ١  
٠  ٤  ٠   ٢ -  ٠   ٨          ٢  
١  ٤  ٢   ٢    ١  ٩  ٦  
٩   ٩ -  ٣     ٣ -  ٥  ٧  

 ٢٦  
٩  

  ١٤  ١٣ -  ٠  ٠  ٣٢   ١٦  المجموع
  

   ٨=     ٣٢ = ،    ص   ٤=     ١٦ = س       
                ٤                            ٤  

  
  ٠.٦٨٤٢   ١٣ -         ١٣ -  =           ١٣  -   = ر 

                                                 ١٩  
        ٣٦٤           ١٤×٢٦                

  
    ١٠=   ٢٦٠=   ٥٢+٨=  ٤×   ١٣ -   - ٨=  ، ب    ١٣ -   = أ )  ب 

               ٢٦       ٢٦                  ٢٦                      ٢٦   
  ١٠+ س   ١٣  -=  ب  + أ س = ^  ص

                                ٢٦  
  

  ) ...... ١٥٩( صفحة ............................................................................................. 

  ٧    ٦    ٢    ١    س

  ٥     ٩    ٨    ١٠   ص



 

  
 

نع ما الى معادلة الانحدار الخطي البسیط للعلاقة بین عدد ساعات العمل توصل قسم الانتاج في مص)  ٨
  فكانت ) ص ( ساعة / في المصنع ، وكمیة الاستھلاك من الكھرباء بالكیلو واط ) س ( الیومي 

  :س ، اعتمد على معادلة الانحدار في الاجابة عن الاسئلة الاتیة  ٣٠+  ٢٥٠= ^ ص
  .       ، ب استخرج من المعادلة قیم أ ) أ 
  . ساعات )  ٨( قدر كمیة الاستھلاك من الكھرباء إذا كانت ساعات العمل لیوم ما ) ب

  ٢٥٠= ، ب  ٣٠= أ  ب + أ س = ^ ص:  الحــــــل
   ٤٩٠=  ٢٤٠+  ٢٥٠=  ٨×٣٠+  ٢٥٠= ^ ص) ب 

  
دقة العمل ، من  یبین الجدول الآتي نتائج دراسة أجریت لمعرفة تأثیر عدد ساعات العمل المتواصل في)  ٩

  . حیث الأخطاء التي یرتكبھا الموظف 
  ٢٤  ٢٠  ٢٠  ١٦  ١٢  ١٢  ٨  ٨  ) س(عدد ساعات العمل 

  ١٦  ١٦  ١٢  ٨  ١٠  ٦  ٦  ٦  ) ص(عدد الأخطاء 
  . ارسم شكل الانتشار بین المتغیرین س ، ص ) أ 
  . ھل تعتقد بوجود علاقة خطیة بین المتغیرین س ، ص ) ب
  . للتنبؤ بقیم ص أذا علمت قیم س جد معادلة خط الانحدار ) جـ
  . ساعات  ١٠قدر عدد الاخطاء إذا كانت عدد ساعات العمل ) د
      

  نعم توجد علاقة خطیة طردیة 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ) .... ١٦٠( صفحة ............................................................................................. 



 

  
 

  
  رس

  
  

  ر ص
  
)   س    -رس (

  
  

  ص     – ر ص
  
  ٢ )س      -رس (

  
  )س   -رس )(ص   – ر ص(

٢٨  ٤٩  ٤-    ٧ -  ٦  ٨  
٢٨  ٤٩  ٤ -  ٧ -  ٦  ٨  

١٢  ٩  ٤ -  ٣ -  ٦  ١٢  

٠  ٩  ٠  ٣ -  ١٠  ١٢  
٢ -  ١  ٢ -  ١  ٨  ١٦  
١٠  ٢٥  ٢    ٥  ١٢  ٢٠  
٣٠  ٢٥  ٦    ٥  ١٦  ٢٠  
٦٣  ٨١  ٦    ٩  ١٦  ٢٤  

١٦٩  ٢٤٨  ٠٠٠  ٠٠٠  ٨٠  ١٢٠  
  
  

   ١٠=    ٨٠  =،  ص  ١٥=     ٢٠١=  س  
            ٨                             ٨        

  ٠.٢٢-=  ١٠.٢٢  -  ١٠=  ١٥×  ٠.٦٨ – ١٠= ،  ب   ٠.٦٨=     ١٦٩= أ 
      ٢٤٨  
  ٠.٢٢ –س  ٠.٦٨= ^ ص
   ٦.٥٨=  ٠.٢٢ – ٦.٨=  ٠.٢٢ – ١٠×  ٠.٦٨= ^ ص  ١٠= س
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ) .... ١٦١( صفحة ........................................................................... ..................
  
  
  

 موعمج



 

  
 

  
  اختبار ذاتي

فقرات من نوع الاختیار من متعدد یلي كل فقرة اربع اجابات واحدة فقط )  ١٠( یتكون ھذا السؤال من )  ١
  ٥:      منھا صحیحة 

  : ســـــــاوي قیمة المقدار            ت) ١
                        ٣   

   ٢٤٣) د                    ٨) جـ                    ١٥) ب                    ١٠) أ 
  
معلمات ، فإذا قرر )  ٣( أمھات و )  ٥( یتكون مجلس الامھات والمعلمات في احدى المدارس من ) ٢

ھات للمشاركة في احتفال المدرسة بعید الاستقلال، بكم طریقة من الام)  ٢( المجلس اختیار معلمة واحدة و
  مختلفة یمكنھ ذلك؟ 

   ٦٠) د                   ٣٠) جـ                    ٢) ب                       ١) أ 
           ٣              ٥    

                                  × =٣٠=  ٣×  ١٠     
           ١              ٢  

  
  ٢٠:                       طالبا ھو  ٢٠طلاب من بین    ٥عدد طرق اختیار  ) ٣
  ) د                  ٥ ٢٠) جـ            ٥×  ٢٠) ب)       ٥،  ٢٠( ل ) أ 

                                                                                             ٥  
  إذا اشترك أربعة ریاضیین في المباراة النھائیة للسباحة ، فما عدد التراتیب المختلفة لنتائج السباق ؟)  ٤
   ٢٥٦) د                   ١٠) جـ                       ٤) ب                 ٢٤) أ 
  
  فإذا زرع أبو محمد  )٠.٧( إذا  كان احتمال نجاح زراعة شجرة التفاح في منطقة عجلون  ) ٥
  :شجرات في حدیقة بیتھ ، فما احتمال نجاح زراعتھا جمیعا)  ٣(   
   ٠.٣) د                  ٠.٢١) جـ              ٣) ٠.٣) ( ب        ٣) ٠.٧) ( أ

                            ٣  
  ٣) ٠.٧= (  ٠) ٠.٣( ×  ٣) ٠.٧( × ) =               ٣= س ( ل 

                            ٣  
  )  ٠.٢( اذ ا كان احتمال أن ینقطع التیار ھو  رصد قطع التیار الكھربائي  لمدة ستة أیام متتالیة ،) ٦

  :فما احتمال انقطاعھ لمدة یومین فقط 
  ٤) ٠.٨(  ٢) ٠.٢(  ١٥)  ب                                              ٦) ٠.٨(  ٢) ٠.٢(  ١٥) أ 
  ٢) ٠.٨( ٤) ٠.٢(  ١٥)  د                                              ٢) ٠.٨(  ٦) ٠.٢(  ١٥)جـ
  
  :إذا كان التوزیع الاحتمالي لمتغیر عشوائي ھو )  ٧
  )- ك  ٣( ، )  ٠.١٥،  ١( ، )  ٠.٢،  ٠( ، )  ٠.٣،  ٢ ، (  فما قیمة ك .  
    ٠.٧) د                    ٠.١) جـ                        ٠.٣٥) ب                  ٠.٦٥) أ  

  فإن الارتباط بین س،ص )  ٠.٩٥ –( إذا كان معامل الارتباط بین متغیرین  س ، ص  یساوي )  ٨
  عكسي تام ) طردي تام             د ) عكسي قوي                جـ ) طردي قوي            ب) أ 
  
  
  
  

  ) ...... ١٦٢( صفحة ......................................................................... .....................

  
 أ  

  
 د  

  
 جـ 

  
 أ  

  
 أ  

  
 أ  

  
 ب 

  
 ب 



 

  
 

  معادلة الانحدار للتنبؤ بقیم ص إذا عرفت قیم س ، إذا كانت احدى ١٠+ س  ٠.٣= ^ لتكن ص)  ٩
  یمة ص یســاوي فإن الخطأ في التنبؤ بق)  ٣٧( وقیمة ص الحقیقیة المناظرة لھا )  ١٠٠( قیم س   
   ٣ –) د                    ٢٤) جـ                        ٣) ب                 ٢٤ -) أ 

   ٤٠=   ١٠+  ٣٠=  ١٠+  ١٠٠×  ٠.٣=  ^ ص: الحــل 
   ٣ –=   ٤٠ – ٣٧= ^ ص –ص = الخطأ بالتنبؤ بقیمة ص 

رین س ، ص ، یمكن تقدیر معامل الارتباط یمثل الشكل المجاور شكل الانتشار لتوزیع ما بین المتغی)  ١٠
:                                                            بین المتغیرین س ، ص بـ ِ

   
    ٠.٨) د                    ١)جـ                         ٠.٨ –) ب                  ١ -)أ 
ل بشكل مستقل ، فإذا كان احتمال تعطل المحرك خلال محركات من نوع واحد ، تعم ٣طائرة بھا )  ٢
، إذا عرف المتغیر العشوائي س بأنھ عدد المحركات التي یصیبھا العطل ، % ١٠ساعة یســاوي )  ٢٠٠(

  . اكتب التوزیع الاحتمالي للمتغیر س 
   ٣،  ٢،  ١،  ٠ = ، س   ٠.١= ، أ  ٣= ن :  الحـــل

 
  ٠.٧٢٩=  ٣ ) ٠.٩( ٠ ) ٠.١) =          ( ٠(ل  
  
  ٠.٢٤٣ =  ٢ ) ٠.٩( ١ ) ٠.١) =          ( ١(ل   

  
  ٠.٠٢٧= ١ ) ٠.٩( ٢ ) ٠.١) =            ( ٢(ل  
   

  ٠.٠٠١= ٠ ) ٠.٩( ٣ ) ٠.١) =              ( ٣(ل 
  )٠.٠٠١،  ٣( ، )  ٠.٠٢٧،  ٢( ، )  ٠.٢٤٣،  ١( ، )  ٠.٧٢٩،  ٠  (  
متحان ، وكان توزیع علاماتھم قریبا من التوزیع الطبیعي ، فإذا كان الوسط طالب لا)  ١٠٠٠٠( تقدم )  ٣

وكان عدد الطلبة الذین علاماتھم فوق )  ١٠( والانحراف المعباري لھا )  ٥٧( الحسابي لھذة العلامات 
  . طالب ، فما قیمة العلامة س )  ١٧٠٠( العلامة س وأقل من الوسط الحسابي 

  : من الجدول الاتي ملاحظة یمكن الاستفادة 
  ٠.٤٤   ٠.٩٧  ٠.٠٤  العلامة المعیاریة ز 

  ٠.٦٧٠٠  ٠.٨٣٤٠  ٠.٥١٦٠  )أ   ز  ( ل 
   

  
  ) ...... ١٦٣( صفحة .............................................................................................. 

  
 د 

  
 جـ

٣  
٣
٣ 

٣  
٢
٣ 

٣  
١
٣ 

٣  
٠
٣ 



 

  
 

      ٠.١٧=      ١٧٠٠ ) = أ  ز    ( ،  ل  ١٠=  ،    ٥٧=  : الحــــــل 
                                                                       ١٠٠٠٠  
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  تم بحمد االله
  

  اعداد 
  :الاستاذ 

  محمد مصطفى القضاه 
٠٧٩٥٥٩٨٤٥٦  




