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 التكامل غير المحدود

 حيث جـ ثابت التكامل      = ق)س( + جـ   سxقَ)س(       :    تعريف التكامل بالرموز

 .  يسمى التكامل غير محدود لأن هناك قيم غير محدودة يمكن أن يأخذها الثابت جـ 

 لاقتران ق)س( = ق)س(  ومعناها بالرموز :تكامل امشتقة                            

                                  
x

xس
 ( = ق)س( سx)   ق)س(  

 

، فجد  سxس (2 – 2س3)  إذا كان ص =   (1
xص

xس
  2عندما س =          

 الحل : 

  باشتقاق الطرفين :

 
xص

xس
  =

x

xس
 س2 – 2س3=  ) سxس (2 – 2س3)  ( 

        ،  2عندما س = 
xص

xس
  =3(2)2 –2(2 = )21 – 4  =8 

 تساوي :   (1-قَ)، فإن     سxس ( 5+  2إذا كان  ق)س( =   )س (2

  4د(                                    3ج(                                     6-ب(                                4- (أ

 نشتق الطرفين :  الحل : 

 س     لأن الاشتقاق يلغي التكامل 5+  2= س قَ)س(

   4-=  5 – 1( = 1-)5+  2(1-)=  (1-قَ)

 ( 1قَ)فجد   5+  2س6+  3س2=  سxإذا كان ق اقتراناً متصلاً  وكان    ق)س(  (3

  حيث الاشتقاق يلغي التكامل نشتق الطرفين :الحل : 

 قَ)س(  نشتق مرة ثانية لإيجاد           س12+  2س6ق)س( = 

 24=  12+  2(1) 12= ( 1قَ)  ومنه  12س + 12= قَ)س( 

 تساوي : قَ)س(فإن  3س2=  سx قَ)س(  إذا كان ق اقترانا متصلا ، وكان    (4

  2س6د(                  س             6ج(                       3س ب(                    2س3 (أ

      2س6= ( س)قَ:    ينتج الطرفين باشتقاق
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 تساوي :  س()قَفإن    س 2= جتا سxاقتراناً متصلاً وكان       ق)س(  إذا كان  ق (5

 س 2جتا 4 –س                     د( 2جتا 4س                    ج( 2جا 2-س                     ب( 2جا 2 (أ

 نشتق الطرفين :  

   
x

xس
  = )سx )س(ق  ( 

x

xس
     )س2جتا( 

 قَ)س(   س     نشتق الطرفين مرة ثانية لإيجاد 2جا 2-ق)س( =        

    س  2جتا 4-س  = 2جتا 2× 2-=  قَ)س(      

 ؟      فجد الثابت  4= (1قَ)وكان  1س +  +  2= س سx( 3+  )قَ)س(  إذا كان 

 لأن الاشتقاق يلغي التكامل       س +2=  3+  قَ)س(  y   نشتق الطرفين

 +  2=  3+  4ومنه        + 1×  2 =  3 + (1قَ)

     7  =2  +                  ومنه  =5     

  :      قواعد التكامل 

 = أس + جـ      حيث أ ثابت  سxأ     : 1القاعدة 

 س + جـ   3=  س3x           مثال      

س      : 2القاعدة 
=  سx ن 

س
1ن+

1ن+ 
  -1+ جـ      حيث ن  

=  سx 4س         مثال      
س

5

 5
 + جـ 

 جتاس + جـ -=  سxجاس           : 3القاعدة 

 = جاس + جـ سxجتاس          : 4القاعدة 

قا        :  5القاعدة 
2

 + جـ        حيث جـ ثابت التكامل  = ظاس سxس 

قا2 –جتاس  3)            مثال     
2

  سxس + جاس (

 جتاس + جـ –ظاس 2-جاس 3 =                    

=  س x=   س سx   3س    جد قيمة مايلي : (6
2

5
 + جـ س 

 )    جد قيمة مايلي : (7
قا

2
س

3
قا   =  سx   ( س+  جاس2 -  

2
 سx س  +  سx جاس   2 - سxس 

                                                           =  جتاس 2 +ظاس +
2س

2
 + جـ  

 

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
  

 
  

 

 

ق
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س

  )

 

ق
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  )
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قا4   (8
2

 يساوي :  سxس 

قا 4+ جـ                    ج(  ظاس + جـ                   ب( ظاس4 (أ
2

اظ 4+ جـ                 د(  س
2

 + جـ   س

  - 2س10)  جد قيمة مايلي : (9
6
 قا3+     س

2 
قا   +3س – 2س10)  =  سxس (  

2 
 سxس ( 

                                                              = 3س -  س  +3 ظاس + جـ 

+  5-س)     جد قيمة مايلي :  (10
1

قا+   2س 
2

قا+   2-س+  5-س)  =  سx(  س
2

=   س x(س
4-س

 -4
  +

1-س

 -1
 + جـ ظاس+  

11) 
3

جتا 
2

س
   يساوي : س 

قا3جاس + جـ                          ب( 3 (أ
2

ظاس + جـ               د(   3  ج(س + جـ                      
3

جاس 
 + جـ   

  الحل :   
3

جتا 
2

س
 قا 3=      س

2
حيث قا                ظاس + جـ   3=  سس 

2
س = 

1

جتا 
2

س
  

 يساوي : س  ظاس جتاس 2 (12

قا2جاس + جـ                          ب( 2 (أ
2

+ جـ               د(    جتاس2-س + جـ                      ج( 
2

جاس 
 + جـ   

 الحل : 

 2=   س  ظاس جتاس 2
جاس

جتاس 
جتاس + جــ          حيث ظاس = 2 -=  س  جاس 2=    س  جتاس ×   

جاس

جتاس 
  

13)        
جاس

ظاس 
   يساوي  :  س 

اس + جـ                          ب( قاتج (ب
2

 + جـ  جاس+ جـ               د(    اسج –س + جـ                      ج( 

الحل :      
جاس

ظاس 
 س    =

جاس

 
جاس

جتاس 
 

 جاس   س      = ×
جتاس

جاس 
  جتاس  س   =جاس + جـ  س    = 

    ص= جد  (14
س3 - 2س

 3 س
   =  س()س(3- 2)س   س

-   
  س 

سس   = (س - 3)س  ص=        

 - 3 ×س  جـ + 
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15)  ً  (1، فجد قيمة ق) 3( = 2، وكان ق) 1 –س 2 قَ)س(=للاشتقاق ، وكان  قابلاً  إذا كان ق اقترانا

  1لإيجاد ق)س( ثم نعوض س بـ  قَ)س(( معنى ذلك يجب أن نجري تكامل 1فكرة الحل : عندما يطلبوا إيجاد ق)

 سx( 1 –س 2)  =  سx قَ)س(         

 س + جـ – 2= س ق)س(                  

 ( + جـ 2) – 2(2( = )2ق)      

 وبالتالي قاعدة الاقتران :  1جـ = + جـ    ومنه    2=   3ومنه            + جـ 2 – 4=    3        

  1=  1( + 1) – 2(1( = )1ومنه ق)  1س +  – 2ق)س( = س      

 ( 2، فجد قيمة ق) 0( = 1، وكان ق )  1س  + 4 - 2س6=  قَ)س(إذا كان ق اقتراناً قابلاً للاشتقاق ، وكان  (16

 الحل : 

  س x(1+   س4 – 2س6=    )  سx قَ)س(نكامل الطرفين :       

   0( = 1+ س + جـ    ولكن  ق) 2س2 – 3س2ق)س( =   

 + جـ  1+  2(1)2 – 3(1)2( = 1ق)

  1-+ س  2س2 – 3س2فتكون   ق)س( =   1-+ جـ   ومنه جـ =  1+  2 – 2=  0

     9=  1- 2+  8- 16=    1- 2+  2(2)2 – 3(2)2( = 2ق)

جد التكامل الآتي :       )  (17
3

+  2س
2

س2جتا
 سx  (  3س -  

قا 2+  2-س3الحل :    )
2

 3س  =   )xس -س 
1-س

-1
  + جـ س -ظاس  2+  

                                                           =
-3

س
 + جـ س  -ظاس  2+  

  ،     فإنّ   سxس 4إذا كان   ظا (18
xص

xس
 تساوي :   

س                ب( قا4ظا (أ
2

قا4( 5س                      4ظا4س                    جـ( 4
2

 س4

 

 ( تساوي : 1، فإن قيمة ق) 3س – 5س =  xكان ق متصلاً ، وكان        ق)س( اإذ (19

  3-د(                              3جـ(                              2ب(                      2- (أ

  3-=  2(1)3-( = 1ق)  y  2س3-نشتق الطرفين :  ق)س( =  

 

 

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 

بكر
بو 
یر أ
 من



مكثف المنير                                    الأستاذ منير أبو بكر                                             الفصل الثاني –أدبي   

 

7 

  

 التكامل المحدود

 هو : ]، ب أ[التكامل المحدود للاقتران ق على الفترة 

 ع)أ( ، حيث :  –=  ع)ب(   )= ع)س سxق)س(  

 المحدود  أ : الحد السفلي للتكامل

 ب : الحد العلوي للتكامل المحدود

 (ع)أ( بالرمز ع)س –ع)ب(  حيث يرمز للمقدار العددي :   

 4 = سx 3س 4 جد   (1
4س

4
 15=  1 – 16=  4(1)–4(2=  )   4س=      

 سxس   + س (  )   أوجد تكامل :     (2

       (  ) س   + سxس   =  س (  ) س +xس ( = س  + 2س ) 

        ( =3س  + 2س ( = )(1)3  + (1)2 )- ((0)3  + (0)2  = )  +  = 

 ، فجد قيمة الثابت م    15=  سx 3      إذا كان   (3

  15 = 3م +3ومنه        15( = 1-)3 -)م ( 3ومنه   15س   = 3    

  4ومنه م =      12م = 3    

 تساوي :   سx قَ)س(، فإن        10( = 3،  ق) 3 -(= 1-إذا كان ق) (4

  12-د(                            20ج(                              13ب(                      10- (أ

  13=  3+  10( =  3 -) - 10( = 1-ق) -(  3= ق)    = ق)س( سx قَ)س(   

    12=   سx قَ)س(        وكان :    4( = 2،  ق) 3=  (1إذا كان ق)س( متصلا وكان ق) (5

 ؟   ثابت ، فجد قيمة    حيث 

 الحل :

 )12=    ق)س 

(( = 1ق) –( 2)ق )ومنه    12 (4 - 3  = )12     ومنه  =12                     

 ب

 أ

 ب

 أ
  

 

 ب

 2 أ

1 

2 

1 

2 

1 

 1 

0 
 1 

0 

1 

0 

 1 

0 

 م

-1 

 م

-1 

3 

-1 

 3 

-1 

 3 

-1 

2 

1 

 2 
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ملاحظة هامة : 

 صفر لأن التكامل المحدود  قيمة ثابتة مشتقة التكامل المحدود  تساوي

أوجد       سx(  3- 2س2)   إذا كان ص =    (6
ص

س

الحل : 
ص

س
= صفر  لأن التكامل المحدود قيمة ثابتة مشتقته صفر  

احسب قيمة التكامل التالي :    (7
8 -س 2+ 2س

4 +س 
 x س 

الحل : 
8 -س 2+ 2س

4 +س 
 x س    =

(2-س )(4س+ )

4 +س 
 x س

= )   سx(  2 -=     )س     
2س

2
س (   = 2 -

(2)2

2
- 2×2 - (

(-1)2

2
- 2×-1)

 =2 - 4 - (
1

2
+2 = )-2 -

5

2
 =-

9

2

8)  ً ( 2ق) –( 3، فجد قيمة ق) 1 - 2س3=  قَ)س(، وكان  ] 3،  2[على الفترة  إذا كان الاقتران ق معرفا

  سx( 1 - 2س3)  =سx قَ)س(  

س(  - 3ق)س(  = ) س

81=  6 - 42( = 2 -3(2) ) -( 3 -3(3)( = ) 2ق) -( 3ق)

يساوي :   سx قَ)س(        فإنّ        2س6إذا كان ق)س( =  (9

18  د(      11ج(      12ب(    16 (أ

 18=  6 – 24=  2(1)6 –2(2)6( = 1ق) –( 2= ق )س(  = ق)  سx قَ)س(  الحل :    

:  التكامل الآتي احسب قيمة  (10

أ( 
1

 3  س
  = سس-  = سس = 

3
2س     =  

3
 (-8 )

2  -    
3
 (-1) 

2

 =×4 - ×1  =

، فإن قيمة الثابت م تساوي :  15=   سxإذا كان     م  (11

  4-د(           3جـ(     5ب(  5- (أ

 5-م =       y   15م = y  -3   15( = 4 – 1م)   y   15م س   =   

 2 

-1

 2 

-1

 2 

-1

 2 

-1

2 

-1 

 2 

-1

3 

2

3 

2
3 

2 

3 

2 

 2 

1

 2 

1

2 

1 

-8 

-1 

-8 

-1 

-8 

-1 

-8 

-1 

1 
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 2 
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خصائص التكامل المحدود

، حيث ل ثابت   سxق)س(    = ل  سxل ق)س(     (1

 

سxع)س(   +   سxق)س(    =  سx)ق)س( + ع)س((     (2

سxع)س(     - سxق)س(  =  سxع)س((  -)ق)س(    (3

فجد قيمة كل مما يأتي : 1-=  سx)س( هـ     ،   4=  سxق)س( إذا كان   (1

سx( 1)س(+هـ 5-)س(ق2)  ب(    سxق)س(2  (أ

الحل :

   8=  4×  2=   سxق)س(    2=  سxق)س(2    (أ

سx 1  +  سx)س( هـ     5- سx)س( ق   2=  سx( 1)س(+هـ 5-)س( ق2)   (ب

14=  1+ 13 ( =1 - 2) + 5+  8+ س  = 1-×5 - 4 ×2= 

إذا كان   (2
(س)ل

2
 xع)س(   ،      2-=  سxفجد قيمة كل مما يأتي :  6=  س ،

)   ( ب  سxل)س( 3       أ( 
(س)ع

2
سxس(8 –ل)س(  4 – 

الحل :

ولكن            س xل)س(  3=  سxل)س( 3      (أ
(س)ل

2
 xس(ل        ومنه    2-=  س(xنعوض     4-=  س

 =3  ×-4  =-12

)   (ب
(س)ع

2
سxس(8 –ل)س(  4 – 

  =    )س(عx4 - س    )ل)سxس     8 - سxنعوض   س

 =  ×6 – 4×–4 – 4(2(1-)4 – 2(3)4) – 16+  3=       2س

 =19 –  (36 – 4  = )19 – 32  =-13

أ

ب 

 أ

ب 

 ب  أ

أ

 ب 

أ

ب 

أ  ب 

أ

 ب 

أ

 ب 

أ

2 

1

2 

1

2 

1
2 

1 

2 

1 2 

1

2 

1

2 

1

2 

1

2 

1

2 

1

3 

-1

3 

-1

3 

-1

3 

-1 

3 

-1

3 

-1

3 

-1

3 

-1

3 

-1

3 

-1

3 

-1

3 

-1
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   إذا كان :      (3
(س)ق

2
  xق)س((  3+  2س3)   ، فجد قيمة    6=  سxس 

              
(س)ق

2
  xس(  ق   ومنه   2نضرب الطرفين بـ         6=  س(x12=  س  

 سxق)س((     3+  س2xس    3=  سxق)س(( 3+  2س3)             

 44=  36+  3(0) – 3(2= )  12×  3+    3= س          

 خصائص أخرى للتكامل المحدود  

 أي عندما الحد العلوي = الحد السفلي  ، فإن قيمة التكامل تساوي  صفر     = صفراً  سxق)س(   - 1

 = صفراً  سxق)س(  مثال   

 أي عندما نعكس حدود التكامل نعكس إشارة التكامل     سxق)س(   -=  سxق)س(    -2

  3-=  سxق)س(فإن                       3=  سxق)س(    مثال   

 هذه تسمى خاصة الإضافة    سxق)س(   =  سxق)س(  +  سxق)س(    -3    

    إذا كان   (4
(س)ق

2
 xق)س(   ،    3=  سxفجد قيمة كل مما يأتي : 4=  س ،  

 سxق)س(      ب(     (                            سxق)س(   أ(        

  

 الحل : 

    (أ
(س)ق

2
 xومنه      3=  س     )ق)سx2نضرب الطرفين بـ   3=  س 

   6-=  سxق)س(                ومنه          6=  سxق)س(    

 ة الإضافة (ي) حسب خاص    2=  6+  4-=  سx ق)س(   +  سx ق)س(   =  سxق)س(    (ب

إذا كان      (5
(س)ق

4
 x س( ق،         3=  س(x( 4س + 2ق)س( + 3، فما قيمة       )     4=  سx؟  س 

   سx( 4س + 2+  ) سxق)س(    3=   سx( 4س + 2ق)س( + 3)   

 (2× 4+  2(2)) –( 5×4+   2(5+ )) سxق)س(    3س(      = 4+  2+ )س سxق)س(    3=    

 2 

0 
 2 

0 

 2 

0 

 2 

0 2 

0 

 2 

0 

 2 

0 

 2 

0 

 أ

 أ

2 

 ب 2

 أ

 أ

 ب

3 

1 

1 

3 

 ب

 أ

 جـ

 ب

 جـ

 أ

5 

2 

5 

2 5 

2 

 5 

2 

5 

2 

5 

2 

3 

2 

3 

5 

5 

2 

4 

-2 

5 

-2 
-2 

4 

4 

5 

4 

5 

-2 

5 

4 

-2 

4 

-2 

4 
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33( + 4 - سxق)س( )   3=  12 - 45( + سx+   ق)س(  سxق)س( )    3=   

ولكن من الفرض    
(س)ق

4
 xومنه     ق)س(  4نضرب الطرفين بـ     3=  سxنعوض     12=  س

   =3 (12 - 4 + )33  =24  +33  =57 

 .فجد قيمة الثابت م   ،     0=  سxق)س(    إذا كان  (6

الحل : 

وقاعدة الاقتران غير معلومة ، فإن : ، بما أن قيمة التكامل المحدود تساوي صفراً  

الحد العلوي للتكامل = الحد السفلي للتكامل 

 2-=  أ      أي      8-=  3أ    ومنه 3-=  5+3أ 

 ب .  فجد قيمة للثابت  0=  سx(4 – 2س3)    إذا كان  (7

س (  4 – 3= )س سx(4 – 2س3)  

( (ب)4 – 3(ب)) -( ( 2)4 –3(2= )) 0     

0( =  4+  2ب-ومنه ب )     ب4+ 3ب –=  0ومنه            ب4+  3ب –  0=  0     

 2،  2-ومنه  ب =      4=  2ومنه   ب   0=  4+  2ب -،      أو         0إما ب = 

؟  جـ،  فجد قيمة الثابت    6=  سx( 1 –س 2)     كان إذا (8

6( =  0 – 2(0)) - (جـ – 2(جـومنه ) )     6= س(   – 2)س     

2-=  جـ     أ و     3= جـ  إما     0( =2 +جـ )( 3 -جـ  ومنه )      0= 6 -جـ  – 2جـ     ومن 6 =جـ  – 2جـ

تساوي :   سx س9قيمة       (9

صفرد(       36ج(       6ب(              18 (أ

9 xصفر    لأن مشتقة التكامل المحدود تساوي صفر    س =

يساوي :   سxق)س( 3   ، فإن     9= سxق)س(  ،     4=  سxق)س(   إذا كان  (10

 18د(   15-ج(             6-ب(                           6 (أ

5-=  4 + 9-=  سxق)س(    +  سxق)س(    =  سxق)س( 

15-=  5-×  3=   سxق)س(      3 =  سxق)س( 3

3 

2 

5 

3 

3 

2 

3 

2 

3 

2 

-3 

5+3أ

2 

 ب
2 

 ب

2 

 ب

 جـ

0 

 جـ

0 

2 

0 

2 

2 

3 

4 

-2 

4 

3 

-2 

3 

-2 

4 

-2 

3 

4 
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 سxق)س(   فجد قيمة        ، 12=  سxق)س(6  ،   4=  سxق)س(  إذا علمت أن    (11

 حسب خاصية الإضافة       سxق)س(  +  سxق)س(  =  سxق)س(       

  2=  سxق)س(        6نقسم على  12=  سxق)س(   6ومنه  12= سxق)س(6   ولكن         

 6-=  4-+  2-=  سxق)س(                       

  يساوي :    سxق)س(  فإن :      5=  سxإذا كان       ق)س(  (12

       1-  د(                                1جـ(                                   5-ب(                              5 (أ

 فإن قيمة  قيمة الثابت أ تساوي :    0=  سx 2س3   إذا كان :  (13

  1د(                                   1-ج(                            2ب (                             2- (أ

 الحل : 

 بما أن قيمة التكامل المحدود تساوي صفر ، وقاعدة الاقتران معلومة فإن :           0 = سx 2س3      

  0=     3س

أ
3
 - (-1)

3
  =0     y   أ

3
 +1 =0   y  أ

3
  =-1    y    1-=  أ  

   فإن قيمة الثابت ب تساوي :     0=  سxق)س( إذا كان         (14

 1-ب (                                   1ب(                                4ب(                       2 (أ

 ، وقاعدة الاقتران غير معلومة ، فإن : بما أن قيمة التكامل المحدود تساوي صفراً الحل :   

 الحد العلوي للتكامل  = الحد السفلي للتكامل         

  1ومنه     ب =     2ب = 2        

15)  ً  ( 0ق) –( 2، فجد قيمة ق) 5س + 2=  قَ)س(، وكان  ] 2،  0[على الفترة  إذا كان الاقتران ق معرفا

   سx( 5س + 2)    =سx قَ)س(  

 س( 5+  2ق)س(  = ) س

 14=  0 - 10+  4( = 0×5+  2(0) ) -( 2×5+  2(2( = ) )0ق) -( 2ق)

 

3 

2 

3 

2 

3 

2 0  

3 

2 

0 

3 

2 
0 

3 

2  

3 

0  

3 
0  

2 

2  

-1 

-1 
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    سx،  فجد قيمة :       )ق)س( + هـ)س( (   9= سxهـ )س( 3،       2=  سx(  7 -إذا كان    )ق)س(   (16

  2س   =7 – سxق)س(    y  2=  سx 7  - سxق)س(   y   2=  سx(  7 -)ق)س(      

   30=  سxق)س(      y    2=  28 - سxق)س(     y  2( = 1 – 5)7 -  سxق)س(     

  3=  سxهـ)س(          y 3نقسم الطرفين على     9= سxهـ )س( 3وكذلك        

   27=  3 -+  30=  سx+  هـ )س(  سx=     ق)س(   سx)ق)س( + هـ)س( (        

 تساوي  :       سx،   فإن قيمة        ق)س(    6=  سx،     ق)س(   4-=  سxإذا كان    ق)س(  (1

   10د(                               2-ج(                             10-ب(                             2 (أ

     2=  6+  4-=   سx+    ق)س(   سx=     ق)س(   سxق)س( 

 

17)     3 xتساوي :          س 

          د( صفر                               3-ج(                                 6-ب(                                  6 (أ

 = صفر  سx حسب الخاصية :    ق)س(

 

   تساوي :   سx  ،  فإن        ق)س(      10-=  سx  ق)س( ،         15=  سx  ق)س(3إذا كان          (18

 25د(                              15ج(                                   13ب(                            5 (أ

  5=  سx  ق)س(    ولكن            سx  ق)س(+        سx  ق)س(=     سx  ق)س(          

                           =5  +10  =15 

 

 

 

 

 

5 

1 

5 

1 

 5 

1 

5 

1 
5 

1 

5 

1 

5 

1 1 

5 

1 

5 5 

1 

5 

1 

5 

1 

3 

2 

6 

3 

6 

2 

6 

2 

3 

2 

6 

3 

-1 
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1 

-1 
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 التكامل بالتعويض
تستخدم هذه الطريقة عند وجود عملية ضرب داخل التكامل يصعب تبسيطها ، وهي تقوم على عملية التعويض أي كتابة التكامل 

 .  بدلالة متغير آخر وبشكل يسهل إجراء عملية التكامل لها

 جد قيمة التكامل الآتي :  (1

 سx 2(1+  3)س2س3  

 نفرض ما داخل القوس = ص أي :  لذلك بما أن ما خارج القوس يساوي مشتقة ما داخل القوس  الخطوة الأولى :

 1+  3ص = س

 نشتق ص كما يلي  :  الخطوة الثانية :

 
ص

س
س =  كما يلي     س    نوجد ثم    2س3=  

ص

   2س3

 ثم نجري عملية التكامل : نختصرثم نعوض في التكامل  : الخطوة الثالثة

 2ص 2س3     =  سx 2(1+  3)س2س3    
ص

=  صx 2ص    =  2س3
3ص

3
 + جـ 

 نعيد كتابة التكامل بدلالة س :  الخطوة الرابعة :

=  سx 2(1+  3)س2س3         
3( 1+  3س)

3
 + جـ  

  جد قيمة التكامل الآتي : (2

 س x(3+ 2س )س2=      سx 3+ 2سس 2     

ومنه        3+  2نفرض   ص = س
ص

س
=  سxس      ومنه    2=   

ص

س2 
        

   س ص2   =  س x(3+ 2س )س2    
ص

س2 
 ص  x=    ص  

 =
2

3
=   + جـ ص  

2

3
 + جـ (3+ 2س) 

  جد قيمة التكامل الآتي : (3

 
1س+2

  1 -  +  س  2س
  x(1-+س 2()س1س+2)  =  س

-
 xس 

ومنه  1 –+ س  2نفرض ص = س 
ص

س
=  سxومنه  1س + 2=  

ص

1س+2 
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(1-+س 2()س1س+2)        
-

 xس x( ص1س + 2)   =  س- 
ص

1س+2 
  

 + جـ ص 2=  ص x-ص   =     

      
1س+2

  1 -  +  س  2س
  x( 1-+ س  2)س2=  س   = 2+ جـ جـ   1-+ س  2س + 

 جد قيمة التكامل الآتي :  (4

   سx(   7+  2س جا)س       

    فيكون       7+2ص= س  نفرض 
ص

س
=  سx     ومنه        س2=  

ص

س2 
  

س جاص     =   سx( 7+  2س جا)س     
ص

س2 
   

     
1

2
 -= صxجاص  

1

2
 جتاص + جـ 

 - = سx( 7+  2س جا)س     
1

2
 ( + جـ7+  2جتا )س 

س قا2   (5
2

  سx( 2س -1)

ومنه  2س – 1نفرض ص = 
ص

س
=  سxس ومنه  2-=  

ص

س2-
 نعوض    

س قا2 
2

س قا2   =  سx( 2س -1)
2

ص 
ص

س2-
   

 ص + جـ  ظا -=  صxص  2قا -   = 

س قا2      
2

 ( + جـ 2س – 1ظا) -=  سx( 2س -1)

  جد قيمة التكامل الآتي : (6

      
 1+  2س3

(7+   س+  3س) (1+  2س3=    )  سx  5(7+   س+  3س) 
-5 xس 

ومنه        7+   س+  3سنفرض ص =   
ص

س
=  سxومنه         1+  2س3=   

ص

1+  2س3
 

(7+   س+  3س) (1+  2س3)   
-5 x5-ص (1+  2س3=      )  س 

ص

1+  2س3
 

ص = x 5-=     ص
4-ص

-4
 -+ جـ   =   

1

 4
(7+   س+  3س) 

 + جـ  4-
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 :         قواعد التكامل

 فإن :   -1، ن   0إذا أ ، ب ثابتين ، أ 

)أس +ب(    (1
ن 

xس  =
(أس + ب )

1ن+

( 1ن + )أ  
 + جـ  

=سxجا)أس + ب(     (2
(أس + ب)جتا -

أ 
 + جـ 

=  سxجتا )أس + ب(     (3
(أس + ب)جا

أ 
 + جـ 

قا     (4
=  سx)أس + ب(2

(أس + ب)ظا

أ 
 + جـ 

  جد قيمة التكامل الآتي :   (7
1

 32 1 -س
  xس 

         
1

  32 1 -س 
  x( 1 –س 2)    =  س

-   xس 

    =   
(1 -س 2)

 2×
      =  3(2 1-س)2 

    =  
3
(2 × -13 -1)

2 -   
3
 ( 2×0  -  1  )2   =

27

4
  - 

3

4
   =

24

4
  =6 

  جد قيمة التكامل الآتي : (8

    
3 

)أس +ب(   حسب القاعدة :        س5x-(1س +2)3   س =x 5(1+  س2) 
ن 

xس  =
(أس + ب )

1ن+

( 1ن + )أ  
 + جـ 

 =3  ×
(1س +2)

-4

 2×-4
 + جـ        

  جد قيمة التكامل الآتي : (9

     
3س + 2

جتا
2

(س3+  2س)
 xس  

    س فيكون3+  2نفرض ص = س 
ص

س
=  سx     ومنه       3س + 2=  

ص

3س + 2 
  

     
3س + 2

جتا
2

(س3+  2س)
 xس  =     

3س + 2

جتا
2

ص
 

ص

3س + 2 
  

      
xص

ص2جتا
قا    =   

2
قاص = حيث       س( + جـ3+  2ظا)س=   = ظاص + جـ صxص 

1

جتاص
  

  

 

  

 
  

 

  

 

-13 

0 

-13 

0 

 -13 

0 

 -13 

0 

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
  

 

  

 

-13 

0 

بكر
بو 
یر أ
 من



مكثف المنير                                    الأستاذ منير أبو بكر                                             الفصل الثاني –أدبي   

 

17 

  

قا    (10
2

 يساوي :    سx( 3س + 2)

 (+ جـ   3س+2ظا )2ب(  ( + جـ                                  3س + 2) ظا (أ

قا2ج(     
2

 د(                         ( + جـ             3س +2)
(3س +2) ظا

2
 + جـ 

 الحل : 

قا  
2

  =    سx( 3س + 2)
(3س +2) ظا

2
 + جـ  

  يساوي :  سx(1س+3ا)تج     (11

أ(     
(1س+3)جا -

3
 ( + جـ  1س+3)اج3-ب(   + جـ               ،                   

ج(    
(1س+3)اج

3
 ( + جـ      1س+3جا)3+ جـ                 ،                      د(  

              سx(3)سقَ 2س3    ، فجد قيمة التكامل الآتي :  6-( = 27، ق)  5(= 8-إذا علمت أن ق) (12

 الحل :

      ومنه   3نفرض ص= س 
ص

س
=  سx    ومنه        2س3=  

ص

  2س3 

)ص( قَ 2س3   =  سx(3)سقَ 2س3    
ص

  2س3 

 + جـ (3س= ق) ص = ق)ص( + جـ )ص( قَ     

 11-=  5- 6-( = 8-ق) -( 27( = ق)3(2-ق)) –( 3(3(  = ق))3= ق)س سx(3)سقَ 2س3  

 سx(1+2س ق)س 8   فجد قيمة التكامل الآتي :   ، 3= سxق)س(     أن علمت إذا (13

   ومنه     1+2ص= س   نفرض    الحل :      
ص

س
س =    ومنه       س 2=  

ص

س2
  

س ق)ص(  8    =  سx(1+2س ق)س 8         
ص

س2
 صxق)ص( 4   =   

 5=  1+2(2)فإن ص =   2وعندما س =     2= 1+2(1-)ص =   فإن    1-لكن عندما س =        

 صxق)ص( 4   =  سx(1+2س ق)س 8         

 12-=  3-×4=  ص ق)ص(   4=        

       

 

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
  

 3 

-2 

 3 

-2 

  

 

  

 
  

 

  

 

2 

-1 
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  يساوي :  سx 5س( – 1)         (14

+ جـ   6س( – 1)5–+ جـ        ب(  6س( – 1)5 (أ

 –جـ( 
6(س - 1)

 6
  + جـ      د (  

6(س - 1)

 6
   + جـ 

=  سx 5س( – 1)الحل :     
6(س - 1)

 -1  ×6
–+ جـ   = 

6(س - 1)

 6
+ جـ      

تطبيقات التكامل
تطبيقات هندسية

س ، ص( ) عند أي نقطة على منحناه)س(قَبما ان التكامل عملية عكسية للتفاضل ، فإنه يمكننا إيجاد قاعدة الاقتران ق بمعرفة ميله 

 . وإحداثيي إحدى النقط على منحناه

يعطى بالقاعدة: جد قاعدة الاقتران ق ، علما بأن ميل المماس لمنحناه عند النقطة )س ، ص( (1

(3،  1-س ، وأن منحناه يمر بالنقطة ) 8 – 2س3=  )س(قَ

: خطوات الحل

: نقوم بإجراء التكامل بالنسبة إلى المتغير س لكل من الطرفين : الخطوة الأولى

ينتج :        سxس( 8 -2س3)   =  سxقَ )س(   

 + جـ   2س4-3ق)س( = س  

( في الاقتران  3،  1-وذلك بتعويض النقطة ) ( جـ): نقوم بإيجاد قيمة  الخطوة الثانية

3=  (1-( أي أن ق)3،  1-وذلك لأن منحنى الاقتران ق يمر بالنقطة )

 + جـ   2(1-)4-3(1-( = )1-ق)

 8جـ =       ومنه         + جـ 4- 1-=  3

على الشكل التالي : كون قاعدة الاقتران ت: نعوض قيمة جـ في قاعدة الاقتران ق ف الخطوة الثالثة

8+  2س4 -3ق)س( = س 

، علما بأن ميل المماس لمنحنى الاقتران ص = ق)س( عند النقطة )س ، ص( يعطى بالقاعدة :  (1ق)  جد قيمة (2

(  5،  0وأن منحناه يمر بالنقطة )  ،  ( 3س9س + 2 – 6)=  قَ)س( 

الحل :

بإجراء التكامل بالنسبة إلى المتغير س لكل من الطرفين ينتج :  3س9س + 2 – 6=  قَ)س(

 سx(  3س9س + 2 – 6) =  سxقَ)س(

 + 2س –س 6ق)س( = 
9

4
 5( = 0+ جـ      وبما أن ق) 4س 
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 + 2(0) –( 0)6( = 0ق)
9

4
 + جـ  4(0) 

 + 2س –س 6=  جـ  ومنه      قاعدة الاقتران :   ق)س( =  5 
9

4
 5+  4س 

 + 2(1) – 1×6( = 1ق)
9

4
 (1)4  +5  =6 – 1  +

9

4
   +5  =10  +

9

4
   =

49

4
  

 

 النقطة )س ، ص( يعطى بالقاعدة : إذا كان ميل المماس لمنحنى الاقتران ل عند  (3

 

 ( 3،  0س( ، فجد قاعدة الاقتران ل ، علما بأن منحناه يمر بالنقطة )3 – 4س)2=  لَ)س(

 

 الحل :

 

 بإجراء التكامل بالنسبة إلى المتغير س لكل من الطرفين ينتج :  س(3 – 4س)2=  لَ)س( 

  سx( 2س6 –س 8 (     =  س xس(3 – 4س)2     =سxلَ)س(   

 3( = 0ل)   + جـ   ولكن 3س2 - 2س4 ل)س(  = 

 + جـ   3(0)2 - 2(0)4( = 0ل)

    3+  3س2 – 2س4ل)س(  =         جـ     ومنه   قاعدة الاقتران هي : =   3    

 فإن ق)س( تساوي :  2س3=  قَ)س(إذا كان ميل المماس للمنحنى ص = ق)س( عند النقطة )س ، ص(  هو    (4

ج(                + جـ  2س3 ب(             + جـ 3س3 (أ
1

3
 + جـ 3د( س                    + جـ 3س 

  سx 2س3=      س xقَ)س(      الحل :

    + جـ 3ق)س( = س            

 2( = 0س    وكان ق )2=  قَ)س(إذا كان ميل المماس للمنحنى ص = ق)س( عند النقطة )س ،ص( هو  (5

 ( يساوي  : 1فإن ق)

 4د(                                    3ج(                                   2ب(                                1أ(

 الحل : 

  سxس 2=     سx قَ)س(      

 2( = 0+ جـ        ولكن ق) 2ق)س( = س      

 + جـ    2(0( = )0ق)     

 3=   2+  2(1( =  )1ومنه     ق)    2+  2= جـ    ومنه   ق)س( = س 2    
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 ،  4(1-س 3)ق)س( عند النقطة )س ، ص( يساوي  ص = إذا كان  ميل المماس لمنحنى الاقتران (6

 ( 5،  1أن منحناه يمر بالنقطة ) بفجد قاعدة الاقتران ق ، علما 

 الحل : 

 بإجراء التكامل بالنسبة إلى المتغير س لكل من الطرفين ينتج :  4(1-س 3)=  قَ)س(

  سx  4(1-س 3)  =  سx قَ)س(  

  ق)س( = 
5(1-س 3)

3  ×5
= + جـ   

5(1-س 3)

15
 + جـ  

 5( = 1ق)       أي أن     (5،  1ولكن المنحنى يمر بالنقطة )   

( = 1ق)   
(3×1 -1)5

15
 + جـ  

   5  =
32

15
 - 5+ جـ      ومنه        

32

15
جـ       ومنه     جـ =  =   

43

15
 نعوض        

ق)س( =    
5(1-س 3)

15
   +

43

15
  

 – 2ص ( هو ) إذا كان ميل المماس لمنحنى الاقتران ق)س( عند النقطة )س ، (7
1

 ( وكان منحنى الاقتران يمر 2س

بالنقطة ) 
1

2
 ( فجد قاعدة الاقتران 1،   

 الحل :

 - 2=  قَ)س(
1

 بإجراء عملية التكامل للطرفين بدلالة المتغير س يكون :  2س

 - 2)     =  سx قَ)س(   
1

 سx( 2-س – 2)     =  سx(  2س

س + 2ق)س( = 
1

س
 ) ق   ولكن           + جـ  

1

2
 ) = 1 

 ق) 
1

2
 )  =2( 

1

2
  + )

1


 + جـ  

  2-+ جـ    ومنه جـ =  2+  1=  1 

س + 2قاعدة الاقتران هي : ق)س( = 
1

س
  -2  
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=  قَ)س(يعطى بالقاعدة  المماس لمنحنى الاقتران ق)س( إذا كان  ميل (8
2س - 3س2

 ( 1، فجد ق) 0 ≠ س     2س

 ( .6،  1-، علمأ بان المنحنى يمر بالنقطة ) 

 الحل : 

=  قَ)س(
2س - 3س2

 نكامل الطرفين      1 –  س2=  2-( س2س – 3س2= )  2س

 ( + جـ  1-) - 2(1-( = )1-إذن  ق)       6( = 1-ولكن ق)  س + جـ  – 2س=  سx( 1 –  س2ق)س( =   )

  4+ جـ    ومنه   جــ =  1+  1=  6

    4=  4+  1 – 1=  4( + 1) - 2(1( = )1ومنه    ق)       4س +  – 2ق)س( = س

 إذا كان ميل المماس للمنحنى ص = ق)س( عند النقطة )س ، ص( يعطى بالقاعدة :  جد قاعدة الاقتران ق ، (9

 قَ)س(=    
س2

 
3
    8  + 2س 

 ( 4،  0، وكان منحنى الاقتران ق يمر بالنقطة )  

 الحل :

 قَ)س(=
س2

 
3
    8  + 2س 

 ينتج :بإجراء التكامل بالنسبة إلى المتغير س لكل من الطرفين    

   =  سxقَ)س(  
س2

 
3
    8  + 2س 

 xس 

    ومنه     8+2ص= س    نفرض  س x-(8+  2س)س2  ق)س( = 
ص

س
 س2=  

=  سxومنه  
ص

س2
 نعوض      

ص  -س ص2   =  س x-(8+  2س)س2  ق)س( =      

س2
  

 + جـ  ص=  ص -ص  =      

 = س x-(8+  2س)س2  ق)س( =   
3
4( = 0+ جـ  ولكن  ق)  2(8+ 2)س  

( = 0ق)
3

2
   

3
((0)2 +8)2    جـ + =

3

2
 + جـ  4× 

  2-+ جـ   ومنه جـ =  6=  4

قاعدة الاقتران هي :   ق)س( =  
3

2
 

3
 2-  2(8 +  2)س   
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 تطبيقات فيزيائية

 =فَ)ن(ع)ن( =  بما أن 
ف

ن
 فإنه يمكننا معرفة المسافة بمعرفة السرعة ، أو بمعرفة السرعة والتسارع       

=  عَ)ن(=  التسارع هو ت)ن( وبما أن
ع

ن
  .فة السرعة بمعرفة مقدار التسارع معرفإنه يمكننا     

 م ، إذا كانت سرعته بعد مرور ن ثانية تعطى 4= (0على خط مستقيم بحيث انطلق من الموقع الابتدائي ف)يتحرك جسيم  (1

 /ث ، فجد موقعه بعد مرور ثلاث ثوان من بدء الحركة( م2ن6ن + 2 – 6بالعلاقة ع)ن(= )

 الحل :

، ولكن ع)ن( =   2ن6ن + 2 – 6ع)ن( =  
ف

ن
  

   
ف

ن
 ن6ن + 2 – 6=   

     = (   2ن6ن + 2 – 6)  فxن 

    4( = 0+ جـ  ولكن ف) 3ن2+  2ن –ن 6ف =      

 + جـ   3(0)2+  2(0) –( 0)6( = 0ف)

   4+  3ن2+  2ن –ن 6ف)ن( =     ومنه   = جـ  4

 67=   4+  3(3)2+  2(3) –( 3)6=  (3ف)

    = م 67موقع الجسيم بعد مرور ثلاث ثوان من بدء الحركة 

 ، جد سرعتها بعد مرور  2/ثم 14سارع ثابت ت مقداره ت)ن( = تتحرك نقطة مادية في خط مستقيم بت (2

 /ث م 5( = 0سرعتها الابتدائية ع) ثانيتين من بدء الحركة ، علما بأن

 الحل : 

  14ت)ن( = 

ع

ن
 ن       نكامل الطرفين  14ع =  ومنه     14=  

    = 14   ع  ن      ومنه 

  5( = 0) ن + جـ   ولكن ع14ع = 

 ( + جـ0)14( = 0ع)

   5ن + 14ع)ن( = بالتعويض :            = جـ  5

 /ثم 33=  5+  28=  5( + 2)14( = 2ع)
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 ، جد المسافة التي يقطعها الجسيم  2/ثن م 6بالعلاقة ت)ن( = اني يعطى إذا كان تسارع جسيم بعد مرور )ن( من الثو (3

 م 12( = 0م/ث وموقعه الابتدائي ف) 2( = 0ة الابتدائية للجسيم ع)بعد مرور )ن( ثانية من بدء الحركة علما بأن السرع

 الحل :

 ن 6ت)ن( = 

ع

ن
  2( = 0ولكن ع)     + جـ   2ن3ومنه    ع =    ن   ن 6   ع =            ومنه       ن 6=  

 + جـ   2(0)3( = 0ع )

 2+  2ن3ع )ن( =  بالتعويض :  = جـ          2   

ف

ن
 ن(  2+  2ن3)   ف =    ومنه      2+  2ن3=   

  12( = 0ف)         ولكن        ن + جـ 2+  3ف = ن

 ( + جـ 0)2+  3(0( = )0ف)

 12ن + 2+  3ف)ن( = ن = جـ      بالتعويض :  12   

 بالقاعدة :سيم على خط مستقيم بحيث إن سرعته بعد مرور ن ثانية من بدء الحركة تعطى ج يتحرك (4

 (م/ث ، جد :1ن+4()1-ن3ع)ن(= )

 القاعدة التي تمثل موقع الجسيم بعد مرور ن ثانية من بدء الحركة أ( 

   م7(=0)ف الابتدائي موقعه بأن علما ، الحركة بدء من ثانيتين مرور بعد الجسيم موقع (أ

 الحل : 

 1-ن  - 2ن12=  1-ن 4-ن 3+ 2ن12( = 1ن+4()1-ن3(= )ن)ع (أ

   
ف

ن
  1-ن  - 2ن12=  

      = ( 1-ن  - 2ن12)   ف ن 

 - 3ن4 =ف   
1

2
 ن + جـ  – 2ن 

 فإن    7=  (0ف)   عندما  (ب

 - 3(0)4=   (0ف) 
1

2
 ( + جـ   0) – 2(0) 

 - 3ن4ف )ن(= = جـ        بالتعويض تنتج قاعدة الاقتران :      7      
1

2
    7ن +  – 2ن 

 - 3(2)4( =  2ف)   
1

2
 (2)2 - (2 + )7 

 م  35=  7+  2- 2 - 32( = 2ف)   
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 احةــالمس
 ونميز أربع حالات : 

   ]أ ، ب  [( في الفترة     0: عندما تكون المنطقة المغلقة فوق محور السينات ) ق)س(     الحالة الأولى

 س ق)س(  س =  │ق)س(│   المساحة المطلوبة =                      

 

 

  4، س =  1، ومحور السينات والمستقيمين : س =  4س + 2=  جد مساحة المنطقة المغلقة بين منحنى الاقتران ق)س( (1

 خطوات الحل:

  نجعل ق)س( = صفر ونوجد نقاط تقاطع ق مع محور السينات )إن وجدت(  الخطوة الأولى :

  2-ومنه   س =  4-س = 2   ومنه      0= 4س + 2  

 ] 4،  1 [نلاحظ أن هذه القيمة لا تقع ضمن الفترة المطلوبة   

 :  ] 4،  1 [ ضمن الفترة  نوجد التكامل التالي الخطوة الثانية :

  س (4+  2س = )س  (4س + 2)     

 ) قيمة التكامل الموجبة تدل على أن المنحنى فوق محور السينات ( 27=  5 – 32( = 4+  1) –(  16+  16= )  

 نوجد المساحة  الخطوة الثالثة :

 وحدة مربعة 27س = │ق)س(│   م = 

 . ] 2،  1[على الفترة  السينات، ومحور س     4 – 12=  جد مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بين منحنى الاقتران ق)س( (2

 الحل : 

 س 4 – 12ق)س( = 

 3ومنه  س =     12س = 4ومنه      0س = 4- 12ومنه        0ق)س( = 

  ] 2،  1[لا تقع ضمن الفترة  3نلاحظ أن س=       

 (            2س2-س 12س = ) س(4 –12)        

( =12(2 )-2(2)2 )- (12(1 )-2(1)2 = )24 – 8 – 12 +2  =6  

 وحدة مربعة 6س =  ق)س(    المساحة المطلوبة =

 ] 3،  0 [في الفترة ومحور السينات  6س + 3احسب مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بين منحنى الاقتران ق)س( =  (3

 الحل : 

 ق)س( = صفر 

 ب

 أ

 ب

 أ

• • • 
-2 1 4 

4 

1 

4 

1 

4 

1 

2 

1 

2 

1 

2 

1 

• • • 
3 1 2 
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 ] 3،  0 [لا تقع ضمن الفترة   2 -ومنه     س =  6-س = 3   ومنه  0= 6س + 3

 ] 3،  0 [نوجد التكامل في الفترة 

س = ) (6س + 3)  
3

2
 س(  =  )6+  2س 

3

2
 (3)2  +6(3   ))- (

3

2
 (0)2  +6(0  )) 

  =
27

2
   +18  =

63

2
  

س =  ق)س(   المساحة المطلوبة = 
63

2
 وحدة مربعة       

 ]أ ، ب  [( في الفترة    0: عندما تكون المنطقة المغلقة تحت محور السينات ) ق)س(    الحالة الثانية

 يكون سالباً وبالتالي تكون : سق)س(فإن التكامل                          

 │  س  ق)س(  =│ :  مالمطلوبةالمساحة                           

 12 – 2س3جد مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بين منحنى الاقتران ص = ق)س( =  (4

 2، س =   1-ومحور السينات ، والمستقيمين  : س = 

 الحل : 

 = صفر  ومنه  12 – 2س3ق)س( = صفر  ومنه  الخطوة الأولى :

  2، س =  2-ومنه س = 4=  2ومنه س 3نقسم على  12=  2س3ومنه 

 وهي قيم س التي يتقاطع منحنى الاقتران ق عندها مع محور السينات نلاحظ أن هذه القيم لا تقع ضمن الفترة المطلوبة

 الخطوة الثانية :

 س ( 12 –3س = )س (12 – 2س3)    

( =2)3 – 12(2 )– ((-1)3 – 12(-1 = ))8 -24 -11  =-27  

 نلاحظ أن قيمة التكامل سالب مما يدل على أن المنطقة المغلقة تحت محور السينات لذلك عندما نحسب  الخطوة الثالثة :

 المساحة نضع التكامل داخل القيمة المطلقة :  

 وحدة مربعة  27=  │27-│ =│س  ق)س(  │م = 

  4-س =  ،  2-، س=  والمستقيمين   2س 3 – 3المغلقة المحصورة بين منحنى الاقتران ق)س( = جد مساحة المنطقة  (5

 الحل :

  1س =  ، 1-=  س    ،  ومنه 1=  2س   ومنه     3=2س3 ومنه      0= 2س 3 – 3ق)س( = صفر     ومنه 

  ] 2-،  4- [لا تقع ضمن الفترة    1، س =  1-نلاحظ أن س = 

 ] 2-،  4- [نجري التكامل المحدد للاقتران في الفترة 

3 

0 

3 

0 

3 

0 

 ب

 أ

 ب

 أ

-1 
• 

2 
• • 

-2 

2 

-1 

2 

-1 

2 

-1 

• • • 
-4 -2 -1 1 

• 
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 (   3(4-) - ( 4-)3) -(  3(2-) - ( 2-)3(   = ) 3س –س 3س =  ) ( 2س 3 – 3)    

 وحدة مربعة    50=  |50-| ،   المساحة المطلوبة  =  50-=  64- 12+ 8+  6-=   

 ، والجزء الآخر    ]أ ، جـ [(  في الفترة  0: جزء من المنطقة المغلقة تحت محور السينات ) ق)س(  الحالة الثالثة 

 فإن :  ]جـ ، ب [( في الفترة   0فوق محور السينات ) ق)س( 

مالمساحة =  :      م  المساحة المطلوبة
1
مالمساحة +  

2
  

 س   ق)س(   +  │س ق)س(    │ المساحة المطلوبة =

 . ]0،  2-[على الفترة ، ومحور السينات    2س6 – 6( = س)قجد مساحة المنطقة المغلقة بين منحنى الاقتران  (6

 الحل : 

   1=  2ومنه  س  6=  2س6ومنه    0=  2س6 – 6ق)س( = صفر  ومنه   

   1،  س =   1-ومنه   س = 

 ]0،  2-[لا تقع ضمن الفترة  1نلاحظ أن س = 

 لذلك نجري التكامل المحدد للاقتران في الفترة ]0،  2-[تقع ضمن الفترة  1-وأن س =  

  ]0،  1-[ثم نجري التكامل في الفترة   ]1-،  2-[ 

 الحل :

 (3(2-)2 - (2-)6) -( 3(1-)2 –( 1-)6= ) (   3س2 –س 6س = )(2س6 – 6)  

 وحدة مربعة  8=  │8-│=  1ومنه    م      8-= 16- 12+  2+ 6-=                                                   

 (3(1-)2 - (1-)6) -( 3(0)2 –( 0)6) =(   3س2 –س 6س = )(2س6 – 6)   

 وحدة مربعة                  4=  2ومنه   م   4=   2- 6=                                                  

 وحدة مربعة  12=  4+  8=  2+ م 1:     م = مالمساحة المطلوبة  

 ،  ]أ ، جـ [(  في الفترة  0جزء من المنطقة المغلقة فوق محور السينات ) ق)س(  الحالة الرابعة  :

 فإن :  ]جـ ، ب [( في الفترة   0تحت محور السينات ) ق)س( والجزء الآخر  

  2+ المساحة م 1المساحة المطلوبة = المساحة م

   │س ق )س(   │س +  ق)س(   المساحة المطلوبة = 

   ] 4،  0[س ومحور السينات في الفترة 2 – 6جد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران ق)س( =  (7

 الحل :

  3ومنه س =   0س = 2 – 6ومنه      0س = 2 – 6ومنه       0ق)س( = 

-2 

-4 

-2 

-4 

 جـ

 أ

 ب

 جـ

• • 
-1 

• 
-2 1 0 

• 

-1 

-2 

-1 

-2 

0 

-1 

0 

-1 

 جـ

 أ

 ب

 جـ

4 3 
• • • 0 
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 ] 4،  0[تقع ضمن الفترة  3نلاحظ أن س = 

 ] 4،  3[ثم نجري التكامل في الفترة   ] 3،  0[نجري التكامل في الفترة 

 (2(0) -( 0)6)  -(  2(3) –( 3)6(  = ) 2س –س 6س = )  س(2 – 6)   

ومنه م       9=  9 – 18=                                               
1

 وحدة مربعة   9=  

   (2(3) -( 3)6)  -(  2(4) –( 4)6(  = ) 2س –س 6س = )  س(2 – 6)   

مومنه                  1-=  9+  18- 16 - 24=                      
2

 وحدة مربعة 1=  │1-│= 

2م+  1م= المساحة المطلوبة 
 

          وحدة مربعة            10=  1+ 9= 

 في بعض المسائل يُطلب إيجاد المساحة المحصورة بين منحنى الاقتران ومحور السينات دون إعطاء فترة محددة ملاحظة هامة :

 تالية : لفي هذه الحالة تعتبر نقاط تقاطع منحنى الاقتران مع محور السينات هي الفترة التي نجُري فيها التكامل كما في المسألة ا

 ومحور السينات   3-س 2 – 2جد مساحة المنطقة المغلقة المحصورة بين منحنى الاقتران ص = ق)س( = س (8

 ق)س( = صفر 

  0( = 1()س +3 –ومنه  )س  0=  3-س 2 – 2س

 وتمثل حدود التكاملهذه نقاط تقاطع منحنى الاقتران مع محور السينات  1-أو س =    3إما س = 

 ]3، 1-[المساحة المطلوبة محصورة بين منحنى الاقتران ومحور السينات على الفترة  

س = ) (3-س 2 – 2)س    
3س

3
 س (  3- 2س - 

   ( =
(3)3

3
 - (3)2 -3(3 ) )- ( 

(-1)3

3
 - (-1)2 -3(-1) ) 

    =9 - 9 - 9  +
1

3
 +1 -3  =- 

32

3
  

 -│=   │ س  ق)س(   =│المساحة المطلوبة 
32

3
 │  =

32

3
 وحدة مربعة     

فإذا علمت أن مساحة  ]أ ، ب  [يمثل الشكل المجاور المنطقة المغلقة المحصورة بين منحنى الاقتران ومحور السينات في الفترة  (9

 وحدات مربعة ،  6( تساوي 1)م

  (2، فجد مساحة )م 4-س =  ق)س(  

   س   ق)س(      نوجد أولاً التكامل 2لحساب المساحة م الحل :

 س ق)س(   س +  ق)س(  س =   ق)س(   

3 

0 

3 

0 

4 

3 

4 

3 

3 

-1 

3 

-1 

3 

-1 

 أ

 جـ ب

 1م

 2م

 ب ق)س(

 أ

 ب

 أ

 جـ

 أ

 ب

 جـ

 ب

 جـ
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     6=  1= م س ق)س(حيث        س   ق)س(   + 6=  4-     

 نلا حظ ان التكامل سالب لأن المنطقة المغلقة تحت محور السينات    10-س =  ق)س(   

 وحدة مربعة   10 =│10-│=  │س  ق)س(     = │ 2المساحة م

 ، إذا علمت أن مساحة المنطقة المغلقة  ]أ ، ب [معتمدا الشكل المجاور والذي يمثل منحنى الاقتران ق المعرف في الفترة  (10

    :( وحدة مربعة وكان 14المحصورة بين منحنى الاقتران ق ومحور السينات تساوي )

 س ق)س(   فما قيمة              6س =  ق)س(        

 الحل : 

 │س ق)س(   │ +س  ق)س( =   2+ م 1مم =  

 

 وحدة مربعة  8=  6 – 14│= س  ق)س(   │ومنه  │  س ق)س(   │  + 6=  14

   ]جـ ، ب  [لأن المنحنى تحت محور السينات في الفترة   8- =  س ق)س(     

 اعتمادا على الشكل المجاور الذي يمثل المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران ق)س( ومحور السينات في الفترة (11

  2فجد مساحة م    8س =  ق)س(  ( وحدة مربعة  وان   4تساوي ) 1علمت إذا أن مساحة المنطقة م   ]5 ، 0[ 

      س ق)س(  س +   ق)س(  س =    ق)س(      الحل : 

 12س =  ق)س(     س   ومنه ق)س(  +  4-=   8    

 وحدة مربعة  12=   س ق)س(=      2م   

 

  2س – 1محصورة بمنحنى الاقتران ص = ق)س( =  ، م 2 اقاعدته طول نافذة الشكل يمثل (1

 إذا أردنا وضع زجاج على النافذة ، وكانت تكلفة المتر المربع الواحد منه خمسة دنانير   

 فما التكلفة الكلية لزجاج النافذة   :       

  5× التكلفة الكلية = المساحة  
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