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 التكامل بالتعويض:  سادسالدرس ال

  احدى طرق تكامل حاصل ضرب اقترانين احدهما
 مشتقة الاقتران(× مشتقة للأخر ) اقتران 

 حيث:
 الاقتران wنفرض  (1

 نشتق الفرض )ص(  (2

نعوض  (3 w  و s]  

 ذا كان التكامل محدودنغير حدود التكامل ا (4

نختصر  (5 s نهائيا 

نكامل بالنسبة لـ  (6 w  

 

 جد التكاملات الاتية ؟؟؟(: 1مثال)

 )نفرض ما داخل القوس(

1)  
3 3 2s] 1 s s3 

 الحل:

 
3 3 2s] 1 s s3 

31 s w  

2 w]
s3

s]
2

w]
s]

s3
  

2

w]

s3
  23 w s3  

 4 31
[ w w] w

4
   

 
4 3 1

[ 1 s
4

   

2)  
5 2s] s 7 s3 

 الحل:

 
5 2s] s 7 s3 

2s 7 w  

w]
s2

s]
 

w]
s]

s2
 


 

w]
s

 5 w s
2

3  

 6 51 3 3
[ w w] w

6 2 2
 

    

 
6 2 1

[ s 7
4


   

 

3) 
4 3s]1 s s S 

 الحل:

4 3s]1 s s S 

41 s w  

3
3

w] w]
s] s4

s]s4
   

3

w]

s

3w s
4
S  

3
2 2

[ w 2

1
3 4


1
2 1

w] w
4

  

 
3 4 1

[ 1 s
6

  S 
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4) 
 

4 2

2 s3
s]

s4 s3




 

 الحل:

 
4 2

2 s3
s]

s4 s3




 

2s4 s3 w  

w]
s] s] 4 s6 w]

4 s6
   


 

 
w]

s]
2 s3 2




 

w]

2 s3 
2 s3

2



 4 w
 

3 41 1 1
[ w w] w

3 2 2
 

    

 
3 2 1

[ s4 s3
6

 
   

 
3 2

1
[

s4 s3 6


 


 

 

5) 
2 3s] 1 s s S 

 الحل:

2 3s] 1 s s S 

2 21 w s 1 s w     

w] w]
s] s2

s2 s]
   

w]
s

2
3w

2
S s  

  
1
2

1
w] w 1 w

2
  

1 3
2 2 1

w] w w
2

   
 

 

3 5
2 22 2 1

[ w w
3 5 2

    
 

 

   
3 52 21 1

[ 1 s 1 s
3 5

    S S 

 

6) 
3 5s] 5 s s3 S 

 الحل:

3 35 w s 5 s w     

2
2

w] w]
s] s3

s]s3
   

2

w]

s3

3 5wS s3  

 
1 3
2w] w s  

  
1
2w] w 5 w  

1 3
2 2w] w5 w   

 
 

3 5
2 210 2

[ w w
3 5

   

   
3 53 310 2

[ 5 s 5 s
3 5

    S S 
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7) 
s]

s sS
 

 الحل:

s]

s sS
 

 
s]

1 s s


 S S
 

1 s w S 

1
w]s 2 s] s] w]

s 2
  S

S
 

w] sS
 

1

w s
2

S
 

i
[ | w | w]

w
  

22 

i
[ |1 s |  2S 

 

8) 
3

3

s
s]

s s 5
S

S
 

 الحل:

3

3

s
s]

s s 5
S

S
 

1
3

4
3

s
s]

s 5



 

4
3 s 5 w  

1
3

1
3

w] 3 4
s] s] s w]

4 3
s

 
   

1
3

1 3 w]
w]

w 4
s




1
3 s3

4



w
 

i

3
[ | w |

4


  

4
3

i

3
[ | s 5|

4


   

 

 سؤال وزاري:

جد 

 
4

s]

s 1 sS S
 ؟؟؟ 

  الحل:

 
4

s]

s 1 sS S
 

s 1 w S 

1
w]s s] s] w]

s 2
  2S

S
 

4w] w 2 w] s  S
4

1

ws
2

S
 

 
3

3

2 1
[ [ w 2

3s 3

 
    

1S
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 سؤال وزاري:

جد 

 

43

3 2
0

s
s]

9 s S
 ؟؟؟ 

  الحل:

 

43

3 2
0

s
s]

9 s S
 

2 29 w s 9 s w     

w] w]
s] s2

s2 s]
   

 29 9 0 w 0 s     

 225 9 4 w 4 s     

 

25
3 2
2

9

1 w]
w] w s

2 s





2
3

2

25

3
9

s

w


S
 

  

25
3
2

9

1
w] w 9 w

2



  

25
3 1
2 2

9

1
w] w9 w

2

 

  

25 1
2

9

w 2



1
29 w2   1

2



 

 
25 1 1

2 2

9

w9 w


 


 

25

9

9
w

w

      
S

S
 

9 9
9 25

9 25

           
    

S S
S S

 

    9 9
3 5

3 5
    

 4 9 9 9
1 3 5

5 5 3 5
       

 

 

 

  الاشتقاق:

2 2

     

  

 

 

 التكامل:

                            



 

  2 2 4 41
2 1

2


 

 2 2 4 42 

2 2 4 42    

2 21  

2 21  
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 ملات الاتية ؟؟؟اجد التك(: 2مثال)

 )نفرض زاوية الدائري(

1)    5 4s] 2 s3 s 3 s5   

 الحل:

52 s3 s w   

4
4

w] w]
s] 3 s5

s]3 s5
   


 

4

w]

3 s5
  4w 3 s5   

[ w w] w   

 5[ 2 s3 s    

 

2)      3 3 2s] 1 s7 s 1 s7 s 7 s3     

 الحل:

     3 3 2s] 1 s7 s 1 s7 s 7 s3     

31 s7 s w   

2
2

w] w]
s] 7 s3

s]7 s3
   


 

2

w]

7 s3
    2w w 7 s3   

[ w w] w w   

 3[ 1 s7 s    

3) 
2s

s]
s
S

S
 

 الحل:

2s
s]

s
S

S
 

1 w]
s w

s]s 2
  S

S
 

w] w2 s] w] s 2 s]  S 

w] w
2w

2
w

 

2[ w w] w   

[ s S 

 

4)  2 2s] 1 s5 s 

 الحل:

 2 2s] 1 s5 s 

21 s5 w  

w] w]
s] s10

s10 s]
   

w]
s

 2w s
10

 

21 1
[ w w] w

10 10
   

 2 1
[ 1 s5

10
   
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5) 

2 2

2

1 s s
s]

1 s





S

S
 

 الحل:

s2
21 s 2 S

2w]
1 s w

s]
   S 

2w 1 s
w] s] w] s]

s s


  S 

2 w
w] w w]

s

2w s

w
 

 2[ w w w] 1 w     

 2 2[ 1 s 1 s    S S 

 

6) 
2

2

1 1
s]

s s
 

 الحل:

2
2

1 1
s]

s s
1

w
s
  

2
2

1 w]
w] s s]

s]s


    

2w] s 2

2

1
w

s
  

2[ w w] w   

1
[

s
  

7) 
2

3 2

s
s]

s
 

 الحل:

2

3 2

s
s]

s
 

3 2 2s] s s  

3s w 

2
2

w] w]
s] s3

s]s3
   

2

w]

s

2 2w s
3

 

  21 1 1
w] w2 1 w] w

2 3 3
   

 1 1
[ w2 w

2 6
   

3 31 1
[ s2 s

12 6
   

 

8) 
3 2 2s] s4 s2 

 الحل:

3 2 2s] s4 s2 

3s4 w 

2
2

w] w]
s] s12

s]s12
   

2

w]

s 12

2 2

6
w s 2  
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2 1
w] w

6
 

 1 1
w] w2 1

2 6
  

  1
w] w2 1

12
  

 1 1
[ w2 w

2 12
   

 3 31 1
[ s8 s4

2 12
   

3 31 1
[ s8 s

24 3
   

 

9) 

2

2

s 1
ss]
s



 

 الحل:

s 1
w

s


 

2
2

1
w] s s] s] w]

s


    

2w] s
2

2

w

s
  

 2 2w] 1 w w]w   

 2[ w w   

 2s 1 s 1
[

s s
 

   

 

11) 
i

s
s]

s
 

 الحل:

i
s

s]
s

 

i
s w 

1
w]s s] s] w]

s
   

w]w w] s
w
s

 

i
[ s [ w      

 

11) 
2s]s 1 s S 

 الحل:

2s]s 1 s S 

1 s w  

2
2

w]
s] s]s w]

s
   


 

 


1
2 2

2

w]
w] w s w

s
S 

 
3
2

3 2 2
[ 1 s [ w

3 3
 

    S 
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12) 

8

2
0

s
s]

1 s

S

S
 

 الحل:

21 s w   

w] w]
s] s2

s2 s]
   

 21 1 0 w 0 s     

 
2

9 1 8 w 8 s    S S 

 

9
1
2

1

1 w]
w] w

2 s




s

2

9

1w


S
 

    
9 11 1

22 2

1

1 9 w2 
1
2

 
  

2 1 3   

 

 جد التكاملات الاتية ؟؟؟(: 3مثال)

 )نفرض اس هـ(

1)  
2s3 ss] i 3 s2  

 لحل:ا

 
2s3 ss] i 3 s2 

2s3 s w   

w] w]
s] 3 s2

3 s2 s]
   


 

w]
3 s2

w i 3 s2   

w w[ i w] i  
2s3 s[ i  

2) 
   
2 3s s 2s] i s4 s6


 

 الحل:

   
2 3s s 2s] i s4 s6


 

2 3s s w  

 2s] s2 s3 w]  

2

w]
s]

s2 s3



 

 w 2
2

w]
i s2 s3

s2 s3



 

ww] i2  

 2 3s s w[ i2 [ i2


    

 

3) 
2ss] is2 

 الحل:

2ss] is2 

2s w 

s]s s 2 w] 

w]
s] s]s2 w]

s2
   

w w]
w] i

s2
 w i s2 

2s w[ i [ i    
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4) 

2
s

2

i
s]

s3
 

 الحل:

2
s

2

i
s]

s3
2

w
s
  

2

2

s 2 w]
w] s]

2 s]s


  


 

2s
w]

w

2

i
2 s 3

 

w w1 1
[ i w] i

6 6
 

   

2
s 1

[ i
6


  

 

5) 

21 s

2

is4
s]

1 s





S

S
 

 الحل:

21 s w S 

s2
21 s 2 S

w]
s]

 

2w 1 s
w] s] w] s]

s s


  S
 

w w
w] i w]

s

w i s4

w
 

21 s w[ i [ i   S 

6) 
s2 2s] i s2 

 الحل:

s2 2s] i s2s2 w  

2
2

w] w]
s] 2 s2

s]s2 2
    

2

w]

s2

w 2i s2
2

  

w w1 1
[ i w] i

2 2
   

s2 1
[ i

2
  

 

 جد التكاملات الاتية ؟؟؟(: 4مثال)

 (1)نفرض الاس

1) 
3s] s s 5 

 الحل:

3s] s s 5   s w  

w] w]
s] s

s]s
   


 

w]

s

3w s


5  

4 31
[ w w] w

4
    

4 5
[ s

4


  
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2) 
4s] s s 5 

 الحل:

4s] s s 5 

s w 

w] w]
s] s

s]s
   

4 w]
w] w

s
 4w s 5  

5 5 1
[ s [ w 5

5
     

 

3) 
4 3s] s s 

 )نفرض الاس الزوجي(

 الحل:
w] w]

s] s s w
s]s

     


 

w]

s

2
4 3w s


 

4 2w] w s  4 2w] w s  

 4 2w] w w 6 4w] w w  

7 51 1
[ w w

7 5
 

7 51 1
[ s s

7 5
  

 

 

 

4)    4 3s] s2 s2 5 

 الحل:

s2 w 
w] w]

s] s2 2
s]s2 2

   

w]

s2
 

2
4 3w s2

2
 

 4 2w] w s2
2
 

 4 2w] w s2
2
 

 6 4 4 2w] w w w] w w
2 2
  

 7 51 1
[ w w

7 5 2
  

7 55 1
[ s2 s2

14 2
  

 

5) 
3 5s] s s 

 )نفرض الاس الاكبر(

 الحل:

s w  

w] w]
s] s

s]s
   


 

w]

s

2
3s



5w  

2 5w] s w  

 2 5w] s 1 w  

 7 5 2 5w] w w w] w 1 w    

8 61 1
[ w w

8 6


   

8 61 1
[ s s

8 6


   
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6) 
3 3s] s2 s2 4 

 الحل:

s2 w 

w] w]
s] s2 2

s]s2 2
   


 

w]

s2

2
3 3w s2

2
 

3 2w] w s2  

 3 2w] w s2  

 3 2w] w w 2  

5 3w] w w 2 

 6 41 1
[ w w 2

6 4
  

6 41 1
[ w w

3 2


  

6 41 1
[ s2 s2

3 2


  

 

7) 
5 5s] s3 s3 6 

 الحل:

5 5s3 w s] s3 s3 6  

w] w]
s] s3 3

s]s3 3
   

w]

s3 3

45s3
25w 6  

4 5w] s3 w2  

 
2 2 5w] s3 1 w 2  

 
2 2 5w] w 1 w 2  

 4 2 5w] w w2 1 w 2   

9 7 5w] w w2 w 2   

 10 8 61 2 1
[ w w w 2

10 8 6
    

10 8 61 1 1
[ s3 s3 s3

5 2 3
    

 

 جد التكاملات الاتية ؟؟؟(: 5مثال)

1) 
3s] s2 4 

 الحل:

2s] s2 s2 4  

2s] s2 (s2 1) 4  

s2 w 

w] w]
s] s2 2

s]s2 2
   

w]

s2
s2

2

2( w 1) 4  

3 21
[ ( w w)2 w]( w 1) 2

3
     

3 2
[ s2 s2

3
   
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2) 
5s] s3 12 

 الحل:

5s] s3 12 

4s] s3 s3 12  

 
2 2s] s3 s3 1 12  

s3 w 

w] w]
s] s3 3

s]s3 3
   


 

w]

s3
s3

3
 

2 2w 1 12  

 
2 2w] w 1 4   

4 2w] w w2 1 4    

 5 31 2
[ w w w 4

5 3
     

5 34 8
[ s3 s3 s3

5 3
    

 

 فردي  w  

w زوجي                     

 

 فردي  w  

w زوجي                     

 

 

 جد التكاملات الاتية ؟؟؟(: 6مثال)

1) 
2s] s s 

 الحل:

2
2

w] w]
s] s s w

s]s
     

2

w]
w] w

s
 2w s  

2 21 1
[ s [ w

2 2
    

 

2) 
4 6s] s s 

 الحل:

2
2

w] w]
s] s s w

s]s
     

2

w]

s

4
4 6w s  

 
24 2w] w 1 s  

 
24 2w] w 1 w  

 4 2 4w] w 1 w2 w   

 4 6 8w] w w2 w   

5 7 91 2 1
[ w w w

5 7 9
    

5 7 91 2 1
[ s s s

5 7 9
    
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3) 
5 3s] s2 s2 

 الحل:

s2 w 

w] w]
s] s2 s2

s]s2 w
   

w]

s2 w

45s2
2

2
3 w  

 
2 2 2 1

w] 1 s2 w
2

  

 
2 2 2 1

w] 1 w w
2

  

 2 4 2 1
w] 1 w2 w w

2
   

 2 4 6 1
w] w w2 w

2
   

 3 5 71 2 1 1
[ w w w

3 5 7 2
    

3 5 71 1 1
[ s2 s2 s2

6 5 14
    

 

4) 
3 5s] s s 

 الحل:

s w 

w] w]
s] s s

s]s w
   

w]

s w

2
3s



45 w  

 2 4w] 1 s w  

 2 4w] 1 w w  

 6 4w] w w  

7 51 1
[ w w

7 5
   

7 51 1
[ s s

7 5
   

 

5) 
4s] s 

 الحل:

4s] s 

2 2s] s s  

 2 2s] 1 s s  

s w 

2
2

w] w]
s] s

s]s
   

2

w]

s
 2 21 w s  

 3 21
[ w w w] 1 w

3
     

3 1
[ s s

3
   
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6) 
6s] s 

 الحل:

4 2s] s s  

 
2 2 2s] 1 s s   

2

w]
s] s w

s
  


 

2

w]

s
 

2 2 21 w s 


 

   
22 4 2w] 1 w2 w w] 1 w     

3 52 1
[ w w w

3 5


    

3 52 1
[ s s s

3 5


    

 

 جد التكاملات الاتية ؟؟؟(: 7مثال)

1) 
2

s 2
s]

s
 

 الحل:

2s] s s 2 

2
2

w] w]
s] s s w

s]s
     

2

w]

s

2w s 2 

2 2 1
[ s [ w

2
   2 w] w 2  

2) 2

s2
s]

s
 

 الحل:

2 2

s s s2
s] s]

s s
 

2s] s s s  

3s] s s s w  

w] w]
s] s

s]s
   

3 w]
w] w

s
 s 3w  

4 41 1
[ s [ w

2 4
     

 

3) 3

s5
s]

s5
 

 الحل:

3s] s5 s5 s5 w  

w] w]
s] s5 5

s]s5 5
   

w]

s5

3w s5
5

  

4 31 1 1
[ w w] w

4 5 5
    

4 1
[ s5

20
  
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4) 

2 2s s
s]

s2



S
 

 الحل:

s2
s]

s2


S
s2 w  

w] w]
s] s2

s]s2
   

w]

s2

s2

2 w


S
 

1
2

1
w] w

2



 

1
2[ s2 [ w2  S

1
2

  

5) 

6

5 2

0

1
s]

s2 s2



 

 الحل:

6
5 2

0

s] s2 s2



 

s2 w 
2

2

w] w]
s] s2 2

s]s2 2
   

 3 2 w s
6 6
 
   =S 

 0 0 2 w 0 s   = 

2

w]

s2

5 2w s2
2

3

0


S

 

3
3

6 5

0
0

1 1 1
w w] w
6 2 2

     

SS
 

    
6

6 1
0 3

12
 S 

 
27 1

27
12 12

  

6)  2s] s s 

 الحل:

s w  

w] w]
s] s

s]s
   


 

w]

s
 2w s


 

2w]w   1w] w2
2

  

 1 1
[ w2 w

2 2


  

1 1
[ w2 w

4 2


   

  1 1
[ s 2 s

4 2


   

 

7) 
3 4 3 2s] s s s 

 الحل:

3s w  

3 2 w]
s s3

s]
 3 2

w]
s]

s s3



 

3

w]

s 2s

4 3w s
3

2s  

5 41 1 1
[ w w] w

5 3 3
 

   

3 5 1
[ s

15


  
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8)   2

0

s] s2 1 s



 

 الحل:

  2

0

s] s s 1 s



  

 3 2

0

s] s s s



  

3 2

0 0

s]s s 2 s] s

 

  

s w 

w] w]
s] s

s]s
   


 

1 0 w 0 s    

1 w s      

 
0

1
s] s2

2



 

                  
w]

s

3w s


1

1

2



 

   
1

4

1 0

1 1 1
w 2 s2 s
4 2 2



   
 

 

      1 1 1
0 0 2

2 2 2
   

                             4 4 1
1 1

2


   

  10 0 0
2 2


    

9) 

2
3

0

s] s s



 S 

 الحل:

2
3

0

s] s s



 S 

 
2

2

0

s] s 1 s



 S 

2
2

0

s] s s



S 

2

0

s] s | s |



S   )ربع اول( 

 
21

2

0

s] s s



s w  

w] w]
s] s

s]s
   

1 w s
2 2
 

    

0 0 w 0 s    

w]

s
 

1
2 w s

1

0

 

 

11 3 1
2 2

0 0

2
w w] w
3

  


 

      
1

333

0

2 2 2
0 1 w

3 3 3
   


S S 
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11) 

2

2
0

s s
s]

s 1



S
 

 الحل:

2

2
0

s s
s]

s 1



S
 

 
21

22

0

s] s 1 s s





  

2s 1 w  

w] w]
s] s s

s]s s
   

 21 0 1 w 0 s     

 22 1 w s
2 2
 

     

w]

s s
 

1
2 w s s

2


2

1

 

 

2
1
2

1

1
w] w

2




2 1

2

1

w 2 


1
2

  

 1 2 1 2   S S S 

 

 

 

 

 

11) s] s2 2 s2 S 

 الحل:

 
1
2s] s2 2 s2  

s2 2 w  
w] w]

s] s2
s]s2

   

w]

s2
 

1
2 w s2

2
 

 
3 1
2 2

2 1 1
[ w w] w

3 2 2
 

    

 
3 1

[ s2 2
3


  S 

 

12) s] s 1 s2S 

 الحل:

 
1
2s] s 1 s s  

w 1 s s 1 w     

w] w]
s] s

s]s
   


 

w]

s
 

1
2 w s


s 2  

   
1
2w] w w 1 2  

3 1
2 2w] w w 2   

 
 

5 3
2 22 2

[ w w 2
5 3

    
 

 

   
5 34 4

[ s 1 s 1
5 3


    S S 
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13) 4

s5
s]

s5 5
 

 الحل:

4 1
s5 w s] s5 s5

5
  

 

w] w]
s] s5

s]s5
   

w]

s5

4 w s5
5

 1
5
 

3 41 1 1
[ w w] w

3 25 25
 

    

3

1 1
[

75s5


   

 

 التكاملات الاتية ؟؟؟ جد(: 8مثال)

1) 
 9

11

1 s
s]

s


 )كتاب(                          

 الحل:

 
9

2 1 s
s] s

s
 

 

 
9

2 1
s] s 1

s
   

 
92 1s] s s 1    

1 s 1 w   

2
2

w] w]
s] s

s]s


    


 

 9

2

w]
w] w

s
 2 s


 9 w  

 
10 1 101 1

[ s 1 [ w
10 10

  
     

2) 
 5

7

1 s2
s]

s


 )كتاب(                        

 الحل:

 5

2 5

1 s2
s]

s s





 

 
5

2 1 s2
s] s

s
 

 

 
5

2 1
s] s 2

s
   

 
52 1s] s s 2    

1 s 2 w   

2
2

w] w]
s] s

s]s


    


 

2

w]

s

2 s


 5 w  

6 5[ w w] w
6

   

 
6 1[ s 2

6
   
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3) 
 

25

7

1

1 s
s]

s


 )كتاب(                         

 الحل:

 
2

5
2

1

1 s
s] s

s
 

  

 
2

5
2

1

1
s] s 1

s
    

 
2

52 1

1

s] s s 1    

1 s 1 w   

2
2

w] w]
s] s

s]s


    


 

1
2 1 w 1 s

1
     

3 1
1 w 2 s

2 2
     

2

w]

s

2 s


 

2

5

1

w  

 

3
3 2
2 6 5

2
2

1
w w] w
6

 
     

 

 

   
6

6 3 1
2

2 6
   

 
 

  729 1
64

64 6


  

 3367 3367 1
384 64 6

  
  

4) 2

1 s2 1
s]

s s


S                   ()كتاب 

 الحل:

21
s] 2 s

s
 S 

 
1

1 22s] s 2 s   

1 s 2 w   

2
2

w] w]
s] s

s]s


    


 

2

w]

s
 

1
22 w s


 

 
3 1
2 22

[ w w] w
3


    

 
3 1 2

[ 2
s 3


  S 
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5) 

 

23

3 2
0

s
s]

9 s S
 )كتاب(                   

 الحل:

 
2

3
2 32

0

s] 9 s s


  

2 29 w s 9 s w     

w] w]
s] s2

s2 s]
   

 29 9 0 w 0 s     

 213 9 2 w 2 s     

w]
s

 
23 3

2 w
2


13

9

s  

  

13
3
2

9

1
w] w 9 w

2



  

13
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  S 

 

6) 
 

3

5

s
s]

1 s
 )كتاب(                         

 الحل:

  35s] 1 s s   
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2

s 1
s] w]

s s
  

1
s] w]

s s
 

2

1 1
w]s2 s] s] w]12 s

2

   

1 1 w
w]w w]s2

2 2 s2
   

2 2

i

1 w 1
[ s [

4 2 2
      
 

 

 

 اثبت ان(: 12مثال)

 
 

 
 

1 k
kf sh

[ s] f sh
1 k h




  
 

 ؟؟؟

 الحل:
f sh w  

w]
s] s] h w]

h
   

kw]
w

h 

1 k w
[

h 1 k



 
 

 

 
 

1 k
f sh

[
h 1 k




 
 
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                             ؟؟؟اثبت ان (: 13مثال)

 

1
2

1k

2 k

1
k

1 k 1 s
s]

s1
k

1 k



 
  




 

  

 )كتاب(                                                     :الحل

 


1
2

1k

k2

1 s1
s]

ss
 

 
1
2

1
k

2

1 1 1
1 w s] 1

s ss
      

2
2

1
w] s s] s] w]

s
   

1
21 w s    

0 w 1 s   

0 0

k 2 k
2

1 1

1
w] w s] s w

s
 

   

 1 k 1
0

1 k

  
   

 

k  فردي 1 1
1 k 1 k


  
 

 

k  زوجي 1 1
1 k 1 k
 

  
 

 

 

 

 

 

اذا كاااااان(: 14مثاااااال) 

8

0

14 s] s R  فجاااااد ،

 
3

2

1

s] 1 s Rs ؟؟؟ 

  الحل :

21 s w  
w]

s] s]s2 w]
s2

   

0 w 1 s   

8 w 3 s   

 

8

0

w]
w Rs

s2
 

 

8

0

1 1
7 14 w] w R

2 2
    

 

اذا كاااااااان(: 15مثاااااااال) 

1

0

8 s] s R  فجاااااااد ،

 
4

0

s] s2 Rs2 3



 )كتاب(    ؟؟؟ 

  :الحل

s2 w 
w]

s] s]s2 2 w]
s2 2

   

0 w 0 s   

1 w s
4


   

 

1

0

w]
w Rs2 3

s2 2
 

 

8

0

3
w] w R

2


3
12 8

2
   

 فردي

 زوجي
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اذا كاااااان (: 16مثاااااال) 

2

0

12 s] s R  جاااااد

 
1

3 2

0

s] s2 R s ؟؟؟ 

 الحل:

3s2 w 

  2
2

w] w]
s] s6

s]s6
 

    30 0 2 w 0 s 

    32 1 2 w 1 s 

2

w]

s
  2w R s

6


2

0

 

  

2

0

1
w] w R

6
  

1
2 12

6
 

 

اذا كاااااان (: 17مثاااااال) 

8

1

18 s] s R  جاااااد

 
2

3 2

1

s] s R s  كتاب(          ؟؟؟( 

 الحل:

 
2

3 2

1

s] s R s 3s w 

  2
2

w] w]
s] s3

s]s3
 

    31 1 w 1 s 

    38 2 w 2 s 

2

w]

s
  2w R s

3


8

1

 

  

8

1

1
w] w R

3
  

1
6 18

3
 

 

 

 سؤال وزاري:

اذا كااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااان  

3

0

4 s] s R 

   

3

0

42 s] 1 s6 s 3 Rh                

فجد قيمة الثابت  h ؟؟؟ 

 الحل :

   

3

0

42 s] 1 s6 s 3 Rh    

 

 

 

 

3 3

0 0

2 1

42 s] 1 s6 s] s 3 R h    

   

3

0

s] s 3 R h 1  s 3 w   

w] s] s] w]    

3 w 0 s   

0 w 3 s   

   

3 3

0 0

h4 w] w R h s] w R h     

   

3

0

s] 1 s6 2 

3 2

0

s6
30 s

2
  


 

   42 2 1 3 h 42 30 h4      
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اذا كاااان (: 18مثاااال) 

3

2

4 s] s5 Rs  ؛ جاااد

   

1

0

s] 10 s5 R 6 s3  ؟؟؟ 

 الحل:

2 s w 10 s5 w5     

w]
w] s] 1

s]
   

 2 2 0 w 0 s     

 3 2 1 w 1 s     

    
3

2

w] w5 R 2 s 3  

   

3

2

w] w5 R w 3  12 4 3   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

اذا كااااان (: 19مثااااال) 

1

1

10 s] s R2


  ؛ جااااد

  
4

2

s] s 3 s R  ؟؟؟ 

 الحل:

  
4

2

s] s 3 s R  

 

4 4

2 2

s] s s] 3 s R   

3 s w  

w]
w] s] 1

s]
   

 1 3 2 w 2 s      

 1 3 4 w 4 s     

 

1
4

2

2
1

1
s w] w R
2



  


 

لكن  

1

1

10 s] s R2


 

اذا  

1

1

10 s] s R 2


  

 

1

1

5 s] s R


  

وعليه       22 1
2 4 5

2
   

 
1

4 16 5
2

   

11 6 5   
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اذا كااااان (: 20مثااااال) 

f

h

L s] 1 s2 Rs  ؛

جد    

2 f

2 h

s] 5 s2 R 4 s2





  ؟؟؟ 

 اب()كت                        الحل:                         

5 s2 1 w2   

4 s2 w2  

2 s w  

w]
w] s] 1

s]
   

h w 2 2 h w 2 h s        

f w 2 2 f w 2 f s        

   

f

h

w] 1 w2 R w2  

 

f

h

L2 w] 1 w2 Rw 2   
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 بالأجزاءالتكامل :  بعساالدرس ال

 [s اقتران يصلح للتكامل(×))اقتران يصلح للاشتقاق(

 احدهما ليس مشتقة الاخر

R] i i R i] R    

i] R 

i R] 

R] i i R   

 

[Rاثبت ان (: 1مثال) i i R i]R    ؟؟؟ 

 الحل:

 R i i R i R     

 للطرفين خذ 

   s] R i i R s] i R     

s] R i s] i R i R     

 لكن:

i]
s] i i] i

s]
   

R]
s] R R] R

s]
   

 عوض:

   R] i i] R i R     

 اذا:

R] i i R i] R    

 جد التكاملات الاتية ؟؟؟(: 2مثال)

1)  2s] 3 s s2 s S            )كتاب( 

 الحل:

 2s] 3 s s2 s S 

   
1 2
2s] 3 s s2 s   

 وباستخدام طريقة الجدول:

 

 

 

 

1 2
2

3
2

5
2

7
2

i] R

3 s s2 s

2
3 s 2 s2

3

4
3 s 2

15

8
3 s 0

105

 

 





 

   23 2
3 s s2 s

3
  S 

   5 4
3 s 2 s2

15
  S 

 7 16
3 s

105
 S 

 

 ؟؟؟  طريقة الجدول متى يمكن استخدم؟؟؟  

                

  

 دائري زاويته خطية

  

 (الاس خطي) هـ

  

 اس(خطي)

 نكامل نشتق

 كثير حدود  
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2) s] 3 s s5 S                          )كتاب( 

 الحل:

 
1
2s] 3 s s5  

 وباستخدام طريقة الجدول:

 

 

 

1
2

3
2

5
2

i] R

3 s s5

2
3 s 5

3

4
3 s 0

15







 

   
5 3
2 2

4 10
[ 3 s 3 s s

3 3
     

 

3)  2s] s 5 s2 

 الحل:

 2s] s 5 s2 

2

i] R

s 5 s2

s s4

s 4

s 0



 

 2[ s 4 s s4 s 5 s2      

 

 

 

 جد التكاملات الاتية ؟؟؟(: 3مثال)

 [s)دائري زاويته خطية(  ر حدود( )كثي

1) s] s s2                                    )كتاب( 

 الحل:

s]s i] s2 R  

s i s]2 R]  

    s] s 2 s s2     

[ s 2 s s2    

 

2)  s] s3 1 s2                   )كتاب( 

 الحل:

s] s3 i] 1 s2 R   

1
s3 i s]2 R]

3
  

  
1

s3 1 s2
3

 

1
s] s3 2

3
  

1
s] s3 2

3
  

  
1

s3 1 s2
3

 
2

[ s3
9

  
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3) 
 3 s5

s]
s5


 

 الحل:

 
 3 s5

s] s5 3 s5 s]
s5


  

s]s5 i] 3 s5 R   

1
s5 i s]5 R]

5
  

  
1 1

s]s5 5 s5 3 s5
5 5
    

  
1

s]s5 s5 3 s5
5

   

1 3
[ s5 s5 s5 s

5 5
    

 

4) 

2

0

s] s s3



 )كتاب(                                  

 الحل:

s] s i] s3 R  

s i s]3 R]  

  
2

2

0
0

s] s 3 s s3





   

 22

0 0
s 3 s s 3



    

      0 3 0 0 3
2 2 2
  

     

   3 0 1 3 0 0 3      

5)  3s] s s2 s 

 الحل:

 3s] s s s s2  

 2s] s s s2  

2s]s s]s s2  

[ s s]s s2   

s] s i] s2 R  

s i s]2 R]  

 [ s s] s 2 s s2    

[ s s 2 s s2    

 

6)  
2

s] s s s                   )كتاب( 

 الحل:

 2 2s] s s s 2 s s   

 s] s2 1 s  

 s] s2 s s  

s] s2 s s] s  

s]s2 i] s R  

1
s2 i s] R]

2

  

1 1
s]s2 s2 s s]s

2 2
   

21 1 1
s]s2 s2 s s

2 2 2
   

21 1 1
[ s2 s2 s s

4 2 2
    
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7) 
2s]s s3 

 الحل:

2s]s s3 

2

i] R

s s3

s s6

s 6

s 0





 

2[ s 6 s s6 s s3     

 

8) 
2s] s s 

 الحل:

2s] s s 

2s]s i] s R  

s i s] R]  

s] s s s   

s
s] s s

s
   

s
s] s s

s
   

i
[ | s | s s    

 

9)    2s] 5 s 1 s3  

 الحل:

   2s] 5 s 1 s3  

   

   

 

 

2

i] R

5 s 1 s3

5 s 1 s3 6

5 s 3 6

5 s 0

 

 

  

 

 

   25 s 1 s3   

   5 s 1 s3 6  

 [ 5 s 18   

 

11) 
2s]s s2 

 الحل:

2s]s s2 

 

2s]s i] s2 R
1

s] s2 1 i]
2

 

 
 

 1 1
s2 s i s]2 R]

2 2
   

   1 1
s] s2 s s2 s s

2 2
    

2 21 1 1
[ s2 s s2 s s

4 2 2
     
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11) 
s s

s]
s

 )كتاب(                                 

 الحل:

s] s s s  

s s 2 s2  

1
s s s2

2
 

 1 1
s]s2 s s] s2 s

2 2
  

i] R

s2 s

1
s2 1

2

1
s2 0

4





 

 1 1 1
[ s2 s2 s

4 2 2


   

1 1
[ s2 s2 s

8 4


   

 

12) 3

s s
s]

s
 )كتاب(                                 

 الحل:

3

s s
s]

s
3s] s s s  

3s] s s i] s R   

3s] s s i s] R]   

                    s w 

w] w]
s] s

s]s
   


 

3 w]
w] w

s

   3 w s


 

2 21 1
s w

2 2
  

 


 

 2 21 1
s] s s s

2 2
   

 2 21 1
s] s s s

2 2
  

21 1
[ s s s

2 2
   

 

 حل اخر:

2 3

s s s s
s] s]

s s s



 

2s] s s s  

2s]s s i] s R  

2s]s s i s] R]  

2 2
2

w] w]
s] s s w

s]s
     

2 2

2

1 1 w]
s w

2 2 s
  2s w i 

2 21 1
s] s s s

2 2
  

 2 21 1
s] 1 s s s

2 2
   

  21 1
[ s s s s

2 2
    
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13) 

2

2
0

s
s] s

2



 

 الحل:

2 2
2

2
0 0

s s
s] s s] s2

2

 

 

2s
s] i] s R

2
  

s
2 i s] R]

2
  

2
2

0
0

s s
s] 2 2 s

2 2




  


 

2 2

i 00

s s
2 2 s2

2 2

 

   
 

 

i

1
4

2
 

S
 

 

 

 

 

 

 

 

 

2جد سؤال وزاري:   

s 3 s2
s]

s


 ؟؟؟ 

 الحل:

2 2

s 3 s2
s]

s s
  
 

 

   

2 2

2 1

s]s s 3 s]s s2 

 2s]s i] s2 R1  

s i s]2 R]  

s]s 2 s s2  

s
s] 2 s s2

s
  

i
s s s2    

 
 

i
s s s2  

 2s]s s 3 2 

s w 

2
2

w]
s] s]s w]

s
   

2

w]
w]w3

s
 2s w3 

2 23 3
s w

2 2
  

   2 1 

2

i

3
[ s s 2 s s2

2
   
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 لتكاملات الاتية ؟؟؟جد ا(: 4مثال)

 [s )دائري زاويته غير خطية(

حدود( )كثيربالفرض)دائري زاويته خطية(s] 

1) s] sS 

 الحل:

1 w]
s w

s]s
  S

2S
 

w]w2 s] w] s s]  2S 

w] w2 w  

w] w w  

w] w i] w R  

w i w] R]   

 w] w w w 2   

[ w 2 w w2    

[ s 2 s s 2   S S S 

 

2) 
1

s] 5 s4
2

 S 

 الحل:

2
4

5 s4 2 S

w]
5 s4 w

s]
   S 

w 5 s4
w] s] w] s]

2 2


  S
 

1 w 1
w]w w w] w

4 2 2
   

w] w i] w R  

w i w] R]  

 1w] w w w
4

  

 1[ w w w
4

   

5 s4 5 s45 s4
[

4 4
 

  
S SS 

 

3) 
3s] sS 

 الحل:

3 3s w s w  S 

2 2w]
w] w3 s] 1 w3

s]
   

2 2w]w w 3 w] w3 w  

2

i] R

w w

w w2

w 2

w 0





 

 2[ w 2 w w2 w w 3    

3 3 3 2 3s s 6 s s 3 S S S S 

3[ s 6 S 
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 جد التكاملات الاتية ؟؟؟(: 5مثال)

1) 
2 3s] s s 

 الحل:

2w] w]
s] s2 s w

s2 s]
     

1 w]
w] w w

2 s


2
3w

2
s 

i] R

w w

w 1

w 0

 

 1[ w w w
2

   

 2 2 2 1
[ s s s

2
   

 

2) 
3 5s] s s                                )كتاب( 

 الحل:

3s w2
2

w] w]
s] s3

s]s3
    

2

w]

s

3 5w
3

s  

3 1
w] w s

3


1
w]w w

3
 

i] R

w w

w 1

w 0

 

 1[ w w w
3

  

 3 3 3 1
[ s s s

3
   

3) 
3s] s sS S                      )كتاب( 

              الحل:

s wS
1 w]

s]s 2
 

S
 

w] w2 s] w] s 2 s]  S 

3w] w2 w w  

3w] w w w2  

3w] w w i] w2 R  

3w] w w i w]2 R]  

w u 

u] u]
w] w

w]w
   


 

u]

w

3 u w


i  

4 31
u i u] u i
4

   

4 1
w i

4

 

 4 41 1
w]w w w2

2 4


  

   2 2 41 1
w] w w w2

2 4


  

  
2

41 1 1
w] w2 1 w w

2 2 2


   



 التكامل وتطبيقاته
 0796023446ابومويساعداد الاستاذ: أحمد                        

 

 

 

42 

 
2 41 1 1

w] w2 1 w w
4 2 2


   

4 1
w w

2

 

 2 1
w] w2 w2 1

8
   

4w2 w 1
w w

8 8 2


   

2 1
w]w2

8
 

4w2 w 1
w w

8 8 2


   

 1 1
w] w4

2 8
 

4w2 w 1
w w

8 8 2


   

 1 1
[ w4 w

4 16
  

4w2 w 1
w w

8 8 2


   

w4 w
[

64 16
  

4s 2 s 1
s s

8 8 2


  S S S S 

s 4 s
[

64 16
 S S

 

 

 

 

 

 لاتية ؟؟؟جد التكاملات ا(: 6مثال)

 [s خطيi )كثير حدود(

1) 
ss] i s 

 الحل:

ss] i s 

ss] i L] s R  

s i L s] R]  

s ss] i i s  

s s[ i i s   

 

 

2) 
s 2s] i s                                      )كتاب( 

 الحل:

s 2s] i s 

s 2

s

s

s

L] R

i s

i s2

i 2

i 0

 

s s s 2[ i2 is2 i s    
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3) 
s3 2s] i s 

 الحل:

s3 2s] i s 

s3 2

s3

s3

s3

L] R

i s

1
i s2
3

1
i 2
9

1
i 0
27

 

s3 s3 s3 22 2 1
[ i is i s

27 9 3
    

 

4)  s 3s] i s2 s                    )كتاب( 

 الحل:

 s 3s] i s2 s 

s 3

s 2

s

s

s

L] R

i s2 s

i 2 s3

i s6

i 6

i 0




 

   s 2 s 3i 2 s3 i s2 s    

s s[ i6 is6   

5) 
1 s 2s] i s

 

 الحل:

1 s 2s] i s
 

1 s 2s] i L] s R   

1 s i L s]s2 R]   

1 s 1 s 2s] is2 i s   

1 ss] i L] s2 R   

1 s i L s]2 R]   

1 s 1 s 1 s 2s] i2 is2 i s    

1 s 1 s 1 s 2[ i2 is2 i s     

 

6)   
s2

1 s3

is
s]

i 

 الحل:

s2
s 1

1 s3

is
s] is s]

i


 

s 1s] i L] s R   

s 1i L s] R]    

s 1 s 1s] i is    

s 1 s 1[ i is     
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7) 
ss] iS 

 الحل:

s wS
1 w]

s]s 2
 

S
 

w] w2 s] w]s 2 s]  S 

ww] w2 i ww] iw2  

w

w

w

L] R

i w2

i 2

i 0

 

w w[ i2 i w2   

s s[ i2 i s 2  S S S 

 

8) 
3ss] iS 

 الحل:
33 3 ss w s w s] i    SS 

2 2w]
w] w3 s] 1 w3

s]
   

2 ww] w3 i  

w 2w] i w3  

w 2

w

w

w

L] R

i w3

i w6

i 6

i 0

 

w w w 2[ i6 iw6 i w3    

3 3 3s s 3 s 2 3[ i6 i s 6 i s 3   S S SS S 

9) 

3 2
s

2

1

i
s]

s
 

 الحل:

32 2
3 s

2s
2

1 1

i
s] i s s]

s
  

2 1w] 3
s3 s3 w

s] s
      

2

w]
s]

s3 


 

3
3 w 1 s

1
    

3
w 2 s

2
   

2

w]

s
w 2i s

3





3
2

3

 

 
3
23

w w2

3
3

1 1
i w] i
3 3

 
 

 

3
3 2 1
i i

3
   

 
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11) s2

s
s]

i
 )كتاب(                                       

 الحل:

s2
s2

s
s] i s s]

i
  

s2s] i L] s R   

s2 1
i L s] R]
2

 
  

s2 s21 1
s] i i s

2 2
  

  

s2 s21 1
[ i i s

4 2
  

   

 

11) 
 

s

2

i s
s]

s 1
 )كتاب(                           

 الحل:

 

s

2

i s
s]

s 1
  s2s] s 1 i s   

  s2s] s 1 i] is R    

  s s1 s 1 i s] i is R]      

  s1 s i R]  

s] 1 s  s 1
i

1 s



s s
i
s 1


 


 

s s s
s] i i

s 1


 


 

s s s
[ i i

s 1


  


 

جد سؤال وزاري:  
 

5
1 s 1

2

s] i
 S

 ؟؟؟ 

 الحل:

 
5

1 s 1

2

s] i
 S

 

1 w 1 s 1 s 1 w      S S 

1
s] w]

1 s 2


 S
 

w]1 s 2 s] S 

 w] 1 w 2 s]   

 2 1 2 w 2 s     1S 

 3 1 5 w 5 s     1S 

 

3

w

2

w] 1 w 2 i  

 ww] i L] 1 w 2 R   

w i L w] R]  

 
3

3w w

2
2

w] i2 i 1 w 2  

 
3 w 2 3

2
i2 i2 i4  

3 2 3 2 3i2 i2 i2 i2 i4    
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 جد التكاملات الاتية ؟؟؟(: 7مثال)

1) 
s 2s] i sS 

 الحل:

s 2s] i sS 

2s w]
s w

s]s
  S

2S
 

2

2

w2 s w]
w] s]

w s]s
  

2
 

2

w2
w]

s

w 2i s  

ww] iw2  

w

w

w

i] R

i w2

i 2

i 0

 

w w[ i2 iw2   

s s[ i2 is 2  S S S 

 

 

 

 

 

2) 
ss] s i 

 الحل:

ss] s i 

ss] s i] i R  

ss i s] i R]   

s ss] s i s i   

ss] s i] i R  

ss i s] i R]  

s s ss i s i s] s i   

ss] s i  

s s ss i s i s] s i   

 s s s1
[ s i s i s] s i

2
    
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3) 
ss] s3 i 

 الحل:

ss] s3 i 

ss]s3 i] i R  

s1
s3 i s] i R]

3
  

s s1 1
s] i s3 i s3

3 3
  

ss]s3 i] i R  

s1
s3 i s] i R]

3

  

s s1
i s3 s] s3 i

3
 

 s s1 1 1
s]s3 i is3

3 3 3


  

s s1
i s3 s] s3 i

3
 

s s1 1
s]s3 i s3 i

9 9
  

s s1
s]s3 i s] s3 i

9
 

s s1 1
s3 i i s3

9 3
  

s s1 10
i s3 s]s3 i

3 9
 

s 1
s3 i

9
 

s 1
i s3

3

3
9

 ss]s3 i
10

 

s 1
s3 i

9

9

10

 

s s3
i s3 s]s3 i

10
 

s 1
[ s3 i

10
  

4)  s s2s] i i 

 الحل:

 s s2s] i i 

s s
s

w] w]
s] i i w

s]i
     

s

w]

i

2
w  s i  

sw] w w w] w i  

i] R

w w

w 1

w 0





 

[ w w w    

   s s s[ i i i    
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5) 
ss] s s i2                      )كتاب( 

 الحل:

  s1
s] s2 i2

2
 

ss] s2 i  

ss] s2 i] i R  

s1
s2 i s] i R]

2

  

s s1 1
s] s2 i s2 i

2 2


  

ss] s2 i] i R  

s1
s2 i s] i R]

2
  

s s1
s2 i s] s2 i

2

 

 s s1 1 1
s] s2 i s2 i

2 2 2
  

s s1
s2 i s] s2 i

2

 

s s1 1
s] s2 i s2 i

4 4
  

s s1
s] s2 i s] s2 i

4
 

s s1 1
s2 i s2 i

4 2


  

s 5
s] s2 i

4
 

s s1 1
s2 i s2 i

4 2


  

ss] s2 i 

s s1 4 1 4
s2 i s2 i

4 5 2 5


    

ss] s2 i 

s s1 2
s2 i s2 i

5 5


  

6) 
2ss] i s2 

 الحل:

2w]
s s 2 s w

s]
   

w] w]
s] s2

s]s2
   

w]

s2

w i s2  

2s w w[ i [ i w] i    

 

7) 
ss] i s2 

 الحل:

s w 
w] w]

s] s
s]s

   

ww]
i s2

s
 

w]

s

w i s s 2  

w ww] i w w] i s  

w

w

w

i] R

i w

i 1

i 0

 

 w w[ i i w 2   

s s[ i2 i s   
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 :تكامل اللوغاريتم

اذا كان اللوغاريتم لوحده يكامل اجزاء الحالة الاولى: 

بفرض 
i

R  

اذا كان اللوغاريتم في المقام يكامل الحالة الثانية: 

تعويض بفرض 
i

w  ثم اجزاء 

 ما عدا ذلك نقوم باختبار الفرض: الحالة الثالثة:

  ان نفرض اللوغاريتم كاملا 
 ان نفرض ما داخل اللوغاريتم فقط 

  ان يحل اجزاء من البداية بفرض
i

R 

 

 جد التكاملات الاتية ؟؟؟(: 8مثال)

 لوحده وما داخله خطي 

1) 
i

s] s 

 الحل:

i
s] s 

i
s] i] s R  

1
s i] s] R

s
   

i

1
s] s s s

s
   

i
s] 1 s s  

i
[ s s s   

 

2) 

2 i

i
i

s] s 

 الحل:

i
s] i] s R

1
s i s] R]

s

 

 
 

2 2i i

iii

s] 1 s s 


 

 2 2 2

i i
i i i i i i     

 
 

2 2 2i i i i i2     
2 i

2

i
i

i s] s 

 

3)  
i

s] 2 s 

 الحل:

 
i

s] i] 2 s R

1
s i s] R]

2 s

  

 


 

 
i

s
s] 2 s s
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 wموجود في المقام نفرض  
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اذا كان(: 11مثال) 

2

1

3 s] s R 5 1R

 8 2 R؛ جد 

2

1

s] s Rs ؟؟؟ 

 )كتاب(                                                        الحل:

 

2

1

3 s] s R 

 s] s R i] s R  

 s R i s] R]  

    
2

2

1
1

s] s R s Rs  

  
2

1
3 s Rs  

         3 1 R 1 2 R 2   

   8 3 5 16    

 
 

اقترانا قابلا للاشتقاق وكان  Rاذا كان (: 12مثال)

 

2

1

10 s] s R 3 2 R 

 1 1 R جد؛ 
1

3 5

0

s] 1 s R s؟؟؟ 

 )كتاب(                                             الحل:              
3 31 w s 1 s w     

2
2

w] w]
s] s3

s]s3
   

 31 1 0 w 0 s     

 32 1 1 w 1 s     

2

w]

s
 

3 5w R
3

2

1

s  

 

2

3

1

1
w] w R s

3
 

   

2

1

1
w] w R 1 w

3
  

 w] w R i] 1 w R   

 w R i w] R]  

     
2

2

1

1

1
w] w R w R1 w

3

 
   

 

 

    2

1

1
10 w R 1 w

3
   

          110 1 R 1 1 2 R 1 2
3

     

    7 1 1
10 3 10 2 R

3 3 3

     

 

اذا كان (: 13مثال) s L  معكوسا لمشتقة s R 

؛جد  

3

2

s] s Rs  اذا علمت ان ،

 5 2 R 1 3 R 1 2 L

 7 3 L ؟؟؟ 

 الحل:
 s L  معكوسا لمشتقة s R 

   s R s L 

   s L s] s R 

 

3

2

s] s Rs 

 s] s R i] s R  

 s R i s] R]  

   
3

3

2
2

s] s R s Rs  

           
3

2
s L 2 R 2 3 R 3   

             2 L 3 L 5 2 1 3    

     1 7 10 3    

13 6 7     
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اذا كان (: 14مثال) 

5

2

20 s] s Rs وكان ،

   3 2 R 8 5 R   ؛جد

 

5

2

s] s R ؟؟؟ 

 الحل:

 

5

2

s] s R 

 s] i] s R R  

 s i s] s R R]  

   
5

5

2
2

s] s Rs s Rs  

         20 2 R 2 5 R 5   

     20 3 2 8 5   

   14 20 6 40    

   حل اخر: 

5

2

s] s R 

 s] s R i] s R  

 s R i s] R]  

   
5

5

2

2

20 s] s R s Rs   

           
5

2

20 s] s R 2 R 2 5 R 5    

     

5

2

20 s] s R 6 40    

 

5

2

20 s] s R 34   

 

5

2

14 s] s R  

جد قيمة(: 15مثال)
 

   
i

s R
s]

s R s R
 ؟؟؟ 

 الحل:

 
i

s R w 

 

 

 

 

s R s R w]
w] s]

s R s]s R
   

 s R
w]

 s R

 s R


 w s R
 

i

1
[ w w]

w
  

 
i i

[ s R  

 

 

 

  اذا جاء اللوغاريتم في المقام يكامل بالتعويض

w 

  اذا جاء اللوغاريتم لوحده يكامل أجزاء مباشرة

R 

 اذا جاء اللوغاريتم معه اقتران وليس بالمقام 

 بعد أجراء التبسيط والاختصار

 اختبار الفرض

 :نفرض اللوغاريتم كاملا الحالة الاولى 

w 

 :فرض ما داخل اللوغاريتم الحالة الثانية 

  w 

 :أجزاء مباشرة الحالة الثالثة 

R 
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 بالكسور الجزئيةالتكامل :  ثامنالدرس ال

 كثير حدود

كثير حدود
 s] 

 بشرط:

 لا يوجد تبسيط واختصار  

 البسط ليس مشتقة المقام  

 المقام ليس مربع كامل  

  تذكر:

 
ثابت

أس+ب
  s] ( 

ثابت

أ
 )

i
| f sh |  

 
 

 i

s R
[ s R s]

s R
  


i

h h
[ ] sf s]

f ] sf
  


 

 

 جد التكاملات الاتية ؟؟؟(: 1مثال)

1 )
 2 3

3
s]

s 2 s 
 

 الحل:

3

2

s3
s]

s 2



 
 

2

i

3
[ s 2

2
 

   

 

2 )
3

4 7

s
s]

s s
 

 الحل:

 

3

3 7

s
s]

s 1 s 
 

 

4

3

s
s]

s 1



 
 

3

i

1
[ s 1

3
 

   

 

2 )2

2 s
s]
6 s5 s



 
 

 الحل:

2 s
s]



 2 s  3 s
 

 i

1
[ 3 s s]

3 s
  


 

 

3 )2

1 s2
s]
3 s s



 
 

 الحل:

2

i
[ 3 s s    
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4 )2

5 s
s]
4 s4 s



 
 

 الحل:

  
5 s

s]
2 s 2 s


 

 

 2

5 s
s]

2 s



 

  2s] 2 s 5 s    

 2s] 2 s i] 5 s R
1

i s] R]
2 s

    


 


 

1 s 5
s]
2 s 2 s


 

 
 

2
i

s 5 5 s
[ 2 s s]

2 s 4 s4 s
 

   
  

 

 

 

 

 كثير حدود

كثير حدود
 s] 

 :بعد التأكد مننستخدم الكسور الجزئية 

 ( عدم وجود اختصار او تبسيط يمكن ان نقوم به1

 ( عدم وجود مشتقة المقام بالبسط2

 لتعويض(( المقام ليس مربع كاملا )نستخدم ا3

 

 

 

 درجة البسط اقل من درجة المقاماولا: 

 مختلفينويحلل الى جذرين  تربيعيالمقام 

 جد التكاملات الاتية ؟؟؟(: 2مثال)

1) 2

2
s]
4 s

 

 الحل:

   2

2 2
2 s 2 s 4 s

 
  

 

  
f h 2

2 s 2 s 2 s 2 s
 

   
 

   

     

2 s f 2 s h 2
2 s 2 s 2 s 2 s
  


   

 

   2 s f 2 s h 2     

   2 2 f 2 2 h     2 2 s    

                
f41

f
2


 

4

2
 2

4



 

 2 2 f  2 2 h 2 2 s     

                 
h41

h
2
 

4

2
 2
4

 

2

1 1
22 2s] s]

2 s 2 s 4 s



  
  

 

i i

1 1
[ |2 s | |2 s |

2 2
     
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2) 2

5
s]
3 s4 s 

 

 الحل:

   2

5 5
1 s 3 s 3 s4 s

 
     

  
f h 5
1 s 3 s 1 s 3 s

 
   

 

   

     

3 s f 1 s h 5
1 s 3 s 1 s 3 s
  


   

 

   3 s f 1 s h 5     

5
h 3 s

2
   

5
f 1 s

2

   

2

5 5
52 2s] s]

1 s 3 s 3 s4 s



  
    

2

5
s]
3 s4 s 

 

i i

5 5
[ |1 s | |3 s |

2 2
    

 

 

3) 2

7
s]
10 s3 s 

 )كتاب(                       

 الحل:

2

7
s]
10 s3 s  

   2

7 7
5 s 2 s 10 s3 s


    

      
f h 7

5 s 2 s 5 s 2 s
 

    

   

     

2 s f 5 s h 7
5 s 2 s 5 s 2 s
  


   

 

   2 s f 5 s h 7     

1 f 5 s   

1 h 2 s     

2

1 1 7
s] s]
5 s 2 s 10 s3 s


 

   
 

2

7
s]
10 s3 s 

 

i i
[ |2 s | |5 s |     

 

4) 2

s
s]
6 s5 s 

 

 الحل:

   2

s s
2 s 3 s 6 s5 s

 
   

 

    2

f h s
2 s 3 s 6 s5 s

 
   

 

   
2 2

3 s f 2 s h s
6 s5 s 6 s5 s

  


   
 

   3 s f 2 s h s    

f 2 2 s     

h 3 3 s    

    2

2 3 s
s]

2 s 3 s 6 s5 s


 
   

 

2

s
6 s5 s 

 

i i
[ 2 s 2 3 s 3     
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5) 2

13 s
s]
3 s7 s2



 
 )كتاب(                         

 الحل:

2 26 s7 s 3 s7 s2     

     
1 6
s s 1 s 6 s

2 2
     

  1 s2 3 s  

  
13 s

s]
1 s2 3 s




 
 

      
f h 13 s

1 s2 3 s 1 s2 3 s


 
   

 

                      
   

  

3 s f 1 s2 h
1 s2 3 s
  


 

 

   3 s f 1 s2 h 13 s      

1
5 f s

2
   

2 h 3 s                      

5 2
s]
1 s2 3 s


 

 
 

2

13 s
s]
3 s7 s2



 
 

i i

5
[ |1 s2| |3 s | 2

2
      

 

 

 

 

 

6)  
 



 2

3 s2
s]

s s
 

 الحل:

 
f h 3 s2
1 s s 1 s s


 

 
 

 

   

sf 1 s h 3 s2
1 s s 1 s s
  


 

 

 sf 1 s h 3 s2     

   1 f 1 1 h   3 1 2 1 s    

                  f 1  

 0 f    1 0 h 3 0 2 0 s      

          3 h h 3     

 
1 3 3 s2

s] s]
1 s s 1 s s
 

  
 

 

 
3 s2

s]
1 s s



 

i i
[ |1 s | | s | 3    
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7) 
2

3

8 s6 s
s]

s4 s
 


 

 الحل:

  

 2

2 s 4 s
s]

4 s s

 


 

 2 s
s]

  

 

4 s

2 s



  2 s s
 

 
f h 4 s

2 s s 2 s s


 
 

 

 

   

sf 2 s h 4 s
2 s s 2 s s
  


 

 

 sf 2 s h 4 s    

2 h 0 s    

3 f 2 s    

 
3 2 4 s

s] s] s]
2 s s 2 s s

 
 

 
 

2

3

8 s6 s
s]

s4 s
 


 

i i
[ s 2 2 s 3    

 

 

 

8) 

4

2

2

1 s4
s]
2 s s



 
 )كتاب(                             

 الحل:

   2

1 s4 1 s4
2 s 1 s 2 s s

 
 

   
 

  
f h 1 s4

2 s 1 s 2 s 1 s


 
   

 

   

     

1 s f 2 s h 1 s4
2 s 1 s 2 s 1 s
   


   

 

   1 s f 2 s h 1 s4     

   1 2 f 2 2 h      1 2 4 2 s      

                3 f f3 9     

 1 1    f 2 1 h 1 14 1 s      

             1 h h3 3   

4 4

2

2 2

3 1 1 s4
s] s]
2 s 1 s 2 s s


  

   
 

4 4

i i2 2

|2 s | 3 |1 s |    
  

 

i i
|1 2| |1 4|    

i i
|2 2| |2 4| 3     
 

 

i i i
4 3 6 3 1 

i
3  

i i i
4 3 6 3 3   



 التكامل وتطبيقاته
 0796023446اعداد الاستاذ: أحمد ابومويس                       

 

 

 

66 

9) 
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 جد التكاملات الاتية ؟؟؟(: 6مثال)
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 المعادلات التفاضلية :عساتالدرس ال

هييييادلة تحييييشدقايييي  دل ييييق   دالمعادلةةةةة التفاضةةةةلية: 
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s w2[2 i2 i   د

s w2

1[ i2 i   ايثدد

1[2 [ د

 s

1
i

[ i2 w2  د

 s

1
i

[ i2
w

2



 


د
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(د6
w]

6 s3 w2 ws
s]

   Sدد

3ايث w 2 s  د

 الحل:

   
w]

2 s 3 2 s w
s]

   Sد

  
w]

3 w 2 s
s]

  Sد

   s] 3 w 2 s w]   S Sد

 
1

s] 2 s w]
3 w

 


S
S

د

   
11
22s] 2 s w] 3 w


  د

   
13
22

2
[ 2 s 3 w 2

3
   د

 3 2
[ 2 s 3 w 2

3
   S Sد

د

حل المعادلة التفاضلية سؤال وزاري: 
3w w]

s s]
Sد

 الحل:

1 1
3 3

1 1
3 3

s w] w w]
s] s]

w s



   د

1 1
3 3s] s w] w
 

د

2 2
3 33 3

[ s w
2 2

 د

2 3 2 33 3
[ s w

2 2
 S Sد

 

 

 (: حل المعادلات التفاضلية الاتية ؟؟؟2مثال)

1) 
2 ww]

0 s s i
s]

 كق ب(دددددددددددددد( 

 الحل:

2 ww]
s s i

s]
د

w 2s] s i s w] د

w2

1 1
s] s w]

is
 د

ws] s s w] iد

  w w

i i
[ s i [ s i    د

 
i

[ s w د

د

2) 
2 2s s

0 s] w]
2 2

  

 الحل:

2 2s s
s] w]
2 2

د

2

2

s 1
s] w]s2

2

 د

2 2s s
s] w]
2 2

 د

2 2s s
s] w]
2 2

د

s s s2  

s s 1
s

2 2 2
د

2 2 2s s 1
s

2 2 4
 

2 1
s] s w]

4
 د

 1 1
s] s2 1 w

2 4
  د

 1 1
[ s2 s w

2 8
   
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؟؟؟حل المعادلة التفاضلية سؤال وزاري:  

2w] s] w w] s د

 الحل:
2s] w w] w] s   

 2s] w 1 s w]  د

s] w 
2s w

2s 

 

2

w]

w s
د

2

1 1
s] w]

ws
د

2 1
s] s w]

w
د

2 1
s] s w]

w
د

i
[ s | w | د

i
|w|

[ s i i د

[ si i | w | د

s i h | w | ايثد
[ i hد

ددددددددد
s i h w د

دددددأ د
s i h w  د

د

د

د

د

د

د

لي داحلل سده داحل ق شد
 s s R

w]
s]


 



د

لي داحلل س=د
1

لي   احةل ت  
د

د

 

 حل المعادلات التفاضلية الاتية ؟؟؟(: 3مثال)

[s(د1 w s] w] د

 الحل:

s] s] w w] د

 s] 1 w w] د

1
s] w]

1 w
 


د

i
[ s 1 w  د

[ s i 1 w  د

[ si i 1 w  د

s ih 1 w ايثد
[ i hد

د

د

(د2
2 2w]s s] w w] s]  د

 الحل:

2 2s] s] w w] w]s  د

   2 2s] 1 w w] 1 s  د

2s] w  2w] s د

2 2

1 1
s] w]
s w

 

2 2s] s w] wد

[ s w   

د

د

د

د

 ح اته د

 ضلنا
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جتد  قتةد(: 4مثال) wايثدد

s w w]
i s

s]
 S S0؛ددد sد؟؟؟دد

دالحل:

s ws] i i w] s S Sد

s
w

1 1
s] i w]

is
 S

S
د

s w1
s] i w] i

s

 S

S
د

s w1
s] i i

s

  S

S
د

2s] u]u2 s u s u    Sد

u] u u 1
2 i

u
 w i د

u w[ i2 i  د

s w[ i2 i  S
د

 s

i
[ i2 w   Sد

 s

i
[ i2 w   Sد

د

د

د

د

د

د

د

د

اذادك لدلي داحلل سدحلنانىداحةلا شد(: 5مثال) w

قنتداحن مشد w sيس   دد
w s

s

i
1 i




د

احةتتداحني ين د،دفجتد  قتةداحةلا شدi؛ايثد

 wقتل د ألدلنان ه ديلند  حن مش 0 د؟؟؟د1

د)كق ب(دددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددالحل:

w s

s

i w]
s]1 i






د

w s

s

i i w]
s]1 i

 



د

 

s

s w

i w]
s]1 i i




د

s
w

s

i
s] w] i
1 i




د

s
w

s

i
s] w] i
1 i




د

s w

i
[ |1 i | i  د

 1 0

i
[ |1 i | i 01   د

i
[ |1 i | 1  د

i
|1 i | 1 [  د

s w

i i
|1 i | 1 |1 i | i     د

s w

i i i i
|1 i | 1 |1 i | i      
 

د

s

i i i
|1 i | 1 |1 i | w      
 

د

د
د
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ةلا ييشدقنييتداحاذادكيي لدلييي داحلليي سدحلنانييىد (:6مثةةال)

احن مشد w sيس   دد
2

2

s s
w3


،دد

فجتد  قتةداحةلا شدقتل د  لداحن مشد 4
4


د

د؟؟؟دق عدقتىدلنان ه 

دالحل:

2

2

s s w]
s]w3


د

 2 2s] s s w] w3 د

3[ s s w   د

حكلد 4
4


ددقتىدلنانىداحةلا شد

     3[ 4
4 4
 

   د

1 2 65 1
[ [ 1 64

2 2

 
    S

S S
د

31 2 65
s s w

2


    S

S
د

د

د

د

د

د

د

د

د

د

د

د

د

د

اذادك لدلي داحلل سدحلنانىداحةلا شد(: 7مثال) wد

قنتدأ دن مشدقتي  ده د
w s w s1 i i i   ؛دجتد  قتةدد

داحةلا شد؟؟؟

دالحل:

w s w s w]
1 i i i i

s]
     د

   w w s w]
1 i 1 i i

s]
    د

  s ws] 1 i 1 i w]  د

 
 

s

w

1
s] 1 i w]

1 i
 


د

 

w
s

w w

i 1
[ s i w]

i 1 i
   


د

w
s

w

i
[ s i w]

i 1
  


د

s w

i
[ s i i 1   د

s[ s i wi i 1   د

د

اذادك لدلي داحلل سديس   د(: 8مثال)
2

i
w 2 s

i s


حلنانىداحةلا شدقنتدأ دد

ن مشد w sد؛دجتد  قتةداحةلا شد؟؟؟د

دالحل:
2 2 2

i

2

i

s w s

w

i w]
s i s

s]
i



   د

2s

2

i
s] s w]

w
 د

2s 2s] is w] wد

2u] u]
s] s2 s u

s2 s]
    د

u 31 1 u]
[ i w

2 3 s
   u i s

2
3 1
w
3

د

2 2s 3 s 33 3
[3 i w [3 i w

2 2
    Sد
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اذادك لدلي داحةل ت دقتىداحلل سدحلنانىد(: 9مثال)

احةلا شدقنتدأ دن مشدقتي  دلث د w sد

يس   د
i

s s

w



،داحن مشدد 1iق عدد

قتىدلنانىداحةلا شد؛دددجتد  قتةد wد
0ايثد wد؟؟؟د

دالحل:

لي داحةل ت 
 

1 1 1
w]

s R w
s]

  
  د

لي داحةل ت 
s]
w]

د

i
s s 

s]
w



w]

د

i
s] w w] s sد

i

1 1
s] w]

ws s
د

i
i

1
ss] w
s

د

i i i
[ s w د

احن مشد 1iدق عدقتىدلنانىداحةلا شد

i i i
[ i 1 د

0 [ [ 0 0   د

i i i
s wد

i
s wد

i
s wا دددد

i
s w د

i
1 1 i 1  د

i
0 w s w د

اذادك لدلي داحةل ت دقتىداحلل سدحلنانىد(: 10مثال)

احةلا شد wقنتداحن مشد w sيس   د

i
s 3 s Sدفجتد  قتةداحةلا شد، wد

؛قتل د ألدلنان ه ديلند  حن مشد 4 iدايثد،

iد)كق ب(ددددددددددددددددددددددددددد؟؟؟داحةتتداحني ين د

دالحل:

i

s]
s 3 s

w]


 Sد

i
s] w] s 3 s   Sد

i

1
s] w]

s 3 s




 S
د

2

i i
s 3 u s 3 u    Sد

1 u]
u] su2 s] u2

s s]
  د

u] s u
1

2
u



s

wد

[ u2 w u] 2 w     د

i
[ s 3 2 w   Sد

 
i

[ i 3 2 4 4 i    Sد

8 [ [ 1 3 2 4     Sد

i
8 s 3 2 w    Sد

د

د

د
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اذادك لدلي داحةل ت دقنتدأ دن مشدلث د(: 11مثال)

 w sه دد
s2

2

i

w w
S

S S
؛دجتدد

د  قتةداحةلا شد؟؟؟

دالحل:

1
2 s2 
2

i s]
w]w w




S S
د

2 ss] w w w] i S Sد

s 2

1 1
s] w]

i w w




S S
د

2
s w

s] i w]
w

  
S

S
د

2u]
1 u2 w u w u
w]

    Sد

u] u2 w]د

ss] i u] u  
2u

2
u

د

s[ i u 2 د

s[ i w 2  Sد

د

د

د

د

د

د

د

د

د

اذادك ن د(: 12مثال)   0 s Rs2 s R ؛دد

جتد  قتةد s Rايثدد 2i ق عدد1

دقتىدلنان هد؟؟؟

دالحل:

      s R s Rs2 s R د

 

 

s R
s] s2 s]

s R
د

 2

i
[ s s R د

 2i دق عدقتىدلنان هد1

  22

i
[ 1 2 [ 1 i    د

1 [ د

 
21 s i s R د

 
21 s i s R أ دددد 

21 s i s R  د

1 1 2i i د

 
21 s i s R  د

د

د

د

د

د

د

د

د

 

 



 التكامل وتطبيقاته
 0796023446اعداد الاستاذ: أحمد ابومويس                       

 

 

 

93 

خيينالدليي ردفيي ن دسييةق د(: 13مثةةال) 3L ،ديصييبدد6

فيييي داحلييي رد لةيييت د 3L 2 kسييي قشد،د/

دلقىديلقتئداحخنالد؟؟؟

 الحل:

pداجمداحل رد

kداحنللد)قتتداحس ق  (د

p]
2 k

k]
 د

 k] 2 k p] د

2 1
[ k2 k p

2
  د

0حكلدد p0قنتل دد kد

   2 1
0 [ [ 0 2 0 0

2
    د

2 1
k2 k p

2
 د

6يلقتئداحخنالدقنتل ديك لد pد

 2 1
2 k2 k 6

2
  د

2 20 12 k4 k k4 k 12     د

  0 2 k 6 k  د

6 k دقنفضد

2 kدس قشد

يلقتئداحخنالد ةتد 2دس قشد

 

 

 

 

 

اذادك لدقس نعدجسيمد ةتد(: 14مثال) kث نيشديةمىدد

4  حةلا شد k6 j دجتداحلس فشد ةتدد، 3

 أن د(دم/ثد2ث اناد؛قتل د ألداحسنقشدالا قتائيشد)

د(دمدفادأ  دث نيقيلد؟؟؟21 معدلس فشد)

دالحل:

 k] 4 k6 k]j k u  د

 2

1[ k4 k3 k u  د

(دم/ث2احسنقشدالا قتائيشد) 2 0 u د

     2
12 [ 04 0 3 0 u   د

12 [د

 22 k4 k3 k u   د

   22 k4 k3 k] k u k t   د

 2 3

2[ k2 k2 k k t   د

(دفادث نيقيل21 معدلس فشد) 21 2 t د

     2 3
221 [ 2 2 2 2 2   د

2 21 [ 21 [ 20   د

 2 31 k2 k2 k k t    د

       2 31 3 2 3 2 3 3 t    د

 52 1 6 18 27 3 t     
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يسييندجسييمدقتيىدخيمدلسيق يمد فياداحةلا يشد(: 15مثال)

u 2 jS0،دد u؛دفييييييييي ذادك نييييييييي ددد

سنقق دقنتد يترداحانكيشد 9م/ثد،د  ميعد

احجسيييمدلسيي فشد 64
3

مدفييادأ  دث نيييشدلييلد

ددانكقييي د؛دجيييتداحلسييي فشداحقيييادي مة ييي د ةيييتد

 3دثدللداحانكشد؟؟؟

 الحل:

u 2 jSد

حكلد
u]

u j
k]

 د

u]
k] u 2 u] u 2

k]
  S Sد

1
2 1

k]2 u] u k]2 u]
u



  
S

د

1
2

1[ k2 u2 د

9حكلد u0قنتل دد kد

   
1
2

1 16 [ [ 0 2 9 2   د

6 k2 u 2  Sد

 2 3 k u 3 k u     Sد

حكلد
t]

t u
k]

 د

 2 t]
3 k

k]
 د

 2k] 3 k t] د

 3

2

3 k
[ t

3


 د

حكلد
64

t
3
1دقنتل د kد

  
3

2

3 1 64
[

3 3


 د

2 2

64 64
0 [ [

3 3
   د

 3 3 k
t

3


د

26 6
L72




2

3

  
 

3

1

3 3
3 t

3


  

يقانكدجسيمدقتىدخمدلسيق يمدليلداحسيك لد(: 16مثال)
 ليييييييلدن ميييييييشدا صييييييي د فييييييياداحةلا يييييييشد

1 u j 0،دد u؛دجيييييييييتدلة تحيييييييييشدد

احانكش  k tد؟؟؟د

دالحل:

حكلد
u]

u j
k]

 د

u]
1 u

k]
 د

 k] 1 u u] د

 
1

k] u]
1 u




د

1
i

[ k 1 u  د

0حكلد u0دقنتل د kد

   
1 1

i
0 [ [ 0 1 0    د

i
k 1 u د

k i 1 u د
k k1 i u i 1 u    دددددددددددددددد

أ ددد
k1 i u  ق ل دد 0 uد

حكلد
t]

t u
k]

 د

k t]
1 i

k]
 د

 kk] 1 i t] د

k

2[ k i t  د

0حكلد t0دقنتل د kد

 
 0

2 21 [ [ 0 i 0     د
k1 k i t  د
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يسيندجسيمدقتىدخمدلسيق يمداسيبداحةلا يشد(: 17مثال)
3u h jS0،دد uدللداحسك لد؛دجتدد،

 يلييشداحث  يي د hاحقييادقجةيي دسيينقق د ةييتدد

 3ثدقس   د 8دسم/ثد؟؟؟

 الحل:

حكلد
u]

u j
k]

 د

3 u]
u h

k]
Sد

3k] u h u]Sد

3

1
k] h u]

u


S
د

1
3k] h u] u


د

2
3 3

[ kh u
2

 د

0حكلد u0قنتل دد kد

   
2
3

3
0 [ [ 0 h 0

2
   د

2 3 3kh u
2

 Sد

8حكلد u3قنتل دد kد

    32 3
2 h 3 h 8

2
   Sد

د
ا قيتأدجسييمداحانكيشدليلدن ميشدالاصي دقتيىد(: 18مثال)

لايي نداحسييين  د ف يي دحتةلا ييشد
3
2 u4 j د،

0ايييث uد،j،قسيي نعداحجسيييمدuسيينقشدد
احجسيييمد؛دفيي ذادك نيي دسيينقق دقنييتد ييترداحانكييشد

e  L uاث  دالدد4 k2 tSد؟؟؟د

د)كق ب(دددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددد   الحل:           

احانكشدللدن مشدالاص د 0 0 t د

(4)داحسنقشدقنتد ترداحانكش 4 0 u د
3
2 u4 j د

3
2 u] u]
u4 j

k] k]
   د

3
2

3
2

u]
k]4 u] u k]4

u



    د

3
2k]4 u] u


 د

1
2[ k4 u2


   2
[ k4

u


   

S
د

   
2

1 [ [ 04 4 0 u
4


       

S
د

2
1 k4

u


   

S
 2 k k16د

2 2
u u

1 k4 1 k4


  
  

S Sد

   2 2

4 4
k] k]u u

1 k4 1 k4
  

 
د

   2k] 1 k4 4 k t  د

 
 

1 1 k4 4
[ k t

4 1

 
 

 
د

 
 

1
[ k t

1 k4


 


د

  
 

1
1 [ [ 0 0 0 t

1 04


     


د

 
 

1
1 k t

1 k4


  


د

ق ايتدل  ل   
1 k4 1

k t
1 k4 1 k4
 

  
 

د

 
k4

k t
1 k4




د

 
2

k2 k t
1 k4

 


 

  حقة يض k2 u k t  Sد

 u k2 k t Sد ه داحلمت بد
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احشدصن قيشد يلق  دقنيتداح ينارد(: 19مثال) 2500
تينيي ندققنيي  مد يلق يي د ليين نداحيينللداسييبد

احةلا شد
 2

500 R]
k]1 k





،دايثدد Rد

 يلق  د ةتدلين ند kسينشد؛دأاسيبد يليشدد

الاحشد ةتد 3دسن ا دللد نائ  د؟؟؟د

 الحل:

 2

500
k] R]

1 k





د

 2k] 1 k 500 R]    

 1 1 k 500
[ R

1 1

  
 

 
 

 
500

[ R
1 k

 


 

2500حكلد R0قنتل دد kد

  
500

2000 [ [ 2500
1 0

   


د

 
500

2000 R
1 k

 


د

احسةند ةتد 3دسن ا دللد نائ  د

  
500

2125 2000 R
1 3

  


دتين ند

د
د
د
د
د
د
د
د
د
د
د
د
د
د
د
د

ينتاتدقتتدسك لدلتينشداسبداحةلا يشد دسؤال وزاري:  

u]
u0025

k]
 ايثد دد uقتتدد

احسييك لد،د kاحيينللد  حسيين ا د،داذادد

قتليييي دالدقييييتتدسييييك لداحلتينييييشد تيييي د

،دفجتدد(2015)(دنسلشدق مد200000)

د؟؟؟د(دق ل 40سك ن  د ةتد)

دالحل:

 200000 0 uد

k] u0025 u] د

1
k]0025 u]

u
 د

i
[ k0025 | u |  د

 200000 0 uد

 
i

[ 0 0025 |200000|   د

i
|200000| [ د

i i
|200000| k0025 | u |  د

i i
|200000| k0025 |u|

i i
 

د

i
|200000| k0025

i u
 

د

 
 i

|200000| 40 0025

i 40 u
 

د

 i
|200000| 1

i 40 u


د

 i
|200000|

i i 40 u د

 200000 27 40 u  د

 540000 40 uدنسلشد
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 ييذفدجسييمدنأسييي د قتييىد سيينقشدا قتائيييشد(: 20مثةةال)

ل ييييييييتانه د e L40قسيييييييي نعدل ييييييييتانهدد  

 2e L10 دف ذادك لدانقف ق دقيلدسيم دد،

الانضد ةتدث نيشد ااتةدللد ترداحانكشديس   د

 L80د؟؟؟د،دفجتدا صىدانقف عد صت داحجسمد

د)كق ب(ددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددددالحل:

 40 0 uد

 80 1 tد

10 j د

   k]10 k u k u k] j   د

 
1[ k10 k u  د

   
140 [ 010 40 0 u   د

 
140 k10 k u 40 [     د

   k t k] k uد

 k] 40 k10 k t  د

 2

2[ k40 k5 k t   د

     2
280 [ 140 1 5 80 1 t    د

2 245 [ 80 [ 35   د

 245 k40 k5 k t    د

ا صىدانقف عد 0 k u د

 40 k 0 40 k10 0 k u     د

4ا صىدانقف عدقنتل د kد

     245 4 40 4 5 4 t   د

 125 45 160 80 4 t    د

 

 ذف دكنةدليلد ليشد ينردانقف قي د(: 21مثال) L د45

قلدسم دالانضد،د نأسي دحلأقتىد سينقشد

ا قتائيييييييشد 40م/ثد  قسيييييي نعد 10
؛دجيييتداحييينللداحيييذ داسيييق ن ق داحكييينةدد2م/ث

دحقة تداحىدسم دالانضد؟؟؟
 الحل:

حكلد
u]

u j
k]

 د

u]
10

k]
 د

k] 10 u] د

1[ k10 u  د

40حكلد u0قنتل دد kد
 

1 140 [ [ 010 40    د

40 k10 u  د

حكلد
t]

t u
k]

 د

t]
40 k10

k]
  د

 k] 40 k10 t]  د

2

2[ k40 k5 t   د

45حكلد t0قنتل دد kد

   2
2 245 [ [ 040 0 5 45     د

245 k40 k5 t   د
قنتل دقة تداحكنةداحىدسم دالانضدقك لداحلسي فشد

داحل م قشدصفنا
245 k40 k5 0   د

20 9 k8 k  د

  0 1 k 9 k  د

1 k دقنفضد
9 kد

دقة تداحكنةداحىدسم دالانضد ةت e د9

د
د
د
 



 التكامل وتطبيقاته
 0796023446اعداد الاستاذ: أحمد ابومويس                       

 

 

 

98 

سيي نةدثلن ي د(: 22مثةال) 20000تيني ند،ديقني  مد

سةنه د نس شد 15سين ي د؛دجيتدسيةنه دد

 ةتدلن ند 20دسنشدللد نائ  د؟؟؟د

اقق ندددددددددددالحل:                      320 iد

u )داح يلشداح نائيشد)ثللداحسي نة

15 u]
u
100 k]


 د

15
k] u u]

100


 د

15 1
k] u]
100 u


د

i

15
[ k u

100


 د

20000حكلد u0قنتل دد kد

 
i

15
[ 0 20000

100


 د

i
20000 [د

 
i i

15
20000 k u

100


 دد

د)ل دفادتاقادحتلمتادثلل(
 

i

15
20000 k

100
i u




د
 

i

1520000 k
100i i u


 د
15
k
100 i20000 u


د
سةنه د ةتد 20دسنشد

 
15

203 100i20000 u i20000 u


   د

3

20000 20000
1000 u

20 i
  دتين ن

د
د
د
د
د
د
د
د
د
د

يقكيي ثندقييتتداحنايي دفيياداحختيييشدفييينتاتداحةييتتد(: 23مثةةال)

 لةت د 30ك دأس  عد،دفي ذادكي لدقيتتدد

احنايي دفيياداح تايييشد 65ناتييشد؛دجييتدقييتتدد

احنا د ةتد 10دأس  يعد؟؟؟د

 الحل:

gدقتتداحنا د

30 g]
g
100 k]

 د

30
k] g g]

100
 د

30 1
k] g]
100 g

د

i

30
[ k g

100
 د

د)ل دفادتاقادحتلمتادقتتدنا (

65حكلد g0قنتل دد kد

     
i i

30
65 [ [ 0 65

100
   د

 
i i

30
65 k g

100
 د

 
i

30
65 k

100
i g



د
 

i

3065 k
100i i g د

30
k
100i65 gد
قتتداحنا د ةتد 10دأس  يعد

 
30

10
100i65 gد
3 i65 gدناتشد

د
د
د
د
د
د
د
د
د
د
د

د
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اذادكيييييي لدسييييييك لدأاييييييت داح يييييين دسيييييينشد(: 24مثةةةةةةال)
 2018هييييييي دد 8000نسيييييييلشد،دد

حييي اندالدقيييتتهمديييينتاتد  لةيييت د 2د

سن ي د؛دجتدقتتهمدسنشد 2023د؟؟؟د

 الحل:
uدقتتداحسك لد

2 u]
u
100 k]

 د

2
k] u u]

100
 د

2 1
k] u]
100 u

د

i

2
[ k u

100
 د

د)ل دفادتاقادحتلمتادقتتدسك ل(

i

2
[ k u

100
 د

8000حكلد u0قنتل دد kد

   
i

2
[ 0 8000

100
 د

 
i

8000 [د

 
i i

2
8000 k u

100
 د

قييييييييتتداحسيييييييييك لدسييييييييينشد 2023أ د ةيييييييييتدد

5 2018 2023  دسن ا د

   
i i

2
8000 5 u

100
 د

 
i

1
8000

10
i u



د
 

i

18000
10i i u د

1
10i8000 uد

د
د
د
د
د
د

 

يقن  مدقيتتداحاضي ندحل  نيي  دكينةداح يتمد(: 25مثال)

 لةت د 5حك دل ي ناةد،د سي بدخسي نق دد

،دف ذادك لدقيتتداحاضي نددفادأات داحل اسم

فاداحل  ناةدالا حيىد 23500يخمد؛دد 

جتدقتتداحاض ند ةتد 20دل  ناةد؟؟؟د

)اقق ندالحل:                       
0950386 i  )د

uدقتتداحاض ند

kدقتتداحل  ني  د

5 u]
u
100 k]


 د

5
k] u u]

100


 د

5 1
k] u]
100 u


د

i

5
[ k u

100


 د

د)ل دفادتاقادحتلمتادقتتداض ن(

 
i

5
[ k u

100


 د

23500حكلد u1قنتل دد kد

   
i

5
[ 1 23500

100


 د

 
i

5
23500 [

100
 د

   
i i

5 5
23500 k u

100 100


  د

قتتداحاض ند ةت 20دل  ناةد

     
i i

5 5
23500 20 u

100 100


  د

 
i

5
23500 1

100
i u

  

د
 

i
23500

095i i u  د

9071 23500 0386 u   د خمد

د
د
د
د
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 ييي حت لداجلييي داحاييي حاد(: 26مثةةةال) iدد،داييييثدد3سيييم

iاحةييتتداحني ييين د،د ييتأن د نفخيي دحييينتاتدد

اجليي داحييىداحضييةفدفييادكيي دت ي ييشدلقييىد

يص  داجل د 7 iد؟؟؟د3سم

 الحل:

pداجمداح  ح لد

p]
p2

k]
د

k] p2 p]د

1
k] 2 p]

p
د

i
[ k2 p د

د)ل دفادتاقادحتلمتاداجمد  ح ل(

 
i

[ k2 p د

iحكلد p0قنتل دد kد

   
i

1 [ [ 0 2 i   د

 
i

1 k2 p د

لقاديص  داجل د 7 iد

 7

i
1 k2 i د

3 k 1 k2 7   دت  ئادد

د
د
د
د

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

د
د

 

انمتادجسيمدفادخمدلسق يمدللداحن مشد(: 27مثال) hد
فيي ذادك نيي دسيينقق د)م/ث(د ةييتدنلييلد ييتنهد

 kث نييييييييييييييييشدقةميييييييييييييييىد  حةلا يييييييييييييييشدد
22 k 0 k3

u
8 k 2 k2 16

  


   
؛دجيييتدد

 ةيييييتداحجسييييييمدقيييييلداحن ميييييشد hقنيييييتل دد

e5 kد؟؟؟د
 الحل:

الانااشدددددفادداحفقنةد . 5 د0

 

5

0

k] k u .د

   

5 2

2 0

k] k u k] k u . د

 

5 2

2

2 0

k] k2 16 k] k3 .  د

 
5 22 3

02
k k16 k .   د

    34 32 25 80 2 .    د

 28 55 8 .  د

L35 27 8 .  د
د
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يلثيي داح ييك داحلنسي مداحةلا ييشد يييلداحسيينقشد(: 28مثةال)
 احنللدحجسيمديقانكدقتىدخيمدلسيق يمدفياد

احفقنةداحنلنيشد 8 دجتد؟؟؟د0

د
د
د
د
د
د
د
د

(داحلس فشداحل م قشدفاداحفقنةد1 8 دد0

 الحل:

1

1
L

2
لجل عداح  قتقيل(د(دالانقف عد

 
1

1
8 2 2 6 L

2
    د

2

1
L

2
دم  داح  قتةدددالانقف عد

2

1
1 1 2 L

2
   د

احلس فش 

8

0

k] k u دلجل عداحلس ا  د

2احلس فش 1L10 2 8 L L    د

 
 

(دالانااشداحل م قشدفاداحفقنةد2 8 دد0

 الحل:

دالانااش) ةتداحجسيم( 

8

0

k] k u د

دالانااش   

8 6

6 0

k] k u k] k u د

دالانااش   L6 2 8   د

د
 
د

د

د

يلثيي داح ييك داحةلا ييشد يييلداحسيينقشد احيينللد (:29مثةةال)

فجيتداحلسي فشددحجسمديقاينكدقتيىدخيمدلسيق يمد،

احل م قشدفاداحفقنةد 7 د؟؟؟د0

 الحل:

t]
u

k]
د

k]u t]د
7

0

k]u tد

tدلس اشد   داحلنانف

 
1

165 30 4 7 t
2

   دلقنا
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 المساحة:  شراعالدرس ال

كيف يمكن حساب المساحة المحصورة بين 

 ???منحنيي اقترانين 

المساحة L تعني التكامل المحدود 

L|

يسار

يمين

[s تحت( –)فوق  | 

 

 

اذا  جد مساحة المنطقة المضللة في الشكل(: 1مثال)

علمت ان  
3

s s R
4
  ؟؟؟ 

 

 

 الحل:

 مساحة المنطقة المضللة مثلثا  الطريقة الاولى:

المساحة L 
1
2

 الارتفاع× طول القاعدة × 

1
6 3 4 L

2
    

 بالتكامل الطريقة الثانية:

44
2

0
0

3 3
s s]s L
8 4

  


 

    22 3
6 0 4 L

8
   

              

 

محور المساحة دائما موجبة حتى لو كانت المنطقة اسفل 
 السينات

 الحالات التي لا تحتاج الى رسم

المساحة المحصورة بين منحنى الاقتران الحالة الاولى: 

 وفترة ومحور السينات

& فترة  اقتران & محور السينات f h 

 
h s

f h
f s


 


 حدود التكامل )أعمدة( 

 

 

 

 

 

f

h

s] s R L 

 

 ؟؟؟ ما الفرق بين ؟؟؟

 

f

h

s] s R    & 

f

h

s] s R 

 

f

h

s] s R  نعيد تعريف s R  على الفترة

 f h 

 

f

h

s] s R  لا نعيد تعريف s R  وانما

 نكامل ونأخذ مطلق للجواب النهائي
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جد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى (: 2مثال)

الاقتران  2s 9 s R  ،  ومحور

السينات على الفترة  4  ؟؟؟ 0

 الحل:

 الاقترانات:

 2s 9 s R  0محور السينات ؛ w  

4

2

0

s] s 9 L  

نعيد تعريف  
2s 9  على الفترة 4 0 

2 29 s 0 s 9    

3 s 3 s      

 

 

   
4 3

2 2

3 0

s] 9 s s] s 9 L    

   
4 3

3 3

3 0

1 1
s9 s s s9 L

3 3
    
  

 

    
44

18 0 18 L
3


     

64
L

3
 وحدة مربعة 

 

جد المساحة المحصورة بين (: 3مثال)

 2s3 3 s R   ومحور السينات في

الفترة  3 3 ؟؟؟ 

 الحل:

 

3 3

2

3 3

s] s3 3 s] s R L
 

   

نعيد تعريف  
2s3 3على الفترة 3 3 

21 s 0 s3 3    

 

     

3 1 1

1 1 3

s] s R s] s R s] s R L



 

   

   
1 1

2 2

1 3

s] s3 3 s] 3 s3 L



 

    

 
3

2

1

s] 3 s3  

   
1 13 3

1 3
s s3 s3 s L



 
      

 
3 3

1
s3 s   

     2 18 2 2 18 2 L      

44 L وحدة مربعة 
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 ؟؟؟ جد المساحة المظللة في الشكل(: 4مثال)

 
 

 الحل:
 

2

2

1

s] s L


 

2 3

1

1 8 s
3 L

3 3 3


   


 وحدات مربعة 

 

 

 ؟؟؟ جد المساحة المظللة في الشكل(: 5مثال)

 

 
 
 
 

 الحل:

 الاقترانات:

 2 s 3 s R  S 

0محور السينات  w  

 

3 3

6 6

s] 2 s 3 s] s R L
 

   S 

2نعيد تعريف s 3  S  في الفترة 3 6 

0 2 s 3   S 

2 s 3  S 

1 s 4 s 3     

 

 

 

   
3 1

1 6

s] s 3 2 s] 2 s 3 L



 

     S S 

  
1

1
2

6

s] 2 s 3 L





   

  
3

1
2

1

s] s 3 2


   

  
1

3
2

6

2
s2 s 3 L

3





   


 

  
3

3
2

1

2
s 3 s2

3

   


 

    54 16
12 2 L

3 3
 

    

    16
2 0 6

3
     

   10 10
6 6 L

3 3


     

16 20
12 L

3 3


  وحدة مربعة 

 
 

اذا كان منحنى (: 6مثال) R   يعطى بالشكل المجاور

2وكانت المساحة  15 L 3 L   ،  

 جد ما يأتي ؟؟؟

 
 
 
 

المسااااحة المحصاااورة باااين منحناااى  ( أ R  ومحاااور

السينات في الفترة  4 2 

 الحل:

2 18 5 3 L L L     وحدات مربعة 

 

 ( ب 

4

2

s] s R


 

  الحل:

   

4 0

0 2

s] s R s] s R


 

2 12 5 3 L L      
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معتمدا على الشكل المجاور الذي يمثل :   سؤال وزاري

اذا كاناااااااااااااااااااااااااااااااااااااات  Rمنحنااااااااااااااااااااااااااااااااااااااى 

3 2 15 L 4 L 7 L    جد ما يأتي؟؟؟ ، 

 

 

 

 ( أ
 

4

2

s R
s]

2



 

 الحل:

     

2 0 2

0 4 4

s] s R s] s R s] s R
 

 

 

 

2

4

3 4 7 s] s R


    

 
 

4 4

2 2

s R1
s] s R s]

2 2

 

  

3 1
3

2 2

   

 

المسااااحة المحصاااورة باااين منحناااى ب(  R  ومحاااور

السينات في الفترة  5 4 ؟؟؟ 

 الحل:

3 2 1L L L L  
 

16 5 4 7 L    وحدة مربعة 

 
 

 

اذا كان (: 7مثال) s s R ، 2 0 s  ؛

فجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحى 

الاقتران  R  ومحور السينات في الفترة

 2 0 ؟؟؟ 

 )كتاب(                                                               الحل:

 الاقترانات:

 s s R 

0محور السينات  w  

 

2 2

0 0

s] s s] s R L

 

  

على الفترة sنعيد تعريف  2 0 

0 s 0 s   

                s   

                2 s   

 

 

   
2

0

s] s s] s L

 



   

   
2

0
s s L

 


     

   4 1 1 1 1 L     وحدة مربعة 
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جد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى (: 8مثال)

الاقتران    s s R   ؛ومحور

السينات في الفترة  2  )كتاب(         ؟؟؟    0

 الحل:

 الاقترانات:

   s s R  

0محور السينات  w  

   

2 2

0 0

s] s s] s R L   

نعيد تعريف  s  في الفترة 2 0 

 
1
s s 0 s

2 2


      

                      
3 3

s s
2 2


    

 

 

   

3 1
2 2

1 0
2

s] s s] s L    

 

2

3
2

s] s  

   
3 1
2 2

1
0

2

s s
L

 
 

 
 

  
 

 
2

3
2

s






 

     1 1 1 1
0 0 L

   
      

4
L


 وحدة مربعة 

 

 

اقتران الـ  لرسم   s R s R   

  دورة الاقتران (1
2

 |معامل س|
 

ربع الدورة (2
دورة الاقتران  

4
 

 شكل الجدول ثم نعوض ثم نرسم (3

 

 ؟؟؟ حسب المثال السابق

 

دورة الاقتران 
2

2
| |



  

ربع الدورة
1 2
2 4
  

s 0 1
2
 

1 3
2

 
2 

 s R 1 0 1 0 1 
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جد المساحة المحصورة بين منحنى الاقتاران (: 9مثال)

 1 1 s s R  S  ومحااااااااااااااااااااور

السينات في الفترة  3 1 ؟؟؟ 

 الحل :

 الاقترانات:  

 1 1 s s R  S 

0محور السينات  w  

 

3 3

1 1

s] 1 1 s s] s R L
 

   S 

1نعيد تعريف  1 s  S في الفترة 3 1 

0 1 1 s   S 

1 1 s  S 

0 s 1 1 s    

   
3 0

0 1

s] 1 1 s s] 1 s 1 L


     S S 

  
0

3
2

1

2
1 s s L

3

   


 

  
3

3
2

0

2
1 s s

3
   


 

      2 16 2
3 1 L

3 3 3
 

     

   2 7 1
2 L

3 3 3


    وحدة مربعة 

 

لرسم  [ f sh s R   S 

 :)رأس القلم( حدد نقطة الانطلاق   (1
 )صفر ما داخل الجذر، ثابت [) 

اشارة معامل  (2 s : 

 موجبة الى اليمين ( أ
 سالبة الى اليسار ( ب

 اشارة الجذر : (3
 موجبة الى الاعلى ( أ
 سالبة الى الاسفل ( ب

 حسب المثال السابق ؟؟؟
 

 

جااااد المساااااحة المحصااااورة بااااين منحنااااى (: 10مثااااال)

الاقتااااااران  3s s s R   ومحااااااور

 ؟؟؟ السينات

 الحل:

 :تالاقترانا

 3s s s R  

0محور السينات  w  

 نساوي الاقترانات:

30 s s  20 1 s s   

1 s 1 s 0 s    

 

 

 حدود التكامل:

1 s 1 s 0 s    

   

1 0

0 1

s] s R s] s R L


   

   
1 0

3 3

0 1

s] s s s] s s L


    

   
1 0

4 2 2 4

0 1

1 1 1 1
s s s s L
4 2 2 4

    
  

 

        
1 1

0 0 L
4 4
 

    

1
L

2
 وحدة مربعة 
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جااااد المساااااحة المحصااااورة بااااين منحنااااى (: 11مثااااال)

الاقتاااااااااران    2 1 s s s R  

 ؟؟؟ ومحور السينات

 الحل:

 الاقترانات:

   2 1 s s s R  

0محور السينات  w  

 نساوي الاقترانات:

 20 1 s s 1 s 0 s    

 

 حدود التكامل:

1 s 0 s   

 

0

2

1

s] 1 s s L


  

 

0

2

1

s] 1 s s L


   

 
0

2 3

1

s] s s2 s L


    

0 2 3 4

1

s s2 s
L

2 3 4


      
 

1
L

12
 وحدة مربعة 

 

 

 

 

 

جااااد المساااااحة المحصااااورة بااااين منحنيااااي (: 12مثااااال)

الاقتاااااااااااارانين  2 4s4 s s R  

 ومحور السينات ؟؟؟

 الحل:

 الاقترانات:

 2 4s4 s s R  

0محور السينات  w  

 نساوي الاقترانات:

 2 2 2 40 4 s s 0 s4 s     

   20 2 s 2 s s   

 حدود التكامل:

2 s 2 s 0 s    

   0 1 i 3 1 R     

R i  

   0 1 i 3 1R   

R i  

 
2

2 4

0

s] s4 s 0 L   

 
2

2 4

0

s] s4 s 0   

 
0

3 5

2

4 1
s s L
3 5

  


 

 
2

3 5

0

4 1
s s
3 5

  


 

   32 32 32 32
L

3 5 3 5


    

32 32 32 32
L

3 5 3 5


    

128 64 64
L

15 3 5


   وحدة مربعة 

 ويمكن ان :

                  
2

2 4

2

s] s4 s L


   
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جد المساحة المحصورة بين منحنى الاقتران (: 13مثال)

 2s 4 s R    والمستقيمين

0 s 2 s   ؟؟؟ 

 الحل:

 الاقترانات:

 2s 4 s R  

0محور السينات  w  

 نساوي الاقترانات:

22 s 0 s 4     

 

 

 

 حدود التكامل:

2 s 0 s 2 s    

 
0

2

2

s] s 4 L


  

0 3

2

16 s
s4 L

3 3


     
 وحدة مربعة  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

المحصورة بين منحنيي المساحة الحالة الثانية:  

 اقترانين من نفس النوع 

اقتران  s R  &   اقتران s i 

 حدود التكامل نقاط التقاطع

 

 

 

 

 

 

نجد نقاط التقاطع بين الاقترانين  [ f h  والتي هي

 حدود التكامل للمساحة المطلوبة

   

[ f

f h

s] R i s] i R L    

 

 

 

 

 

 
 

 الزرقاءالحمراء الاقترانينالمساحة المحصورة بين 
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جد المساحة المحصورة بين منحنيي (: 14مثال)

الاقترانين  21 s s R   ،

 2s 9 s i  ؟؟؟ 

 الحل:
iحدود التكامل  R  

2 2s 9 1 s   
2 22 s 4 s 8 s2      

 

2

2

s] i R L


  

  
2

2 2

2

s] s 9 1 s L


    

 
2

2

2

s] 8 s2 L


  

 
2

3

2

2
s8 s L

3

  


 

   16 16
16 16 L

3 3


    

32 16 16
32 16 16 L

3 3 3
      

64 64
L

3 3


  وحدة مربعة 

 
ويمكن استبدال القيمة المطلقة بأجراء اختبار لمعرفة أي 
 الاقترانات قيمته أكبر وبالتالي نطرح الاصغر من الاكبر
عن طريق ايجاد صور ضمن فترة التكامل والصورة 

 الاكبر تدل ان قيمة الاقتران عندها اكبر ضمن تلك الفترة

    
f

h

s]  

 ؟؟؟ حسب المثال السابق

   21 1 0 0R   

   29 0 9 0 i   

   s R s i 

 

2

2

s] R i L


  

 

جد المساحة المحصورة بين منحنيي (: 15مثال)

الاقترانين  3s4 s s R   ،

 s5 s i ؟؟؟ 

 الحل:

حدود التكامل   s i s R  

3 30 s9 s s5 s4 s     

  0 3 s 3 s s    

3 s 0 s 3 s    

   

3 0

0 3

s] i R s] i R L


    

 
0

3

3

s] s5 s4 s L


   

 
3

3

0

s] s5 s4 s   

 
0

2 4

3

9 1
s s L
2 4

  


 

 
3

2 4

0

9 1
s s
2 4

  


 

   81 81 81 81
0 0 L

2 4 2 4
      

   81 81
0 0 L

4 4
 

    

81 81 81
L

2 4 4
   وحدة مربعة 

 
 
 

 تحت الاصغر الاكبر فوق
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جد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيي (: 16مثال)

الاقترانين  2s 4 s R    ؛

 2 s s g   كتاب(              ؟؟؟( 

 الحل:

gحدود التكامل  R  

2 20 2 s s 2 s s 4       

  1 s 2 s 0 1 s 2 s       

 
1

2

s] g R L


  

 
1

2

2

s] 2 s s 4 L


    

 
1

2 3

2

1 1
s2 s s L

2 3

   


 

   8 1 1
4 2 2 L

3 2 3


      

21 8 5
8 6 2 L

6 3 6
 

       

9 27
L

2 6
  وحدة مربعة 

 

 

 الاقتران التربيعيلرسم  2[ sf sh s R    

 ؟؟؟حسب المثال السابق 

 2s 4 s R   

 رأس القطع:

 
0 f

0
1 2 h2
 

 


 

     2 f
4 0 4 0 R R

h2


    

 

s -2 -1 0 1 2 

 s R 0 3 4 3 0 

 

 الاقتران الخطيلرسم  f sh s R   

 ؟؟؟حسب المثال السابق 

 2 s s g  
 

 نجد المقطع السيني 0 w  ونجد المقطع

الصادي  0 s    w 0 s  

 

 

 
 
 
 

جد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيي (: 17مثال)

الاقترانين  2s3 s4 s R  

 s5 s i كتاب(                     ؟؟؟( 

 الحل:

 حدود التكامل   s i s R  

2s5 s3 s4  

2 20 s8 s4 0 s5 s3 s4      

 2 s 0 s 0 2 s s4     

 

2

0

s] i R L  

 
2

2

0

s] s5 s3 s4 L   

 
2

2 3

0

4
s4 s L

3
  


 

  16 32
0 16 L

3 3
   وحدة مربعة 
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 جد المساحة المظللة في الشكل ؟؟؟(: 18مثال)

 

 

 

 الحل:

حدود التكامل   s i s R  

2 20 2 s s s 2 s      

  2 s 1 s 0 2 s 1 s       

 
1

2

3

s] s 2 s L





   

  
2

2

1

s] 2 s s


   

1
2 3

3

1 1
s2 s s L

2 3





   


 

2
2 3

1

1 1
s2 s s

2 3

   


 

     
1 1

3 1 2 9 1 27 1 L
2 3

        

     
1 1

1 2 2 1 4 1 8
2 3

      

3 26
6 3 4 4 L
2 3

      

79 61
3 L

6 6
   وحدة مربعة 

 

]رسااام المساااتقيم سااؤال وزاري:  w  فقطاااع منحناااى

 3s3 s2 s R   في النقطتين

   [ f [ h   حيااااااااااااااااااااااااااااا

[ f h  اعااداد حقيقيااة موجبااة مكونااا

2المنطقتين  1L L  كما في الشكل الآتي

، جااد قيمااة  [  التااي تجعاال مساااحتي

2المنطقتين  1L L ؟؟؟ متساويتين 

 

 الحل:

2 1L L 

   
f h

3 3

h 0

s] [ s3 s2 s] s3 s2 [     

f h4 4
2 2

h 0

s3 s3
s[ s s s[

4 4
                

 

4 4 4
2 2 2h3 f3 h3

h[ h f[ f h h[
4 4 4

       

 
4

2f3
0 f[ f

4
   

 لكن 3[ f3 f2 [ f R    

 
4

3 2f3
0 f f3 f2 f

4
    

4
4 2 2f3

0 f3 f2 f
4

    

4
2 f9

0 f
4

  

2
2f9

0 1 f
4

   
 

 

2 2
f 0 f

3 3


   

3 f3 f2 [   

 
34 2 2

3 2 [
9 3 3
     
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]رسم المستقيم (: 19مثال) w  فقطع منحنى

 2s3 s6 s R   في النقطتين

 [ h  ، [ f   حي[ f h 

اعداد حقيقية موجبة مكونا المنطقتين 

2 1L L  كما في الشكل الآتي ، جد قيمة

 [  التي تجعل مساحتي المنطقتين

2 1L L ؟؟؟ متساويتين 

 

 الحل:

2 1L L 

   

f h

h 0

s] [ R s] R [   

f f h h

h h 0 0

s][ s]R s]R s][   

f h f h

h 0 h 0

s]R s]R s][ s][   

 

f f

0 0

s] s R s][ 

 
f f

2

0 0

s] s3 s6 s][  

 
f 3 2

0
s s3 [f   

 3 2f f f3 [f   

2f f3 [  

لكن  2f3 f6 [ f R    

2 2 20 f2 f3 f f3 f3 f6      

 
3

0 f f 0 f2 3 f
2

     

   
29 3 3

3 [
4 2 2
   

 جد المساحة المحصورة بين منحنى (: 20مثال)

الاقتااااااااااااااااااااااااران  2s s4 s R  

3والمستقيم  w ؟؟؟ 

 الحل:

 حدود التكامل

23 s s4  

20 3 s s4   

20 3 s4 s   

  3 1 s 0 3 s 1 s      

 

3

1

s] w R L  

  
3

2

1

s] 3 s s4 L   

 
3

3 2

1

1
s3 s s2 L

3
   


 

   
1

3 2 9 9 18 L
3

      

4 4
0 L

3 3
   وحدة مربعة 
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المساحة المحصورة بين منحنيي الحالة الثالثة: 

 الاقترانين مع فترة

 اقتران & اقتران & فترة

 s R  & s i  & 
h s

f h
f s




 

 

 

 

 

 

 

 حدود التكامل الاعمدة

   

f k

k h

s] R i s] i R L    

ضمن الفترة  نقاط التقاطع  اكثر من مساحة 

             لا تقع ضمن الفترة  مساحة واحدة 

 

 

 

 

 

 

 

جد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيي (: 21مثال)

الاقترانين s s R s s i 

0في الفترة 
2
 
 
 )كتاب(                 ؟؟؟     

 الحل:

 نساوي الاقترانات:

1 s s s   

                 s
4


   ربع اول 

                 
5

s
4


   ربع ثال  تهمل 

0 s
2 4
    
 
 

   1 3
i R i R

2 3 2 3
 

   S
 

   3 1
R i i R

2 6 2 6
 

   S
 

   

2 4

0
4

s] i R s] R i L

 



    

 
4

0

s] s s L



  

 
2

4

s] s s





  

   2 4

0
4

s s s s L
 


       

   2 2 2 1 1 2 L    S S S وحدة مربعة 
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جد المساحة المحصورة بين منحنيي (: 22مثال)

الاقترانيين  s s R  ،

 s2 s i  في الفترة 0 ؟؟؟ 

 الحل:

iنقاط التقاطع  R  

0 s2 s s2 s    

0 s s s  

 0 s 1 s  

 2 s s 0 s 0 s      

1
s s 0 s 2 1

3 2

      

   3 1
R i i R

2 6 2 6
 

   S
 

   i R 0 i 1 R
2 2
 

    

 

 

   

3

0
3

s] i R s] R i L






    

 
3

0

s] s s2 L



  

 
3

s] s2 s





  

3

0

s2
s L

2



    
 

3

s2
s

2





     
 

    1 1 1
1 L

2 2 4


    

    1 1 1
1

4 2 2


    

10 9 1
L

4 4 4
   وحدة مربعة 

 

جد المساحة المحصورة بين منحنى (: 23مثال)

الاقترانين  s i 1 s R   ،

 s i 1 s g  في الفترة 22 ؟؟؟ 

 الحل:

gنقاط التقاطع  R  

s s si i i 1    s i 1  

0 s 0 s2 s s      

 

   
1

g R 1 1 g i 1 1 R
i

      

   
1

R g i 1 1 g 1 1 R
i

        

 
0

s s

2

s] i 1 i 1 L



    

 
2

s s

0

s] i 1 i 1     

   
2 0s s s s

0 2
i i i i L 


       

2 2i2 i2 4 L     وحدة مربعة 
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جد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيي (: 24مثال)

الاقترانين  s 1 s R   ،

 s 1 s i   في الفترة

3
2 2
  
 
 )كتاب(؟؟؟                      

                                    الحل:                      

iنقاط التقاطع  R  

s s 1  s 1   

3
2 2
   
 

s 1 s
4

   

                  
3 5

s
2 2 4
      
 

 

 

 

   0 1 i 1 1 R         

i R  

   3 2 4 4
1 R

2 3 3
 

  
S

 

   1 4 4
1 i

2 3 3
 

   

R i  

   

3 5
2 4

5
4 2

s] R i s] i R L

 

 

    

 

5
4

2

s] s s L





  

 

3
2

5
4

s] s s





  

 
5
4

2

s s L



    

 
3
2
5
4

s s



   

1 1 1 1
1 L

2 2 2 2

              
    S S S S

 

1 2 2 2 1 2 L    S S S وحدة مربعة 

 

 s 1 s R   

دورة الاقتران
2

2
|1|


   

ربع الدورة
2

2 4
 
  

s 
2

 

 3
2

 

 s R 2 1 0 
 

 s 1 s i   

الاقتران دورة
2

2
|1|


   

ربع الدورة
2

2 4
 
  

s 
2

 

 3
2

 

 s R 1 0 1 
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المساحة المحصورة بين منحنيي   الحالة الرابعة:

 اقترانين ومستقيم

 اقتران & اقتران & مستقيم 

 s R &  s i &  h s 

 

 

 

 

 

نجد نقط التقاطع بين الاقترانين ثم نختار النقطة الاقرب 

للمستقيم  h s 

 

h

f

s] R i L  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

جد المساحة المحصورة بين منحنيي (: 25مثال)

الاقترانين  2s s R  ،

 2s 8 s i   مع المستقيم

5 s ؟؟؟ 

 الحل:

iنقاط التقاطع  R  

2 2 28 s2 s 8 s    

22 s 2 s 4 s     

 
5

2 2

2

s] s 8 s L   

 
5

3

2

2
s8 s L

3
  


 

 16 250
16 40 L

3 3
    

 16 250
16 40 L

3 3
    

16 250
16 40 L

3 3
    

162 234
54 24 L

3 3
    وحدة مربعة 
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جد المساحة المحصورة بين منحنيي (: 26مثال)

الاقترانين  3s s R  ،

 s9 s i  4مع المستقيم s ؟؟؟ 

 الحل:

iنقاط التقاطع  R  

3 30 s9 s s9 s    

  0 3 s 3 s s   

 
4

3

3

s] s9 s L  

 
4

2 4

3

9 1
s s L
2 4

  


 

   
81 81

72 64 L
2 4
    

49 81
8 L

4 4
    وحدة مربعة 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ملخص الحالات التي لا تحتاج الى رسم:

 & محور السينات & فترة اقتراناولا: 

 s R  & محور السينات & f h 

 

f

h

s] s R L 

 

 اقتران & اقتران )من نفس النوع(ثانيا: 

 s R  & s i  

]نجد نقط التقاطع فمثلا  f h  

   

[ f

f h

s] s R s] s R L  

 

 اقتران & اقتران & فترة )من نفس النوع(ثالثا: 

 s R  & s i  & f h 

نجد نقط التقاطع فمثلا  [ ضمن الفترة 

   

f [

[ h

s] i R s] i R L    

 

اقتران & اقتران & المستقيمرابعا:  h s 

 )من نفس النوع(

 s R  & s i  & h s 

[نجد نقط التقاطع فمثلا [ fلتكن ]الاقرب 

 

h

]

s] i R L  
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 الحالات التي يجب الرسم لحساب المساحة

المساحة المحصورة بين منحنيي اقترانين الحالة الاولى: 

 مختلفين بالنوع

 s R  & s i 

 اقتران كثير حدود مع اقتران دائري 

 اقتران كثير حدود مع اقتران أسي 

 اقتران كثير حدود مع اقتران للوغاريتم 

 اقتران دائري مع اقتران أسي 

 اقتران دائري مع اقتران للوغاريتم 

 

المساحة المحصورة بين منحنيات ثلاثة الحالة الثانية: 

 اقترانات أو اكثر

 s R  & s i  & s g & 

 

 )تحديد المنطقة المطلوبة )المساحة المطلوبة 

حدد المساحة المحصورة بين (: 27مثال) s R  و

 s i؛ ثم أكتب قاعدة المساحة ؟؟؟ 

 

 

 الحل:

 

f

h

s] R i L  

 

 

 

حدد المساحة المحصورة بين (: 28مثال) s R  و

 s i  ومحور السينات؛ ثم أكتب قاعدة

 المساحة ؟؟؟

 الحل:

 

   

[ f

f h

s] 0 i s] 0 R L    

   

[ f

f h

s] s i s] s R L  

 

حدد المساحة المحصورة بين (: 29مثال) s R  ،

 s i  ، s g  ومحور الصادات؛ ثم

 أكتب قاعدة المساحة ؟؟؟

 

 

 

 الحل:

   
f h

h 0

s] R g s] i g L    

 

حدد المساحة المحصورة بين (: 30مثال) s R  ،

 s i  ، s g ؛ ثم أكتب قاعدة

 المساحة ؟؟؟

 

 

 الحل:

   

[ f

f h

s] g R s] i R L    
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 أكتب قاعدة المساحة المضللة في الشكل ؟؟؟(: 31مثال)

 

 

 الحل:

   

f h

h 0

s] i R s] 0 R L    

     

f f h

h h 0

s] s i s] s R s] s R L   

   

f f

h 0

s] s i s] s R L  

 

 مجموع المساحات المضللة بالشكل؟؟؟ أكتب(: 32مثال)

 

 الحل:

 
1

0

h

s] i 0 L  

   

[

2

f

f

h

s] 0 R s] u R L    

2 1L L L  

 

 أكتب قاعدة المساحة المضللة بالشكل ؟؟؟(: 33مثال)

 

 الحل:

 

 

 
0

h

s] s s L S S 

 
f

h

s] i s S 

h w 

خط مستقيم يوازي محور السينات ويقطع محور 

الصادات عند  h 

 

f s 

خط مستقيم يوازي محور الصادات ويقطع محور 

السينات عند  f 

 

 s s R 

نجد المقطع السيني  0 s 

نجد المقطع الصادي  w 0 

 

 2s s R 

نجد رأس القطع    f f
R

h2 h2
 

أو  

 استخدام صفر المشتقة الاولى وصورته

 نجد المقاطع السينية والصادية

 

 

 

 

اذا كان الاقترانات من نفس النوع مع اختلاف قيمة 

 المطلق )الثابت( لا يمكن ان يتقاطع الاقترانات
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 3s s R 

 

 

 

 

 

 

 s s R 

2 0 2 s 0 s        

1 s 1   

 

 

 

 

تعامل   على المستوى البياني 314 

 

 s s R 

3 3
s 0 s

2 2 2 2
    

   

1 s 1   

 

 

 

 

 

 s i s R 

 

 

 

 

 

جد مساحة المنطقة المحصورة بين (: 34مثال)

 s s R   ، s 5 s i  

 ؟؟؟ والمحورين الموجبين

 الحل:

0المحورين  s  

                0 w  

 

 s 5 s i  

 5 w 5 0 0 s    

 s s R 

 2 0 s 0 s 0 s R       

   

5

0

s] 0 i R i L





    

     

5

0 0

s] s i s] s R s] s i L

 



   

   

5

0 0

s] s R s] s i L



  

 

5

0 0

s] s s] s 5 L



   

5 2

0
0

s
s s5 L

2

        
 

   25 25
2 1 1 0 25 L

2 2
        

21
L

2
 وحدة مربعة 

 

 
 

 
 

 

    

   

 

 

 

 

 s i s R 

 s i s R  

  01 i 0 R  
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جد المساحة المحصورة بين منحنى (: 35مثال)

الاقترانين  s s R  ،

 2 2s4 s i   ؟؟؟ 

 الحل:

 

 

 

 0 s 0 s R   

3 3
s

2 2 2 2
    

 

 2 20 s4 0 s i    

  s 0 s2 s2
2 2
 

 


     

 2 2s4 s i   

0 f
0
4 2 h2


 


 

   2 f
0 R R

h2



   

 2 0   

 

2

2

s] i R L



 

  

 
2

2 2

2

s] s4 s L








   

 2 2 3

2

4
s s s L

3








   


 

3 3 3 34 4
1 1 L

2 24 2 24
           

 
 

3 3 3 3

1 1 L
2 6 2 6
   
      

3
3 2 L

3


    وحدة مربعة 

جد المساحة المحصورة بين منحنيي (: 36مثال)

الاقترانين  s i s R،  s 1 s g  

2، مع المستقيم  w ؟؟؟ 

 الحل:

 

 

 

 s 1 s g  

 10 1 w 0 s    

 0 1 1 s 0 w    

 w s g 

1 s 2 s 1     

 w s R 

s

i
2 s 2 i   

   
i
2

0

0 1

s] R w s] g w L


    

   

i
2

0

s

0 1

s] i 2 s] s 1 L


    

 i

0 22 s

0
1

s
i s2 s L

2


        
 

 
i

1
2 2 2 0 L

2
     
 
 

i

5
2 2 L

2
  وحدة مربعة 

 

 

 

  

 

 

 

ويمكن استخدام صفر 
 المشتقة الاولى وصورته

 s8 s i 

 0 s 0 s i  
 2 0 i   

 2 0   
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جد المساحة المحصورة بين (: 37مثال)

 3s s R  ، s s i   ،

1 w  ؟؟؟ 

 الحل:

 

 

 

 w s R 

3 3 31 s 1 s    S S 

   s i s R 

 2 30 s 0 1 s s s s       

i w 

1 s s 1     

   

1 0

0 1

s] w i s] w R L


    

   
1 0

3

0 1

s] 1 s s] 1 s L


     

01 2 4

0 1

s s
s s L

2 4


              
 

   1 1
1 1 L

2 4


     

5 1 3
L

4 2 4
   وحدة مربعة 

 

 

 

 

جد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيات (: 38مثال)

الاقترانات الاتية: 21 s s R  ، 

 s 1 s i   ، 3 s g ؟؟؟    

 )كتاب(                                                               الحل:

 

 

 

 

 

 21 s s R  

0 f
0
1 2 h2


 


 

   f
1 0 R R

h2


   

 1 0  

 s 1 s i  

 10 1 w 0 s    

 0 1 1 s 0 w    

   s g s R 

22 2 s 3 1 s     

   s i s R 

2 20 2 s s s 1 1 s       

  1 2 s 0 1 s 2 s      

   

2 1

2

1 2

s] 1 s 3 s] s 1 3 L


      

2 13 2

21

s s
s4 s2 L

3 2


             
 

   37 5 9
L

6 3 2
   وحدة مربعة 
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جد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيات  (: 39مثال)

 الاقترانات الاتية: 3s s R      ،

 
1

s s i
2
 ، s 6 s g       ؟؟؟              

 )كتاب(                                                              الحل:

 

 

 

 
1

s s i
2
 

 00 0 w 0 s    

 1 2 2 s 1 w    

 s 6 s g  

 6 0 6 w 0 s    

 0 6 6 s 0 w    

   s g s R 
3 30 6 s s s 6 s       

2 3[ s s s
6 1 0 1
6 4 2
0 3 2 1


 



 

  23 s2 s 2 s   

28 12 4 [h4 f       لا تحلل 
   s i s R 

 2 31 1
0 s 0 s s s s

2 2
       

   s g s i 

3 1
4 s 6 s s 6 s

2 2
      

   
4 0

0 2

s] i g s] R g L


    

   
4 0

3

0 2

1
s] s s 6 s] s s 6 L

2


      

0 4 2

2

s s
s6 L

4 2


     
 

 
4

2

0

3
s s6
4

  


 

22 12 10 L   وحدة مربعة 
 

جد مساحة المنطقة الواقعة في الربع الاول (: 40مثال)

المحصورة بين منحنى الاقتران 

 24 s s R   والمستقيم ،

4 s2 w  ؟؟؟ ،والمحورين الاحداثيين 

 )كتاب(                                                             الحل:

 

 

 w s R 
24 s2 4 s   
20 8 s2 s   

  2 4 s 0 2 s 4 s      

                                           

 24 s s R  

 
0 f

0
1 2 h2


  

   f
4 0 R R

h2


   

22 s 2 s 0 4 s      

4 s2 w  

 4 0 4 w 0 s    

 0 2 2 s 0 w      

   

4 2

2 0

s] R w s] 0 w L    

   

4 2

2

2 0

s] 8 s s2 s] 4 s2 L     

 
4 3 22 2

0
2

s
s8 s s4 s L

3
         

 

64 28
12 L

3 3
   وحدة مربعة 
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جد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى (: 41مثال)

الاقتران  2s 1 s R   ومحور ،

5الصادات والمستقيم  w s    ،

1والمستقيم  s w         كتاب(    ؟؟؟( 

 الحل:

 2s 1 s R  

 
0 f

0
1 2 h2


 


 

   f
1 0 R R

h2


  

 21 1 s 0 s 1 0 s R       

2 20 4 s s s 5 s 1       

2[h4 f   

    215 4 14 1    لا تحلل 

 لا يتقاطعان 

 1 s s R  

21 s s 1   
20 2 s s   

  1 2 s 0 1 s 2 s      

3 s 1 s s 5     

s 5 w 5 w s     

 5 0 5 w 0 s    

 0 5 5 s 0 w    

1 s w  

 1 0 1 w 0 s      

 0 1 1 s 0 w    

   
3 1

2

1 0

s] s2 6 s] s s 4 L     

 
1 3 23 2

1
0

s s
s s6 s4 L

3 2
         

 

47 23
4 L

6 6
   وحدة مربعة 

جاد مسااحة المنطقاة الواقعاة فاي الرباع سؤال وزاري:  

الثااااني والمحصااااورة باااين منحنااااى الاقتاااارانين 

 2s s R  ، 2s2 s s i  

sوالمستقيم  2 w  ؟؟؟ 

 :الحل

 

 

 2s2 s s i  

 
2 f

1
1 2 h2


  

   f
1 1 R R

h2


   

 1 1  

 0 s i 

  20 2 s s 0 s2 s     

2 s 0 s   

 

 w s R 
2s 2 s 20 2 s s    

  0 1 s 2 s  
1 s 2 s    

 

 w s i 
2s 2 s2 s  

20 2 s s    

  0 1 s 2 s  
1 s 2 s    

 

s 2 w  

 2 0 2 w 0 s    

 0 2 2 s 0 w    

 
1

2

2

s] s s 2 L





   

 
0

2 2

1

s] s s2 s


   
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 
1

3 2

2

1 1
s s s2 L
3 2





   


 

 
0

0 2

1
1

s s] s2




     

   8 1 1
1 6 2 L

3 3 2
        

11 5 10 1 5
1 1 L
3 2 3 3 2

 
       

13 7
1 L

6 6
   وحدة مربعة 

41 35
1 L

6 6
   

 

 ؟؟؟ جد المساحة المظللة في الشكل(: 42مثال)

 

 

 الحل:

L مساحة المنطقة تحت الاقتران –مساحة المستطيل 

 
2

2

2

s] s 4 6 5 L


    

2 3

2

s
s4 30 L

3


     
 

   8 8
8 8 30 L

3 3
      

58 32
30 L

3 3
   وحدة مربعة 

 

جد المساحة المحصورة بين منحنى الاقتران (: 43مثال)

 3s s R  1والمستقيمين w  ،

8 w  ؟؟؟ ومحور الصادات 

 :الحل

 

 

 1 s R 

31 s 1 s   

 8 s R 

32 s 8 s   

   

2 1

1 0

s] R 8 s] 1 8 L    

   

2

3

1

s] s 8 0 1 7 L    

 

2 4

1

s
s8 0 1 7 L

4
      

 

 1
8 12 7 L

4
    

45 1
4 7 L

4 4
    وحدة مربعة 
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جد المساحة المحصورة بين (: 44مثال)

 2s s2 s R   ،

 2s s i  ، 2 s s g   مع

 محور الصادات ؟؟؟

 الحل:

 

 

 

 

 2s s2 s R  

2 f
1
1 2 h2

 
 


 

   f
1 1 R R

h2


  

 1 1 

 0 s R 

  20 s 2 s 0 s s2     

 00 0 w 0 s    

 0 2 0 w 2 s    

   s i s R 

2 2 20 s2 s2 s s s2     

 1 0 s 0 s 1 s2    

   s i s g 

2 20 2 s s s 2 s      

  1 2 s 0 1 s 2 s      

   
2 1

1 0

s] i g s] R g L    

 
1

2

0

s] s s2 2 s L    

 
2

2

1

s] s 2 s   

1 3 2

0

s s
s2 L

3 2
     

 

2 3 2

1

s s
s2

3 2
     

 

18 7 11
3 L

6 6 6
    وحدة مربعة 

 

جد المساحة المحصورة بين (: 45مثال)

 21 s s R   ، s 7 s i  

 ، 3 s s g  ؟؟؟ 

 الحل:

 

 

 

 

   s i s R 

2 20 6 s s s 7 1 s       

  2 3 s 0 2 s 3 s      

   s g s R 

2 20 2 s s 3 s 1 s       
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  1 2 s 0 1 s 2 s      

   s g s i 

   s g s i 

2 s 3 s s 7     

   

2 1

1 3

s] g i s] R i L



 

    

   
2 1

2

1 3

s] s2 4 s] s s 6 L



 

     

 
1 3 22 2

1
3

s s
s s4 s6 L

3 2






         
 

   27 37
5 4 L

2 6


    

49 44
9 L

3 6
   وحدة مربعة 

 

جد المساحة المحصورة بين (: 46مثال)

 31 s s R   ،

 25 s s g   ،0 1 w s   

0والمستقيم  s 3  ؟؟؟ 

 الحل:

 

 

 

 

 

   s R s g 

2 3 3 20 4 s s 1 s 5 s       

2 s  من الاصفار المحتملة 

2 3[ s s s
4 0 1 0
4 2 2 2
0 2 1 1

 
 

  20 2 s s 2 s    

2[h4 f   

7 2 1 4 1       لا تحلل 

 w s g 

2 20 4 s s s 1 5 s       

2[h4 f   

215 4 1 4 1       لا يوجد تقاطع 

   

3 2

2 0

s] w g s] w R L    

   
3 2

2 3

2 0

s] s 4 s s] s s L     

3 22 3 2 4

2 0

s s s s
s4 L

2 3 2 4
                

 

    8 9
2 8 12 9 6 L

3 2
       

 38 51
6 L

3 2
   

113 77
6 L

6 6
   وحدة مربعة 
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جد المساحة المحصورة بين (: 47مثال)

 3s2 s R  ، s 3 s i  

 ، s2 s g  ؟؟؟ 

 الحل:

 

 

 

 

   s i s R 

3 30 3 s s2 s 3 s2      

1 s  احدى الاصفار المحتملة 

2 3[ s s s
3 1 0 2
3 2 2 1
0 3 2 2


 

  23 s2 s2 1 s   

   s g s i 

3 s s2 s 3      

   
1 0

0 3

s] R i s] g i L


    

   

1 0

3

0 3

s] s2 s 3 s] s 3 L


     

1 02 2
4

0 3

1 s s
s s3 s3 L
2 2 2



                
 

13 9
2 L

2 2
   وحدة مربعة 

 

جد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى (: 48مثال)

الاقتران  s s R  والقطعة المستقيمة

واصلة بين النقطتين ال   0 1 0
2


 ؟؟؟ 

 الحل:

 

 الاقترانات:

 s s R 

لقطعة المستقيمة المواصلة بين النقطتين ا

   0 1 0
2


 

2 1

2 1

w w2 1 0
L

s s0
2


 
  


 

 المعادلة 1 1s s L w w    

 2s 0 w
2





   

2
1 s w




  

 w s R 

2
0 s s 1 s s

2





     

 

2

0

s] w R L



  

 
2

0

2
s] 1 s s L




   

 2 2

0

1
s s s L




   


 

4
1 L

4 2 4
  

    وحدة مربعة 
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جد المساحة المحصورة بين منحنى الاقتران (: 49مثال)

 s s R  والقطعة المستقيمة

الواصلة بين النقطتين  00، 1
4
 ؟؟؟ 

 الحل:

 

 

 0 0 0 R  

 1 R
4 4
 

  

اذا النقطتان تقعان على منحنى الاقتران  s R 

4 0 1
L

0
4



 


 

 1 1s s L w w   

 
4 4

s w 0 s 0 w
 
     

 

4

0

s] R w L



  

 
4

0

4
s] s s L




  

4
2

i
0

2
s s L




    

 

 
i i

1
0 0 L

82

        
   S
 

i

1
L

82

   
 S
 وحدة مربعة 

جد المساحة المحصورة بين (: 50مثال)

 s s R  ، s s i  ،

ومحور السينات في الفترة 
4


 
 
 ؟؟؟ 

 الحل:

 

 

 

   s i s R 

 1 s s s s    

s
4 4
 

    
 

 

 0 s 0 s R   

s
4


     
 
 

 0 s 0 s i   

s
4 2
 

   
 
 

   

2

2 4

s] w R s] i R L




 

    

   
2

2 4

s] s s] s s L




 

   

   2

2 4

s s s L




 
       

2 1 2 1 L    S S وحدة مربعة 
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جد المساحة المحصورة بين منحنيات (: 51مثال)

الاقترانات الاتية :  s s R  ،

 s s i  ،1 w  في الفترة

0
2
 
 
 ؟؟؟ 

 الحل:

 

 

 

 w s i 

0 0 s 1 s
2
     
 
 

   s i s R 

 1 s s s s    

0 s
2 4
     
 
 

 w s R 

0 s 1 s
2 2
      
 
 

   

2 4

0
4

s] R w s] i w L

 



    

   
2 4

0
4

s] s 1 s] s 1 L

 



    

   2 4

0
4

s s s s L
 


      

 1 1
L

4 2 42 2

              
    S S

 

2 L
2


 S وحدة مربعة 
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جد المساحة المحصورة بين (: 52مثال)

 s s R  ، 1 s s i   ،

1ومحور السينات في الفترة 
2
 
 
 ؟؟؟ 

 الحل:

 

 

 0 s i 

1 s 0 1 s     

 0 s R 

s 0 s
2

   

   s i s R 

1 s s  من الرسم( مختلفان بالنوع( 

   

02

0 1

s] 0 R s] 0 i L





    

   

02

0 1

s] s s] 1 s L





   

 
0 2

2

0
1

s
s s L

2





       
 

    3 1
0 1 1 0 L

2 2
      وحدة مربعة 

 
 

 

 

 

 

 

جد المساحة المحصورة بين (: 53مثال)

 s i s R  ، s i s g   ،

2 w ؟؟؟ 

 الحل:

 

 w s g 

s

i
2 s 2 i    

   s g s R 

s s0 s s s i i      

 w s R 

s

i
2 s 2 i   

   
i

i

2
0

0 2

s] R w s] g w L


    

   
i

i

2
0

s s

0 2

s] i 2 s] i 2 L



    

   i

i

2 0s s

0 2
i s2 i s2 L


      

i
2 2 2 1 L

       
  

 

 
i

1 0 2 2 2
       

  
 

i i
1 2 2 2 2 2 2 1 L      

i
2 2 4 L  وحدة مربعة 

0000 
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جد المساحة المحصورة بين (: 54مثال)

 
i

s s R  ،1 w  ،

والمستقيم 
20 i s  ؟؟؟ 

 الحل:

 

 

 

 0 s R 

0

i
1 s s i 0 s     

 w s R 

i
i s 1 s   

 

2 2i i

i
i i

s] 1 s s] w R L     
 

 

 

2 2i i

i
i i

s] 1 s] s L   
 

 

i
s] i] s R

1
s i s] R]

s

 

 
 

   

22 ii

2

i
ii

i i s] 1 s s L
      

 

2i i2 L  وحدة مربعة 
 

 

 

 

 جد المساحة المحصورة بين(: 55مثال) s i s R

 ،   
i

s2 s g  والمستقيم

1 s مع المحورين الاحداثيين ؟؟؟ 

 الحل:

 

 

 

 0 s g 

 0

i

1
s s2 i 0 s2

2
     

   

1
1 2

1 0
2

s] g R s] 0 R L    

   

1
1 2

s s

i
1 0
2

s] s2 i s] i L    
 

 

 

1
1 1 2

s s

i
1 1 0
2 2

s] s2 s] i s] i L   

 

1 1

s

i
1 0
2

s] s2 s] i L  

i
s] i] s2 R

1
s i s] R]

s

 

 
 

 
11

1 s

0i11
22

s] s2 s i L
       

 

   
i

1
1 0 2 1 i L

2
       
 

 

i

3
2 i L

2
   وحدة مربعة 
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ضلل المنطقة المحصورة بين (: 56مثال)

 s i s R  ، s i s g   مع

1المستقيمين  s  ،1 s  ؟؟؟ 

 الحل:

 

 

 

 

 

ظلل المنطقة المحصورة بين (: 57مثال)

 s i s R  ، s i s g  

ومحور السينات في الفترة  1 1 ؟؟؟ 

 الحل:

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

جد المساحة المحصورة بين منحنيات (: 58مثال)

الاقترانات  
4

s R
s
  ،

 s s i  ، 
1
s s g
4
 

 والواقعة في الربع الاول ؟؟؟

 الحل:

 

 

 

   s i s g 

1
0 s s s

4
   

   s R s i 

2 4
2 s 2 s 4 s s

s
       

   s R s g 

2 4 1
4 s 4 s 16 s s

s 4
       

   
4 2

2 0

s] g R s] g i L    

   
4 2

2 0

1 4 1
s] s s] s s L

4 s 4
    

 
4 2

2 2

i 02

1 3
s s 4 s L
8 8

       
 

i i

1 12
2 4 2 2 8 L

2 8
            
    

 

i i

3 3
2 4 2 4 L

2 2
    وحدة مربعة 
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جد المساحة المحصورة بين منحنيات (: 59مثال)

 3s s R ، 2

1
s i

s
 ،4 w 

 مع محور الصادات في الربع الاول ؟؟؟

 الحل:

 

 

 

 

 w s i 

2
2

1 1 1
s s 1 s4 4

2 2 s

      

   s i s R 

  3
2

1
11 1 s s

s
    

   

1
1 2

1 0
2

s] R i s] R w L    

   

1
1 2

3 3
2

1 0
2

1
s] s s] s 4 L

s
    

1
1 4 42

1
0

2

s 1 s
s4 L

4 s 4
               

 

     1 1 1
2 1 2 L

64 4 64
        

11 1
3 L

4 4
   وحدة مربعة 

 

 

جد المساحة المحصورة بين منحنيات (: 60مثال)

الاقترانات  
3

s R
s
  ،

 2 s s i  3،والمستقيم w ؟؟؟ 

 الحل:

 

 

 

   s R s i 

2 3
0 3 s2 s 2 s

s
      

  2 s 3 s 0 2 s 3 s       

 w s R 

3
1 s 3

s
   

 w s i 

5 s 3 2 s    

   

5 3

3 1

s] i w s] R w L    

   
5 3

3 1

3
s] s 5 s] 3 L

s
    

35 2

i
3 1

s
s5 s 3 s3 L

2
             

 

i i
1 3 3 3 3 9 L         
   
 

   9 25
15 25

2 2
    

i

16
10 3 3 6 L

2
    

i
8 3 3 L  وحدة مربعة 
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جد مساحة المنطقة الواقعة في الربع الاول (: 61مثال)

المحصورة بين منحنى الاقتران 

 
2

s R
s
 ومحور السينات  والمستقيم ،

0 w s2    0و المستقيم s i  

(i العدد)كتاب(                  ؟؟؟   النيبيري( 

              الحل:

 

 

 

                                             

 w s R 

2
1 s 1 s s2

s
     

   

i 1

1 0

s] 0 R s] 0 w L    

   

i 1

1 0

2
s] s] s2 L

s
  

 
i

1 2

0i
1

| s | 2 s L
      

 

   3 0 12 0 1 L     وحدة مربعة 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ويمكن رسم الجذر التربيعي حسب دراسة الاشارة

 

 s s RS 

 s s R S 

 

 s s R S 

 s s R  S 

 

 مثلا:

  s 6 s R S 

 

 

  2 s s R S 

 

 

 
2s9 w 

s 3
w

s 3




S

S
 

 

 

لرسم  
[

] s R
f sh


 


 

نحدد الارباع من خلال اشارة  (1 [  و h 

 متشابهان في الربع الاول والثال  ( أ

 مختلفان في الربع الثاني والرابع ( ب

 نقطة التماثل : (2

 )صفر المقام ، د(
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جد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى (: 62مثال)

العلاقة 
2s4 w  والمستقيم ،

3 w s  كتاب(                    ؟؟؟( 

 الحل:

 

1 2

2

s 2 w
s4 w

s 2 w




 

S

S

 

33 s w 3 w s     

2 1w w 

0 s 0 s 4 s 2 s 2     S S S 

3 1w w 

0 3 s 2 s 3 s s 2     S S 

  0 1 s 3 s  S S 

1 s 9 s 3 s    S S 

 ويمكن حلها بالتربيع

3 2w w 

0 3 s 2 s 3 s s 2      S S 

  0 1 s 3 s  S S 

1 s 1 s 3 s     S S 

10 s 0 s 2 0 w    S 

20 s 0 s 2 0 w     S 

   
9 1

3 1 2 1

1 0

s] w w s] w w L    

 
1

0

s] s 2 s 2 L S S 

 
9

1

s] 3 s s 2  S 

9 12 3 3
2 2

1 0

s 4 8
s3 s s L

2 3 3
               

 

 1 4 81 8
3 27 36 L
2 3 2 3

       

64 80 4
60 L

3 2 3
    وحدة مربعة 

جد المساحة المحصورة بين (: 63مثال)

 s s R S  ، s 6 s i  

 ،مع محور السينات ؟؟؟

 الحل:

 

 0 s i 

6 s 0 s 6    

   s i s R 

0 6 s s s 6 s      S S 

  0 2 s 3 s  S S 

2 s 9 s 3 s    S S 

 0 s 0 s 0 s R    S 

   

9 6

6 0

s] R i s] R 0 L    

   
9 6

6 0

s] s s 6 s] s L   S S 

   
9 6

6 0

s] s s] s L S S 

 

9

6

s] s 6  

   
9 9

6 0

s] s 6 s] s L  S 

99 2 3
2

6 0

s 2
s6 s L

2 3
            

 

      
36 81

36 54 18 L
2 2
     

27 45
36 L

2 2
   وحدة مربعة 
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جد المساحة المحصورة بين (: 64مثال)

 2 s s R S  ، s s i  

 مع محور السينات ؟؟؟
 الحل:
 

 
 
 

 0 s 0 s 0 s i      

 2 s 0 2 s 0 s R      S 

   s i s R 
20 2 s s s 2 s       S 

  1 s 2 s 0 1 s 2 s       

   

0 1

1 2

s] 0 i s] 0 R L



 

    

   
0 1

1 2

s] s s] 2 s L



 

   S 

 

0 2 1 3
2

21

s 2
2 s L

2 3






        
 

   7 1 2
0 0 L

6 2 3
     وحدة مربعة 

 

 

جد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى (: 65مثال)

 s 2 s R S  وكل من محوري

 )كتاب(               ؟؟؟      السينات والصادات

 الحل:

 0 s R 

4 s 2 s 0 s 2     S S 

  
4

0

s] 0 s 2 L  S 

 
4 3

42
0

0

2
s s2 L
3

     
 

   3 38 2
0 4 0 4 2 L

3 3
    S S 

جد المساحة المحصورة بين (: 66مثال)

 2s 2 s R  ، s s i ؟؟؟ 

 الحل:

 0 s R 
20 s 2  

2 s S 
 0 s i 

0 s 

0 s  

 

 
0 s s

s i
0 s s

 


 
 

 0 s 0 s i   

   s i s R 

 
2 20 2 s s s s 2      

  1 s 2 s 0 1 s 2 s       

 
2 20 2 s s s s 2       

  1 s 2 s 0 1 s 2 s       

   

1 0

0 1

s] s R s] s R L


    

     

1 0 1

0 1 1

s] s s] s s] R L
 

   

     
1 0 1

2

0 1 1

s] s s] s s] s 2 L
 

    

11 02 2 3

0 1 1

s s s
s2 L

2 2 3
 

                      
 

     1 1 1 1
2 2 L

2 2 3 3


       

   5 5
1 L

3 3


    

7 10
1 L

3 3
   وحدة مربعة 
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جد المساحة المحصورة بين (: 67مثال)

 2s 10 s R   ،

 2 s s i   ومحور الصادات في

 ؟الربع الاول ؟؟
 الحل:

 
 

 
 

 0 s R 
210 s 0 s 10   S 

2 نعيد تعريف s 2 s    

 
2 s 2 s

s i
2 s s 2

  


  
 

 2 s 0 s 2 0 s i      

 2 s s R  
2 20 12 s s 2 s s 10       

  3 s 4 s 0 3 s 4 s       

    
3 2

2 0

s] i R s] i R L     

   
2

2

0

s] s 2 s 10 L    

   
3

2

2

s] 2 s s 10    

 
2

2

0

s] s s 8 L   

 
3

2

2

s] s s 12   

2 2 3

0

s s
s8 L

2 3
     

 

3 2 3

2

s s
s12

2 3
     

 

     8 9 8
22 27 18 L

3 2 3
      

37 9
23 L

2 2
   وحدة مربعة 

   جد مساحة المنطقة المظللة في الشكل سؤال وزاري:  

المجاور حي   2 s s R 

 s s iS ؟؟؟ 

 الحل:

 

 

 0 2 s s R   

2 s 0 2 s    

 
2 s 2 s

s R
2 s s 2

  


  
 

 0 s 0 s s s i    S S 

 2 s s i  

0 2 s s s 2 s      S S 

  0 1 s 2 s  S S 

1 s 4 s 2 s    S S 

 s 2 s i  

0 2 s s s s 2      S S 

  0 2 s 1 s  S S 

2 s 1 s 1 s    S S 

 
  

  

 

 

2 

+++++ - - - - - - 
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   

2 1

1 0

s] 0 R s] 0 i L     

 

4

2

s] R i  

   
2 1

1 0

s] s 2 s] s L  S 

 
4

2

s] 2 s s  S 

 
12 3

2 2

1 0

1 2
s s2 s L
2 3

       
 

4 3
2 2

2

1 2
s2 s s

2 3
     

 

  8 2 16 1 2
2 2 2 L

3 3 2 3

 
       

 

S
 

8 2 16 1 2
2 L

3 3 2 3
    
S

 

8 2 9
L

3 2
 

S
 وحدة مربعة 

 

 

 

 

 

 

hرسم المستقيم (: 68مثال) w  في المنطقة

المحصورة بين  2s s R  ،

 9 s i  فقسم المنطقة الى مساحتين

متساويتين ؛ جد  h ؟؟؟ 

 الحل:
 
 
 

 
 

 w s R 

2h s h s  S 
   s i s R 

23 s 9 s   

2 1L L 

 

3

2

3

1
s] R i L

2


  

 
3

2

2

3

1
s] s 9 L

2


  

3 3

2

3

s 1
s9 L

3 2


    
 

     2

1
9 27 9 27 L

2
     

 
2

1
18 18 18 L

2
   وحدة مربعة 

 

h

2

h

18 s] R w L


  

S

S

 

 
0

2

2

h

18 s] s h 2 L


   

S

 

0 3

2

h

s
9 sh L

3


     S

 

2

h h
9 h h L

3
  
S

S 

227 h h h h3 L  S S 

 
2

3

2

27
h 27 h h2 L

2
   S S 
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معتمدا على الشكل المجاور جد مساحة (: 69مثال)

المنطقة  L  اذا كان

    1 s s [ s R    ،

10 L  وحدات مربعة ؟؟؟ 
 الحل:
 
 
 
 

 0 s R 

  0 1 s s [   

1 s [ s   

   [ w 1 0 0 [ w     

مساحة المثل 
1
2

 طول القاعدة 

 
1

[ 1 [ 10
2

    

2 20 20 [ [ [ [ 20      

  5 [ 4 [ 0 4 [ 5 [       

المساحة الكاملة 

4

0

s] 0 R  

المساحة الكاملة  

4

0

s] 1 s s 4   

المساحة الكاملة 
4

2

0

s] s s 4 s4    

المساحة الكاملة 
4

2

0

s] s 4 s3   

المساحة الكاملة
4 3 2

0

s s3
s4

3 2
     

 

المساحة الكاملة
64

16 24
3
    

لمساحة الكاملةا
56
3
وحدة مربعة 

 1 56
4 4 L

2 3
    

32 56
8 L

3 3
   وحدة مربعة 

 

 جد مساحة المنطقة المظللة في الشكل ؟؟؟(: 70مثال)

 

 )كتاب(                                               الحل:             

2

2 1s w s w s w    S S 

32 s w  

1 3w w 

0 2 s s s 2 s     S S 

  0 1 s 2 s  S S 

1 s 4 s 2 s    S S 

1 3w w 

0 2 s s s 2 s      S S 

  0 1 s 2 s  S S 

2 s 1 s 1 s    S S 

 
1

0

s] s s L S S 

 

4

1

s] 2 s s  S 

4 12 3 3
2 2

1 0

s 2 4
s2 s s L

2 3 3
               

 

   1 2 16 4
2 8 8 L
2 3 3 3

       

9 1 20
2 L

2 6 3
    وحدة مربعة 
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6اذا كانت (: 71مثال) L  وحدات مربعة؛ جد

  
4

0

s] s R2 5 ؟؟؟ 

 الحل:

 

4 4

0 0

s] s R 2 s]5  

     6 2 20 L 2 0 4 5       

32 12 20   
 اذا كانت المنطقة فوق محور السينات 

 التكامل المساحة 

  اذا كانت المنطقة اسفل محور السينات 

المساحة  التكامل 

التكامل   المساحة 

 

معتمدا على الشكل اذا كانت المساحة (: 72مثال)

المحصورة بين منحنى  R  ومحور

السينات  14  وحدة مربعة وكان

 

f

0

6 s] s R ؛ جد 

0

h

s] s R ؟؟؟ 

 الحل:

 

المساحة   

h 0

0 f

s] 0 R s] R 0    

   

h f

0 0

s] s R s] s R 14  

 

h

0

s] s R 6 14  

 

h

0

8 s] s R 

   

h 0

0 h

8 s] s R s] s R    

110معتمدا على الشكل اذا كانت (: 73مثال) L 

24وحدات مربعة ،  L  وحدات مربعة؛

جد  
2

2

0

s] s 1 Rs ؟؟؟ 

 

 

 الحل:

 

نفرض ان 
2s 1 w  

w]
s]

s2



 

1 0 1 w 0 s     

3 4 1 w 2 s      

   

1 3

3 1

1 w]
w] w R w Rs

2 s2





  


 

   

1 0

0 3

1
w] w R w] w R

2


 
  

 
 

 
1

3 4 10
2

   
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معتمدا على الشكل المجاور اذا كانت (: 74مثال)

6 L  وحدات مربعة وكان

 

f

h

10 s] s R؛ جد 

f

h

s] s i؟؟؟ 

 

 

 

 

 الحل:

 

h

f

s] R i 6  

   

h h

f f

s] s R s] s i 6  

   

h

f

10 s] s i 6   

 

h

f

4 s] s i  

   

h f

f h

4 s] s i s] s i   

 

 

 

 

 

معتمدا على الشكل المجاور اذا كانت قيم (: 75مثال)
14المساحات  L  ،28 L  ،

32 L وحدة مربعة؛ جد ؟؟؟ 

 

 

1.  

7

3

s] s R


 

  الحل:

   

0 7

3 3

s] s R s] s R
 

 

   

7 5

5 0

s] s R s] s R  

 

7

3

2 2 8 4 s] s R


      

 
 

2.  

7

3

s] s R


 

 الحل:

3 2 114 2 8 4 L L L       

 

3.  

3

7

s] s R



 

  الحل:

 

3

7

2 2 s] s R



   
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 داخل التكامل مطلق  مجموع المساحات 

 

f

h

s] s R L 

  التكامل داخل المطلق المطلق على الناتج فقط 

 

معتمدا على الشكل المجاور اذا كانت (: 76مثال)

13 L  ، 27وحدات مربعة L 

 وحدات مربعة ؟؟؟

 

 

1.  

8

3

s] i R 

 الحل:

     

8 5 8

5 3 3

s] i R s] i R s] i R     

   

8

2 1

3

L L s] i R    

   

8

3

4 7 3 s] i R      

 

2. 

8

3

s] i R 

 الحل:

   

8 5

5 3

s] R i s] i R    

2 110 7 3 L L     

3.  

8

3

s] i R 

 الحل:

 

8

3

4 4 s] i R    

 

معتمدا على شكل (: 77مثال) s R؛ جد ما يأتي؟؟؟ 

 

 

1.  

6

2

s] s R


 

 الحل:

1L الطول العرض 

16 2 3 L   وحدات مربعة 

2

1
L

2
   طول القاعدة الارتفاع 

2

1
1 2 1 L

2
    وحدة مربعة 

3

1
4 2 4 L

2
    وحدات مربعة 

   

1 6

2 2

s] s R s] s R
 

 

   

6 2

2 1

s] s R s] s R  

 

6

2

3 4 1 6 s] s R


     
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2.  

6

2

s] s R


 

 الحل:

 

6

3 2 1

2

L L L s] s R


   

 

6

2

11 4 1 6 s] s R


    

 

3.  

6

2

s] s R


 

 الحل:

 

6

2

3 3 s] s R


  

 

اقل قيمة للتكامل  .4  
6

0

s] s R 3 

 الحل:

في الفترة  6 أكبر قيمة  0 2 وأقل قيمة 2 

 2 s R 2   

 2 s R 2    

 5 s R 3 1   

      

6 6 6

0 0 0

s] 5 s] s R 3 s] 1   

  
6

0

30 s] s R 3 6   

 حل أخر

قيمة للتكامل في الفترة  اقل 6 هي  0 2 

   

6

0

30 0 6 5 s] 5   

الشكل المجاور يمثل الواجهة الامامية لاحد (: 78مثال)

 منحنىالمباني، مدخل هذا المبنى على شكل 

 2 1
s 3 s R
3
   ما التكلفة الكلية ،

لدهان المنطقة المظللة اذا علمت ان سعر 

الدهان للوحدة المربعة  52دينار ؟؟؟ 

 الحل:

 

 

 

 عدد الامتار المربعة سعر المتر الواحدالتكلفة

 المساحة سعر المتر الواحدالتكلفة

 المساحة اسفل منحنى مساحة المثل  المساحة

 المساحة   
3

0

1
2 s] 0 R 10 8

2

  
        
  

 

 المساحة 
3

2

0

1
s] s 3 2 40

3
   

 المساحة 
3

3

0

1
s s3 2 40
9

    


 

28 المساحة 6 2 40    وحدة مربعة 

التكلفة
5

70 28
2

   دينار 

 

 

 

 

 

 



 وتطبيقاتهالتكامل 

 
 

 

 الصفحة الموضوع الرقم
عدد 
 الاسئلة

 100 1 التكامل بالتعويض 1

 75 34 التكامل بالأجزاء 2

 48 61 التكامل بالكسور الجزئية 3

 40 85 المعادلات التفاضلية 4

 84 102 المساحة 5

 


