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  التفسیر الھندسي للمشتقة

  :قاعدة  

  )                        س( ̷ق= میل المماس    

   ) ١، ص ١س( نقطة التماس عند ) س(معادلة المماس المرسوم لمنحنى ق   

  ) ١س –س ( ) ١س( ̷ق=  ١ص –ص     

   : خارجي/ سؤال                                                   :١١٩كتاب ص ) ١(مثال

  اكتب معادلة المماس المرسوم لمنحنى                     ، فجد  ٥ +س ٦ – ٣س) = س(ق = إذا كان ص  

  ) :٤،  ١(س عند ٣+  ٢س) = س(ق                      :  ٢-= الاقتران ق عندما س میل المماس لمنحنى 

  :الحل                                        ٦ – ٢س٣) =  س(ق       : الحل

  ٣+ س ٢) = س(ق                     )٢-( ̷یساوي  ق  ٢- = میل المماس عندما س      

  ٥=  ٣+  ١×  ٢) = ١(ق= م                    ٦=  ٦ – ٤×  ٣=  ٦ – ٢) ٢-(  ٣) = ٢-(ق      

  ) ١س –س (  م = ١ص –ص : معادلة المماس                                                                               

  )١س ــ (٥=  ٤ص ــ                                                                     : ١٩١كتاب ص )١(تدریب

   : خارجي/ سؤال                                      فجد س ، ٣ – ٢س) = س(إذا كان ق

  اكتب معادلة المماس المرسوم لمنحنى               ) :  ٢- ،  ٢( عند النقطة میل المماس لمنحنى الاقتران ق 

  : ٢= س عندما س ٢ــ  ٣س) = س(ق                                            ٣ –س ٢) = س(ق    :الحل 

   :الحل                            )٢(یساوي  ق  ٢= میل المماس عندما س    

   ٢ــ  ٢س٣) = س(ق                             ١=  ٣ – ٤=   ٣ – ٢×  ٢) = ٢(ق      

   ١٠=   ٢ــ  ٤×  ٣) = ٢(ق= م                                                                                

  ))٢(، ق ٢(         نقطة التماس إلى نحتاج                                                            :  خارجي/ سؤال 

  ٤=  ٤ــ  ٨) =  ٢(٢ــ  ٣)٢) = (٢(ق    )، ـــــــ  ٢( ـــــــــــــــــ عند ) = س(أوجد میل المماس لمنحنى ق

  )٤،  ٢(نقطة التماس ھي                                                                          :الحل 

  ) ١س –س (  م = ١ص –ص : معادلة المماس    ــــــــــــــــــــــــــــــ= ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ) = س(ق

    )٢س ــ (١٠=  ٤ص ــ                                                                                                  

  ـــــــــــــــــــــــ) = س(ق

    

  ـــــــــ= ـــــــــــــــــــ ) = ٢(ق= م 
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  : خارجي/ سؤال                                                : ١١٩كتاب ص ) ٢(مثال

  ، وكان ٦+ س ٧ــ  ٢أس) = س(إذا كان ق                         ،)  ٤ –س ٣) (  ١+ س ٢) = (س(إذا كان ق

    ١٣یساوي  ٢= عند س ) س(المماس لمنحنى قمیل                                   :  ٢= فجد معادلة المماس عندما س  

  فما قیمة الثابت أ ؟             )٢) ( ٤ –س ٣) + ( ٣( ) ١+ س ٢() = س(ق :الحل 

                       )٢(ق= میل المماس  :الحل                            ١٩)  = ٢) (٢)  + (٣) (٥) =  (٢(ق= م 

   ٧أس ــ ٢) = س(ق                                 ) ) ٢(، ق ٢( نقطة التماس نحتاج الى    

                            ٧أ ــ ٤) = ٢(ق                             ) ١٠،  ٢(            ١٠=  )٢) (٥() = ٢(ق

  ٧أ ــ ٤=  ١٣                            )١س –س (م =  ١ص - ص : معادلة المماس ھي 

  ٥= أ           أ ٤=  ٢٠                      ٢٨ –س ١٩= ص   )        ٢ –س ( ١٩= ١٠ -ص 

  

   : خارجي/ سؤال                                               : ١٢٠كتاب ص) ٢(تدریب

  س ، أوجد قیم س على ٢٧ــ  ٣س) = س(إذا كان ق                                  ، فجد ٢) ١+  ٢س) = ( س(إذا كان ق

  والتي یكون المماس عندھا ) س(المنحنى ق                  :  ١= معادلة المماس لمنحنى الاقتران ق عندما س  

  موازیاً لمحور السینات ؟                                 س  ٢× ) ١+  ٢س( ٢) = س(ق  :الحل   

  : الحل                              ٨=   ٢× ) ١+  ١( ٢) = س(ق =م      

   ٠= عندما یوازي المماس محور السینات یكون المیل                          ))١(، ق ١(نحتاج إلى نقط التماس             

  ٠) = س(أي أن  ق                        ) ٤،  ١(النقطة            ٤=  ٢) ١+  ١) = ( ١(ق

  ٠=  ٢٧ــ  ٢س٣                                   ) ١س –س ( م =  ١ص –ص : معادلة المماس 

   ٢٧=  ٢س٣                                      ) ١ –س (  ٨=   ٤ –ص   

  ٣ ∓= س            ٩=  ٢س                                                                                            

   : ٢٠١كتاب ص ) ٣(مثال

  ، حیث أ عدد ثابت ،  ٥+ س ٢+  ٢أس) = س(اذا كان ق

  ، فما قیمة الثابت أ ؟  ١٨یساوي  ٢ = وكان میل المماس عندما س

  )٢(ق= میل المماس   : الحل 

   ٢+ أس ٢) = س(ق       

   ٢) + ٢(أ٢)  = ٢(ق       

   ٢+ أ  ٤=     ١٨        

   ٤= أ :  ومنھ     



 

 
٥ 

معاذ البشیش: المعلم  ٠٧٩٩٨٥٤١٩٦/   تطبیقات التفاضل  : الوحدة الثالثة    

١ 
٣ 

١ 
٣ 

  

  : خارجي/ سؤال                                                       : خارجي/ سؤال 

  ، أوجد النقاط  ١٢+ س ٥ــ  ٣س) = س(قإذا كان                               جد قیم س والتي یكون عندھا المماس 

  والتي یكون میل المماس ) س(على منحنى ق                           س ١٢ــ  ٣س) = س(لمنحنى الاقتران ق

  :  ٧عندھا یساوي                                              موازیاً لمحور السینات ؟ 

  :الحل                                                                  : الحل 

    ٥ــ  ٢س٣) = س(ق=  م           صفر= عندما یوازي المماس محور السینات یكون المیل 

  ٥ــ  ٢س٣=    ٧                                                        ٠) = س(ق أي أن       

  ٢س٣=  ١٢                                                   ٠=  ١٢ــ  ٢س٣              

  ٢ ∓= س            ٤=  ٢س                                        ١٢=  ٢س٣                     

  ) ١٠،  ٢(النقطة       ١٠=  ١٢+  ١٠ــ  ٨) = ٢(ق                 ٢ ∓= س           ٤=  ٢س                       

  )١٤،  ٢ــ(النقطة    ١٤=  ١٢+  ١٠+  ٨ــ ) = ٢ــ (ق                                                                         

  : خارجي/ سؤال 

  : خارجي/ سؤال   )س(س ، أوجد النقاط على منحنى ق٥ــ  ٣س) = س(قإذا كان 

  س ، أوجد قیم س٤ــ  ٣ــــــ س) = س(إذا كان ق                         ؟ ٧والتي یكون میل المماس عندھا یساوي 

  والتي یكون میل المماس عندھا یساوي صفر ؟                                                                  : الحل 

    : الحل                                              ٥ــ  ٢س٣) = س(ق=  م

  ٠=  ٤ــ  ٢ـــــــ س×  ٣) = س(ق= م                                               ٥ــ  ٢س٣=    ٧         

  ٠=    ٤ــ  ٢س                                                                              ٢س٣=  ١٢         

    ٤=  ٢س                                                                   ٢ ∓= س            ٤=  ٢س       

  ٢ ∓= س                                                       ) ٢، ــ  ٢(النقطة       ٢ــ =  ١٠ــ  ٨) = ٢(ق

  )٢،  ٢ــ(النقطة      ٢=  ١٠+  ٨ــ ) = ٢ــ (ق
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٢+ س ٢  
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١+  ١  

)س٢)(٢+ س ٢(ــ ) ٢)(١+   ٢س(  
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١٨ 
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  ١٢١ص/الأسئلة 

  

  : ١٢١كتاب ص) ٢(سؤال                                        :  ١٢١كتاب ص) ١(سؤال

  ، فجد معادلة المماس ،  ـــــــــــــــــــــ) =  س(إذا كان ق                      جد معادلة المماس لكل من المنحنیات الآتیة 

  . ١= لمنحنى الاقتران ق عندما س                                 : المبینة إزاء كل منھا عند قیم س 

           ٢=   ــــــــــــــ) =  ١(ق:  الحل                            ٢= ،   س    ٥+ س ٣) = س(ق) أ  

  ) ٢،  ١(النقطة                                                                         ١١=  ٥+  ٦) = ٢(ق  

    ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ) = س(ق                                   ) ١١،  ٢( النقطة               

   ٣) = س(ق =م              

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ) = ١(ق              ) ١س –س ( م =  ١ص –ص : معادلة المماس    

  ) ٢ –س (  ٣=   ١١ –ص      

  ١ــ = ــــــــــ = ــــــــــــــــ =                                                                               

          ١= س  ،         ١ –س ٣+  ٢س= ) س(ق) ب

  )١س ــ ( ١ــ =  ٢ص ــ : معادلة المماس                                        ٣=  ١ــ  ٣+  ١) = ١(ق    

   ) ٣،  ١( النقطة                 

  : ١٢١كتاب ص) ٣(سؤال                                             ٣+ س ٢) = س(ق    

  ، حیث أ عدد ثابت ،  ٣ –س ٤+  ٢أ س) = س(إذا كان ق                                 ٥=  ٣+ ١× ٢) = ١(ق =م     

  ، ٢٢یساوي  ٣= وكان میل المنحنى عندما س                    ) ١ –س (  ٥=  ٣ –ص : معادلة المماس    

  . فجد قیمة الثابت أ                                                                        

  ٤+ أس ٢) = س(ق  : الحل      صفر= ،   س )    ١+  ٢س) ( ٤ –س ٢) = (س(ق) جـ 

   ٤+  ٣× أ  ٢)  = ٣(ق                               ٤ــ) =  ١+  ٢)٠) ( (٤ – ٠× ٢) = (٠(ق

  ٤+  ٣× أ  ٢=    ٢٢                                                ) ٤-،  ٠( النقطة               

                ٤+ أ ٦=    ٢٢               )٢(× )  ١+  ٢س) + ( س ٢( × )  ٤ –س ٢) = ( س(ق 

       ١٨= أ ٦                             ٢× )  ١+  ٠+ (  ٠× )  ٤ – ٠) = ( ٠(ق  =م 

  ٣= ـــــــــ =  أ                                                           ٢=  ٢+  ٠=              

    ) ٠ــ  س(٢=  ٤ص ــ ــ : معادلة المماس 

    س٢=  ٤+ ص          
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٣ 
٢ 

٣ 
٢ 

٥ 
٢ 

٨ 
 س

٨ــ   

٢س  

٨ــ   

٤ 

٨ 
٢ 

                 

  : صیفیة) ٢٠١٩(وزارة                                            : ١٢١كتاب ص) ٤(سؤال

  ٠ ≠ــــــــــ  ،  س ) = س(إذا كان ق) ١   ، فجد میل المنحنى للاقتران ق ٢س٤+  ٥س) = س(إذا كان ق

  . ٢= جد معادلة المماس لمنحنى الاقتران ق عند س                                                        . ١= عندما س 

  : الحل                                                                  : الحل 

  ـــــــــــ) = س(ق                                            س ٨+  ٤س٥) = س(ق 

  میل المماس =  ١٣=  ٨+  ٥) = ١(ق 

   ٢ــ = ــــــــــ ) = ٢(ق= م                                            : ١٢١كتاب ص) ٥(سؤال

  ،  ٤) ٢ – ٢س٣) = (س(إذا كان ق 

      ٤= ــــــــــ ) = ٢(ق                              فجد معادلة المماس لمنحنى الاقتران ق 

  )٤،  ٢(النقطة                                              ) ) . ١-(، ق  ١-( عند النقطة 

  ) ٢س ــ (٢ــ=  ٤ص ــ : معادلة المماس                                                                  : الحل 

       ١=  ٤) ٢ – ٣= (  ٤) ٢ – ٢)١- (×  ٣) = ( ١- (ق 

  س ، فما قیمة س١٢ــ  ٢س) = س(إذا كان ق) ٢                                       ) ١، ١- ( النقطة                

  التي یكون لمنحنى الاقتران ق عندھا مماساً                                       س ٦×  ٣) ٢ – ٢س٣(٤) = س(ق

  : موازیأ لمحور السینات                                             ٦-×  ٣) ٢ – ٣( ٤) = ١- (ق

  :الحل          میل المماس               ٢٤-=  ٦-×  ١×  ٤=           

  المماس یوازي محور السینات                      ) ١+ س (  ٢٤-=  ١ –ص : معادلة المماس 

  صفر) = س(ق                                               : شتویة) ٢٠١٩(وزارة 

   ٠=  ١٢س ــ ٢          ، فإن میل المماس  ١+ س    ) = س(إذا كان ق) ١      

   ١٢= س ٢                     :یساوي ) ٢،  ١(لمنحنى الاقتران ق عند النقطة        

  ٦= س                           ـــــــ) ـــــــ      د) جـ        ٢) ب       ١) أ       

  

  ،   ١) = ٠(اقتراناً متصلاً حیث ق) س(إذا كان ق) ٢       

  فإن معادلة المماس لمنحنى ق  ٠) = ٠(ق          

  : ھي  ٠= عند س            

   ١= ص ) ب                 ١ــ = ص ) أ          

   ١ــ = س ) د                   ١= س ) جـ          
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  للمشتقةالتفسیر الفیزیائي 

  حیث ف المسافة التي یقطعھا الجسم ، فإن ) ن(اذا تحرك جسم حسب العلاقة ف    

  .  )ن(ف ) = ن(في أي لحظة ھي مشتقة المسافة ، أي أن ع) ن(سرعة الجسم ع    

  ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ   

  ) .ن(ف ) = ن(ع ) = ن(ت: اللحظي ھو مشتقة السرعة أي أن ) ن(وتسارع الجسم ت    

  

  :  خارجي/ سؤال                                        :  ١٢٢كتاب ص) ١(مثال

  ، ٨+  ٢ن٢+  ٣ن) = ن(یتحرك جسم حسب العلاقة ف     إذا تحرك جسیم بحیث كان بعده عن نقطة الأصل بالأمتار

  . ٣= احسب سرعة الجسم وتسارعھ عندما ن                   : بعد ن ثانیة من بدء حركتھ معطى بالعلاقة  

  :الحل                                     ،  ٥+  ٢ن٣+  ٣ن) = ن(ف

  ن٤+  ٢ن٣) = ن(ف) = ن(ع                     . ثوان  ٣فاحسب سرعة الجسیم بعد مرور 

  ٤+ ن ٦) = ن(ع=  )ن(ت                                                             : الحل 

  ٣٩=  ١٢+  ٢٧=  ٣×  ٤+  ٢)٣(×  ٣) = ٣(ومنھ ع                                       ٥+  ٢ن٣+  ٣ن) = ن(ف

   ٢٢=  ٤+  ١٨=  ٤+  ٣×  ٦) = ٣(ت                                 ن ٦+  ٢ن٣) = ن(ف ) = ن(ع

  : ١٢٣كتاب ص) ٢(مثال                           :ثوان  ٣ومنھ فإن السرعة بعد مرور 

  ، ٢)١+٢ن٢) = (ن(ف: یتحرك جسیم وفق العلاقة      . ث /م ٤٥=  ١٨+  ٢٧) = ٣(× ٦+  ٢)٣(٣) = ٣(ع

  حیث ف المسافة التي یقطعھا الجسیم بالأمتار ،                                                                     

  جد تسارع الجسیم .ن الزمن بالثواني                                       : ١٢٣كتاب ص) ١(تدریب

  .بعد مرور ثانیة واحدة من بدء الحركة    إذا تحرك جسیم بحیث كان بعده عن نقطة الأصل بالأمتار

  : الحل    ،  ٢+ ن ٣ – ٢ن٣) = ن(ف: بعد ن ثانیة معطى بالعلاقة 

  ) ن٤)(١+  ٢ن٢(٢) = ن(ف ) = ن(السرعة  ع       .ثانیتین من بدء الحركة فاحسب سرعة الجسیم بعد مرور 

  ) ١+ ٢ن٢(ن٨) = ن(ع                                                                         : الحل 

  ) ٨)(١+  ٢ن٢) + (ن٤)(ن٨() = ن(ع) = ن(ت= التسارع                                     ٣ –ن ٦) = ن(ف ) = ن(ع

  ٢ث/م  ٥٦=  ٢٤+  ٣٢) = ٨)(٣) + (٤)(٨) = (١(ت                                    ٩=  ٣ –) ٢(×  ٦) = ٢(ع
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١ 
٣ 

  

  : خارجي/ سؤال                                      : ١٢٣كتاب ص) ٢(تدریب

  ٨+ ن ٥+  ٢ن٣ــ  ٣ــــــ ن) = ن(یتحرك جسم حسب العلاقة ف ، ٦+  ٢ن٤+  ٣ن٢) = ن(ف: یتحرك جسیم وفق العلاقة  

  .احسب تسارع الجسم عندما تنعدم سرعتھ               حیث ف المسافة التي یقطعھا الجسیم بالأمتار ، 

  :الحل                         جد تسارع الجسیم. ن الزمن بالثواني  

   ٥+ ن ٦ – ٢ن) = ن(ف) = ن(ع                           .ثانیتین من بدء الحركة بعد مرور  

   ٠) = ن(ع: عندما تنعدم السرعة ، فإن                                                             : الحل 

  ٠=  ٥+ ن ٦ – ٢ن                                           ن ٨+  ٢ن٦) = ن(ف ) = ن(ع

  ٠) = ١ن ــ )(٥ن ــ (                                    ٨+  ن١٢) = ن(ع) = ن(ت         

   ١= أو ن  ٥= ن                          .  ٣٢=  ٨+  ٢٤=  ٨+  ٢×  ١٢) = ٢(ت

                                      ٦ –ن ٢) = ن(ع) = ن(التسارع ت                                                                    

  ٤=  ٦ــ  ١٠=  ٦ــ  ٥×  ٢) = ٥(ت                                       : ١٢٤كتاب ص) ٣(مثال

   ٤ــ =  ٦ــ  ٢=  ٦ــ  ١×  ٢) = ١(ت         ن ھي المسافة ١٥+  ٢ن٩ – ٣ن) = ن(إذا كانت ف 

  ،التي یقطعھا جسیم ، حیث ن الزمن بالثواني 

  : خارجي/ سؤال   .ي اللحظة التي تنعدم فیھا سرعتھفاحسب تسارع الجسیم ف 

  ٦+ ن ٥ــ  ٣ن) = ن(جسم حسب العلاقة فیتحرك                                                            : الحل 

  .ث / م  ٧= احسب التسارع عندما تكون السرعة                        ١٥+ ن ١٨ – ٢ن٣) = ن(ف) = ن(ع

                :الحل                       ٠) = ن(ع: عندما تنعدم السرعة ، فإن 

                        ٥ــ  ٢ن٣ ) =ن(ف) = ن(ع                    ٠=     ١٥+ ن ١٨ – ٢ن٣               

  ٧) = ن(بما أن ع                                  ٠=     ٥+ ن ٦ – ٢ن                    

  ٧=  ٥ــ  ٢ن٣فإن                                     ٠ ) =  ١ –ن )(  ٥ –ن (               

   ١٢=  ٢ن٣                                                 ١= ، ن  ٥= ن      :ومنھ          

  ٢،  ٢ــ = ن                 ٤=  ٢ن                                                 ١٨ –ن ٦) = ن(ع) = ن(التسارع ت

  ن٦) = ن(ت        .  ٢ث/م ١٢=  ١٨ – ٣٠=  ١٨ –) ٥(٦) = ٥(ت 

  ١٢=  ٢×  ٦) = ٢(ت             ٢= نأخذ ن                       .  ٢ث/م ١٢ - =  ١٨ –) ١(٦) = ١(ت 

  

  .تھُمل  ، لأن الزمن لا یمكن أن یكون سالباً   ٢ــ = ن                                                                     
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٦  
١٢ 

١ 
٢ 

١ 
٢ 

١ 
٢ 

١ 
٢ 

٣ 
٢ 

٦ــ  ٣  

٢ ٢ 

٣ــ   

)١ن(ــ ف) ٢ن(ف  

١ــ ن ٢ن  

)١(ــ ف) ٣(ف  

١ــ  ٣  

)٤+  ١(ــ ) ١٢+  ٢٧(  

٢ 

٣٤ 
٢  

)١(ــ ف) أ(ف  

١أ ــ   

)٢+  ٣+  ١)(٢+ أ ×  ٣+  ٢أ(  

١أ ــ   

٤أ ــ ٣+  ٢أ  

١أ ــ  ١أ ــ    

)١أ ــ )(٤+ أ (  

  

  : خارجي/ سؤال                                      :  ٤١٢كتاب ص) ٣(تدریب

  ن ٤+  ٣ن) = ن(یتحرك جسم بحیث أن ف   ، ٢+  ٢ن٣ – ٣ن٢) = ن(ف: یتحرك جسیم وفقاً للعلاقة 

  ] . ٣،  ١[ احسب السرعة المتوسطة في                    . ینعدم تسارعھ احسب سرعة الجسیم عندما 

  :الحل                                                              :الحل 

  ــــــــــــــــــــــــــــــــ= السرعة المتوسطة                              ن ٦ – ٢ن٦) = ن(ف) = ن(ع      

   ٠) = ن(ت: عندما ینعدم التسارع ، فإن   

  ـــــــــــــــــــــــــــــ=                                              ٠=  ٦ –ن ١٢) = ن(ع)  = ن(ت       

    ــــــــ=  ـــــــ =ن     ٦= ن ١٢        

    ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ=                                                                                            

  =ـــــــ ×  ٦  – ٢)ــــــ(× ٦ ) = ـــــــ(ع          

     ١٧= ـــــــــــ =                                                                                             

  ـــــــــ= ــــــــــــــ =   ٣ –ـــــــ =                       

  :  خارجي/ سؤال                                                                      

  ، ٢+ ن ٣+  ٢ن) = ن(یتحرك جسم بحیث أن ف                                                :  خارجي/ سؤال 

  تساوي السرعة اللحظیة] ، أ  ١[ المتوسطة في إذا كانت السرعة           ٤+  ٢ــ ن ٣ن) = ن(یتحرك جسم حسب العلاقة ف

  . فجد أ  ٥= عند ن     . ٢ث/ م  ١٠= سرعة الجسم عندما یكون تسارعھ احسب 

  : الحل                                                              :الحل 

  = ــــــــــــــــــــــــــ=  السرعة المتوسطة                                ن ٢ــ  ٢ن٣ ) =ن(ف) = ن(ع 

   ٢ن ــ ٦) = ن(ع) = ن(ت

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ=                                                       ١٠) = ن(ت   بما أن

   ١٠=  ٢ن ــ ٦   فإن 

  ٤+ أ = ــــــــــــــــــــــــــــــ = ــــــــــــــــــــــ  =                               ٢= ن                ١٢= ن ٦             

   ٢×  ٢ــ  ٢)٢(×  ٣) = ٢(ع

      ٣+ ن ٢) = ن(ف) = ن(ع=  السرعة اللحظیة                          ٨=  ٤ــ  ١٢=  ٤ــ  ٤×  ٣=        

  ١٣=  ٣+  ١٠=  ٣+  ٥×  ٢) = ٥(ع        ٥= عند ن                                                                      

                            

  ١٣=  ٤+ أ                                                                           

    ٩=  ٤ــ  ١٣= أ                                                                                         
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)٠(ــ ف) أ(ف  

٠أ ــ   

٠ــ  ٢أ٢  

 أ

   

      ١٢٥ص /الأسئلة                    

  : ١٢٥كتاب ص) ٣(سؤال                                            : ٥١٢كتاب ص) ١(سؤال

  یمثل المسافة ٤+  ٣) ٢ –ن ٢) = ( ن(إذا كان ف          ھي المسافة التي یقطعھا  ٢ن٣+  ٣ن) =ن(إذا كانت ف 

  فجد التي یقطعھا جسیم بالأمتار بعد ن ثانیة ،                                   :بالأمتار بعد ن ثانیة ، فجد جسیم 

  .ثوان من بدء الحركة  ٤السرعة المقطوعة بعد مرور                       .السرعة بعد مرور ثانیتین من بدء الحركة ) أ

  :الحل                         . ث /م ٩التسارع عندما تكون السرعة ) ب

   ٢×  ٢) ٢ –ن ٢( ٣) = ن(ف ) =ن(ع                      ن٦+  ٢ن٣) = ن(ف) = ن(ع)  أ    : الحل 

  ٢×  ٢) ٢ –)  ٤(× ٢( ٣) = ٤(ع                     ٢٤=  ٢×  ٦+  ٤×  ٣) = ٢(ع              

  . ٢١٦=  ٢×  ١٠٨=   ٢×  ٢) ٢ – ٨( ٣=                                                              ٩) = ن(ع )ب

   ٩= ن  ٦+  ٢ن٣ 

         :  ١٢٥كتاب ص) ٤(سؤال                                                 ٠=  ٣ –ن  ٢+  ٢ن

  المسافة التي یقطعھا) ن(إذا مثل الاقتران ف                                             ٠) = ١ –ن )(٣ –ن (  

   بدء حركتھ ، جسیم بالأمتار بعد ن ثانیة من                                         ١= ، ن  ٣-= ن             

  ، ٥+  ٢ن – ٣ن) = ن(وكان ف                   . تھمل ، لا یمكن أن یكون الزمن سالباً           

  ؟ ٢ث/م ٤فما سرعة ھذا الجسیم عندما یكون تسارعھ          ١٢=  ٦+  ١×  ٦) = ١(ت           ٦+ ن ٦) = ن(ت

   :الحل                                            : ١٢٥كتاب ص) ٢(سؤال

  ن٢ – ٢ن٣) = ن(ف) = ن(ع            تحرك جسیم بحیث كان بعده عن نقطھ الأصل بالأمتار 

  ٢ –ن ٦ ) =ن(ع  ) =ن(ت    . ٢ن٢) = ن(ف: بعد ن ثانیة من بدء الحركة معطى بالعلاقة  

  ٢ –ن ٦=  ٤                       ]، أ ٠[إذا كانت سرعتھ المتوسطة فبي الفترة الزمنیة  

  ن٦=  ٦                   . ثوان ، فجد قیمة أ  ٣تساوي سرعتھ اللحظیة بعد مرور 

  ١= ن                                                                            : الحل 

  ٢ن٢) = ن(ف

  .   ١=  ٢ – ٣) = ١(×٢ – ٢)١(×٣) = ١(ع    أ٢=   ــــــــــــــــــــ=   ـــــــــــــــــــــــــ= السرعة المتوسطة 

    

  ن٤) = ن(ف) = ن(السرعة اللحظیة ع

              ١٢=  ٣×  ٤) = ٣(ع

    ٦= أ                  ١٢= أ ٢
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)٠(ف –) ن(ف  

    ٠   –ن     

) ٤( – ٤+  ٢ن  
       ٠ –ن 

  ٢ن

ن     

       

 :  یةشتو) ٩٢٠١(وزارة                                   :  ١٢٥كتاب ص) ٥(سؤال

  ١+  ٣ــ ن ٢ن٣) = ن(یتحرك جسیم في خط مستقیم وفقاً للعلاقة ف             تحرك جسیم بحیث كان بعده عن نقطة الأصل

 حیث ف المسافة التي یقطعھا الجسیم بالامتار ، ن الزمن بالثواني                      . ٤+  ٢ن) = ن(ف: معطى بالعلاقة  

 .احسب سرعة الجسیم عندما ینعدم تسارعھ                     رعتھ متى تساوي سرعتھ المتوسطة س 

  :الحل                  ثوان ؟ ٤في اللحظة التي یكون فیھا الزمن 

  ٢ن٣ن ــ ٦) = ن(ف) = ن(ع                                                         :الحل 

  ن٦ــ  ٦) = ن(ع) = ن(ت                                      ن ٢) = ن(ف) = ن(ع

  صفر ) = ن(ینعدم التسارع ت                          السرعة اللحظیة             ٨) = ٤(ع

  ٠= ن ٦ــ  ٦                                          ـــــــــــــــــــــــ= السرعة المتوسطة 

  ١= ن           ن ٦=  ٦                                                                                

  ٢)١(×  ٣ــ  ١×  ٦) = ١(ع                                ــــــــــــــــــــــــــ =  ٨

  ث/م ٣=   ٣ــ  ٦=                                                                   

   :صیفیة ) ٢٠١٩(وزارة                                    ــــــــــــــــ=   ٨

  ١٠+  ٢ن١٨ــ  ٣ن٣) = ن(یتحرك جسیم وفقاً للعلاقة ف                                                      

  حیث ف المسافة المقطوعة بالامتار ، ن الزمن بالثواني                                            ن =    ٨

  . سرعة الجسیم عندما ینعدم تسارعھ جد                                                                  

   :الحل                                         :  صیفیة) ٢٠١٨(وزارة 

  ن٣٦ــ  ٢ن٩) = ن(ف) = ن(ع       ١+ ن ٩+  ٣ن) = ن(یتحرك جسیم وفق العلاقة ف

  ٣٦ن ــ ١٨) = ن(ع) = ن(ت          حیث ق المسافة التي یقطعھا الجسیم عندما تكون 

  صفر) = ن(ینعدم التسارع ت                                   . ث جد تسارعھ /م ١٢سرعتھ 

 ٠=  ٣٦ن ــ ١٨                                                                   : الحل 

  ٣٦= ن ١٨                                                  ٩+  ٢ن٣) = ن(ف) = ن(ع

  ٢= ن                                                              ١٢=  ٩+  ٢ن٣       

                               ٣=  ٢ن٣             

   ٢×  ٣٦ــ  ٢)٢(×  ٩) = ٢(ع                 ١، ــ  ١= ن                ١=  ٢ن               

   ٧٢ــ  ٤×  ٩=                                                      ن ٦) = ن(ع) = ن(ت

  ث/م ٣٦ــ =  ٧٢ــ  ٣٦=                                                            ٢ث/م ٦) = ١(ت

  



 

 
١٣ 

معاذ البشیش: المعلم  ٠٧٩٩٨٥٤١٩٦/   تطبیقات التفاضل  : الوحدة الثالثة    

 

 التزاید والتناقص

   

  

  

  

  

  

  

  

  ]أ ، ب[أنھ كلما زادت قیمة س زادت قیمة ص ، وكان الاقتران متزایدا قي الفترة  الأولالشكل لاحظ من  *

  

  ]أ ، ب[كلما زادت قیمة س قلت قیمة ص ، وكان الاقتران متناقصا في الفترة  الشكل الثانيأما في * 

  

  مھما تغیرت قیمة س فإن قیمة ص تبقى ثابتة ، ویكون الاقتران في ھذه الحالة ثابتا   الشكل الثالثوأما في * 

  ]أ ، ب[في الفترة 

  

  

  : سنقوم بتحدید فترات التزاید والتناقص # 

   ) .س(من منحنى الاقتران الأصلي  ق : أولاً 

  . )س(قمن المشتقة الأولى للاقتران : ثانیاً 

  . )س(ق المشتقة الأولى للاقترانمن رسمة منحنى : ثالثاً 
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) = س(ق  

  

  :  )س(صلي  ق من منحنى الاقتران الأ: أولاً 

  : ، فإن ] أ ، ب [  ∈  ٢، س ١، وكان س] أ ، ب [ ق معرفاً على الفترة إذا كان الاقتران : تعریف 

   . ١س>  ٢عندما  س) ١س(ق> ) ٢س(إذا كان ق] أ ، ب [ ق یكون متزایداً في الفترة الاقتران ) ١

  )٢س(ق    

  

  )١س(ق                                               

  ١س      ٢س                             

   . ١س>  ٢عندما  س) ١س(ق< ) ٢س(إذا كان ق] أ ، ب [ الاقتران ق یكون متناقصاً في الفترة ) ٢

  )١س(ق                                                          

  

  )٢س(ق  

  ١س      ٢س  

ً الاقتران ق یكون ) ٢   .جمیعھا  ١س ، ٢س  لقیم) ١س(ق =) ٢س(إذا كان ق] أ ، ب [ في الفترة  ثابتا

  

  )  ٢س(ق ) = ١س(ق  

  

    ١س       ٢س                            

  : ١٢٧ص كتاب) / ١(مثال

  الشكل المجاور یمثل منحنى الاقتران ق المعرف على ح ، 

  .جد فترات التزاید والتناقص والثبات لمنحنى الاقتران ق 

   ٢  ≤، س  ٢ــ س ٩                    

  ٢> ، س      ٥                        

  : الحل   

  ] . ٠ ، ∞  - ( یكون متزاید في الفترة من ) س(ق

  ] .  ٢،  ٠[ یكون متناقص في الفترة من ) س(ق

    ) .  ∞ ،  ٢[ یكون ثابت في الفترة من ) س(ق
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  جد الفترة]   ٦،  ١ــ [ حیث ق معرف على الفترة ) س(الشكل یمثل ق: سؤال 

  ثابت ) ٣متناقص        ) ٢متزاید       ) ١) : س(التي یكون فیھا ق

 

                       

 

 : الحل 

  ] . ٤،  ٢[ متزاید في الفترة ) س(ق

  ] . ٢،  ١ــ [ متناقص في الفترة ) س(ق

 ] .   ٦،  ٤[ ثابت في الفترة ) س(ق

  

 :) س(قمن المشتقة الأولى للاقتران : ثانیاً 

  : نظریة

 :فإن ، ) أ ، ب ( ، وقابلاً للإشتقاق على الفترة ] أ ، ب [ إذا كان ق اقتراناً متصلاً على الفترة 

 ) . أ ، ب (  ∈ لجمیع قیم س ٠ >) س(قإذا كانت ] أ ، ب [ في الفترة  متزایداً ق یكون ) ١

 ) . أ ، ب (  ∈لجمیع قیم س   ٠ <) س(قإذا كانت ] أ ، ب [ في الفترة  متناقصاً ق یكون ) ٢

 ) . أ ، ب (  ∈لجمیع قیم س   ٠ ) =س(قإذا كانت ] أ ، ب [ في الفترة  ثابتاً ق یكون ) ٣

 :  بمعنى أن

   ثابت   ٠) = س(ق) ٣             متناقص ٠< ) س(ق) ٢         متزاید   ٠> ) س(ق) ١
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  : وذلك كما یلي ) س(یمكن إیجاد فترات التزاید والتناقص من خلال إشارة المشتقة الأولى للاقتران ق# 

  . للاقتران ق ) س(ــ نجد المشتقة الأولى ق١

 . صفراً  ، وإیجاد قیم س ) = س(ــ إیجاد أصفار المشتقة الأولى بوضع ق٢

 .حول أصفار ھذه المشتقة ) س(وندرس إشارة قــ نضع أصفار المشتقة الأولى على خط الأعداد ٣

  ثابت   ٠) = س(ق//       متناقص ٠< ) س(ق//     متزاید   ٠> ) س(ــ ق٤

 

    : ١٣١كتاب ص) / ١(تدریب                                            :  ١٢٩كتاب ص ) / ٢(مثال

  : جد فترات التزاید والتناقص لكل اقتران مما یأتي    ٣+ س ٤+  ٢س) = س(جد فترات التزاید والتناقص للاقتران ق

  . ٢) ٤س ــ ٢) = ( س(ق)  ٢  .   س +  ٧) = س(ھـ ) ١                                             ٤+ س ٢) = س(ق: الحل 

   :الحل     ٢ــ = س              ٤ــ = س ٢           ٠=  ٤+ س ٢      

  .موجبة  دائماً     ١) = س(ھـ ) ١                                                                             

   )  . ∞ ، ∞ ــ ( متزاید على ح           ) س(إذن ھـ      صفر ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ   + + + + + + +  

  ٢ــ                         

    ٢× )  ٤س ــ ٢( ٢) = س(ق) ٢            ]  ٢، ــ  ∞  ــ( في الفترة  متناقصالاقتران ق   

  ٠) =  ٤س ــ ٢( ٤            ]    ∞ ،  ٢ــ [في الفترة   متزایدو              

  ٠=  ٤س ــ ٢                                                     : ١٣٠كتاب ص) / ٣(مثال 

             ٤= س ٢                                                   ،  ٣س ــ س٤٨) = س(إذا كان ق 

  ٢= س                                           .فجد فترات التزاید والتناقص لھذا الاقتران  

   ٢س٣ــ  ٤٨) = س(ق: الحل 

                ٢س٣=  ٤٨             ٠=  ٢س٣ــ  ٤٨

  ــ ــ ــ ــ ــ ــ+ +  + + +                ٤، ــ  ٤= س              ٢س=  ١٦                                

                                                                                          ٢    

  ]   ٢،  ∞ــ ( الاقتران ق متناقص في الفترة                                                                   

  )  .  ∞،  ٢[ ومتزاید في الفترة         ــ ــ ــ ــ ــ ــ     + + + + +   ــ ــ ــ ــ ــ ــ         

  ٤ــ                ٤   

  )  . ∞ ،  ٤[ ، ]  ٤، ــ ∞ ــ : ( الاقتران ق متناقص في الفترتین 

  ] .  ٤،  ٤ــ [ ومتزاید في الفترة            
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١ 
٣ 

١ 
٢ 

١ 
٣ 

١ 
٢ 

  

  : خارجي) / ٣(سؤال                                              : خارجي) / ١(سؤال 

  ، فجد  ٣)٣س ــ (٢)١+ س ) = (س(إذا كانت ق         ، ٨+ س ٦ــ  ٢ــ ـــــــ س ٣ـــــــ س) = س(إذا كان ق

  ) . س(فترات التزاید والتناقص للاقتران ق                      .أوجد فترات التزاید والتناقص للاقتران ق 

  :الحل                                                                :الحل 

  ٠) = س(ق                                            ٠=  ٦ــ س ــ  ٢س) = س(ق

  ٠=   ٣)٣س ــ (٢)١+ س (                                    ٠) = ٢+ س )(٣س ــ (         

   ٣،  ١ــ = س                                                  ٢، ــ  ٣= س            

                                                                         

  + + + + +    ــ ــ ــ ــ ــ ــ     + + + + +    

  ــ ــ ــ ــ ــ ــ     ــ ــ ــ ــ ــ ــ        + + + + +                                    ٢ــ                    ٣                  

                                                                                         ١ــ                   ٣                                                                                             

               )∞ ،  ٣[ ، ]  ٠،  ∞  ــ:  ( متزاید في الفترتین ) س(ق

  ]٣،  ∞ ــ (ومتناقص في ) ∞ ،  ٣[ متزاید في ) س(ق                                ] . ٣،  ٢ــ [ ومتناقص في الفترة 

  

  .) س(ق من رسمة منحنى المشتقة الأولى للاقتران: ثالثاً                                               : خارجي) / ٢(سؤال 

  .ھي تحویل الرسمة إلى خط الأعداد :  الفكرة الرئیسیة                      ، فجد فترات ٣)٢+ س ) = (س(ق إذا كان

  ــ نحدد قیم س التي یقطع عندھا منحنى المشتقة الأولى ١                                    .التزاید والتناقص للاقتران ق 

  . محور السینات حیث توضع ھذه القیم على خط الأعداد                                                                : الحل 

ــ نقوم بدراسة الإشارة حول ھذه القیم حیث تكون إشارة ٢                                      ١×  ٢)٢+ س (٣= ) س(ق
  : حسب موقع رسمة المنحنى  كما یلي                                                                 الفترة 

  .  موجبةمحور السینات نضع إشارة  فوقأ ــ الرسمة                                       ٠=  ٢)٢+ س (٣=          

  .  سالبةمحور السینات نضع إشارة  تحتب ــ الرسمة                                            ٢ــ = س                 

  .  ثابتمحور السینات یكون  علىجـ ــ الرسمة                                                                       

  والتناقص من خط الأعداد ــ نحدد فترات التزاید ٣                                                                       

  .كما تعلمنا سابقاً                      + + + + +  + + + + +           

  ٢ــ                              

  )  ∞،  ∞ــ ( متزاید في ) س(ق

     . أو یمكن أن تكتب على ح 
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١ 
٣ 

١ 
٢ 

                                                       

  : شتویة ) ٢٠١٨(وزارة                                     : ١٣١كتاب ص) / ٤(مثال 

  ، فجد فترات     ) ٢ــ س ٢٧(س ) = س(إذا كان ق   ) س(الذي یمثل منحنى ق)  ٧ــ  ٣( اعتماداً على الشكل  

  ) . س(التزاید والتناقص للاقتران ق                   المعرف على مجموعة الأعداد الحقیقیة ح ، 

   :الحل                      . جد فترات التزاید والتناقص للاقتران ق 

     ٣س ــ س٢٧) = س(ق                ص                                       

  ٠=  ٢س٣ــ  ٢٧) = س(ق                                                           

         ٢٧=  ٢س٣                                          ) س(ق                     

  ٣، ــ  ٣= س                ٩=  ٢س                                                            س          

                              ٢   

  

  ــ ــ ــ ــ ــ ــ+ + + + +     ــ ــ ــ ــ ــ ــ                                                                    

  ٣ــ                 ٣                           ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ  ++++++++++         

  ] ٣،  ٣ــ [متزاید في الفترة                              ٢                            

  ) ∞،  ٣[ ، ]   ٣ــ ،  ∞ــ ( ومتناقص في الفترتین              ، ]   ٢،  ∞ــ ( یكون الاقتران متناقص في الفترة 

  :  صیفیة) ٧٢٠١(وزارة                                   ) . ∞،  ٢[ ومتزاید في الفترة 

  ٧+ س ٢ــ  ٢ــ ــــــ س ٣ــــــ س) = س(لیكن ق                                       :  صیفیة) ٢٠١٨(وزارة 

  معتمداً الشكل المجاور الذي یمثل منحنى المشتقة الأولى 

  ٠=   ٢ــ س ــ  ٢س) = س(ق    للاقتران ق ، ما الفترة التي یكون فیھا منحنى الاقتران ق 

  ٠) = ١+ س )(٢س ــ (                                                                  متناقصاً ؟ 

  ١ــ = ، س  ٢= س                                                                    

  

  

  + + + + +    ــ ــ ــ ــ ــ ــ     + + + + +                                                                     

  ١ــ                 ٢                                                                                

  )  ∞،  ٢[ ، ]   ١ــ ،  ∞ــ ( : متزاید في الفترتین                       ]١،  ١ــ) [ب             ]  ٠،  ∞ــ () أ

 ]  ٢،  ١ــ [ ومتناقص في الفترة                ]  ∞ ،  ∞ــ ) (د]                   ٢،  ٠) [جـ
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٥ــ   
٢  

٥ــ   
٢  

٥ــ   
٢  

٥ــ   
٢  

 

  ١٣٣ص/الأسئلة 

  : جد فترات التزاید والتناقص لكل مما یأتي   : ١٣٣كتاب ص/ )١(سؤال 

  س ٤ــ  ٣) = س(ق) أ 

ً سالبة     ٤ــ ) = س(ق: الحل    دائما

  )  .∞ ، ∞ ــ (   متناقص على ح  ) س(إذن ق

  ٢س ــ س٨) = س(ق) ب

   ٤= س   س ٢=  ٨   ٠= س ٢ــ  ٨             س ٢ــ  ٨) = س(ق: الحل 

  

  + + + + + +ــ ــ ــ ــ ــ ــ                       

                 ٤   

  )  ∞،  ٤[ ومتناقص في الفترة ]  ٤،  ∞ــ ( ق متزاید في الفترة 

   ٢+  ٢س٦ــ  ٣س٤) = س(ق) جـ 

     ٠= س  ١٢ــ  ٢س١٢س               ١٢ــ  ٢س١٢) = س(ق: الحل 

  ١،  ٠= س    ٠) =  ١س ــ ( س١٢ومنھ                       

  

  ) ∞،  ١[  ، ]  ٢،  ∞ــ ( ق متزاید في     ++++ــ ــ ــ ــ  ++++                                     

  ] ١،  ٠[ ومتناقص في        ٠          ١                                           

  )  ٣+ س ) (٢+ س ) = (س(ق) د

   ٥+ س ٢) = س(ق  ) ١) ( ٣+ س ) + (١) ( ٢+ س = (  )س(ق: الحل 

  ـــــــ = س              ٠=  ٥+ س ٢ومنھ   

  

  ــ ــ ــ ــ ــ  ++++++               

  ــــــ                                                

  ) ∞، ــــــ [  ومتزاید في ]  ــــــ  ، ∞ــ ( ق متناقص في  
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  الذي یمثل منحنى الاقتران ق المعرف ) ٨ــ ٣(اعتماداً على الشكل  : ١٣٣كتاب ص/ )٢(سؤال 

  .والتناقص ق على مجموعة الأعداد الحقیقیة ح ، جد فترات التزاید 

 

   )  ∞،  ٢[ وفي ]   ٠،  ∞ــ ( ق متناقص في   : الحل 

  ]  ٢،  ٠[ ومتزاید في   

  

  یكون متزایداً  ٥+ س ٢+  ٣س) = س(بین أن الاقتران ق : ١٣٣كتاب ص/ )٣(سؤال 

 . لقیم س جمیعھا 

 . لا یوجد لھا حل   ٢ــ =  ٢س٣     ٠=  ٢+  ٢س٣) = س(ق: الحل 

 

                    +++++++ ++++++ 

  . ق موجبة دائما لذلك ق متزاید على ح 

 

  جـ ) + س(ھـ) = س(ق، فأثبت أن ) س( ھـ) = س(إذا كان ق : ١٣٣كتاب ص/ )٤(سؤال 

  . حیث جـ عدد ثابت 

 صفر = ق ــ ھـ ) = ق ــ ھـ ( بما أن  :الحل 

 )عدد ثابت (   جـ ) = س)(ق ــ ھـ ( إذن   

 جـ ) = س(ــ ھـ ) س(ق  

  جـ  ) + س(ھـ ) = س(ومنھ  ق              
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١ــ  

٢ 

 

  

  القیم القصوى

  ى حالة التناقص أو العكس ندھا الاقتران من حالة التزاید إلھي النقطة التي یتغیر ع: النقطة الحرجة 

 .، وھي توجد عند القمم والقیعان    ٠) = س(ویكون عندھا المماس أفقي أي أن ق

 

 : الشكل المجاور  رسمة الاقتران ق بالإعتماد على جد النقط الحرجة  في : خارجي/  )١(سؤال

 

 

   

  ١         ٣ 

 

  . ٠)= ١(ھي نقطة حرجة لأن قبلھا متزاید وبعدھا متناقص ویكون ق)  ٢،  ١( النقطة عند  :الحل 

  . ٠) = ٣(وبعدھا متزاید وایضاً قنقطة حرجة لأن قبلھا متناقص )  ١، ــ  ٣( والنقطة 

   : خارجي/  )٢(سؤال

  ، أوجد النقط الحرجة ؟ ) س(یمثل منحنى الاقتران قالشكل المجاور 

  

  : الحل 

  النقط الحرجة 

  لأن الاقتران قبلھا متناقص) ٩، ــ  ٠(ھي 

  . وبعدھا متزاید 

   ٠) = ٠(أیضاً ق

  

  :ملاحظة

  . نلاحظ أن النقط الحرجة موجودة عند القمم والقیعان 
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  : خارجي/  )٣(سؤال         : ))س(ق(القیم القصوى من الاقتران الأصلي إیجاد # 

  اعتمد على الرسم) س(الشكل المجاور یمثل منحنى ق                      :كما في الشكل ) س(لیكن منحنى الاقتران ق

  :في إیجاد                                                                         

  .فترات التزاید والتناقص للاقتران ) ١                                                             

  .الحرجة قیم س ) ٢                                                             

  .القیم القصوى ) ٣                                                             

                                     ) .١ــ(، ق) ٣(ق) ٤                                                             

                                                            

  

  

  :نلاحظ أن 

  ، وتكون ھذه القیمة   ١یكون للاقتران أعلى قیمة عند ســ ١

  : الحل          ) س(في الاقتران الأصلي ق ١مساویة لناتج تعویض س

     ) ∞،  ٣ [، ] ١، ــ  ∞ــ : (ق متزاید في الفترتین ) ١                                                               ونقول 

  ] .  ٣،  ١ــ [ ومتناقص في       ) .١س(یوجد قیمة عظمى محلیة وقیمتھا ق ١س= عند س 

  ٣= ، س  ١ــ = س : الحرجة ھي ) ٢                                                                       

   قیمة صغرى ) ٣(قیمة عظمى      ، ق) ١ــ(ق) ٣         ، وتكون ھذه القیمة ٢ــ یكون للاقتران أقل قیمة عند س٢

  صفر ) = ١ــ(صفر           ، ق) = ٣(ق) ٤         ) س(في الاقتران الأصلي ق ٢مساویة لناتج تعویض س

  ونقول 

       ) . ٢س(یوجد قیمة صغرى محلیة وقیمتھا ق ٢س= عند س 

  

  : ملاحظة 

  ) ٢س(القیمة الصغرى ھي ق

  ) ١س(القیمة العظمى ھي ق

  

  تسمى القیم العظمى والقیم الصغرى # 

  .  القیم القصوىبـ )  س(للاقتران ق
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 ٠ ھـ

)٢(قــ ) ھـ+  ٢(ق  

 ھـ

 

 ٠ ھـ

)٢(ــ ق) ھـ+  ٢(ق  

 ھـ

  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ــاــــــنھ) ٤                                       : خارجي/  )٤(سؤال

    ) س(یمثل منحنى قالشكل المجاور 

   ٤،  ٢= عند س ) س(میل المماس لمنحنى ق) ٥                               :اعتمد على الرسم في إیجاد 

  .فترات التزاید والتناقص للاقتران ) ١

  .قیم س الحرجة ) ٢

  .قیمة س التي یوجد عندھا قیمة عظمى ) ٣

  . عظمىالقیمة ال) ٤

  . قیمة س التي یوجد عندھا قیمة صغرى ) ٥

  . القیمة الصغرى ) ٦

                                                         : الحل                                                                 

  نقوم برسم خط الأعداد ونضع علیھ أصفار ق#                                                                 

  .وتكون الإشارة كما في الشكل المجاور   ٤،  ٠وھي                                                                 

  

  : الحل 

  + + + + + +ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ  + + + + + +                                             ]  ٤،  ٢ــ [ ق متزاید في ) ١

  ٠                 ٤                                   ) ∞،  ٤[ ، ] ٢، ــ  ∞ــ (:  ومتناقص في الفترتین 

   ٤،  ٢ــ= س : الحرجة ھي ) ٢

  ) ∞،  ٤[ ، ]  ٠ ، ∞ــ (: ق متزاید في الفترتین ) ١                                                  ٤= س ) ٣

  ] . ٤،  ٠[ ومتناقص في الفترة                                                   ٥) = ٤(ق) ٤

   ٤،  ٠: قیم س الحرجة ھي ) ٢                                                ٢ــ = س ) ٥

  ، ) ٠(ھي ق  ٠= قیمة عظمى عند س ) ٣                                              ١) = ٢ــ(ق) ٦

  ) .٤(ھي ق ٤= وقیمة صغرى عند س                  ) :س(ق من رسمة إیجاد القیم القصوى# 

                                                  : خارجي/  )٥(سؤال

  ٣ــ ) = ٢(ق= ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  ــاــــــنھ) ٤                      ) س(الشكل المجاور یمثل منحنى ق 

  :اعتمد على الرسم في إیجاد 

                  ٣ــ ) = ٢(ق: میل المماس ھو ) ٥            ) .س(فترات التزاید والتناقص للاقتران ق) ١

  ٠) = ٤(ق                                              ) .س(قیم س الحرجة للاقتران ق) ٢

  ) . س(القیم القصوى للاقتران ق) ٣
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٢س ــ  ٢ س  

)٢(ــ ق) س(ق  

 

٢س ــ   

)٢(ــ ق) س(ق  

 ٢ س

)٠(ــ ق) س(ق  

 ٠ س س

 س 

)٠(ــ ق) س(ق  

 ٠ س

  

  : خارجي/  )٧(سؤال                                          : خارجي/  )٦(سؤال

  )س(الشكل المجاور یمثل ق                                   )س(الشكل المجاور یمثل ق

  :اعتمد على الرسم في إیجاد                                  : اعتمد على الرسم في إیجاد 

   ) . س(فترات التزاید والتناقص للاقتران ق) ١              ) .س(فترات التزاید والتناقص للاقتران ق) ١

  ) .س(قیم س الحرجة للاقتران ق) ٢                       ) . س(قیم س الحرجة للاقتران ق) ٢

   ) .  س(ان قالقیم القصوى للاقتر )٣                          ) .س(القیم القصوى للاقتران ق) ٣

  ـــــــــــــــــــــــــــ  ــاــــــنھ) ٤                               ـــــــــــــــــــــــــــ ــاــــــنھ) ٤

  

  . ٠= عند س ) س(میل المماس لمنحنى ق) ٥

                                                                                               

  

  

  : الحل                                                                   

                                                                     الأعداد ونضع علیھ أصفار قنقوم برسم خط #                                                                   

  .،  وتكون الإشارة كما في الشكل المجاور  ٣وھي                                                            : الحل 

               نقوم برسم خط الأعداد ونضع علیھ أصفار ق# 

  + + + + + +             ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ                   .وتكون الإشارة كما في الشكل المجاور   ٥،  ١وھي ــ 

                                                                                                ٣  

    ) ∞،  ٣[ ومتناقص في  ]  ١ــ ، ∞ــ (ق متزاید في ) ١        ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ + + + + + +    ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ  

   ٣= حرجة عند س )  ٢                          ١ــ                 ٥                  

  )٣(ھي  ق    ٣= عظمى عند س ) ٣   ) ∞،  ٥[ ، ]  ١ــ ، ∞ــ (: ق متناقص في الفترتین ) ١

  ٢) = ٠(ق=  ـــــــــــــــــــــــــــ ــاــــــنھ) ٤                               ] . ٥،  ١ــ [ ومتزاید في الفترة 

  .   ٥،  ١ــ= حرجة عند س ) ٢

  )١ــ(ھي  ق   ١ــ = عند س صغرى ) ٣ 

  ) ٥(ھي ق    ٥= وعظمى عند س     

  )٢(ق=  ـــــــــــــــــــــــــــ ــاــــــنھ) ٤

  . ٣) = ٠(ق: میل المماس ھو ) ٥
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  )٠،  ١: ( النقطة الحرجة                  )اختبار المشتقة الأولى للقیم القصوى ( : قاعدة 

  ونساویھا بالصفر ونجد قیم س ) س(نجد ق) ١

  ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ   + + + + + +                                  ) .س(فتكون ھي النقاط الحرجة للاقتران ق

  ١                                         . لإیجاد التزاید والتناقص ) س(ندرس إشارة ق) ٢

  ١+  ١×٢ــ  ٢)١) = (١(، وقیمتھا  ق ١= صغرى عند س                  من متزاید إلى متناقص ) س(عندما یتحول ق) ٣

  ٠) = ١(ق                                                    تكون القیمة عظمى ، وعندما یتحول من متناقص 

  . إلى متزاید تكون القیمة صغرى 

  :  ٧١٣كتاب ص) / ٢(مثال                                        :  ١٣٦ب صكتا) / ١(مثال 

  )إن وجدت(جد النقط والأعداد الحرجة والقیم القصوى             )إن وجدت(جد النقط الحرجة والقیم القصوى المحلیة 

  .  ٥+ س ١٢ــ  ٢س٣ــ  ٣س٢) = س(للاقتران ق                             . ٣+ س ٤ــ  ٢س) = س(للاقتران ق 

  :الحل                                                                 :الحل 

   ١٢س ــ ٦ــ  ٢س٦) = س(ق                                                  ٤س ــ ٢) = س(ق

   ٠) = س(ق                               ٠=  ٤س ــ ٢ومنھ      ٠) = س(ق

  ٠=  ١٢س ــ ٦ــ  ٢س٦ومنھ                 ٢= ، وعلیھ توجد قیمة حرجة عندما س  ٢= س 

  ٠=  ٢ــ س ــ  ٢س                       )                ١، ــ  ٢(النقطة الحرجة ھي            

  ٠) = ١+ س )(٢س ــ (                                                                                       

   ١ــ = أو س  ٢= س                                ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ      + + + + + +        

   ١ــ = ، س  ٢= توجد أعداد حرجة عند س                                              ٢                         

  )١٢،  ١ــ(، ) ١٥، ــ ٢: ( النقط الحرجة    ٣+  ٢×  ٤ــ  ٢)٢) = (٢(، وقیمتھا ق ٢= صغرى عند س 

   ٧ــ =  ٣+  ٨ــ  ٤=                                            

  + + + + + +   ــ ــ ــ ــ ــ ــ ــ  + + + + + +                                           : ١٣٦كتاب ص ) /١(تدریب 

  ١ــ                ٢                                             جد النقط والأعداد الحرجة والقیم القصوى 

  ١٥ــ ) = ٢(، وقیمتھا ق ٢= صغرى محلیة عند س      .  ١+ س ٢ــ  ٢س) = س(للاقتران ق) إن وجدت(المحلیة 

   ١٢) = ١ــ(، وقیمتھا ق ١ــ= محلیة عند س  عظمى                                                                :الحل 

   ٢س ــ ٢) = س(ق

   ٠) = س(ق

   ٠=  ٢س ــ ٢ومنھ   

   ١= ند س ، وعلیھ توجد قیمة حرجة ع ١= س 
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٢ــ  
  ٣  

٢ــ  
  ٣  

٢ــ  
  ٣  

٨ــ   
٢٧ 

٨ 
٩ 

٨ 
٣ 

٢٥٦ 
٢٧  

  

  ١٢٥ص/ الأسئلة 

  : ١٤١كتاب ص) / ١( سؤال

   ٤+  ٣س) = س(ھـ ) جـ         المحلیة ) العظمى والصغرى( جد القیم القصوى 

  :الحل                                : لكل مما یأتي ) إن وجدت(

  ٢س٣) = س(ھـ                               ١+ س ٣ــ  ٣س) = س(ق) أ

   ٠=  ٢س٣                                                        : الحل

  ٠= س                ٠=  ٢س                                          ٣ــ  ٢س٣) = س(ق

   ٠) = س(ق

  + + + + +   + + + + +                                                   ٠=  ٣ــ  ٢س٣

  ٠                                                                       ٣=  ٢س٣

  إذن لا توجد قیم قصوى محلیة .  متزاید على ح ) س(ھـ                               ١ ∓= س            ١=  ٢س

  

      ٨+ س ٤ــ  ٢س٢ــ  ٣س) = س(ك ) د           + + + + + ــ ــ ــ ــ ــ ــ     + + + + +   

                         :الحل                            ١ــ                 ١              

   ٤س ــ ٤ــ  ٢س٣) = س(ك            عظمى محلیة   ٣=  ١+  ٣+  ١ــ) = ١ــ(ق 

                  ٠=  ٤س ــ ٤ــ  ٢س٣              صغرى محلیة ١ــ =  ١+  ٣ــ  ١) = ١(ق

  ٠) = ٢س ــ )(٢+ س ٣(                                                               

  ـــــــــ= س           ٢ــ = س ٣           ٠=  ٢+ س ٣                           ٢+  ٢س٦ــ  ٣س٤) = س(ل) ب

  ٢= س              ٠=  ٢س ــ                                                            :الحل 

   س ١٢ــ  ٢س١٢) = س(ل

   ٠= س ١٢ــ  ٢س١٢

  + + + + + ــ ــ ــ ــ ــ ــ     + + + + +                                                ٠) = ١س ــ (س ١٢

  ـــــــ              ٢                                                                ١= ، س  ٠= س 

  

  صغرى محلیة   ٠=  ٨+  ٨ــ  ٨ــ  ٨) = ٢(ك             + + + + + ــ ــ ــ ــ ــ ــ     + + + + +   

  ـــــــــ  عظمى محلیة=  ٨+ ــــــــ + ــــــــ ــ ـــــــــ ) = ــــــ(ك                            ٠                  ١            

    عظمى محلیة   ٢=  ٢+  ٠ــ  ٠) = ٠(ل

  )مطلوبغیر ( ١٤١كتاب ص) / ٢( سؤال :ملاحظة                 صغرى محلیة  ٠=  ٢+  ٦ــ  ٤) = ١(ل



 

 
٢٧ 

معاذ البشیش: المعلم  ٠٧٩٩٨٥٤١٩٦/   تطبیقات التفاضل  : الوحدة الثالثة    

 

  

  : ١٤١كتاب ص) / ٤( سؤال                                    : ١٤١كتاب ص) / ٣( سؤال

  قیمة حرجة ٤+ ــ أس  ٢س٣) = س(إذا كان للاقتران ق                 اعتماداً على الشكل المجاور الذي یمثل منحنى 

  .، فجد قیمة الثابت أ  ٢= عندما س   صفراً ) = ٥(ق) = ٢(المشتقة الأولى للاقتران ق ، حیث ق

  : الحل                                                 : جد كلاً مما یأتي 

  س ــ أ ٦) = س(ق                                      .قیم س الحرجة للاقتران ) أ

         ٠) = ٢(ق                      . فترات التزاید والتناقص للاقتران ق ) ب

  ٠= ــ أ  ٢×  ٦      . نقط القیم القصوى المحلیة للاقتران ق محدداً نوعھا ) جـ

  ١٢= أ                ٠= ــ أ  ١٢                                                                        

  :شتویة ) ٢٠١٩(وزارة                                                                       

  :، فجد كلاً مما یأتي  ٣س ــ س١٢) = س(إذا كان ق  ١                                                                      

  .        فترات التزاید والتناقص للاقتران ق ) ١                                                                            

  . القیم القصوى للاقتران ق ) ٢                                                                      

  : الحل                                                              : الحل 

  ٠=  ٢س٣ــ  ١٢) = س(ق ) ١                                        } ٥،  ٢ {الحرجة ھي  ) أ

  ١٢=  ٢س٣                                                                                          

  ٢ ∓= س              ٤=  ٢س                                                                                        ) ب

                                                                                 

       ــ ــ ــ ــ ــ ــ         + + + + +  ــ ــ ــ ــ ــ ــ            

  ــ ــ ــ ــ ــ ــ              + + + + +  ــ ــ ــ ــ ــ ــ                        ٢              ٥                        

  ٢ــ               ٢                                 ) ∞،  ٥[ ، ]  ٢ ، ∞ــ (: ق متناقص في الفترتین 

                ) ∞،  ٢[ ، ]  ٢ــ ، ∞ــ (: ق متناقص في الفترتین                                     ]  ٥،  ٢: [ ومتزاید في الفترة 

  ]  ٢،  ٢ــ [ ید على الفترة ومتزا                                                                        

  نقطة قیمة صغرى محلیة )) ٢(، ق ٢) (جـ

  ) ٢                          نقطة قیمة عظمى محلیة )) ٥(، ق ٥( 

  ١٦ــ) = ٢ــ(ق قیمة صغرى محلیة  وھي  ٢ــ = عند س                                                                        

  ١٦) = ٢(ق  قیمة عظمى محلیة  وھي  ٢= عند س                                                                        
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  : صیفیة) ٢٠١٩(وزارة                          معتمداً على الشكل المجاور والذي یمثل   ٢

  معتمداً الشكل المجاور الذي یمثل منحنى الاقتران ق  ١                       منحنى المشتقة الأولى للاقتران ق ما قیمة س 

  ) : ٢(، ) ١(أجب عن الفقرتین                  :التي یكون عندھا للاقتران ق قیمة صغرى محلیة 

  

  

  

  

  

  

  

  : الحل 

  : ما قیم س الحرجة ) ١(                                                                          

  .القیم الحرجة عند القمم والقیعان  : الحل                                                                          

        ١= ، س  ١ــ = عند س + + + + +         ــ ــ ــ ــ ــ  ــ + + + + +  ــ ــ ــ ــ ــ ــ     

 }  ١،  ١ــ{                             ٣ــ              ٠               ٣     

  . قیمة صغرى محلیة  ٠= عند س 

  ما قیمة س التي یكون للاقتران ق ) ٢(                                                                          

  .عندھا قیمة صغرى محلیة                 قیمة  ١+ ل س +  ٢س) = س(إذا كان للاقتران ق  ٣

   :الحل           : فإن قیمة الثابت ل تساوي   ٠= قصوى محلیة عند س 

  ١ــ = قیمة صغرى محلیة  عند س                                                                  : الحل 

   ٠= محلیة عند س قیمة قصوى 

  نقطة حرجة             ٠= عند س 

   ٠) = ٠(ق

  ل+ س ٢) = س(ق

  ل +  ٠×  ٢) = ٠(ق

  ل +  ٠=    ٠   

  ٠= ل     

  

 

 

  

  لا تحَْسَبن المجْدَ تمراً أنت آكلھ 

  لن تبلغ المجد حتى تلعق الصبرا                     

 الأستاذ معاذ البشیش : مع تحیاتي 
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١٥٠ 
٠,٠٦ 

١٥٠٠٠ 
٦     

  

  تطبیقات اقتصادیة 

  : الحل                                                         : تعریف 

    ٢٠٠+ س ٧٠ــ  ٢س٠,٠١) = س(التكلفة الكلیة ك) ١     إذا كانت س ھي عدد الوحدات المنتجة من سلعة معینة 

   ٧٠س ــ ٠,٠٢) = س(التكلفة الحدیة ك                                     :ضمن فترة معینة في مصنع ما فإن 

     ٢س٠,٠٢س ــ ٨٠) = س(الإیراد الكلي د                              .اقتران التكلفة الكلیة ) = س(ك# 

  س ٠,٠٤ــ  ٨٠) = س(الإیراد الحدي د                                                .التكلفة الحدیة ) = س(ك# 

  ) س(ــ ك) س(د = ) س(الربح ر                                                                   

  ) ٢٠٠+ س ٧٠ــ  ٢س٠,٠١(ــ )  ٢س٠,٠٢س ــ ٨٠= (                                اقتران الإیراد الكلي ) = س(د# 

    ٢٠٠س ــ ٧٠+  ٢س٠,٠١ــ  ٢س٠,٠٢س ــ ٨٠=                              الربح + التكلفة الكلیة =            

  ٢٠٠ــ  ٢س٠,٠٣س ــ ١٥٠=                                 ) . س(ر) + س(ك=             

  س٠,٠٦ــ  ١٥٠) = س(الربح الحدي ر                                             . الإیراد الحدي ) = س( د# 

                                                                     

  ٠) = س(یكون الربح أكبر ما یمكن عندما ر) ٢                                    اقتران الربح  ) =س(ر#  

  س٠,٠٦=  ١٥٠           ٠= س ٠,٠٦ــ  ١٥٠                          الإیراد الكلي ــ التكلفة الكلیة =            

   ٢٥٠٠= ـــــــــــــ = ـــــــــــ = س                                     ) .س(ــ ك) س(د=            

  الربح الحدي) = س(ر# 

  الإیراد الحدي ــ التكلفة الحدیة =            

  ر+ + + + +      ــ ــ ــ ــ   ــ ــ                                            ) .س(ــ ك) س(د =            

   قیمة عظمى   ٢٥٠٠                                                                                                  

  

  : خارجي) / ٢(مثال                                            : خارجي) / ١(مثال

  وجد مصنع أن التكلفة الكلیة للإنتاج الیومي للتلفزیونات                        تكلفة إنتاج س من القطع ھي   تإذا كان

  فإذا ٢٠٠+ س ٢٥٠ــ ٢س٤) = س(یعطى بالاقتران ك                         ٢٠٠+ س ٧٠ــ  ٢س٠,٠١) = س(ك

  دینار فما ھو الإنتاج الیومي ١٥٠بیع الجھاز الواحد بسعر                 وكان الإیراد الكلي الناتج عن بیع ھذه القطع 

  . للمصنع الذي یجعل الربح أكبر ما یمكن                                ٢س٠,٠٢س ــ ٨٠) = س(ھو د

  . جد التكلفة الحدیة ، الإیراد الحدي ، الربح الحدي ) ١

  . جد عدد القطع التي تعطي أكبر ربح ) ٢
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٤٠٠ 
٨   

٣٠٠ 
٦   

  

  : خارجي) / ٤(مثال                                                           : الحل 

  مصنع للثلاجات ینتج س ثلاجة شھریاً إذا كانت تكلفة الإنتاج                           الإیراد الكلي الناتج عن بیع س أجھزة

                   ٢س+ س ٤ــ  ١٦٠٠٠) = س(كتعطى بالعلاقة                              سعر البیع للجھاز الواحد× س =   

  : دینار ، أوجد ما یلي  ٢٥٠وكان یبیع الثلاجة الواحدة بسعر                                       س١٥٠=  ١٥٠× س =   

  .لكلي اقتران الإیراد ا) أ                                                                    

  عدد الثلاجات التي یجب أن یبیعھا حتى یحقق ) ب                                      ) س(ــ ك) س(د) = س(ر

  .أكبر ربح ممكن      )الربح أكبر ما یمكن (  ٠) = س(ــ ك) س(د ) = س(ر

  :الحل                            ٠) = ٢٥٠س ــ ٨(ــ  ١٥٠         

  س٢٥٠=  ٢٥٠× س ) = س(د) أ                            ٠=  ٢٥٠+ س ٨ــ  ١٥٠          

  ) س(ــ ك) س(د ) = س(ر) ب                                     ٠= س ٨ــ  ٤٠٠           

  ٠) = س٢+  ٤ــ (ـ ـ ٢٥٠) = س(ر        ٥= ــــــــــ = س س           ٨=  ٤٠٠              

    ٠= س ٢ــ  ٢٥٤                                                                                 

  ١٢٧= س             س ٢=  ٢٥٤                    ر+ + + + + +     ــ ــ ــ ــ ــ ــ                

  قیمة عظمى      ٥                 

  ر+ + + + + +     ــ ــ ــ ــ ــ ــ                                                          : خارجي) / ٣(مثال

  قیمة عظمى    ١٢٧                          ٢٠٠+ س ١٠٠) = س(إذا كان اقتران التكلفة الكلیة ھو ك

  : خارجي) / ٥(مثال     ٥٠+  ٢س٣ــ  ٤٠٠) = س(واقتران الإیراد الكلي ھو د

  ھو ٢س٠,٠١س ــ ٠,٢+  ٢٠٠) = س(إذا كان د                .قیمة س التي تجعل الربح أكیر ما یمكن أوجد 

  .اقتران الإیراد الناتج عن بیع س قطعة فجد أكبر إیراد                                                            : الحل 

   :الحل                                )س(ــ ك) س(د) = س(الربح  ر

  )أكبر إیراد (       ٠= س ٠,٠٢ــ  ٠,٢) = س(د                 )٢٠٠+ س ١٠٠(ــ ) ٥٠+  ٢س٣ــ  ٤٠٠= (

  ١٠=  س           س ٠,٠٢=  ٠,٢                                       ١٥٠ــ  ٢س٣س ــ ٣٠٠= 

                          ٠= س ٦ــ  ٣٠٠) = س(ر

  ٢)١٠(× ٠,٠١ــ  ١٠×  ٠,٢+  ٢٠٠) = ١٠(أكبر إیراد د               ٥٠= ــــــــــ = س               س ٦=  ٣٠٠ 

    ٢٠١=  ١ــ  ٢+  ٢٠٠=                                                                                          

    

  ر    + + + + + + ــ ــ ــ ــ ــ ــ           

  قیمة عظمى    ٥٠           
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  .اقتران التكلفة الحدیة ) ١                                              : خارجي) / ٦(مثال

  .عدد اللعب اللازم إنتاجھا حتى تكون التكلفة أقل ما یمكن ) ٢                         ،  ٢٠ــ  ٢س ــ س١٦) = س(كان د إذا

  .لعبة ) ١٠٠٠(الإیراد الحدي الناتج من بیع ) ٣               ھما إیراد وتكلفة  ١٥+ س ٨ــ  ٢س٢) = س(ك

  :الحل                                             : س من الوحدات فجد 

  س ٠,٠٠٢+  ٠,٢ــ ) = س(ك) ١                                            أكبر إیراد ممكن   ) ١

  ٠) = س(ك التكلفة أقل ما یمكن عندما) ٢                                             أقل تكالیف ممكنة ) ٢

  ٠= س ٠,٠٠٢+  ٠,٢ــ                                                  اقتران الربح      ) ٣

   ١٠٠= س            س ٠,٠٠٢=  ٠,٢                               قیمة س التي تجعل الربح أكبر ما یمكن) ٤

  )س(ر) + س(ك= الإیراد الكلي ) ٣                                                              : الحل 

  س٠,٤+  ٢س٠,٠٠١+ س ٠,٢ــ  ٣٠٠) = س(د                                    ٠= س ٢ــ  ١٦) = س(د ) ١

    ٢س٠,٠٠١+ س ٠,٢+  ٣٠٠) = س(د                         ٨= س            س ٢=  ١٦

  س٠,٠٠٢+  ٠,٢) = س(د = الإیراد الحدي            ٤٤=  ٢٠ــ  ٢)٨(ــ  ٨×  ١٦) = ٨(د= أكبر إیراد 

   ١٠٠٠×  ٠,٠٠٢+  ٠,٢) = ١٠٠٠(د                                       ٠=  ٨س ــ ٤) = س(ك) ٢

  دینار ٢,٢=  ٢+  ٠,٢=                                          ٢= س             ٨= س ٤

         : ١٥١كتاب ص) / ١(تدریب                                    ) س(ــ ك) س(د) = س(ر) ٣

  إذا كان اقتران الإیراد الكلي لأحد المبیعات ھو    )١٥+ س ٨ــ  ٢س٢(ــ ) ٢٠ــ  ٢س ــ س١٦= (            

  دینار ، واقتران التكلفة الكلیة ٢س٢+ س ٥٠) = س(د                               ٣٥ــ  ٢س٣س ــ ٢٤=             

  دینار ،  ٢٠٠+  ٢س٤+ س ٣٠) = س(ك                                     ٠= س ٦ــ  ٢٤) = س(ر) ٤

  حیث س عدد الوحدات المبیعة ، فجد قیمة س التي تجعل                        ٤= س            س ٦=  ٢٤            

  . الربح أكبر ما یمكن                                                            

 :الحل                      ر + + + + + +    ــ ــ ــ ــ ــ ــ           

  ٠) = س(الربح أكبر ما یمكن              ر                           قیمة عظمى     ٤            

  ) س(ــ ك) س(د ) = س(ر                                        : ١٥٠كتاب ص) / ١(مثال

  )              س٨+  ٣٠(ــ ) س٤+  ٥٠= (                       لاحظت إحدى الشركات التي تصنع ألعاب الأطفال

  س ٤ــ  ٢٠=                                       أن التكلفة الكلیة لإنتاج س لعبة ھي  

  ٥= س           س ٤=  ٢٠           ٠= س ٤ــ  ٢٠          دینار ، وأن  ٢س٠,٠٠١+ س ٠,٢ــ  ٣٠٠) = س(ك

  ر  + + + + + +      ــ ــ ــ ــ ــ ــ                    س دینار٠,٤) = س(رالربح الناتج من بیع س لعبة ھو 

  قیمة عظمى       ٥                                                                         :جد كلاً مما یأتي 
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  : الحل                                       : ١٥١كتاب ص) / ٢(مثال

  )ــ س ٢٠٠(× س ) = س(الإیراد الكلي د       وجد مصنع لإنتاج الأجھزة الإلكترونیة أن التكلفة الكلیة 

  ٢س ــ س٢٠٠=                              بالدینار لإنتاج س من الأجھزة أسبوعیاً تعطى بالاقتران 

  )س(ــ ك) س(د ) = س(الربح ر           إذا بیع .  ٢س٠,٠٠٢+ س ٦٠+  ٥٠٠٠) = س(ك

  ) س(ك) + س(د ) = س(ر        د الوحدات التي دیناراً ، فما عد ٨٠الجھاز الواحد بمبلغ 

  س ٢ــ  ١٥٠) = ٥٠(ــ ) س٢ــ  ٢٠٠= (                  ؟یجب إنتاجھا وبیعھا أسبوعیاً لتحقیق أكبر ربح ممكن 

  :لإیجاد أكبر ربح ممكن                                                                 :الحل 

  ٠) = س(ر                      سعر الجھاز× عدد الأجھزة  =الإیراد الكلي 

  ٠= س ٢ــ  ١٥٠                                    س ٨٠=  ٨٠× س ) = س(د 

   ٧٥= س             س ٢=  ١٥٠                                                 )س(ــ ك) س(د ) = س(ر

  )س٠,٠٠٤+  ٦٠(ــ  ٨٠=          

  ر   + + + + + +     ــ ــ ــ ــ ــ ــ                                                     س٠,٠٠٤ــ  ٢٠=         

 قیمة عظمى     ٧٥                                                                  :لإیجاد أكبر ربح ممكن 

   ٠) = س(ر

   ١٥٣الأسئلة ص                                                                   ٠= س ٠,٠٠٤ــ  ٢٠

 : ١٥٣كتاب ص) / ١(سؤال                 جھاز  ٥٠٠٠= س         س ٠,٠٠٤=    ٢٠

 ٢س+ س ٨٠) = س(إذا كان اقتران الإیراد الكلي للمبیعات ھو د                                                                    

 س١٦٠+  ٤٠) = س(واقتران التكلفة التكلفة الكلیة ھو ك                    ر+ + + + + +     ــ ــ ــ ــ ــ ــ          

 .س عدد الوحدات المنتجة من سلعة ما ، فجد الربح الحدي حیث                         قیمة عظمى    ٥٠٠٠                   

  : الحل                                                                      

  )س(ــ ك) س(د ) = س(الربح ر                                   : ١٥١كتاب ص) / ٢(تدریب

  ) س(ــ ك) س(د ) = س(ر            لإنتاج الأجھزة الإلكترونیة أن التكلفة الكلیة وجد مصنع 

  ) ١٦٠(ــ ) س٢+  ٨٠= (                    بالدینار لإنتاج س من الأجھزة أسبوعیاً تعطى بالاقتران 

   ٨٠س ــ ٢=                             إذا بیع الجھاز بمبلغ .  ٣٠٠+ س ٥٠) = س(ك

  دینار ، فجد قیمة س التي تجعل ) ــ س ٢٠٠(

  .الربح الأسبوعي أكبر ما یمكن 
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 : الحل                                    : ١٥٣كتاب ص) / ٢(سؤال

  )   س(ــ ك) س(د ) = س(الربح ر       فإذا كانت . ینتج مصنع للحواسیب س جھاز أسبوعیاً 

  )س(ــ ك) س(د ) = س(ر                     تكلفة الإنتاج الكلي الأسبوعي بالدینار تعطى 

  س٢ــ  ٥٢) = ٨(ــ ) س٢ــ  ٦٠= (                         ، وكان  ٢س+  ٥٠+  ٣٠٠٠) = س(بالعلاقة ك

  دیناراً ، فما عدد الأجھزة  ٢٥٠سعر الجھاز الواحد 

  : ١٥٣كتاب ص) / ٤(سؤال                  التي یجب أن یبیعھا المصنع أسبوعیاً لتحقیق 

  دینار ،  ٢٠ــ  ٢س ــ س١٦) = س(إذا كان د                                               أكبر ربح ممكن ؟

 دینار ، ھما إیراد س ١٥+ س ٨ــ  ٢س٢) = س(ك                                                           : الحل 

  من وحدات سلعة معینة وتكلفتھا ، فجد قیمة س التي تجعل              س ٢٥٠=  ٢٥٠× س ) = س(الإیراد الكلي د

 . الربح أكبر ما یمكن                               )س(ــ ك) س(د =  )س(ر الربح

  :الحل                                      )س(ــ ك) س(د ) = س(ر

  )                       س(ــ ك) س(د ) = س(الربح ر                             )  س٢+  ٥٠(ــ  ٢٥٠=         

  )س(ــ ك) س(د ) = س(ر                                          س ٢ــ  ٢٠٠=         

 س  ٦ــ  ٢٤) = ٨س ــ ٤(ــ ) س٢ــ  ١٦= (                                                 :لإیجاد أكبر ربح ممكن 

 :لإیجاد أكبر ربح ممكن                                                         ٠)= س(ر

 ٠)= س(ر                                                   ٠= س ٢ــ  ٢٠٠

  ٠= س  ٦ــ  ٢٤                 ١٠٠= س            س ٢=  ٢٠٠        

   ٤= س            س ٦=  ٢٤                                                                           

  ر+ + + + + +     ــ ــ ــ ــ    ــ ــ       

      ر   + + + + + +ــ ــ ــ ــ ــ ــ                                       قیمة عظمى     ١٠٠                    

  قیمة عظمى       ٤                                                                                               

 : ١٥٣كتاب ص) / ٣(سؤال

  إذا كان اقتران الإیراد الكلي للمبیعات ھو

  دینار ، واقتران  ٢س ــ س٦٠٠) = س(د 

  س دینار ٨+  ٢٠) = س(التكلفة الكلیة ھو ك

  حیث س عدد الوحدات المنتجة من سلعة ما ، 

  . فجد الربح الحدي 
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٦  
١٠ 

  

 :  شتوي) ٢٠١٩(وزارة                                        : ١٥٣كتاب ص) / ٥(سؤال

  لاحظ مصنع أن التكلفة الكلیة لإنتاج س لعبة ھي         فإذا كانت تكلفة . ینتج مصنع للثلاجات س ثلاجة یومیاً 

  الناتجوأن الربح  ٧٠+ س ٦٠ــ  ٢س٠,٣) = س(ك   ، ٢س+ س ٤+  ٣٦٠٠٠) = س(ك: إنتاجھا تعطى بالعلاقة 

  :س دینار ، جد ٠,٥) = س(من بیع س لعبة ھو ر    دینار ، فجد عدد الثلاجات  ٥٠٠وكان سعر الثلاجة الواحدة 

  عدد اللعب اللازم إنتاجھا حتى تكون التكلفة  ) ١   .التي یجب أن یبیعھا المصنع شھریاً لتحقیق أكبر ربح ممكن 

  .أقل ما یمكن                                                                 :الحل 

  . لعبة  ١٠٠٠الإیراد الحدي الناتج عن بیع ) ٢                  س ٥٠٠=  ٥٠٠× س ) = س(الإیراد الكلي د

  :الحل                                   )س(ــ ك) س(د ) = س(الربح ر

   ٠) = س(ك: التكلفة أقل ما یمكن ) ١                                      )س(ــ ك) س(د ) = س(ر   

  ٠=   ٦٠س ــ ٠,٦) = س(ك                                   )س٢+  ٤(ــ  ٥٠٠=            

 عدد اللعب     ١٠٠= س            ٦٠= س ٠,٦                                            س٢ــ  ٤٩٦=            

 :لإیجاد أكبر ربح ممكن 

  ــ ــ ــ ــ ــ ــ      ر   + + + + + +                                                                  ٠) = س(ر    

 ١٠٠                                                                            ٠= س ٢ــ  ٤٩٦

 ) س(ر) + س(ك) = س(الإیراد الكلي د) ٢                                  ٢٤٨= س          س ٢=  ٤٩٦

  )س(ر) + س(ك) = س(الإیراد الحدي د                                                                        

 ) ٠,٥) + (  ٦٠س ــ ٠,٦= (                                           ر+ + + + + +     ــ ــ ــ ــ ــ ــ       

  ٥٩,٥س ــ ٠,٦=                                                قیمة عظمى    ٢٤٨                 

 ٥٩,٥ــ  ١٠٠٠× ــــــ ) = ١٠٠٠(د                                        : ١٥٣كتاب ص) / ٦(سؤال

  ٥٩,٥ــ  ٦٠٠=                            . یبیع أحد المصانع الوحدة الواحدة من سلعة معینة 

   ٥٤٠,٥=                    فإذا كانت التكلفة الكلیة لإنتاج س وحدة . دیناراً  ٩٠بمبلغ 

         : صیفي  )٢٠١٩(وزارة                          : من ھذه السلعة أسبوعیاً تعطى بالعلاقة 

    إذا كان الإیراد الكلي للمبیعات في إحدى الشركات ھو                      دینار  ١٠٠+ س ٧٠+  ٢س٠,٢) = س(ك

  دیناراً حیث س عدد الوحدات  ٢س+ س ٥٠) = س(د                                                  .فجد الربح الحدي 

  المنتجة من سلعة ما ، فإن اقتران الإیراد الحدي الناتج                                                              : الحل 

  : من بیع س وحدة یساوي                        س ٩٠=  ٩٠× س ) = س(الإیراد الكلي د

  ٢س+  ٥٠)  س          ب٢+ س ٥٠) أ                              )س(ك) + س(د) = س(الربح الحدي ر

  س٢+  ٥٠)  د         ٢س٢+ س ٥٠) جـ                         س٠,٤ــ  ٢٠) = ٧٠+ س ٠,٤(ــ  ٩٠=  
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  ١٥٤كتاب ص/ أسئلة الوحدة 

  : ١٥٤كتاب ص) / ٤(سؤال                                    : ١٥٤كتاب ص) / ١(سؤال

  : ، فجد ) ــ س ٦(٢س) = س(إذا كان ق   ، ٣+ ن ١٢ــ  ٣ن٢) = ن(ف: یتحرك جسیم وفق العلاقة 

   . فترات التزاید والتناقص لمنحنى الاقتران ق ) أ                حیث ف المسافة التي یقطعھا الجسیم بالأمتار ،

  ) .إن وجدت(القیم العظمى والصغرى للاقتران ق ) ب                  جد تسارع الجسیم عندما . ن الزمن بالثواني 

   :الحل                                        . ث /م ٤٢تساوي سرعتھ 

  ٣ــ س ٢س٦) = ــ س ٦(٢س) = س(ق) أ                                                            : الحل 

  ٠=  ٢س٣س ــ ١٢) = س(ق                                     ١٢ــ  ٢ن٦) = ن(ف) = ن(ع

   ٠) = ــ س  ٤( س ٣                                               ٤٢=  ١٢ــ  ٢ن٦   

   ٤= أو س   ٠= س                                                     ٥٤=  ٢ن٦      

  ٣ــ = أو  ن   ٣= ن            ٩=  ٢ن

  ــ ــ ــ ــ ــ    ق+ + + + +   ــ ــ ــ ــ ــ                                                           ن ١٢) = ن(ت

  ٠               ٤                                                         ٣٦=  ٣×  ١٢) = ٣(ت

  ] ٤،  ٠ [متزاید                                                                       

  ) ∞،  ٤[ ، ]  ٠،  ∞ــ (  متناقص                                     : ١٥٤كتاب ص) / ٢(سؤال

  ،  ٢)١ن ــ (م) = ن(یتحرك جسیم وفق العلاقة ف

  قیمة صغرى محلیة  ٠= عند س ) ب               التي یقطعھا الجسیم بالأمتار ، حیث ف المسافة 

  ٠) = ٠(ق                   إذا كانت سرعة الجسیم المقطوعة . ن الزمن بالثواني 

  قیمة عظمى محلیة   ٤= عند س          . ث ، فجد قیمة الثابت م / م  ١٢ثوان تساوي  ٤بعد 

   ٣٢) = ٤(ق                                                                       : الحل 

  : ١٥٤كتاب ص) / ٥(سؤال                                ) ١ن ــ (م ٢) = ن(ف) = ن(ع

  ة من سلعة معینة بمبلغ یبیع أحد المصانع الوحدة الواحد                                                       ١٢) = ٤(ع

  دینار ، فإذا كانت التكلفة الكلیة بالدنانیر لإنتاج  ١٠٠                                             ١٢) =  ١ــ  ٤( م ٢

  : س وحدة من ھذه السلعة أسبوعیاً تعطى بالعلاقة                                                     ١٢=  ٣× م ٢

  دیناراً ،  ٧٠+ س ٤٠+  ٢س٠.٣) = س(ك                                                         ١٢ =م  ٦

  : فجد الربح الحدي                                                            ٢= م    

  

  

 تھمل



 

 
٣٦ 
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٢ 
٣ 

  

  : ١٥٤كتاب ص) / ٩(سؤال                                                       : الحل 

  دینار اقتران التكلفة الكلیة  ٢س٣+  ٤٠) = س(إذا كان ك           س  ١٠٠=  ١٠٠× س ) = س(الإیراد الكلي د

  لإنتاج لإنتاج س قطعة من سلعة ما ، فجد التكلفة الحدیة                            ) س(ــ ك) س(د) = س(الربح ر

  . قطعة من ھذه السلعة  ٢٠                 )  س(ــ ك) س(د ) = س(الربح الحدي ر

   :الحل            ) ٤٠+ س ٠,٦( ــ  ١٠٠=                     

  س٦) = س(التكلفة الحدیة  ك                         س ٠,٦ــ  ٦٠=                    

   ١٢٠=  ٢٠×  ٦) = ٢٠(ك                                                                  

  : ١٥٤كتاب ص) / ٧(سؤال

  : ١٥٥كتاب ص) / ١٠(سؤال           ، فجد معادلة ٢)١س ــ ٣(س) = س(إذا كان ق

  ، فجد قیمة س التي  ٣)٤س ــ ٣) = (س(إذا كان ق             .  ١= المماس لمنحنى الاقتران ق عندما س 

  . ٣٦ ) =س(ق تجعل                                                        : الحل 

   :الحل        ٢)١ــ  ١×  ٣(×  ١=  ١ص        ١= عندما س 

  ٣٦) = س(ق             ٤=  ٢)٢(×  ١=       

   ٣٦=  ٣×  ٢)٤س ــ ٣(٣                                         ) ٤،  ١(النقطة ھي 

   ٣٦=  ٢)٤س ــ ٣(٩                                       ) ١(ق= میل المماس 

  نأخذ الجذر التربیعي للطرفین       ٤=  ٢)٤س ــ ٣(                                          ) : س(نقوم بإیجاد ق

   ٢= س            ٦= س ٣            ٢=  ٤س ــ ٣                                  ٢)١س ــ ٣(س ) = س(ق 

  ـــــــ= س           ٢= س ٣          ٢ــ =  ٤س ــ ٣          فك القوس التربیعي )   ١+ س ٦+  ٢س٩(س= 

  س +  ٢س٦+  ٣س٩= 

  

  ١+ س ١٢+  ٢س٢٧) = س(ق

   ١٦=  ١+  ١٢ــ  ٢٧) = ١(ق

  معادلة المماس 

  ) ١س ــ س(م =  ١ص ــ ص

  ) ١س ــ ( ١٦=  ٤ص ــ 

  

  

  

 

  واستمتع بالرحلة .. المقارنة دع 

 معاذ البشیش :  ستاذالأمحبكم 
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  : ١٥٥كتاب ص) / ١١(سؤال

  .ھذا السؤال من ست فقرات من نوع الاختیار من متعدد ، لكل فقرة أربعة بدائل ، واحد منھا فقط صحیح یتكون 

  : ضع دائرة حول رمز البدیل الصحیح 

  

  : ، فإن قیمة أ تساوي  ٣= قیمة حرجة عندما س  ١+ س ١٢ــ  ٢أس) = س(كان الاقتران قإذا ) ١(

  ٢ــ) د                               ١٢) جـ                                  ٦) ب                           ٢) أ   

  

  ،  ٤یساوي ) ١، ص ١س(عند النقطة  ٤)ــ س ٢= (إذا كان میل المماس للاقتران ص ) ٢(

  : تساوي  ١فإن قیمة س

  ٣) د                                 ٢) جـ                                ٢ــ) ب                         ٣ــ ) أ   

  

  : س ، فإن للاقتران ق قیمة صغرى عندما س تساوي ٤ــ  ٢س) = س(إذا كان ق) ٣(

  ٤) د                               ٤ــ) جـ                                 ٢) صفراً                        ب) أ   

  

  : ھي  ٢س ــ ٢ــ  ٢س) = س(فترة التزاید للاقتران ق) ٤(

  ] ١،  ∞ــ ) ( د                      ) ∞،  ٠ [) جـ                        ] ١،  ٠ [) ب                    ] ٣،  ٢ [) أ   

  

  ، حیث ف المسافة بالأمتار التي یقطعھا الجسیم  ٣ــ ن ٢ن٦) = ن(ف: یتحرك جسیم وفق العلاقة ) ٥(

  :المسافة التي یقطعھا الجسیم بالأمتار حتى یصبح تسارعھ صفراً ھي . في زمن قدره ن ثانیة 

  ٣٢) د                              ٢٤) جـ                               ١٦) ب                            ١٢) أ   

  

  :، فإن قیمة الثابت أ تساوي  ١= قیمة صغرى محلیة عند س  ٢س٣ــ  ٣أس) = س(إذا كان للاقتران ق) ٦(

  ٣) د                               ٣ــ) جـ                                ٢ــ) ب                             ٢) أ   

   

  

  

    

  ^ ــ^"  فالتاریخ لا یذكر الجنود .. كن قائداً " 

  )٦(  )٥(  )٤(  )٣(  )٢(  )١(  رقم السؤال

  )أ(  )ب(  )جـ(  )ب(  )د(  )أ(  الإجابة


