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1442 هـ / 2021 م الطبعة الأولى )التجريبية( 
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المقدمة

 انطلاقًا من إيمان المملكة الأردنية الهاشــمية الراســخ بأهمية تنمية قدرات الإنسان الأردني، وتسليحه بالعلم 

والمعرفة؛ سعى المركز الوطني لتطوير المناهج، بالتعاون مع وزارة التربية والتعليم، إلى تحديث المناهج الدراسية 

مة. ولمّا كانت  وتطويرها، لتكون معيناً للطلبة على الارتقاء بمستواهم المعرفي، ومجاراة أقرانهم في الدول المتقدِّ

الرياضيات إحدى أهمِّ المواد الدراسية التي تنمّي لدى الطلبة مهارات التفكير وحَلِّ المشكلات، فقد أولى المركز 

بَعة عالميًّا على يد خبراء  هــذا المبحث عنايةً كبيرةً، وحرص على إعداد كتب الرياضيات وَفق أفضل الطرائق المُتَّ

أردنيين؛ لضمان انسجامها مع القِيَم الوطنية الراسخة، وتلبيتها لاحتياجات أبنائنا الطلبة والمعلِّمين. 

 روعي في إعداد كتب الرياضيات تقديم المحتوى بصورة سلســة، ضمن ســياقات حياتية شائقة، تزيد رغبة 

مة لهم. ولأنَّ  الطلبة في التعلُّم، ووُظِّفت فيها التكنولوجيا لتُسهِمَ في جعل الطلبة أكثر تفاعلًا مع المفاهيم المُقدَّ

ب المكثَّف على حَلِّ المســائل يُعَدُّ إحدى أهمِّ طرائق ترسيخ المفاهيم الرياضية وزيادة الطلاقة الإجرائية  التدرُّ

م للطلبة ورقة عمل في كل درس، تُحَلُّ بوصفها واجبًا منزليًّا،  لدى الطلبة؛ فقد أُعِدَّ كتاب التمارين على نحوٍ يُقدِّ

أو داخل الغرفة الصفية إنْ توافر الوقت الكافي. ولأنَّنا ندرك جيدًا حرص المعلِّم الأردني على تقديم أفضل ما 

لديه للطلبة؛ فقد جاء كتاب التمارين أداةً مساعدةً تُوفِّر عليه جهد إعداد أوراق العمل وطباعتها.

 من المعلوم أنَّ الأرقام العربية تُســتخدَم في معظم مصادر تعليم الرياضيات العالمية، ولا ســيَّما في شبكة 

م محتوًى تعليميًّا تفاعليًّا ذا فائدة  ةً؛ لما تزخر به من صفحــات تُقدِّ الإنترنــت، التي أصبحت أداةً تعليميةً مُهِمَّ

كبيرة. وحرصًا مناّ على ألّا يفوت أبناءنا الطلبة أيُّ فرصة، فقد استعملنا في هذا الكتاب الأرقام العربية؛ لجَسر 

ة بين طلبتنا والمحتوى الرقمي العلمي، الذي ينمو بتســارع فــي عالَم يخطو نحو التعليم الرقمي بوتيرة  الهُوَّ

متسارعة.

 ونحن إذ نقدّم الطبعة الأولى )التجريبية( من هذا الكتاب، نأمل أنْ تنال إعجاب أبنائنا الطلبة ومعلِّميهم، 

وتجعل تعليم الرياضيات وتعلُّمها أكثر متعةً وسهولةً، ونعدهم بأنْ نستمرَّ في تحسين هذا الكتاب في ضوء 

ما يصلنا من ملاحظات.

المركز الوطني لتطوير المناهج
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الوحدة

5
التكامل   
Integration

ما أهمية هذه 
الوحدة؟

التكامل هو عملية مُعاكِسة للتفاضل، وله تطبيقات 
مو  علميــة وحياتيــة كثيرة. فمثــاً، يســتعمل مُصمِّ
ــر  الســيّارات التكامل لحســاب قيمة تُســمّى مُؤشِّ

ة إصابة الرأس  الخطورة، ويُمكِن بها تقدير شِــدَّ
بُغْيَــةَ تقليل هذه القيمة،  عند الاصطدام؛ 

وجعل السيّارة أكثر أمانًا.

6



7

مْتُ سابقًا: تعلَّ

✔ إيجاد مشتقة كثيرات الحدود.

ة. ✔ إيجاد مشتقة اقترانات القوَّ

✔  رســم منحنيات كثيرات الحدود باستعمال 

المشتقة والتحويات الهندسية.

م في هذه الوحدة:  سأتعلَّ

◂  إيجــاد التكامــل المحــدود والتكامل غير 

المحدود لاقترانات مختلفة.

◂  إيجاد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى 

.x اقتران والمحور

◂  إيجاد الحجوم الدورانية.

ملحوظة: أســتعمل تدريبات )أستعد لدراسة الوحدة( في الصفحتين )6( و )7( من 
كتاب التمارين؛ لمراجعة هذه الموضوعات قبل البدء بدراسة الوحدة.
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الدرس

1
التكامل غير المحدود
Indefinite Integral

ف التكامل بوصفه عملية عكسية لاشتقاق. · تعرُّ فكرة الدرس    

· إيجاد التكامل غير المحدود لاقترانات مختلفة.    
المصطلحات    الاقتران الأصلي، التكامل غير المحدود، المُكامَل، مُتغيِّر التكامل، الشرط الأولي.    

،f(x) مسألة اليوم    يُبيِّن الشكل المجاور منحنى الاقتران   
.f ' (x) = 3x2 - 3 :حيث 

ما قاعدة الاقتران f(x)؟

الاقتران الأصلي 

تعلَّمْتُ ســابقًا أنَّه إذا كان الاقتران f(x)  يُمثِّل ســرعة جسم، فإنَّ مشــتقة f(x) تُمثِّل تسارع 
الجســم. ولكنْ، إذا علمْتُ تســارع الجسم، وأردْتُ إيجاد ســرعته، فإنَّني بحاجة إلى طريقة 
عكســية تلغي المشــتقة. وبكلمات أُخرى، إذا علمْتُ الاقتران f(x)، فإنَّني بحاجة إلى إيجاد 
: F ' (x) = f(x)، ويُســمّى F(x) الاقتران الأصلي  اقتــران مــا، وليكــن: F(x)، بحيــث إنَّ

.f(x) لاقتران (primitive function)

 ،F(x) = x2 :هي ،F(x) فإنَّ إحدى الصور المُحتمَلة لاقتران الأصلي ،f(x) = 2x :إذا كان
لكنَّها ليســت الصــورة الوحيدة له؛ فقــد يكون فــي صــورة: F(x) = x2 +1، أو صورة: 
F(x) = x2-3؛ لأنَّ مشتقة كلٍّ منهما تساوي 2x )مشتقة الحدِّ الثابت تساوي صفرًا(. وبوجه 

 C حيث ،F(x) = x2 + C :يكون في صورة  f(x) = 2x :عام، فإنَّ الاقتران الأصلي لاقتران
ثابت.

ر أتذكَّ

يُرمَز إلى مشتقة الاقتران 
 x بالنسبة إلى المُتغيِّر F(x)

. F ' (x) بالرمز

 الاقتران الأصلي لاقتــران المتصل f(x) هو مجموعــة الاقترانات: F(x) + C  التي 
ق المعادلة الآتية، علمًا بأنَّ  C ثابت: تُحقِّ

f(x) = d
dx

 [F(x)+C ]

الاقتران الأصلي مفهوم أساسي

2 31

2
1

-1
-2

f(x)

0

y

x

4
3

5

-2-1-3
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الوحدة 5

ر أتذكَّ

إذا كان: y = xn، حيــث 
 : n عــدد حقيقــي، فإنَّ

. dy
dx = nx n-1

    
أجد الاقتران الأصلي لكلٍّ من الاقترانين الآتيين:

1  f(x) = 5x4

ة أقل بواحد من  ر أنَّ أُسَّ x في مشتقة اقتران القوَّ عند البحث عن اقتران مشتقته 5x4، أتذكَّ
أُسِّ x في الاقتران الأصلي. وبذلك، فإنَّ أُسَّ المُتغيِّر x في الاقتران الأصلي هو 5

وبما أنَّ مشتقة x5 تساوي 5x4، فإنَّ الاقتران الأصلي لاقتران f(x) هو:

F(x) = x5 + C

2  f(x) = -8x-9

ة أقل بواحد  ر أنَّ أُسَّ x في مشتقة اقتران القوَّ عند البحث عن اقتران مشتقته 8x-9-، أتذكَّ
من أُسِّ x في الاقتران الأصلي. وبذلك، فإنَّ أُسَّ المُتغيِّر x في الاقتران الأصلي هو 8-

وبما أنَّ مشتقة x-8 تساوي 8x-9-، فإنَّ الاقتران الأصلي لاقتران f(x) هو: 

F(x) = x-8 + C 

ق من فهمي أتحقَّ

أجد الاقتران الأصلي لكلٍّ من الاقترانين الآتيين:

a)  f(x) = 10x9    b)  f(x) = -11 x-12

مثال 1

التكامل غير المحدود

تعلَّمْتُ في المثال الســابق أنَّه يُمكِن كتابة العاقة بين الاقتران f(x) والاقتران الأصلي له في 
صورة المعادلة الآتية:

f(x) = d
dx

 [F(x) + C ]

يُمكِن أيضًا كتابة هذه العاقة في صورة المعادلة الآتية:
⌠
⎮
⌡

 f(x) dx = F(x) + C 

 ،f(x) لاقتران (indefinite integral) تُســمّى المعادلة الســابقة التكامل غير المحــدود
ويُســمّى ∫ رمز التكامل، ويُســمّى الاقتران f(x) المُكامَل (integrand)، ويُسمّى C ثابت 
التكامل (constant of integration)، أمّا dx فرمز يشــير إلى أنَّ التكامل يتمُّ بالنسبة إلى 

 .(variable of integration) الذي يُسمّى مُتغيِّر التكامل x المُتغيِّر
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أجد كُلاًّ من التكاملات الآتية:
1  ⌠

⎮
⌡

 7 dx

⌠ قاعدة تكامل الثابت
⎮
⌡

 7 dx = 7x + C

2  ⌠
⎮
⌡

 x18 dx

ة ⌠ قاعدة تكامل اقتران القوَّ
⎮
⌡

 x18 dx = 1
18 + 1

  x18 + 1 + C

1 = بالتبسيط
19

 x19 + C

3  ⌠
⎮
⌡

 1

√x
  dx

ية ⌠ بكتابة المُكامَل في صورة أُسِّ
⎮
⌡

 1
√x

 dx = ⌠⎮
⌡

 1

x 
1
2

  dx

⎮⌠ = تعريف الأسُِّ السالب
⌡

 x - 1
2   dx

ة x - 1 = قاعدة تكامل اقتران القوَّ
2  + 1

- 12  + 1

 x 2 = بالتبسيط
1
2  + C

x + C√ 2 = الصورة الجذرية

مثال 2

م أتعلَّ

التكامــل والاشــتقاق 
عمليتــان عكســيتان. 
ي التكامل غير  وقد سُــمِّ
المحــدود بهذا الاســم؛ 
 C ــن الثابت لأنَّــه يتضمَّ
الذي يُمكـِـن تمثيله بأيِّ 

قيمة.

م أتعلَّ

ق من صحة  يُمكِــن التحقُّ
التكامــل بإيجاد مشــتقة 
الاقتــران الناتــج مــن 

التكامل.

م أتعلَّ

ة،  لإيجاد تكامل اقتران قوَّ
بعِ الخطوتين الآتيتين: أَتَّ

أرفع الأسَُّ بمقدار 1 ·
أضرب في مقلوب  ·

الأسُِّ الجديد.

م أتعلَّ

قبل البدء بعملية التكامل، 
أُعيــد أولًا كتابة المُكامَل 

.xn في صورة

:f(x) = 3x2 :يُبيِّن المُخطَّط الآتي عناصر التكامل غير المحدود لاقتران

: F ' (x) = f(x)، وبهذه العاقة بين المشتقة  : f(x) dx = F(x) + C ∫ ، فهذا يعني أنَّ بما أنَّ
ل إلى القواعد الآتية.  ومعكوس المشتقة، يُمكِن التوصُّ

⌠
⎮
⌡

 3x2 dx = x3 + C 

المُكامَلثابت التكامل

رمز التكاملمُتغيِّر التكامل

: إذا كان k عددًا حقيقيًّا، فإنَّ
1  ⌠

⎮
⌡

 k dx = kx + C تكامل الثابت 

2  ⌠
⎮
⌡

 xn dx = 1
n + 1

 x n +1 + C, n ≠ -1 ة  تكامل اقتران القوَّ

القواعد الأساسية للتكامل غير المحدود مفهوم أساسي
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الوحدة 5

    

أجد كُلاًّ من التكاملين الآتيين:

1  ⌠
⎮
⌡

 (x- 3
2 + 2) dx

⌠ قاعدة تكامل المجموع 
⎮
⌡

 (x- 
3
2  + 2) dx = ⌠⎮

⌡
 x- 

3
2  dx + ⌠⎮

⌡
 2 dx

ة، وتكامل الثابت   -x = قاعدتا تكامل القوَّ
1
2

- 12
 + 2x + C

 -x 2- = بالتبسيط
1
2  + 2x + C

2  ⌠
⎮
⌡

 (6x2- 2x-3 ) dx

ة المضروب  قاعدتا تكامل اقتران القوَّ
⌠ في ثابت، والفرق

⎮
⌡

(6x2 -2x-3)dx = 6⌠
⎮
⌡

 x2 dx -2⌠
⎮
⌡

 x-3 dx

ة  ) 6 = تكامل اقتران القوَّ

1
3

 x3 ) - 2( 1
-2

 x-2 ) + C

2x3 + x-2 + C = بالتبسيط

مثال 3

ق من فهمي أتحقَّ

أجد كُلاًّ من التكاملات الآتية:

a)  ⌠
⎮
⌡

 9 dx  b)  ⌠
⎮
⌡

 x-4 dx  c)  ⌠
⎮
⌡

 √x  dx6

قواعد التكامل غير المحدود

ة. وسأتعلَّم الآن  تعلَّمْتُ في المثال السابق كيفية إيجاد تكامل غير محدود للثابت واقتران القوَّ
ل عملية إيجاد تكامل الاقترانات التي تحوي أكثر من حدٍّ من اقترانات  بعض القواعد التي تُسهِّ

ة. القوَّ

م  أتعلَّ

أُلاحِــظ أنَّه كُتـِـب ثابت 
تكامــل واحــد فقط، هو 
مجموع ثابتــي التكامل 

الناتجين من التكاملين.

:  إذا كان k ثابتًا، فإنَّ

1  ⌠
⎮
⌡

 k f(x) dx = k ⌠⎮
⌡

 f(x) dx تكامل الاقتران المضروب في ثابت 

2  ⌠
⎮
⌡

 (f(x) ± g(x))dx = ⌠⎮
⌡

 f(x)dx ± ⌠⎮
⌡

 g(x)dx تكامل المجموع أو الفرق  

قواعد أخُرى للتكامل غير المحدود مفهوم أساسي
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ق من فهمي أتحقَّ

أجد كُلاًّ من التكاملين الآتيين:

a)  ⌠
⎮
⌡

 (2x4 + 3x3 -7x2 ) dx   b)  ⌠
⎮
⌡

 (5x 
3
2  + 3x2 )dx

ة، قبل  تتطلَّب بعض التكامات تبسيط المُكامَل إلى حدود جبرية، كلٌّ منها في صورة اقتران قوَّ
البدء بعملية التكامل.

     أجد كُلاًّ من التكاملات الآتية:
1  

⌠
⎮
⌡

 3x + 2x4

x  dx

بما أنَّه لا توجد قاعدة لتكامل القسمة، فإنَّني أحتاج إلى تبسيط المُكامَل إلى حدود جبرية 
ة، قبل البدء بعملية التكامــل. وفي هذه الحالة،  منفصلــة، كلٌّ منها في صورة اقتران قــوَّ

يُمكِنني قسمة كل حدٍّ في البسط على المقام أولًا، ثم إجراء عملية التكامل.

⌠ بقسمة كل حدٍّ في البسط على المقام
⎮
⌡

 3x + 2x4

x
 dx = ⌠⎮

⌡
 ( 3x

x
 + 2x4

x
 ) dx

⎮⌠ = بالتبسيط
⌡

 (3 + 2x3 ) dx

ة المضروب   قاعدتا تكامل اقتران القوَّ
3x + 1 = في ثابت، وتكامل الثابت

2
 x4 + C

2  
⌠
⎮
⌡

 
(x + 2)(x - 2)

√x
 dx

 بالضرب
⌠
⎮
⌡

 
(x + 2)(x - 2)

√x
 dx = 

⌠
⎮
⌡

 x 2 - 4

√x
 dx

 = بقسمة كل حدٍّ في البسط على المقام
⌠
⎮
⌡

 (x 
3
2  - 4x - 1

2  ) dx

ة المضروب  قاعدة تكامل اقتران القوَّ
2 = في ثابت

5
 x 

5
2  - 8x 

1
2  + C 

3  
⌠
⎮
⌡

 x ( x 2 + 
2
x

 ) dx

 بتوزيع الضرب على الجمع
⌠
⎮
⌡

 x (x 2 + 2
x

 ) dx = 
⌠
⎮
⌡

 (x 3 + 2) dx

ة،  قاعدتا تكامل اقتران القوَّ
1 = وتكامل الثابت

4
 x 4 + 2x + C

مثال 4
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الوحدة 5

ق من فهمي  أتحقَّ

أجد كُلاًّ من التكاملات الآتية:

a)  ⌠
⎮
⌡

 2x 2 + 4

x 2
  dx  b)  ⌠

⎮
⌡

 x  + 2

√x
  dx c)  ⌠

⎮
⌡

 (2x +3)(x -1) dx

م  أتعلَّ

ضرب ناتــج التكامل في 
1 يلغي العدد 15 الناتج 

15

.(3x-5)5 :من اشتقاق

    

أجد كُلاًّ من التكاملين الآتيين:
1  ⌠

⎮
⌡

 (x + 7)5 dx

(ax + b)n تكامل ⌠
⎮
⌡

 (x + 7)5 dx = 1
5 + 1

 (x + 7)5 + 1 + C

1 = بالتبسيط
6

 (x + 7)6 + C

مثال 5

(ax + b)n تكامل

تعلَّمْتُ ســابقًا أنَّه إذا كان: f(x) = (3x - 5)5، فإنَّه يُمكِن اســتعمال قاعدة السلسلة لإيجاد 
.f ' (x) = 15 (3x - 5)4 :حيث ،f مشتقة الاقتران

⌠، فإنَّني أبدأ أولًا التفكير في الاقتران: 
⎮
⌡

 (3x - 5)4 dx :إذا أردْتُ إيجاد التكامل غير المحدود
 : ــه بمقدار 1 على درجــة المُكامَل. وفي هذه الحالة، فإنَّ f(x) = (3x - 5)5، الذي يزيد أُسُّ

: f '(x) = 15 (3x - 5)4. ولأنَّ هذا المُكامَل مضروب في 15؛ فإنَّ

⌠
⎮
⌡

 (3x - 5)4 dx = 1
15

 (3x - 5)5 + C

 ،f(x) = (ax + b)n :بوجــه عام، يُمكِن إيجاد التكامل غير المحــدود لأيِّ اقتران في صورة
باستعمال القاعدة الآتية.

: إذا كان a وb عددين حقيقيين، و a ≠ 0، فإنَّ
⌠
⎮
⌡

 (ax + b)n  dx = 1
a(n + 1)

  (ax + b)n + 1 + C,  n ≠ -1

(ax + b)n  تكامل مفهوم أساسي
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2  
⌠
⎮
⌡

 
1

√4x - 2
 dx

ية  بكتابة المُكامَل في صورة أُسِّ
⌠
⎮
⌡

 
1

√4x - 2
 dx = 

⌠
⎮
⌡

 (4x - 2)- 1
2   dx

(ax + b)n 1 = تكامل

4× 12
 (4x - 2) 1

2   + C

1 = بالتبسيط
2

 (4x - 2) 1
2   + C

1 = الصورة الجذرية
2

  √4x - 2 + C

ق من فهمي  أتحقَّ

أجد كُلاًّ من التكاملين الآتيين:

a)  ⌠
⎮
⌡

 (x-4)6 dx  b)  ⌠
⎮
⌡

 √x + 1  dx

الشرط الأولي

مــن المهم في بعض التطبيقات إيجاد قيمة ثابت التكامــل C، مثل إيجاد قاعدة اقتران عُلِمت 
ــق الاقتران الأصلي، ويُمكِــن بتعويضها إيجاد  مشــتقته، لكنَّ ذلــك يتطلَّب إيجاد نقطة تُحقِّ

.(initial condition) وتُسمّى هذه النقطة الشرط الأولي ،C قيمة

    

أجد قاعدة الاقتران f(x)  إذا كان: f ' (x) = 2x + 3، ومرَّ منحناه بالنقطة (2- ,1).

.f ' (x) الخطوة 1:  أجد تكامل الاقتران

f(x) = ⌠⎮
⌡

 f ' (x)  dx f(x) = ⌠⎮
⌡

 (2x + 3) dx

ة المضروب  تكامل اقتران القوَّ
f(x) = x 2 + 3x + C في ثابت، وتكامل الثابت

 .C الخطوة 2: أجد قيمة ثابت التكامل

لإيجــاد قيمة ثابت التكامل C، أســتعمل الشــرط الأولي المعطى في المســألة، وهو النقطة 
ض x = 1  في قاعدة  ق قاعدة الاقتران. ولهذا أُعوِّ (2- ,1) التي يمرُّ منحنى الاقتران بها، وتُحقِّ

:C ثم أحُلُّ المعادلة الناتجة لإيجاد قيمة ،f(x)

مثال 6
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الوحدة 5

f(x) = x2 + 3x + Cقاعدة الاقتران

 x = 1, f(1) = -2 (1)3 + 2(1) = 2-بتعويض + C

C = - 6بحلِّ المعادلة

.f(x) = x2 + 3x - 6 :إذن، قاعدة الاقتران هي

 الدعم البياني

أُلاحِظ من التمثيل البياني المجاور أنَّ الاقتران 
ق الشــرط الأولي  الأصلي الوحيد الذي يُحقِّ

. f(x) = x2 + 3x - 6 :في المسألة هو

ق من فهمي  أتحقَّ

أجد قاعدة الاقتران f(x)  إذا كان: f ' (x) = 4x-2، ومرَّ منحناه بالنقطة (3 ,0).

f(x) = x2 + 3x - 2
f(x) = x2 + 3x - 4

f(x) = x2 + 3x - 8
f(x) = x2 + 3x - 10

f(x) = x2 + 3x - 6

1

5

-2
(1, -2)-5

0

y

x

10

-10

-2 -1

تطبيقات التكامل: معادلات الحركة

توجد تطبيقــات حياتية وعلمية عديدة لاقتران الأصلي. فمثاً، تعلَّمْتُ ســابقًا أنَّ الســرعة 
اللحظية هي مشتقة اقتران المســافة عند لحظة ما، وأنَّ التسارع اللحظي يساوي مشتقة اقتران 
الســرعة عند لحظة ما، وهذا يعني أنَّ المســافة هي الاقتران الأصلي لاقتران الســرعة، وأنَّ 

السرعة هي الاقتران الأصلي لاقتران التسارع.

  مثال 7 : من الحياة

ا  معادلات الحركة: سقطت كرة من وضعية السكون عموديًّ
إلى الأسفل من ارتفاع m 1.25 على قطعة خشبية. إذا كان 

تسارع الكرة m/s2 10، فأجد كُلاًّ ممّا يأتي:

 سرعة الكرة بعد t ثانية.

أفترض أنَّ a(t) اقتران التســارع، وأنَّ v(t) اقتران السرعة. 
: وبذلك، فإنَّ

a(t) = 
dv
dt

 = 10

10 m/s2

1.25 m

1

لغة الرياضيات 

التسارع: 
.acceleration (a(t))

 السرعة:
.velocity (v(t))
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الخطوة 1: أجد اقتران السرعة. 

 بما أنَّ اقتران السرعة هو الاقتران الأصلي لاقتران التسارع، فإنَّه يُمكِن إيجاد سرعة الكرة 
بعد t ثانية عن طريق التكامل.

 = v(t) بإيجاد تكامل التسارع
⌠
⎮
⌡

  a(t)  dt

a(t) = 10  بتعويض = 
⌠
⎮
⌡

 10  dt

t + C 10 = قاعدة تكامل الثابت
1

.C
1
الخطوة 2:  أجد قيمة ثابت التكامل 

: v(0) = 0 m/s، وهو يُعَدُّ شــرطًا  كت من وضعية الســكون، فهذا يعني أنَّ بما أنَّ الكرة تحرَّ
:C

1
أوليًّا لإيجاد قيمة ثابت التكامل 

v(t) = 10t + C اقتران السرعة
1

t = 0, v(0) = 0 (0)10 = 0 بتعويض + C
1

C بحلِّ المعادلة
1
 = 0

.v(t) = 10t  :ثانية هو t إذن، اقتران السرعة بعد

 المسافة المقطوعة بعد t ثانية.

: أفترض أنَّ s(t) اقتران المسافة. وبذلك، فإنَّ
v(t) = 

ds
dt

 = 10t

الخطوة 1:  أجد اقتران المسافة.

بما أنَّ اقتران المســافة هو الاقتران الأصلي لاقتران الســرعة، فإنَّه يُمكِن إيجاد المسافة التي 
تقطعها الكرة بعد t ثانية عن طريق التكامل:

 = s(t) بإيجاد تكامل السرعة
⌠
⎮
⌡

 v(t) dt

v(t) = 10t  بتعويض = 
⌠
⎮
⌡

 10t  dt

ة  قاعدة تكامل اقتران القوَّ
t 2 + C 5 = المضروب في ثابت

2

2

م أتعلَّ

أُلاحِظ أنَّ مُتغيِّر التكامل 
هــو t؛ لأنَّ الســرعة 
والتســارع والمســافة 
اقترانات تتغيَّر بالنسبة إلى 

.(t) الزمن
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الوحدة 5

ر أتذكَّ

أختار قيمة t الموجبة لأنَّ 
الزمن لا يكون سالبًا.

.C
2
الخطوة 2:  أجد قيمة ثابت التكامل 

: s(0) = 0 m، وهو يُعَدُّ شرطًا أوليًّا  كت من وضعية الســكون، فهذا يعني أنَّ بما أنَّ الكرة تحرَّ
:C

2
لإيجاد قيمة ثابت التكامل 

s(t) = 5 t 2 + C اقتران المسافة
2

t = 0, s(0) = 0 5 = 0 بتعويض t (0)2 + C
2

C بحلِّ المعادلة
2
 = 0

.s(t) = 5 t 2 :ثانية هو t إذن، اقتران المسافة بعد

 سرعة الكرة لحظة اصطدامها بالقطعة الخشبية.
1.25 m عند اصطدام الكرة بالقطعة الخشبية، فإنَّها تكون قد قطعت مسافة

الخطوة 1:  أجد الزمن الازم لاصطدام الكرة بالقطعة الخشبية.

s(t) = 5 t 2 اقتران المسافة

s(t) = 1.25 5 = 1.25 بتعويض t 2

  بالقسمة على 5
1.25

5
 = t 2

t = 0.5 بأخذ الجذر التربيعي لكا الطرفين

إذن، اصطدمت الكرة بالقطعة الخشبية بعد 0.5 ثانية.

الخطوة 2:  أجد سرعة الكرة لحظة اصطدامها بالقطعة الخشبية.

v(t) = 10 t اقتران السرعة

t = 0.5 بتعويض v(0.5) = 10 (0.5)

5 = بالتبسيط

5 m/s :إذن، سرعة الكرة لحظة اصطدامها بالقطعة الخشبية هي

ق من فهمي أتحقَّ

بدأ جسيمٌ الحركةَ في خط مستقيم من نقطة الأصل، بسرعة ابتدائية مقدارها m/s 5، وبتسارع 
:(4t – 4) m/s2  مقداره

 )a أجد سرعة الجسيم بعد t ثانية.   )b أجد المسافة التي يقطعها الجسيم بعد t ثانية.

.t = 1 أجد سرعة الجسيم وتسارعه عندما c( 

3
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ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

أجد الاقتران الأصلي لكلٍّ من الاقترانات الآتية:

1  f(x) = 3 
2

 x  1
2  2  f(x) = -x-2 3  f(x) = -5 4  f(x) = 6 x5

أجد كُلاًّ من التكاملات الآتية:

5  ⌠
⎮
⌡

 6x dx  6  ⌠
⎮
⌡

 (4x + 2) dx 7  ⌠
⎮
⌡

 2x4 dx  8  ⌠
⎮
⌡

 5

x3
  dx

9  ⌠
⎮
⌡

 √x  dx  10  ⌠
⎮
⌡

 2x 3
2   dx  11  ⌠

⎮
⌡

 10

√x
  dx  12  ⌠

⎮
⌡

 (6x 2-4x) dx

13  ⌠
⎮
⌡

 (2x4-5x+10) dx  14  ⌠
⎮
⌡

 x2 (x-8) dx  15  ⌠
⎮
⌡

 (x 2 - 3 
2

  √x  + x - 4
3  ) dx

أجد كُلاًّ من التكاملات الآتية:

16  ⌠
⎮
⌡

 4x 3 - 2

x3
  dx 17  ⌠

⎮
⌡

 2x + 8

√x
  dx 18  ⌠

⎮
⌡

 x 2 -1
x - 1

  dx 19  ⌠
⎮
⌡

 ( x 2 + 1

x 2
 )

2
  dx

20  ⌠
⎮
⌡

 x √x dx 21  ⌠
⎮
⌡

 ( x
2 + 2x

x
 )

3

 dx 22  ∫  x 2 - 1

∛x
 dx 23  ⌠

⎮
⌡

 (x - 1)(x - 3)(x +1) dx

أجد كُلاًّ من التكاملات الآتية:

24  ⌠
⎮
⌡

 (x + 7)4  dx 25  ⌠
⎮
⌡

 3

(10x + 1)2
  dx 26  ⌠

⎮
⌡

  3  √4x-2  dx 27  ⌠
⎮
⌡

 1

√10x + 5
  dx

إذا كان: y = √2x + 5، فأحُلُّ السؤالين الآتيين تباعًا:

.⌠
⎮
⌡

 y 2  dx 28 أجد 

.⌠
⎮
⌡

 y dx = 3 
8

  y4 + C َّ29 أُثبتِ أن 

 30 أجد قاعدة الاقتران f(x) إذا كان:  f ' (x) = √x، ومرَّ منحناه بالنقطة (25 ,9).

2 ، فأجد قاعدة الاقتران y، علمًا بأنَّ منحناه يمرُّ بالنقطة (4 ,2). 

x 2
 31 إذا كان ميل المماس لمنحنى الاقتران y هو 

f ' (x) = x 2 + 10، ومرَّ منحناه بالنقطة (2 ,5).

x 2
 32 أجد قاعدة الاقتران f(x)  إذا كان: 

3
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الوحدة 5

 O :طريق مســتقيم يمرُّ بالنقطتين
 .OA = 100 m A، حيــث:  و 
بدأت ســيّارةٌ الحركةَ من وضعية 

الســكون، بدءًا بالنقطة A على طــول الطريق مُبتعِدةً عــن النقطة O، إذا كانت المســافة بين 
 الســيّارة والنقطة O بعد t ثانية هي y مترًا، وســرعة الســيّارة بعد t ثانية تعطى بالعلاقة الآتية:

dy ، فأجد كُلاًّ ممّا يأتي: 

dt
  = 0.03 t 2 (t - 10)2

.t بدلالة  y 33 قاعدة العاقة 

 34 المسافة بين السيّارة والنقطة A بعد 10 ثوانٍ من بدء حركتها.

 35  يُمثِّل الاقتران: a(t) = 6t تســارع جســيم بدأ الحركة من نقطة تبعد 4 أمتار عن نقطة 

 ،1 m/s الزمن بالثواني. إذا كانت ســرعة الجسيم بعد ثانية واحدة هي t الأصل، حيث
فأجد المسافة التي يقطعها الجسيم بعد ثانيتين من بدء الحركة.  

بالون: عند نفخ بالون كروي الشكل يصبح نصف قُطْره 

dy ، وكان نصف 

dt
 = 4t - 23 y سنتيمترًا بعد t ثانية. إذا كان: 

cm 30، فأجد كُلاًّ  8 ثوانٍ من بدء نفخه  قُطْر البالون بعد 

ممّا يأتي: 

.t بدلالة y 36 قاعدة العاقة 

 37 نصف قُطْر البالون بعد 20 ثانية من بدء نفخه.

100 m

AO

معلومة

من مزايا ســيّارات الســباق 
تســارعها الكبير في الثواني 
الثاث الأولى من انطاقها؛ 
إذ تصل ســرعة بعضها إلى 
km/h 97 بعد 2.7 ثانية من 

انطاقها.

تعطى مشــتقة الاقتران f(x)  بالقاعدة: f ' (x) = ax 2 + bx، حيث a وb ثابتــان. إذا كان ميل المماس لمنحنى الاقتران عند 
النقطة (4 ,2) هو 0.8-، وميل المماس لمنحنى الاقتران عند النقطة x = 5 هو 2.5، فأجد كُلاًّ ممّا يأتي:  

.bو a :38 قيمة كلٍّ من الثابتين 

 .f(x) 39 قاعدة الاقتران 
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⎮⌠  يساوي:
⌡

 x
3 - 1

x2
  dx :د  40 اختيار من مُتعدِّ

a)  x2

2
 - 1

x
 + C b)  x2

2
 + 1

x
 + C  c)  x2 - 1

x
 + C d)  x2 + 1

x
 + C

مهارات التفكير العليا

⌠، وكان حلُّه على النحو الآتي:
⎮
⌡

(2x + 1)(x - 1)dx :41 أكتشف الخطأ: أوجد عامر ناتج التكامل 

⌠
⎮
⌡

 (2x + 1)(x - 1) dx = ⌠⎮
⌡

 (2x + 1) dx × ⌠⎮
⌡

 (x - 1) dx

     = (x2 + x)( 1 
2

 x 2 - x) + c

حه. أكتشف الخطأ في حلِّ عامر، ثم أُصحِّ

.⌠
⎮
⌡

 x(x + 2)5 dx  :أجد ناتج التكامل  :  42  تحدٍّ

.(x + 2)6و (x + 2)5 :باستعمال المقدارين x(x + 2)5 :إرشاد: أُعيد كتابة المقدار

.⌠
⎮
⌡

 x 

(x + 1)3   dx  :أجد ناتج التكامل  :  43  تحدٍّ

 x  إلى كسور جزئية.

(x + 1)3 ئ   إرشاد: أُجزِّ

100 – 4)، وكان لاقتران نقطــة حرجة عند النقطة 

x2
 44  تبريــر:  إذا كان ميل الممــاس لمنحنى الاقتران f(x)  هــو ( 

رًا إجابتي. (a, 10)، حيث a > 0، فأجد قاعدة هذا الاقتران، مُبرِّ

 45  تبرير:  إذا كان ميل المماس لمنحنى الاقتران f(x) عند النقطة (8 ,2-) هو 7، وقطع منحنى الاقتران المحور y عند 

ر إجابتي. النقطة (18 ,0)، فأجد قاعدة هذا الاقتران، علمًا بأنَّ منحنى مشتقة الاقتران يُمثِّل خطًّا مستقيمًا، ثم أُبرِّ
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الدرس

2
التكامل المحدود
Definite Integral

· إيجاد التكامل المحدود لاقترانات مختلفة. فكرة الدرس    
.x إيجاد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران والمحور  ·    

مات الدورانية. · إيجاد حجوم المُجسَّ    

م الدوراني. المصطلحات    التكامل المحدود، الحدُّ السفلي، الحدُّ العلوي، المُجسَّ   

مسألة اليوم    يُبيِّن التمثيل البياني المجاور شكل السطح العلوي لجناح طائرة مُمثَّاً    
x ≤ 4 ≥ 0، أجد مساحة  y = 8 + 8 √x - 6x، حيث:  بالمعادلة: 

سطح الجناح.

التكامل المحدود

 ،f(x) يُسمّى التكامل غير المحدود لاقتران ⌠⎮
⌡

 f(x) dx تعلَّمْتُ في الدرس السابق أنَّ التكامل
ة. وتعلَّمْتُ أيضًا إيجاد التكامل غير المحدود لاقتران الثابت واقتران القوَّ

⌠  التكامل المحدود (definite integral) لاقتران f(x)، حيث a الحدُّ 
b

⎮
⌡a

 f(x) dx يُســمّى
⌠ على النحو الآتي:

b
⎮
⌡a

 f(x) dx الحدُّ العلوي للتكامل. ويُمكِن إيجاد قيمة bالسفلي للتكامل، و

عند إيجاد التكامل المحدود لأيِّ اقتــران f(x)، أُلاحِظ إلغاء ثابت التكامل C، وهذا يعني أنَّ 
الناتج هو نفسه بغَضِّ النظر عن الاقتران الأصلي المُستعمَل:

⌠b
⎮
⌡a

 f(x) dx = [(F(b) + C)] - [(F(a) + C)]

= F(b) - F(a)

(m)

(m
)

0

y

x

10

12

8
6
4
2

2 4 6 8

⌠b
⎮
⌡a

 f(x) dx  = F(b) - F(a)

قيمة الاقتران الأصلي 
عند الحدِّ السفلي

قيمة الاقتران الأصلي 
عند الحدِّ العلوي

حدود التكامل 
b إلى a من

ر  أتذكَّ

F(x) هو الاقتران 

.f(x) الأصلي لاقتران
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 إذا كان الاقتران f(x) متصاً على الفترة [a, b]، وF(x) يُمثِّل أيَّ اقتران أصلي لاقتران 
f(x)، فإنَّ التكامل المحدود لاقتران f(x) من a إلى b هو:

⌠b
⎮
⌡a

  f(x) dx = F(b) - F(a) 

.F(x) 
⎮b
⎮
⎮a

ويُمكِن التعبير عن الفرق  F(b)-F(a) باستعمال الرمز: 

التكامل المحدود مفهوم أساسي

     

أجد كُلاًّ من التكاملين الآتيين:

1  
⌠1
⎮
⌡0

 x 2 dx

ة، والتكامل المحدود  تكامل اقتران القوَّ
⌠1
⎮
⌡0

 x 2 dx = 1
3

 x 3 
⎮1
⎮
⎮0

a = 0, b = 1 = ( 1
3

 (1)3) -  ( 1
3

 (0)3) 

1 = بالتبسيط
3

2  
⌠3
⎮
⌡1

 (x + 2) dx

ة،  تكامل اقتران القوَّ
 والتكامل المحدود

⌠3
⎮
⌡1

 (x + 2) dx = ( 1
2

 x 2 + 2x) 
⎮3
⎮
⎮1

a = 1, b = 3 = ( 1
2

 (3)2 +2(3))-( 1
2

 (1)2 + 2(1)) 

8 = بالتبسيط

ق من فهمي  أتحقَّ

أجد كُلاًّ من التكاملين الآتيين:

a)  
⌠1
⎮
⌡-1

 x 4 dx   b)  
⌠3
⎮
⌡-2

 (3x2 -4x + 1) dx

مثال 1

ر  أتذكَّ

لا توجد حاجة إلى إضافة 
ثابت التكامل عند إيجاد 

ناتج التكامل المحدود. 

م  أتعلَّ

 F(x) 
⎮b
⎮
⎮a

أستعمل الرمز: 

بعــد الانتهاء مــن عملية 

التكامل.
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الوحدة 5

: إذا كان f(x) وg(x) اقترانين متصلين على الفترة ]a, b[، وكان k ثابتًا، فإنَّ

1  
⌠b
⎮
⌡a

 k f(x) dx = k 
⌠b
⎮
⌡a

 f(x) dx
تكامل الاقتران المضروب 

في ثابت 

2  
⌠b
⎮
⌡a

 (f(x) ± g(x)) dx = 
⌠b
⎮
⌡a

 f(x)dx ± 
⌠b
⎮
⌡a

 g(x)dx تكامل المجموع أو الفرق 

3  
⌠a
⎮
⌡a

  f(x) dx = 0 التكامل عند نقطة 

4  
⌠b
⎮
⌡a

  f(x) dx = - 
⌠a
⎮
⌡b

 f(x) dx عكس حدود التكامل 

5  
⌠b
⎮
⌡a

  f(x) dx = 
⌠c
⎮
⌡a

 f(x) dx + 
⌠b
⎮
⌡c

 f(x) dx تجزئة التكامل 

قواعد التكامل المحدود مفهوم أساسي

     

5 ⌠، فأجد كُلاًّ ممّا يأتي:
⎮
⌡-2

 f(x) dx = 3, 
⌠ 5
⎮
⌡-2

 g(x) dx = -4, 
⌠ 5
⎮
⌡ 3

 f(x) dx = 7 :إذا كان

1  
⌠ 5
⎮
⌡-2

(2f(x) - 3g(x)) dx

 قاعدة تكامل الفرق
⌠ 5
⎮
⌡-2

(2f(x)-3g(x)) dx = 
⌠ 5
⎮
⌡-2

2f(x)dx -
⌠ 5
⎮
⌡-2

3g(x)dx

قاعدة تكامل الاقتران 
2 = المضروب في ثابت

⌠ 5
⎮
⌡-2

f(x)dx -3
⌠ 5
⎮
⌡-2

g(x)dx

(4-)3 - (3)2 = بالتعويض

18 = بالتبسيط

مثال 2

قواعد التكامل المحدود

تعلَّمْتُ سابقًا قواعد التكامل غير المحدود. وسأتعلَّم الآن بعض قواعد التكامل المحدود.
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2  
⌠ 3
⎮
⌡-2

 f(x) dx

 قاعدة تجزئة التكامل
⌠ 3
⎮
⌡-2

f(x) dx = 
⌠ 5
⎮
⌡-2

f(x) dx + 
⌠ 3
⎮
⌡5

f(x) dx

 = قاعدة عكس حدود التكامل
⌠ 5
⎮
⌡-2

f(x) dx -
⌠ 5
⎮
⌡3

f(x) dx

7 - 3 = بالتعويض

4- = بالتبسيط

ق من فهمي  أتحقَّ

1 ⌠، فأجد كُلاًّ ممّا يأتي:
⎮
⌡-1

 f(x) dx = 5, 
⌠ 1
⎮
⌡4

 f(x) dx = 2, 
⌠ 1
⎮
⌡-1

 h(x) dx = 7 :إذا كان

a)  
⌠1
⎮
⌡-1

 (f(x) + 3h(x)) dx   b)  
⌠4
⎮
⌡-1

 f(x) dx

تطبيقات التكامل: المساحة

 ،y = 3x يُمكِــن إيجاد مســاحة المنطقة بين كلٍّ من المســتقيم
والمحور x، والمستقيمين: x = a وx = b، المُظلَّلة في الشكل 
المجاور، بطرح مساحة OZD∆ من مساحة OWC∆ كما يأتي: 

1
2

 (3b 2) - 1
2

 (3a 2)

1 ، ومن ثَمَّ يُمكِن التعبير عن 
2

 (3x 2) 
⎮b
⎮
⎮a

أُلاحِظ أنَّه يُمكِن التعبير عن الصيغة السابقة بالمقدار: 

المساحة بين المستقيم y = 3x، والمحور x، والمستقيمين: x = a وx = b بالتكامل الآتي:  

⌠b
⎮
⌡a

 3x dx = 1
2

 (3x 2) 
⎮b
⎮
⎮a

أستنتج ممّا سبق أنَّه يُمكِن إيجاد المساحة باستعمال التكامل.

0

y

x
WZ

C

y = 3x

3b

3a D

a b



25

الوحدة 5

م  أتعلَّ

يُمكِن أيضًــا التعبير عن 

b ⌠بأنَّه المساحة 
⎮
⌡a

 f(x) dx

أســفل منحنــى الاقتران 

f(x)، بين المســتقيمين: 

.x = b و x = a

م  أتعلَّ

بما أنَّ المنطقة المطلوب 

إيجاد مساحتها تقع أسفل 

المحــور x، فــإنَّ قيمــة 

التكامل الناتج ســتكون 

عــددًا ســالبًا؛ لــذا فإنَّ 

المســاحة هي معكوس 

ناتــج التكامــل؛ لأنَّها لا 

يُمكِن أنْ تكون سالبة.

ر أتذكَّ

لتمثيل الاقتران:

f(x) =  1، أجد خطَّي 
√x

التقارب الأفقي والرأسي 

لاقتران.

والآن ســأتعلَّم حالة من حالات إيجاد المساحة، هي: مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى 
.x الاقتران والمحور

يُمكِن إيجاد المساحة فوق المحور x المحصورة  ·

 ،x f(x)، والمحــور  بيــن منحنــى الاقتــران 

والمستقيمين: x = a وx = b عن طريق التكامل 

الآتي:

A = 
⌠ b
⎮
⌡a

  f(x) dx

يُمكِــن إيجــاد المســاحة أســفل المحــور  ·

 ،f(x) x المحصــورة بين منحنــى الاقتــران 

والمحور x، والمستقيمين: x = a وx = b عن 

طريق التكامل الآتي:

A = - 
⌠ b
⎮
⌡a

  f(x) dx

y

x

y = f(x)

ba 0

y

x

y = f(x)

ba

0

 

 ،x والمحور ،f(x) = 1
√x

  أجد مســاحة المنطقــة المحصورة بيــن منحنــى الاقتــران:  
. x = 9 و x = 4 :والمستقيمين

الخطوة 1:   أُمثِّل منحنــى الاقتران 

بيانيًّا، ثم أُظلِّل المنطقة 
المطلــوب إيجــاد 

مساحتها.

1

مثال 3

94

y

x0

1
√x

f(x) =  
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الخطوة 2: أجد المساحة عن طريق التكامل.

أُلاحِظ أنَّ المساحة المطلوبة هي فوق المحور x؛ لذا أجد المساحة باستعمال القاعدة الآتية: 

  A = 
⌠b
⎮
⌡a

 f(x)dx

x قانون المساحة أسفل منحنى الاقتران، وأعلى المحور A = 
⌠b
⎮
⌡a

 f(x) dx

f(x) = 1
√x

 , a = 4, b = 9 بالتعويض  = 
⌠ 9
⎮
⌡4

  1
√x

 dx

ية  =  بكتابة المُكامَل في صورة أُسِّ
⌠ 9
⎮
⌡4

  1

x
1
2

 dx

 =  تعريف الأسُِّ السالب
⌠ 9
⎮
⌡4

  x - 1
2  dx

ة   2x =  قاعدة تكامل اقتران القوَّ
1
2  

⎮9
⎮
⎮4

  (9)2) = بالتعويض
1
2  ) - (2(4)  

1
2  )

2 = (2 × 2) - (3 × 2) = بالتبسيط

إذن، المساحة هي وحدتان مربعتان.

.x والمحور ،f(x) = x2 - 3x :أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران 

الخطوة 1:   أُمثِّل منحنى الاقتران بيانيًّا، ثم أُظلِّل المنطقة 

المطلوب إيجاد مساحتها.

الخطوة 2:  أجد المساحة عن طريق التكامل.

أُلاحِظ أنَّ المســاحة المطلوبة هي أســفل المحور x؛ لذا 
A = - 

⌠ b
⎮
⌡a

  f(x) dx :أجد المساحة باستعمال القاعدة الآتية

x قانون المساحة أعلى منحنى الاقتران، وأسفل المحور A = - 
⌠b
⎮
⌡a

 f(x) dx

f(x) = x2 - 3x, a = 0, b = 3 بالتعويض  = -
⌠ 3
⎮
⌡0

 (x2 - 3x) dx

ة المضروب في ثابت، والفرق )- =  قاعدتا تكامل اقتران القوَّ 1
3

 x 3 - 3
2

 x2 ) ⎮3
⎮
⎮0

3

f(x)= x 2 - 3x

y

x0

2

ر أتذكَّ

 لتمثيل منحنى القطع
المُكافئِ: 

f(x) = x2- 3x، أجد 

نقاط تقاطع منحنى 
 ،x الاقتران مع المحور

وذلك بحلِّ المعادلة 
f(x) = 0، ونقطة رأس 

القطع المُكافئِ، واتجاه 
القطع.
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الوحدة 5

1 ))- = بالتعويض
3

 (3)3 - 3
2

 (3)2 ) - ( 1
3

 (0)3 - 3
2

 (0)2 ))

27 -9)) - =  بالتبسيط
2

 )- (0))= 4 1
2

1 4 وحدة مربعة.
2

إذن، المساحة هي 

ق من فهمي  أتحقَّ

 ، x والمحور ،f(x) =  2 √x :أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران  a( 

. x = 4 و x = 1 :والمستقيمين

. x والمحور ،f(x) = x2 -4 :أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران b( 

م أتعلَّ

بما أنَّ منحنــى الاقتران 
 x f(x) يقطــع المحــور 

 ،x = 3و x = 0 عندمــا
ولا توجــد مســتقيمات 
د المنطقة، فإنَّه يتعيَّن  تُحدِّ
إيجاد التكامل المحدود 

من 0 إلى 3

ر  أتذكَّ

c ⌠ سالبة؛ 
⎮
⌡a

 f(x) dx قيمة

لذا يُختار معكوسها لتنتج 
قيمــة موجبــة تســاوي 
مســاحة المنطقة الواقعة 

.x تحت المحور

ر  أتذكَّ

يُمكِننــي تمثيــل منحنى 
 f(x) = x3-x الاقتران: 
بيانيًّا باســتعمال المشتقة 
كمــا تعلَّمْــتُ ســابقًا، 
وتحديد نقاط تقاطعه مع 

 .x المحور

قــد يقع جــزء مــن المنطقة المحصــورة بين 
منحنى الاقتــران والمحور x أســفل المحور 
x، ويقــع جزء آخــر فوق المحــور x كما في 

الشــكل المجاور. وفــي هذه الحالــة، يُمكِن 
إيجاد المساحة بين المحور x ومنحنى الاقتران 

بتحديد المقطع x لاقتران، ثم إيجاد المساحة باستعمال القاعدة الآتية:

A = -
⌠ c
⎮
⌡a

  f(x) dx + 
⌠b
⎮
⌡c

  f(x) dx

y

x0

y = f(x)

bca

 

 .x والمحور ،f(x) = x 3 - x :أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران

الخطــوة 1:  أُمثِّل منحنى الاقتــران بيانيًّا، ثم أُظلِّل 

المنطقة المطلوب إيجاد مساحتها.

الخطوة 2:  أجد المساحة عن طريق التكامل.

أُلاحِــظ أنَّ جزءًا من المســاحة المطلوبة يقع فوق 
المحور x، وأنَّ الجزء الآخر أسفله.

مثال 4

1-1

f(x) = x
3
 -x y

x0
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يظهــر من التمثيل البياني أنَّ المقطع x الذي يُمكِن تجزئة المســاحة عن طريقه هو 0؛ لذا أجد 
المساحة على النحو الآتي:

بتجزئة المساحة إلى مجموع 
 = A مساحتين فوق المحور x وتحته 

⌠0
⎮
⌡-1

 (x 3 - x) dx + (-
⌠1
⎮
⌡0

 (x 3 - x) dx)

ة، والفرق ) = قاعدتا تكامل اقتران القوَّ 1
4

 x4 - 1
2

 x2 ) ⎮0
⎮
⎮-1

 - ( 1
4

 x4- 1
2

 x2 ) ⎮1
⎮
⎮0

1 )-(0)) = بالتعويض
4

 - 1
2

 )) - (( 1
4

 - 1
2

 ) - (0))

14 ) =  بالتبسيط  ) - (- 14  ) = 1
2

1  وحدة مربعة.
2

إذن، المساحة هي  

ق من فهمي  أتحقَّ

 .x والمحور ،f(x) = x 3 - 9x :أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران

تطبيقات التكامل: الحجوم الدورانية

f(x) = 1. إذا دار جزء من المنحنى محصور 
6

 x 2 + 2 :يُبيِّن الشــكل الآتي منحنى الاقتــران
م الدوراني  بين x = 0 وx = 6 دورة كاملة حول المحور x، فإنَّ الشــكل الناتج يُسمّى المُجسَّ

م عن طريق التكامل. (solid of revolution)، ويُمكِن إيجاد حجم هذا المُجسَّ

0

2

2-2-4-6 4 6

4

6

8

y

x

f(x)

x

y

0

-2

-4

-6

-8

8

6

4

2

2 4 6

f(x)

م  المُجسَّ
الدوراني
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الوحدة 5

 x = a واقعٍ بين ، y = f(x) :ــم الناتج من دوران جزءٍ من منحنى الاقتران حجم المُجسَّ
وx = b ، حيث a < b حول المحور x ، هو: 

V = 
⌠b
⎮
⌡a

 π y 2 dx  or  V = 
⌠b
⎮
⌡a

 π ( f(x) )2 dx

مات الدورانية حجوم المُجسَّ
مفهوم أساسي

 

 أجد حجــم الكــرة الناتجة مــن دوران دائــرة طول 
 نصــف قُطْرها r حول المحــور x إذا كانت معادلتها:

x 2 + y 2 = r 2

لإيجــاد حجم الكــرة الناتجــة مــن دوران الدائرة: 

 = V، لكنيّ أُعيد أولًا 
⌠b
⎮
⌡a

 πy 2 dx  :أســتعمل القاعدة الآتية ،x حول المحور  x 2+ y 2 = r 2

. y 2 = r 2 -x 2  :ترتيب معادلة الدائرة في الصورة الآتية

x م الناتج من الدوران حول المحور  = V قاعدة حجم المُجسَّ
⌠b
⎮
⌡a

 π y 2 dx

y2 = r2 - x2 , a = -r , b = r بتعويض = 
⌠r
⎮
⌡-r

   π (r2 - x2 ) dx

ة المضروب في ثابت، والفرق π(r2 x - 1 = قاعدتا تكامل اقتران القوَّ
3

 x3 ) 
⎮r
⎮
⎮-r

π(r2 (r)- 1) = بالتعويض
3

 (r)3))-(π(r2 (-r)- 1
3

 (-r)3 ))

2 = بالتبسيط
3

 πr3 + 2
3

 πr3 = 4
3

 π r3

4  وحدة مكعبة.
3

 π r3  إذن، حجم الكرة الناتجة هو

مثال 5

x

y

r

-r

-r

r

م أتعلَّ

ــادة  ــة عـ ــرَك الإجابـ تُتـ
.π بدلالـــة 
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ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

أجد كُلاًّ من التكاملات الآتية:

1  
⌠ 3
⎮
⌡-1

 3x2 dx   2  
⌠ 5
⎮
⌡1

 10x-2 dx   3  
⌠ 2
⎮
⌡0

 (3x2 + 4x +3) dx 

4  
⌠ 5
⎮
⌡2

 3x(x +2) dx   5  
⌠ 8
⎮
⌡1

 8 ∛x  dx    6  
⌠ 9
⎮
⌡1

 (√x - 4
√x

 )  dx

7  
⌠ 2
⎮
⌡1

 (2x-4)4  dx    8  
⌠ 4
⎮
⌡0

  1
√6x + 1

  dx   9  
⌠ 3
⎮
⌡1

 (x-2)(x + 2) dx

5 ⌠، فأجد كُلاًّ ممّا يأتي:
⎮
⌡1

  g(x)  dx = 8 5 ⌠، و
⎮
⌡1

 f(x)  dx = 6 2 ⌠، و
⎮
⌡1

 f(x)  dx = -4 :إذا كان

10  
⌠ 2
⎮
⌡2

 g(x)  dx    11  
⌠ 1
⎮
⌡5

 g(x)  dx   12  
⌠ 2
⎮
⌡1

 3 f(x)  dx 

13  
⌠ 5
⎮
⌡2

 f(x)  dx    14  
⌠ 5
⎮
⌡1

 (f(x) - g(x)) dx  15  
⌠ 5
⎮
⌡1

 (4f(x) + g(x)) dx

أحُلُّ الأسئلة الثلاثة الآتية تباعًا:

.n > 0 1 ⌠، حيث
⎮
⌡0

 xn dx 16 أجد 

.⌠ 1
⎮
⌡0

xn (1-x) dx = 1
(n + 1)(n + 2)

 17 أُثبتِ أنَّ 

1 ⌠، ثم أكتب الإجابة في أبسط صورة مُمكِنة.
⎮
⌡0

 xn (1- x2 ) dx 18 أجد 

ق من فهمي  أتحقَّ

ــم الناتج من دوران المنطقة المحصــورة بين المحور x ومنحنى الاقتران:  أجد حجم المُجسَّ
.x حول المحور y = x2 -1
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الوحدة 5

يُمثِّل الاقتران: v(t) = t 2 (6-t) ســرعة ســيّارة بالمتر لــكل ثانية بعد t ثانية من بدء حركتهــا، حيث: t ≤ 6 ≥ 0. إذا 
ة 6 ثوانٍ، فأُجيب عن الأسئلة الآتية: كت السيّارة مدَّ تحرَّ

 19 أجد أقصى سرعة للسيّارة.    20 أُمثِّل منحنى الاقتران v(t) بيانيًّا.

 21 أجد المسافة التي قطعتها السيّارة.

:f(x) = x2 - 2x :يُبيِّن الشكل المجاور منحنى الاقتران

. x  22 أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران، والمحور 

 ،x 23  أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران، والمحور 

.x = 3 والمستقيم

،x 24  أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران، والمحور 

.x = -1 والمستقيم

 ،x f(x) = 3x2 - 2x + 2، والمحــور   25  أجــد مســاحة المنطقــة المحصــورة بيــن منحنــى الاقتــران: 

.x = 2و x = 0 :والمستقيمين

.a > 0 حيث ،a بدلالة الثابت x والمحور ،f(x) = a2 - x2 :26 أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران 

y = (2x + 16 )، والمحورين الإحداثيين.
3
4  27 أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى العاقة: 

 28  يُبيِّن الشكل المجاور منحنى الاقتران: y = kx (4-x). إذا كانت مساحة 

المنطقة بين منحنى الاقتران والمحــور x هي 32 وحدة مربعة، فأجد قيمة 
.k الثابت

ــم الناتج من دوران جــزء من منحنى   29  أجــد حجم المُجسَّ

الاقتــران: y = 0.3x ، يقــع بيــن x = 2  و x = 5 حول 
 .x المحور

y

x0

2

1

1

-1

2 3

3 f(x)

x

y

0

y

x0

2

1

2 4 6
-1
-2
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مهارات التفكير العليا

 ،f(x) = (x-2)2 :يُبيِّــن الشــكل المجــاور منحنيــي الاقترانيــن :  32  تحــدٍّ

و g(x) = (x- 10)(2-x). أجد مســاحة المنطقــة المُظلَّلة R المحدودة 
.x بمنحنيي الاقترانين والمحور

 33  تبرير: يُبيِّن الشــكل المجــاور دائرة معادلتهــا: x2 + y2 = 25. إذا دار الجزء 

المُظلَّــل المحصور بين الدائرة والمســتقيم y = 4 حول المحور x لتشــكيل 
رًا إجابتي. م الناتج، ثم أجد حجمه، مُبرِّ م، فأَصِف شكل المُجسَّ مُجسَّ

 ، ومرَّ المنحنى 
3

x2- 6
: إذا كان ميل العمودي على المماس لمنحنى الاقتران f(x) عند النقطــة (x, y) هو:   34  تحــدٍّ

 بنقطــة الأصل، فأجد مســاحة المنطقــة المحصورة بين منحنــى الاقتــران f(x)، والمحور x، والمســتقيمين:

.x = 2و x = 1

x

R

y

0

15

10

10

5

5

g(x)

f(x)

x

y

0

2

-2

-4

4

5-5

م مهندس صناعي عجلة بكرة عن طريق تدوير   30  هندســة صناعية: صمَّ

 x = 1و x = -1 يقــع بين ، y = x2 + 3 :جــزء من منحنى الاقتران
حول المحور x. أجد حجم عجلة البكرة.

 31  كرة قــدم أمريكيــة: إذا دار منحنــى المعادلة:

x 2  حــول المحور x، فإنَّ الشــكل 

152
 + 

y 2

102
 =1

الناتج يُشــبهِ كرة القدم الأمريكيــة. أجد حجم 
الكرة الناتجة من دوران منحنى المعادلة السابقة 
بًا  حول محور x بالســنتيمترات المكعبــة، مُقرِّ

إجابتي إلى أقرب 3 منازل عشرية.

y

x0

4

2

-2

-4

x

y

-15-20 15

-10

10

20

معلومة

نظــرًا إلــى خطــورة لعبــة 
كرة القــدم الأمريكيــة؛ فإنَّ 
الاعبيــن يرتــدون أدوات 
وقاية خاصة، مثــل: الخُوَذ، 

ووسائد الكتف، والقفافيز. 
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أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران: f(x) = x3 -5x2 + 6x + 4، والمحور x، والمستقيمين:
.x = 3و x = 0

.Enter في شريط الإدخال، ثم أضغط على زِرِّ الإدخال  f(x) = x3 - 5x2 + 6x + 4 :أكتب الاقتران 

  لإيجاد المســاحة بين الاقتران f(x)، والمحور x، والمستقيمين: x = 0 وx = 3، أكتب في شريط الإدخال الصيغة الآتية: 
.Enter ثم أضغط على زِرِّ الإدخال ، Integral (f(x), 0, 3)

  أُلاحِظ تظليل المنطقة المطلوبة، وظهور قيمة التكامل على الشكل. ومنه، فإنَّ المساحة هي 14.25 وحدة مربعة.

نشاط

1

2

3

تطبيقات التكامل: المساحة 
Applications of integration: Area

أســتعمل برمجية جيوجبرا لإيجاد المســاحة بين منحنى الاقتران والمحور x بوصفه تكاماً محدودًا، مراعيًا تحويل إشــارة 
الناتج الســالبة إلى موجبة إذا وقعت  المنطقة أسفل المحور x، ويجب تقســيم هذه المنطقة إلى جزأين إذا كان جزء منها فوق 

المحور x، وجزء آخر تحته، ثم حساب مساحة كل جزء على حِدَة، ثم جمع المساحتين معًا.

x مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران والمحور

 معــمــل
 برمجـيــة
جيوجـبـرا

ب أتدرَّ

.x = 2و x = -1 :والمستقيمين ،x والمحور ،f(x) = x2 + 4 :1 أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران 

.x = 9 والمستقيم ،x والمحور ،f(x) = - √x  :2 أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران 
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أختار رمز الإجابة الصحيحة في كلٍّ ممّا يأتي:

4 ⌠ هي:
⎮
⌡1

 1
√x

  dx 1 قيمة 

a)  -2   b)  - 7
16

c)  1
2

   d)  2

 x √3x  dx 2 ∫  يساوي:

a)  
2 √3

5
  x 

5
2  + C b)  

5 √3
2

  x 
5
2  + C

c)  2 √3x + C  d)  
5 √3

2
  x 

3
2  + C

 3  التكامــل المحــدود الــذي يُمكِن عن طريقــه إيجاد 

 ،f(x) = 4x - x2 المســاحة بين منحنى الاقتــران: 
والمحور x هو:

a)  
⌠ 0
⎮
⌡4

 (4x -x2 ) dx b)  
⌠ 4
⎮
⌡0

 (4x -x2 ) dx 

c)  
⌠ 0
⎮
⌡1

 (4x -x2 ) dx d)  
⌠ 1
⎮
⌡0

 (4x -x2 ) dx

أجد كُلاًّ من التكاملات الآتية:

4  
⌠ 4
⎮
⌡2

 10x3 dx 5  
⌠ 4
⎮
⌡1

 2 √x  dx

6  
⌠ 16
⎮
⌡9

 20
√x

  dx 7  
⌠ 4
⎮
⌡3

 (6x2 -4x)dx

8  
⌠ 1
⎮
⌡0

(x3-x) dx 9  
⌠ -1
⎮
⌡-3

  x + 1

x3
  dx

ــم الناتج من دوران جزء من منحنى   10  أجد حجم المُجسَّ

الاقتران:  f(x) = √x ، يقع بين x = 0  و x = 4 حول 
.x المحور

42

2

1

-1

-2

f(x)

0

y

x

أجد كُلاًّ من التكاملات الآتية:

11  ∫ (8x-10x2 ) dx

12  ∫ 3x - 1
2   dx

13  ∫ 4 + 2 √x

x2
 dx

14  ∫ 4 - x2

2 + x
  dx

15  ∫ (2x-3)5  dx

16  ∫ √x +1  dx

17  ∫ ( x
2 + 3x-2

√x
 ) dx 

18  ∫ (x3-2x2) ( 1
x-2

 ) dx

19  ∫ (√x3 -  1

2 √x3
 + √2 ) dx
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 ،f(x) = x2  20  يُبيِّن الشــكل الآتي منحنــى الاقتــران: 

 حيــث x > 0. إذا كانــت إحداثيــات النقطــة
A(a, a2)، فأُثبتِ أنَّ مســاحة المنطقــة المحصورة بين 

 x = a والمســتقيم x والمحور f(x) منحنــى الاقتران
.ADOB تساوي ثلث مساحة المستطيل

A(a, a2)

D0

B

f(x)y

x

 21  إذا كان: f '' (x) = (ax + b)3، حيــث a وb ثابتــان، 

.f(x) فأجد

بدأ جســيم الحركة في خطٍّ مســتقيم من نقطة الأصل، 
 :(8 + 4t) m/s هي t وكانت سرعته في أيِّ لحظة

 22 أجد المسافة التي يقطعها الجسيم بعد t ثانية.

 23  أجد المســافة التي يقطعها الجسيم بعد ثانيتين من بدء 

حركته.

 .f(x) = 2 + 0.1x4 :24  يُبيِّن الشكل الآتي منحنى الاقتران 

أجد مســاحة المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران 
.x = -2و x = 2 :والمستقيمين ،x والمحور ،f(x)

0

y

x2-2

f(x)

 25  إذا كان: f ' (x) = 2x + 6، وكان لمنحنى f(x) نقطة 

قيمة صغرى محلية تقع علــى المحور x، فأجد قاعدة 
.f(x) الاقتران

تدريب على الاختبارات الدولية

 ⌠  يساوي:
⎮
⌡

 x
3 - 1

x2
  dx 26 

a)  x2

2
 - 1

x
 + C b)  x2

2
 + 1

x
 + C 

c)  x2 - 1
x

 + C d)  x2 - 1
x

 + C

2 ⌠، فإنَّ قيمة الثابت k هي:
⎮
⌡0

 kx dx = 6 :27 إذا كان 

a)  1   b)  2

c)  3   d)  4

3 ⌠ هي:
⎮
⌡0

 (-x2 + 3x) dx 28 قيمة 

a)  3 3
4

   b)  21 1
4

c)  4 1
2

   d)  22 1
2



الوحدة

6
الاقترانات المثلثية  

Trigonometric Functions

ما أهمية هذه 
الوحدة؟

ر فـروع  ة أحـد أكثـ ات المثلثيـ تُعَـدُّ الاقترانـ
الرياضيـات اسـتعمالًا فـي العلـوم المختلفـة؛ إذ يُمكِن 
عـن طريقهـا نمذجـة كثيـر مـن الظواهـر العلميـة، مثل: 

موجـات الصـوت، والضـوء. وكذلك إيجـاد ارتفاع 
المَـدِّ والجَـزْر، وإنشـاء الخرائـط، فضـاً 

عـن اسـتعمالها فـي أنظمـة الأقمـار 
الصناعيـة.

36
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مْتُ سابقًا: تعلَّ

✔  ماهيــة دائــرة الوحــدة، ووضــع الزاويــة 

القياســي.

✔  إيجــاد النســب المثلثيــة للزوايــا ضمــن 

الــدورة الواحــدة.

ــتوى  ــي المس ــة ف ــات المثلثي ــل الاقتران ✔  تمثي

ــا. ــتنتاج خصائصه ــي، واس الإحداث

م في هذه الوحدة:  سأتعلَّ

◂ رسم الزوايا في الوضع القياسي.

◂  التحويل من القيــاس بالدرجات إلى القياس 

بالراديان، والعكس.

◂ إيجاد قِيَم الاقترانات المثلثية لأيِّ زاوية.

◂  تمثيل الاقترانات المثلثية الأساســية بيانيًّا في 

المستوى الإحداثي.

ملحوظة: أستعمل تدريبات )أســتعد لدراسة الوحدة( في الصفحتين )10( و )11( 
من كتاب التمارين؛ لمراجعة هذه الموضوعات قبل البدء بدراسة الوحدة.
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الدرس

1
قياس الزاوية بالراديان

Angle Measure in radian

· رسم الزوايا في الوضع القياسي. فكرة الدرس    

· التحويل من القياس بالدرجات إلى القياس بالراديان، والعكس.    

ة. الراديان، الزوايا المُشترِكة، السرعة الخطية، السرعة الزاويَّ المصطلحات     

مسألة اليوم   إذا كان طـول عقـرب الدقائق في السـاعة المجـاورة cm 6، فكيف أجد    
المسـافة التـي يقطعهـا رأس العقرب بعد مـرور 15 دقيقة علـى حركته؟ 

أجد المسـافة بطريقتيـن مختلفتين.

رسم الزاوية في الوضع القياسي

تعلَّمْــتُ ســابقًا أنَّ الزاوية المرســومة في الوضع 
القياسي في المستوى الإحداثي هي زاوية يقع رأسها 
عند نقطة الأصل (0 ,0)، وضلع ابتدائها مُنطبقِ على 

المحور x الموجب. 

تعلَّمْتُ أيضًا أنَّ قياس الزاوية يصف مقدار الدوران 
واتجاهــه الازمينِ لانتقال من ضلــع الابتداء إلى 

ضلع الانتهــاء، وأنَّ قياس الزاوية يكون موجبًا إذا كان الــدوران عكس اتجاه دوران عقارب 
الساعة، وسالبًا إذا كان الدوران في اتجاه دوران عقارب الساعة.

ضلع الانتهاء

ضلع الابتداء

زاوية في الوضع القياسي

x

y

الدوران عكس
اتجاه دوران

عقارب الساعة

زاوية قياسها موجب

x

y

الدوران في
اتجاه دوران

عقارب الساعة
زاوية قياسها سالب

x

y
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الوحدة 6

    
أرسم في الوضع القياسي الزاوية التي عُلمِ قياسها في كلٍّ ممّا يأتي:

1  240°

بمــا أنَّ الزاوية °240 تزيد علــى الزاوية °180 بمقدار 
°60، فإنَّني أرســم ضلع الانتهاء بالدوران °60 عكس 

اتجاه دوران عقارب الساعة، بدءًا بالجزء السالب من 
.x المحور

2  500°

بمــا أنَّ الزاوية °500 تزيد علــى الزاوية °360 بمقدار 
°140، فإنَّ ضلــع الانتهاء أكمــل دورة كاملة عكس 

اتجاه دوران عقارب الساعة، ثم دار أيضًا °140 عكس 
اتجاه دوران عقارب الساعة.

3  -50°

بما أنَّ °50- زاوية ســالبة، فإنَّني أرسم ضلع الانتهاء 
بالدوران °50 في اتجاه دوران عقارب الســاعة، بدءًا 

.x بالجزء الموجب من المحور

ق من فهمي  أتحقَّ

أرسم في الوضع القياسي الزاوية التي عُلمِ قياسها في كلٍّ ممّا يأتي:
a)  170°   b)  650°   c)  -130°

مثال 1

x

y

240˚

60˚

x

y

500˚

140˚

x

y

-50˚

إرشاد

يُمكِن اســتعمال المنقلة 
لتمثيــل الزوايــا تمثياً 
دقيقًــا. وفي حــال كان 
الرســم تقريبيًّا فيُستعمَل 

التقدير لرسم الزوايا.

ر أتذكَّ

إذا دار ضلع انتهاء الزاوية 
فــي الوضــع القياســي 
دورة كاملــة عكس اتجاه 
دوران عقارب الســاعة، 
فإنَّه يصنع في أثناء دورته 
زوايــا قياســها بيــن 0° 
و °360، وإذا اســتمر في 
دورانــه، فإنَّه يصنع زوايا 

قياسها أكبر من 360°

الراديان

تعلَّمْتُ ســابقًا أنَّه يُمكِن قياس الزوايا بالدرجــات، ويُمكِن أيضًا 
قياســها بوحدةٍ تعتمد على طول قوس الدائرة، وتُســمّى الراديان 
)radian(. فقياس الزاوية المرســومة في الوضع القياســي، التي 
د ضلعُ انتهائها قوسًــا مــن الدائرة، طوله مســاوٍ لنصف قُطْر  يُحدِّ

الدائرة، هو 1 راديان.
وبما أنَّ محيط الدائرة يســاوي 2πr، فإنَّ قياس زاوية الدورة الكاملة هو 2π راديان. وبذلك، 

فإنَّ القياس بالدرجات والقياس بالراديان مُرتبطِان بالمعادلة الآتية:
360° = 2π rad  or  180° = π rad

r
r

1 rad

y

x
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يُكتَــب 1 راديان في صورة: rad 1، وهذا يعني أنَّ قياس الزاوية المســتقيمة هو π rad، وأنَّ 
.2 rad وأنَّ قياس الزاوية التي يقابلها قوس طوله وحدتان هو ، π

2
 rad قياس الزاوية القائمة هو

1O

π rad  rad 2 rad

1O 1

1
1

O

π
2

180° = π rad   1 rad = (180
π )°   1° = π

180
 rad

1  للتحويـل مـن القيـاس بالدرجات إلـى القيـاس بالراديـان، أضرب قيـاس الزاوية 
π rad
180°

في 

2  للتحويـل مـن القيـاس بالراديان إلـى القيـاس بالدرجـات، أضرب قيـاس الزاوية 

 
180°

π rad
في 

التحويل من القياس بالدرجات إلى القياس بالراديان، والعكسمفهوم أساسي م أتعلَّ

في الشكل التالي:
θ = 1 rad

θ ≈ 57.3°

1
1
θ

م أتعلَّ

بوجه عــام، تُحذَف كلمة 

(rad) عنــد التعبير عن 

قياسات الزوايا بالراديان. 

وحين يكون قياس الزاوية 

من دون وحدة، فهذا يعني 

أنَّ قياسها بوحدة راديان.

    
ل قياس الزاوية المكتوبة بالدرجات إلى الراديان، وقيــاس الزاوية المكتوبة بالراديان إلى  أُحــوِّ

الدرجات في كلٍّ ممّا يأتي:

2  - π
12

1  140°

 - π
12  = - π

12  rad ( 180°
π rad) 140° = 140° (π rad

180° )

 = -15° = 140° (π rad
180° )

 = 140 π
180

 = 7 π
9

 rad

ق من فهمي  أتحقَّ

ل قياس الزاوية المكتوبة بالدرجات إلى الراديان، وقيــاس الزاوية المكتوبة بالراديان إلى  أُحــوِّ
الدرجات في كلٍّ ممّا يأتي:

a)  165°  b)  5π
4

   c)  -80°  d)  -6

مثال 2
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الوحدة 6

يُبيِّن الشــكل المجاور القياسات 
المتكافئــة بالدرجــات والراديان 
للزوايا الخاصــة من °0 إلى 360° 

.)2π rad 0 إلى rad  من(

قياس الزوايا الخاصة بالدرجات والراديان مفهوم أساسي

 يُمكِن إيجاد زاوية مُشترِكة في ضلع الانتهاء مع زاوية أُخرى عن طريق الجمع أو الطرح 
 2π لأحد مضاعفات الزاوية °360 أو

بالراديان بالدرجات

إذا كانــت θ  تُمثِّل القيــاس بالراديان 
لزاوية ما، فــإنَّ جميــع الزوايا ذات 
θ + 2nπ هي زوايا مُشترِكة  القياس 

مع θ، حيث n عدد صحيح. 

إذا كانت θ تُمثِّــل القياس بالدرجات 
لزاوية ما، فــإنَّ جميــع الزوايا ذات 
θ + 360° n هــي زوايــا  القيــاس 
مشترِكة مع θ، حيث n عدد صحيح. 

الزوايا المُشتركِة مفهوم أساسي

م أتعلَّ

من المفيد حفظ القياسات 
المتكافئــة بالدرجــات 
والراديان للزوايا الخاصة 
في الربع الأول، وللزاوية 

π = °90؛ فقياســات 
2

 

الزوايا الأخُرى ما هي إلّا 
مضاعفات لقياسات هذه 

الزوايا.

y

x
180˚

150˚
135˚

120˚

0˚ 0

30˚
45˚

60˚
90˚

360˚

240˚
270˚

300˚
315˚

330˚
225˚

210˚

π
6

π
4

π
3

π
22π

33π
4

5π
6

7π
6

5π
4 4π

3 3π
2

5π
3

7π
4

11π
6

π
2π

الزوايا المُشترِكة

يُطلَــق علــى الزوايا في الوضــع القياســي التي لها 
ضلع الانتهاء نفســه، لكنَّ قياســها مختلف، اســم 
الزوايا المُشــترِكة (coterminal angles). فمثاً، 
الزاويتــان A وB في الشــكل المجــاور هما زاويتان 

مُشترِكتان.

A

y

B x



42

م أتعلَّ

إذا كان الفــرق بيــن أيِّ 
زاويتين مــن مضاعفات 
°360 أو 2π، فإنَّهمــا 

تكونان مُشترِكتين.

 

أجد زاويتين إحداهما قياســها موجب، والأخُرى قياسها ســالب، وكلتاهما مُشترِكة في ضلع 
الانتهاء مع كل زاوية معطاة ممّا يأتي، ثم أرسمهما:

1  30°

°390 = (1) °360 + °30 بتعويض n = 1 لإيجاد زاوية مُشترِكة قياسها موجب 

°330 - = (1-) °360 + °30 بتعويض n = -1 لإيجاد زاوية مُشترِكة قياسها سالب

أمّا التمثيل البياني لكلٍّ من الزاويتين فهو:

-330˚

y

O x

390˚

y

O x

2  - π
3

π - بتعويض n = 1 لإيجاد زاوية مُشترِكة قياسها موجب  
3  + 2 (1) π = 5π

3

π - بتعويض n = -1 لإيجاد زاوية مُشترِكة قياسها سالب
3  + 2 (-1) π = - 7 π

3

أمّا التمثيل البياني لكلٍّ من الزاويتين فهو:

7π
3

-

5π
3

y

O x

y

O x

ق من فهمي  أتحقَّ

أجد زاويتين إحداهما قياســها موجب، والأخُرى قياسها ســالب، وكلتاهما مُشترِكة في ضلع 
الانتهاء مع كل زاوية معطاة ممّا يأتي، ثم أرسمهما:

a)  88°     b)  -920°

c)  2π
3      d)  - 3π

4

مثال 3
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الوحدة 6

ر  أتذكَّ

الزاويــة المركزيــة فــي 
الدائرة هــي الزاوية التي 
يقع رأســها علــى مركز 
الدائــرة، وضلعاها نصفا 

قُطْرين في الدائرة.

تطبيقات: طول القوس ومساحة القطاع

د بنقطتيــن عليها، وأنَّ القطــاع هو الجزء  تعلَّمْــتُ ســابقًا أنَّ القوس جزء من الدائــرة مُحدَّ
المحصور بين قوس منها ونصفي القُطْرين اللذين يمرّان بطرفي القوس. وسأتعلَّم الآن إيجاد 

طول القوس ومساحة القطاع عندما يكون قياس الزاوية المركزية بالراديان.

طول القوس

بالكلمات:  طول القــوس s من الدائرة المقابل 

θ بالراديان  لزاوية مركزية قياســها 
يســاوي ناتج ضــرب طول نصف 

.θ في rالقُطْر

s = rθ بالرموز: 

مساحة القطاع

بالكلمات:  مســاحة القطاع A الذي قياس زاويته المركزيــة θ بالراديان في دائرة 

طول نصف قُطْرها r تســاوي نصف ناتج ضــرب مربع طول نصف 
.θ في rالقُطْر

A = 1
2

 r2 θ بالرموز: 

طول القوس ومساحة القطاع مفهوم أساسي

قطاع

طول
القوس

s

r

θ

    
ا زاويته المركزية  يُبيِّن الشــكل المجاور قطاعًا دائريًّ
°240 فــي دائرة طول نصف قُطْرهــا cm 4. أجد 

بًا إجابتي إلى  طول القوس ومســاحة القطــاع، مُقرِّ
أقرب جزء من عشرة. 

لإيجاد طــول قوس القطــاع الدائري باســتعمال 
ل قياس زاويــة القطاع من  الصيغــة: s = rθ، أُحوِّ

الدرجات إلى الراديان.

مثال 4

r = 4

s

θ = 240˚
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ل قياس الزاوية المركزية من الدرجات إلى الراديان. الخطوة 1: أُحوِّ

( 
π rad
180° π rad) °240 = °240 بالضرب في ( 

180° )
π 4 = بالتبسيط

3

الخطوة 2: أجد طول القوس.

s = r θ صيغة طول القوس

r = 4, θ = 
4 π
3

π 4) 4 = بتعويض 
3 )

16.8 ≈ باستعمال الآلة الحاسبة

إذن، طول القوس هو cm 16.8 تقريبًا.

الخطوة 3: أجد مساحة القطاع.

A = 1 صيغة مساحة القطاع
2  r 2 θ

r = 4, θ = 
4 π
3

1 = بتعويض 
2  (4)2 (4 π

3 )
33.5 ≈ باستعمال الآلة الحاسبة

إذن، مساحة القطاع هي cm2 33.5 تقريبًا.

ق من فهمي  أتحقَّ

ا زاويتــه المركزية °50 في دائرة  يُبيِّن الشــكل المجاور قطاعًا دائريًّ
بًا  طول نصف قُطْرها cm 9. أجد طول القوس ومساحة القطاع، مُقرِّ

إجابتي إلى أقرب جزء من عشرة. 
9 cm

50˚

تنبيه

وحــدة قيــاس طــول 

القوس هــي cm، وليس 

cm rad؛ لأنَّ الراديــان 

نســبة با وحدة، وكذلك 

هو حال مساحة القطاع.

تطبيقات: الحركة الدائرية

ك على محيط دائرة كما في الشــكل  إذا افترضْتُ أنَّ نقطة تتحرَّ
المجاور، فإنَّه يُمكِنني وصف حركتها باستعمال السرعة الخطية 
ل الذي تتغيَّر فيه المســافة  (linear speed) التي تُمثِّل المُعدَّ

المقطوعة. فالســرعة الخطية هي المســافة المقطوعة مقسومة 
ة الزمنية المنقضية. على المدَّ

r

s
θ
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الوحدة 6

لغة الرياضيات

يُقرَأ:   ω الحرف اليوناني 
أوميغــا، وهو يُســتعمَل 
للدلالــة على الســرعة 

ة. الزاويَّ

ة (angular speed) التي تُمثِّل  يُمكِنني أيضًا وصف حركة النقطة باستعمال الســرعة الزاويَّ
ة هي قيمــة التغيُّر في قياس  ل الذي يتغيَّر فيه قياس الزاوية المركزية. فالســرعة الزاويَّ المُعــدَّ

الزاوية بالراديان مقسومة على الزمن المنقضي. 

:r ك بسرعة ثابتة على محيط دائرة، طول نصف قُطْرها بافتراض أنَّ نقطة تتحرَّ

ة زمنية مقدارها  t، فإنَّ الســرعة  · إذا كان s هو طول القوس الذي تقطعه النقطة في مدَّ
الخطية v لهذه النقطة تعطى بالعاقة الآتية:

v = s
t

إذا كانت θ هي زاويــة الدوران )بالراديان( التي دارتها  ·
 ω ة ة زمنية مقدارها  t، فإنَّ السرعة الزاويَّ النقطة في مدَّ

لهذه النقطة تعطى بالعاقة الآتية:

ω = θ
t

السرعة الخطية والسرعة الزاويَّة مفهوم أساسي

r

s
θ

  مثال 5 : من الحياة

 ،15 in سيّارة: إطار ســيّارة يبلغ طول قُطْره
ويدور 9.3 دورات في الثانية:

ــش  ــار بالإن ــة للإط ــرعة الخطي ــد الس   أج
ــة. ــكل ثاني ل

بمــا أنَّ قياس الــدورة الكاملة 2π، فــإنَّ 9.3 دورات تقابــل زاوية الدوران θ التي قياســها 
2π × 9.3، أو π 18.6 راديان.

v = s السرعة الخطية
t

s = rθ بتعويض  = rθ
t

r = 7.5, θ = 18.6 π, t = 1 sec (7.5) =  بتعويض(18.6 π)inch
1 sec

139.5π inch =  بالتبسيط
1 sec

إذن، السرعة الخطية للإطار هي π 139.5 إنش لكل ثانية، أو 438.25 إنش لكل ثانية تقريبًا.

15 in 1
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ة للإطار بالراديان لكل ثانية.  أجد السرعة الزاويَّ

ω = θ السرعة الزاويَّة
t

t = 1 sec , θ = 18.6 π 18.6 =  بتعويض π rad
1 sec

ة للإطار هي π 18.6 راديان لكل ثانية، أو 58.4 راديان لكل ثانية تقريبًا. إذن، السرعة الزاويَّ

ق من فهمي  أتحقَّ

ــط منارة قنــاة ماء،  منــارة: تتوسَّ
ك ضوؤها حركــة دائرية  ويتحــرَّ
بســرعة ثابتــة. إذا أكمــل ضوء 
المنــارة دورة كاملة كل 10 ثوانٍ، 
ة لضوئها في  فأجد الســرعة الزاويَّ

الدقيقة.

2

s

م أتعلَّ

ك جسم حركة  عندما يتحرَّ
دائرية، فإنَّ سرعته تقاس 
بالسرعة الخطية، في حين 
تقاس سرعة تغيُّر الزاوية 

ة. بالسرعة الزاويَّ

ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

أرسم في الوضع القياسي الزاوية التي عُلمِ قياسها في كلٍّ ممّا يأتي:

1  450°   2  -900°   3  540°  4  - 700°

5  – π
6

   6  21 π
4

   7  7π
6

  8  π
9

ل قياس الزاوية المكتوبة بالدرجات إلى الراديان، والزاوية المكتوبة بالراديان إلى الدرجات في كلٍّ ممّا يأتي: أُحوِّ

9  -225°   10  -135°   11  75°  12  500°

13  – π
7

   14  5π
12

   15  1.2  16  4
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الوحدة 6

 31  تيار ماء: اســتعمل العلماء عجلة مجداف 

لقياس ســرعة التيارات المائيــة بناءً على 
ل الــدوران. أجد ســرعة تيــار مائي  مُعدَّ
بالمتر لــكل ثانيــة إذا دارت العجلة 100 
دورة في الدقيقــة، علمًا بــأنَّ طول عجلة 
المجداف )المســافة من مركز الدائرة إلى 

0.20 m طرف المجداف( هو

أجد زاويتين إحداهما قياســها موجب، والأخُرى قياسها ســالب، وكلتاهما مُشترِكة في ضلع الانتهاء مع كل زاوية معطاة 
ممّا يأتي، ثم أرسمهما:

17  50°   18  135°   19  1290°  20  -150°

21   11π
6

   22   – π
4

   23   – π
12

  24  7 π
6

بًا إجابتي إلى أقرب جزء من عشرة: أجد طول القوس ومساحة القطاع في كلٍّ ممّا يأتي، مُقرِّ

25  15 cm

1.8

   26  

24 cm

2.7

  27  

6.5 cm
4

يُمثِّل الشكل المُظلَّل المجاور جزءًا من قطاع دائري:

 28 أجد مساحة هذا الشكل.

 29 أجد محيط هذا الشكل.

 30 قطاع دائري مساحته cm2 500، وطول قوسه cm 20، أجد قياس زاويته بالراديان.

1.6

10 cm
15 cm

rpm
1 0 0

معلومة

الجــزري مهنــدس عبقري 
مسلم، وُلدِ عام 1136م، وقد 
ة  ل مِضَخَّ ن من ابتكار أوَّ تمكَّ
مياه في التاريــخ، وهي الآلة 
ا فاعاً  التي أدَّت دورًا محوريًّ

في الثورة الصناعية بأوروبا.
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مهارات التفكير العليا

ا مساحته بالأمتار المربعة:  تبرير: قطاع دائري طول قوسه بالسنتيمترات يساوي عدديًّ

رًا إجابتي.  35 أجد نصف قُطْر القطاع الدائري، مُبرِّ

رًا إجابتي.  36 أجد قياس زاوية القطاع، مُبرِّ

رًا إجابتي.  37 تبرير: أجد قياس الزاوية θ في الشكل المجاور، مُبرِّ

: في الشــكل المجاور، ACD زاوية مســتقيمة، وABE قطاع  تحدٍّ
 ،C قطاع دائري مركزه CEDو ،r ونصف قُطْــره ،B دائري مركزه

:m∠ACE = π
4

و ABE∠ قائمة، و  

 √2 r هو CD  38 أُثبتِ أنَّ طول 

 39 أجد قياس ECD∠ بالراديان.

.r = 10 cm َّ40 أجد محيط الشكل ومساحته، علمًا بأن 

r = 4

y

x

θ

4

E

A B C Dr

π
4

ل  ر طفــل حجرًا مربوطًا بطــرف حبل طولــه ft 3 بمُعدَّ  32  يُدوِّ

ة والسرعة الخطية  15 دورة في 10 ثوانٍ. أجد الســرعة الزاويَّ

للحجر.

قُطْر شفرة منشار دائرية الشــكل in 7.5، وهي تدور 2400 دورة في 
الدقيقة: 

ة لهذه الشفرة بالراديان لكل ثانية.  33  أجد السرعة الزاويَّ

 34  أجد السرعة الخطية لأسنان المنشــار عند مامستها الخشب 

المراد قطعه.

7.5 in

معلومة

الشــفرة الماســية هي شفرة 
منشــار تحتوي علــى ماسٍ 
مُثبَّــت بحافتها، وتُســتعمَل 
لْبة، مثل:  لقطع المــواد الصُّ
الرخام، وحجر البناء، وباط 

السيراميك.
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الدرس

2
الاقترانات المثلثية

Trigonometric Functions

إيجاد قِيَم الاقترانات المثلثية لأيِّ زاوية. فكرة الدرس    

المصطلحات  الاقتــران المثلثي، قاطع التمــام، القاطع، ظل التمام، اقترانات المقلــوب، الزاوية الربعية، الزاوية    
المرجعية.

ط  تي هيدروجين، وتتوسَّ ة أكسجين وذرَّ ن جزيء الماء من ذرَّ مسألة اليوم  يتكوَّ   

ة الأكســجين هذا الجزيء، ويكون قياس الزاوية θ بين رابطتي  ذرَّ

.cos 7 π
12

π 7 تقريبًا. أجد 
12

  O-H
O

HH

OO

HH
θ = 7 π

12

الاقترانات المثلثية

الاقتران المثلثي (trigonometric function)  هو قاعدة معطاة باستعمال النسبة المثلثية. 
ة فيه لإيجاد النسب  وتُســتعمَل قياسات أطوال أضاع المثلث القائم الزاوية وقياس زاوية حادَّ

د ستة اقترانات مثلثية. المثلثية الست التي تُحدِّ

ة في مثلث قائم الزاوية، فإنَّ الاقترانات  إذا مثَّلــت θ قياس زاوية حادَّ
المثلثية الستة تُعرَف بدلالة الوتر، والضلع المقابل، والضلع المجاور 

كما يأتي:

sin θ = 
المقابل

الوتر
(sine) الجيب csc θ = 

الوتر
المقابل

)cosecant( قاطع التمام

cos θ = 
المجاور

الوتر  (cosine) جيب التمام sec θ = 
الوتر

المجاور
)secant( القاطع

tan θ = 
المقابل
 المجاور

(tangent) الظل cot θ = 
المجاور
المقابل

)cotangent( ظل التمام

الوتر
الضلع

المقابل

الضلع المجاور
θ

الاقترانات المثلثية مفهوم أساسي
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يُطلَــق علــى اقترانات قاطــع التمــام، والقاطع، وظــل التمام، اســم  اقترانــات المقلوب  
(reciprocal functions)؛ لأنَّهــا مقلــوب نســب الجيب، وجيب التمــام، والظل على 

الترتيب، ويُمكِن تعريفها على النحو الآتي:

csc θ = 1
sin θ

 ,  sec θ = 1
cos θ

 ,  cot θ = 
1

tan θ

م أتعلَّ

يُمكِن اشتقاق العاقات 
الآتيــة مــن تعريفــات 
اقترانات الجيب، وجيب 
التمــام، والظــل، وظل 

التمام:

tan θ = sin θ
cos θ

 ,

cot θ = 
cos θ
sin θ

ر أتذكَّ

تنص نظريــة فيثاغورس 
علــى أنَّ مربع طول الوتر 
في المثلث القائم الزاوية 
يســاوي مجموع مربعي 
طولي الضلعين الآخرين؛ 

: أيْ إنَّ
c2 = a2 + b2

c

b

a

 

أجد قِيَــم الاقترانات المثلثية الســتة للزاوية θ في المثلث 
المجاور.

الخطوة 1: أجد طول الوتر باستعمال نظرية فيثاغورس.

c2 = a2 + b2 نظرية فيثاغورس

a = 5, b = 12 بتعويضc2 = 52 + 122

c2 = 169بالتبسيط

c = ± √169بأخذ الجذر التربيعي لكا الطرفين

c = 13الطول لا يُمكِن أنْ يكون سالبًا

.θ  الخطوة 2: أجد الاقترانات المثلثية للزاوية

sin θ = 
المقابل

الوتر  = 12
13

 cos θ = 
المجاور

الوتر  = 5
13

 tan θ = 
المقابل
12 = المجاور

5

csc θ = 
الوتر

13 = المقابل
12

 sec θ = 
الوتر

13 = المجاور
5

 cot θ = 
المجاور
المقابل  = 5

12

ق من فهمي  أتحقَّ

أجد قِيَم الاقترانات المثلثية الستة للزاوية θ في المثلث المجاور.

θ

12

5

مثال 1

7 5

θ

قِيمَ الاقترانات المثلثية لأيِّ زاوية باستعمال نقطة معلومة

ة )في المثلث القائم الزاوية(،  يُمكِن تعميم تعريفات الاقترانات المثلثية الخاصة بالزاوية الحادَّ
لتشمل أيَّ زاوية في الوضع القياسي.
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الوحدة 6

 

تقع النقطة (5- ,3-) على ضلع انتهاء الزاوية θ المرســومة في الوضع القياســي. أجد قِيَم 
.θ  الاقترانات المثلثية الستة للزاوية

.r  الخطوة 1:  أرسم الزاوية، ثم أجد قيمة

r = √x2 + y 2 نظرية فيثاغورس

x = -3, y = -5 2(5-) + 2(3-)√ = بتعويض

34√ = بأخذ الجذر التربيعي الموجب

الخطوة 2:   أستعمل القِيَم: x = -3, y = -5, r = √34 لكتابة الاقترانات المثلثية الستة.

 sin θ = 
y
r  = -5

√34
 = - 5

√34
 csc θ = 

r
y  = √34

-5
 = - √34

5

 cos θ = 
x
r  = -3

√34
 = - 3

√34
 sec θ = 

r
x  = √34

-3
 = - √34

3

 tan θ = 
y
x  = -5

-3
 = 5

3
  cot θ = 

x
y  = -3

-5
 = 3

5

ق من فهمي  أتحقَّ

تقــع النقطــة (3- ,1) على ضلع انتهاء الزاوية θ المرســومة في الوضع القياســي. أجد قِيَم 
.θ الاقترانات المثلثية الستة للزاوية

y

x5

5

-5

-5

θ

r

P (-3, -5)

y = -5x = -3

مثال 2

إذا كانت θ زاوية مرســومة في الوضع القياســي، والنقطة 
P(x, y) تقع على ضلع الانتهاء للزاويــة θ، وr يُمثِّل البُعْد 

 ،r = √x2 + y2 , r ≠ 0 :ونقطة الأصل، حيث P بين النقطة
ف كما يأتي: فإنَّ الاقترانات المثلثية للزاوية θ تُعرَّ

 sin θ = 
y
r    cos θ = 

x
r   tan θ = 

y
x  , x ≠ 0

 csc θ = 
r
y  , y ≠ 0  sec θ = 

r
x , x ≠ 0 cot θ = 

x
y  , y ≠ 0

θ

P (x, y)

y

y
r

xx

الاقترانات المثلثية لأيِّ زاوية مفهوم أساسي



52

تعلَّمْتُ في الأمثلة الســابقة إيجــاد قِيَم الاقترانات المثلثية للزاوية θ من دون معرفة قياســها. 
وسأتعلَّم الآن طرائق إيجاد قِيَم هذه الاقترانات عندما يكون قياس الزاوية θ فقط معلومًا.

إيجاد قِيمَ الاقترانات المثلثية للزوايا الربعية

إذا انطبق ضلع انتهاء الزاوية θ المرسومة في الوضع القياسي على أحد المحورين الإحداثيين، 
.(quadrantal angle) فإنَّ هذه الزاوية تُسمّى زاوية ربعية

θ

(0, -r)

y

O x

θ

y

O x(-r, 0)

θ
(0, r)

y

O x
θ

(r, 0)

y

O x

θ = 270°

أو

θ = 3 π
2

 rad

θ = 180°

أو

θ = π rad

θ = 90°

أو

θ = π
2

 rad

θ = 0°

أو

θ = 0 rad

الزوايا الربعية مفهوم أساسي

يُمكِــن إيجاد قِيَم الاقترانات المثلثية للزوايا الربعية باختيار نقطة تقع على ضلع انتهاء الزاوية، 
ثم إيجاد الاقتران المثلثي عند تلك النقطة.

 

ف(: فًا، وإلّا أكتب عبارة )غير مُعرَّ أجد قيمة كل اقتران مثلثي ممّا يأتي إذا كان مُعرَّ

1  cot 270°

 ينطبق ضلع انتهاء الزاوية °270 على المحور y  السالب،
:r = 1 َّعلى ضلع الانتهاء؛ لأن P(0, -1) فأختار النقطة

cot (270°) = x اقتران ظل التمام
y

x = 0, y = -1 0 = بتعويض
-1

 = 0

مثال 3

θ = 270˚

P (0, -1)

1

1

-1

-1

y

O x

م أتعلَّ

لتسهيل عملية الحساب، 
 r أختــار نقطة تكون قيمة

عندها 1
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الوحدة 6

θ

y

O x

θ' θ

y

O x
θ'

θ

y

O x
θ'

θ

y

O x

θ ' = θθ ' = 180° - θ

θ ' = π - θ

θ ' = θ - 180°

θ ' = θ - π

θ ' = 360° - θ

θ ' = 2π - θ

الربع الثالثالربع الأول الربع الرابعالربع الثاني

الزوايا المرجعية مفهوم أساسي

2  csc(-π)

 ينطبق ضلع انتهاء الزاوية π- على المحور x  السالب،
:r = 1 َّعلى ضلع الانتهاء؛ لأن P(-1, 0) فأختار النقطة

csc(-π) = r اقتران قاطع التمام
y

r = 1, y = 0 1 =  بتعويض
0

3  cos 4π

 ينطبق ضلع انتهاء الزاوية 4π على المحور x  الموجب،
:r = 1 َّعلى ضلع الانتهاء؛ لأن P(1, 0) فأختار النقطة

cos(4π) = x اقتران جيب التمام
r

x = 1, r = 1 1 =  بتعويض
1

 = 1

ق من فهمي  أتحقَّ

ف(: فًا، وإلّا أكتب عبارة )غير مُعرَّ أجد قيمة كل اقتران مثلثي ممّا يأتي إذا كان مُعرَّ

a)  sin 3π   b)  tan 90°   c)  sec ( - 3π
2

 )

P (-1, 0)

θ = - π

y

O x

ف غير مُعرَّ

P (1, 0)

θ = 4π

y

O x

م أتعلَّ

يوجد عــدد لانهائي من 
الزوايا الربعية التي تشترك 
مــع الزوايــا الربعية في 
الــدورة الكاملة، وتكون 
 90° قياساتها مضاعفات 

π
2

أو 

لغة الرياضيات

الرمز  ' θ يُقرَأ: ثيتا برايم.

إيجاد قِيمَ الاقترانات المثلثية باستعمال الزوايا المرجعية

إذا كانــت θ زاويــة غيــر ربعية مرســومة فــي الوضع القياســي، فــإنَّ  الزاويــة المرجعية  
 θ المحصورة بين ضلع انتهاء الزاوية θ ' ة (reference angle) للزاوية θ هي الزاويــة الحادَّ

والمحور x. يُبيِّن الجدول الآتي العاقة بين θ و ' θ لأيِّ زاوية θ غير ربعية.
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تُســتعمَل الزوايا المرجعية لإيجاد قيمة الاقترانات المثلثية لأيِّ زاوية θ، وتعتمد إشــارة قيمة 
.θ  الاقتران المثلثي على الربع الذي يقع فيه ضلع انتهاء الزاوية

:θ بعِ الخطوات الآتية لإيجاد قيمة الاقترانات المثلثية لأيِّ زاوية أَتَّ

.θ ' الخطوة 1: أجد قياس الزاوية المرجعية

.θ ' الخطوة 2: أجد قيمة الاقتران المثلثي للزاوية المرجعية

الخطــوة 3: أســتعمل الربــع الــذي يقع فيه 

ضلع انتهــاء الزاوية θ، لتحديد إشــارة قيمة 
الاقتران المثلثي للزاوية θ، مستعيناً بالمُخطَّط 

المجاور.

يُبيِّــن الجــدول الآتي قِيَم بعــض الاقترانات 
المثلثية للزوايا الخاصة.

60° = π
3

45° = π
4

30° = π
6θ

√3
2

1
√2

1
2sin θ

1
2

1

√2
√3
2

cos θ

√31
1

√3tan θ

   

أجد قيمة كلٍّ ممّا يأتي:

1  sin 135°

يقع ضلع انتهاء الزاوية °135 في الربع الثاني؛ لذا أستعمل زاويتها المرجعية:

θ ' = 180° - θ بإيجاد قياس الزاوية المرجعية

θ = 135° = 180° - 135° = 45°

sin 135° = sin 45° = 1 الجيب موجب في الربع الثاني
√2

مثال 4

θ = 135˚
θ'= 45˚

y

x

sin θ, csc θ : +

cos θ, sec θ : -

tan θ, cot θ : -

sin θ, csc θ : +

cos θ, sec θ : +

tan θ, cot θ : +

sin θ, csc θ : -

cos θ, sec θ : -

tan θ, cot θ : +

sin θ, csc θ : -

cos θ, sec θ : +

tan θ, cot θ : -

الربع الأول

الربع الرابع

الربع الثاني

الربع الثالث

م أتعلَّ

بمــا أنَّ القِيَــم الدقيقــة 
لاقترانــات المثلثيــة 
الخاصــة:  ـا  للزوايـ
°60 ,°45 ,°30 معلومة، 

قِيَم  فإنَّــه يُمكِن إيجــاد 
ـات المثلثيــة  الاقترانـ
لجميع الزوايا التي تُمثِّل 
الزوايا الخاصــة مرجعًا 

لها.
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الوحدة 6

2  cos 600°

بما أنَّ الزاوية °600 أكبر من الزاوية °360، فإنَّني أجد أولًا الزاوية المُشترِكة مع الزاوية 
°600، التي قياسها موجب، وأقل من 360°:

بتعويض n = -1 لإيجاد زاوية 
مُشترَكة قياسها موجب

600° + 360° (-1) = 240°

يقع ضلع انتهاء الزاوية °240 في الربع الثالث؛ لذا أستعمل زاويتها المرجعية:

 θ ' = θ - 180° بإيجاد قياس الزاوية المرجعية

θ = 240° = 240° - 180° 

 = 60°

cos 600° = - cos 60° = - 1 جيب التمام سالب في الربع الثالث
2

3  csc 17π
6

 ، 17π
6

17π  أكبر من 2π، فإنَّني أجد أولًا الزاوية المُشترِكة مع الزاوية  
6

بما أنَّ الزاوية  
:2π التي قياسها موجب، وأقل من

بتعويض n = -1  لإيجاد زاوية 
مُشترَكة قياسها موجب

17π
6

 + 2 (-1)π = 5π
6

5π في الربع الثاني؛ لذا أستعمل زاويتها المرجعية:
6

يقع ضلع انتهاء الزاوية  

θ ' = π - θ بإيجاد قياس الزاوية المرجعية

θ = 5π
6

 = π - 5π
6

 = π
6

csc 17π قاطع التمام موجب في الربع الثاني
6

 = csc π
6

 = 2

4  cot (- 4π
3

 )

 ،( - 4π
3

4π - ) سالبة، فإنَّني أجد أولًا الزاوية المُشترِكة مع الزاوية ( 
3

بما أنَّ الزاوية ( 
:2π التي قياسها موجب، وأقل من

بتعويض n = 1 لإيجاد زاوية مُشترَكة 
قياسها موجب

- 4π
3

 + 2 (1)π = 2π
3

θ = 600˚

θ'=60˚

y

x

y

x

17π
6

π
6

θ =

θ'=

y

x
4π
3

θ = -

π
3

θ' =
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2π في الربع الثاني؛ لذا أستعمل زاويتها المرجعية:
3

يقع ضلع انتهاء الزاوية 

θ ' = π - θ بإيجاد قياس الزاوية المرجعية

θ = 2π
3

 = π - 2π
3

 = π
3

 - ) cot ظل التمام سالب في الربع الثاني
4π
3

 ) = - cot π
3

 = - 1
√3

ق من فهمي  أتحقَّ

أجد قيمة كلٍّ ممّا يأتي:

a)  sin 210°     b)  cos 510°

c)  sec 5 π     d)  tan ( - 2π
3

 )

تعلَّمْــتُ في الأمثلة الســابقة إيجاد قِيَم الاقترانــات المثلثية إذا عُلِمت نقطــة تقع على ضلع 
الزاوية θ، أو إذا عُلِم قياسها. وسأتعلَّم في المثال الآتي إيجاد قِيَم الاقترانات المثلثية إذا عُلِمت 

قيمة اقتران مثلثي أو أكثر للزاوية θ، والربع الذي يقع فيه ضلع انتهائها.

 

إذا كان tanθ =  - 4، حيــث sin θ < 0، فأجــد قيمة كلٍّ من الاقترانات المثلثية الخمســة 
.θ المتبقية للزاوية

.θ أجد القِيَم الدقيقة لاقترانات الأخُرى بإيجاد إحداثيي نقطة تقع على ضلع انتهاء الزاوية

 x تقع في الربع الرابع، وهذا يعني أنَّ إشارة θ سالب، فإنَّ الزاوية sin θ سالب و tan θ َّبما أن
موجبة وإشارة y سالبة.

:r فأستعمل النقطة (4- ,1) لإيجاد قيمة ،tan θ = 
y

x
 = -4

1
وبما أنَّ  

r = √x2 + y 2 نظرية فيثاغورس

x = 1, y = - 4 2 (4-) + 2(1)√ = بتعويض

17√ = بأخذ الجذر التربيعي الموجب

مثال 5
م أتعلَّ

يُمكِنني اختيــار أيِّ قيمة 
لـ x و y بحيث يكون ناتج 

القسمة مساويًا لـ 4-

θ

2

4

1

(1, -4)

-2

-4

y

x

√17
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الوحدة 6

أستعمل x = 1, y = -4, r = √17 لإيجاد قِيَم الاقترانات المثلثية الأخُرى:

sin θ = 
y
r  = -4

√17
 = - 4

√17
  csc θ = 

r
y  = √17

-4
 = - √17

4

cot θ = 
x
y  = 1

-4
 = - 

1
4  cos θ = 

x
r  = 1

√17
 sec θ = 

r
x  = √17

1
 = √17

ق من فهمي  أتحقَّ

إذا كان sec θ = 2، حيث sin θ < 0، فأجد قيمة كلٍّ من الاقترانات المثلثية الخمسة المتبقية 
.θ للزاوية

  مثال 6 : من الحياة

تزلُّج: يُمكنِ حســاب الزمــن )بالثواني( الذي 
تســتغرقه عملية الانزلاق على منحدر تَلٍّ يميل 
θ باستعمال العلاقة:  عن الأفق بزاوية قياســها 
t = √d csc θ، حيث d طول المنحدر بالأقدام. 

4

. π
6

أجد الزمن الذي تستغرقه عملية الانزلاق على منحدر طوله ft 2000، وزاوية ميله  

:θ = 
π
6

يُمكِن إيجاد الزمن الازم لعملية الانزلاق على المنحدر بتعويض d = 2000، و 

t = √d csc θ العاقة الأصلية
4

d = 2000, θ = π
6

 = بتعويض 
√2000 csc π

6
 

4
 

csc π
6

 = 2 = 
√ 2000×2

4

4000√ = بالتبسيط
4

10√ 20 = بتبسيط الجذر التربيعي
4

10√ 5 = بالتبسيط

إذن، الزمن الذي تستغرقه عملية الانزلاق على المنحدر هو  10√ 5 ثانية.

ق من فهمي أتحقَّ

 ، π
4

أجــد الزمن الذي تســتغرقه عملية الانزلاق علــى منحدر طولــه ft 3000، وزاوية ميله 
مُستعمِلًا العلاقة الواردة في المثال 6.

θ

d معلومة

التزلُّــج علــى المنحدرات 
الجليديــة هــو نــوع مــن 
الرياضــات الشــتوية، يُمثِّل 
إحدى المسابقات الرئيسة في 

الألعاب الأولمبية الشتوية.
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معكوس اقتران الجيب، وجيب التمام، والظل

تعلَّمْتُ ســابقًا أنَّه يُمكِن إيجاد الاقتران العكســي لاقترانٍ إذا وفقــط إذا كان الاقتران واحدًا 
ق  لواحــد، وهذا يعني أنَّ كل عنصر في مداه يرتبط بعنصر واحد فقط في مجاله، ويُمكِن التحقُّ

من ذلك باستعمال اختبار الخط الأفقي.

أُلاحِــظ من الشــكل المجــاور أنَّ اقتــران الجيب 
y = sin x فشل في اختبار الخط الأفقي؛ ما يعني أنَّه 

ليس اقتران واحــد لواحد؛ لذا لا يُمكِن إيجاد اقتران 
عكسي له.

 -] كما في الشــكل الآتي، فإنَّه 
π
2

 , 
π
2

ولكــنْ، لو اقتصر مجــال اقتران الجيب على الفترة [ 
يصبــح اقتران واحد لواحــد لجميع قِيَم المدى [1 ,1-]، عندئذٍ يُمكِن إيجاد اقتران عكســي 

.y = sin-1 x د، ويُسمّى معكوس اقتران الجيب لاقتران الجيب في المجال المُحدَّ

1

-1

y

xπ-π-2π 2π

y = sin x

أمّــا التمثيل البياني لاقتــران y = sin-1 x فيُمكِن إيجاده بعكس منحنــى اقتران الجيب في 
د حول المحور y = x كما في الشكل الآتي. المجال المُحدَّ

1

-1

y

x

y = x

-1 1π
2

-

π
2

-

π
2

π
2

(-1,       )π
2

-

(1,   )π
2

(      , -1)π
2

-

(   , 1)π
2

y = sin-1 x
y = sin x

د  نتيجةً لما سبق؛ يُمكِن إيجاد معكوس اقتران الجيب، وجيب التمام، والظل ضمن مجال مُحدَّ
باستعمال تعريف الاقتران العكسي.

1

-1

y

xπ-π-2π 2π

y = sin x

ر أتذكَّ

اقتران واحــد لواحد هو 
اقتران لا يوجد في مجاله 
قيمتــان مُرتبطِتان بالقيمة 

نفسها في المدى. 
يُمكِــن تحديــد إذا كان 
الاقتران واحدًا لواحد أم 
لا باستعمال اختبار الخط 
الأفقــي )مســتقيم أفقي 
يقطع منحنى الاقتران في 
نقطة واحدة على الأكثر(.
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معكوس اقتران الظل معكوس اقتران جيب التمام معكوس اقتران الجيب

y = tan-1 x إذا وفقط إذا 

 ، -∞ < x < ∞ :حيث ،tan y = x

- 
π
2

 < y < 
π
2

و 
المجال: (∞ ,∞-).
.(- 

π
2

 , 
π
2

المدى: ( 

 ،cos y = x إذا وفقط إذا y = cos-1 x

0≤ y ≤ π 1- ، و≤ x ≤1 :حيث
المجال: [1 ,1-].

.[0, π] :المدى

y = sin-1 x إذا وفقط إذا 

 ، -1≤ x ≤1 :حيث ،sin y = x

- 
π
2

 ≤ y ≤ 
π
2

و 
المجال: [1 ,1-].

.[- 
π
2

 , 
π
2

المدى: [

O 1-1

y

x

y = tan-1 x

π
2

π
2

-

O 1-1

y

x

y = cos-1 x

-π

π

O

1-1

y

x

y = sin-1 x

π
2

π
2

-

مفهوم أساسي
معكوس اقتران الجيب، وجيب التمام، والظل

لإيجاد قيمة اقتران عكســي عنــد نقطة ما، تُعكَس قاعــدة الاقتران الأصلي. فمثــاً، بما أنَّ  
.sin-1 1 = 

π
2

 sin، فإنَّ  
π
2

 = 1

 

أجد قيمة كلٍّ ممّا يأتي )إنْ وُجِدت(:

1  sin-1 1
2

: π ؛ لذا، فإنَّ
6

 -] هي 
π
2

 , 
π
2

1 في الفترة [ 
2

الزاوية التي قيمة الجيب لها 

sin-1 1
2

 = 
π
6

2  cos-1 √3
2

: π ؛ لذا، فإنَّ
6

3√ في الفترة [π ,0] هي 
2

الزاوية التي قيمة جيب التمام لها 

cos-1 √3
2

 = 
π
6

مثال 7
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3  tan -1 1

: π ؛ لذا، فإنَّ
4

π -) هي 
2

 , π
2

الزاوية التي قيمة الظل لها 1 في الفترة ( 

tan-1 1 = π
4

ق من فهمي أتحقَّ

أجد قيمة كلٍّ ممّا يأتي )إنْ وُجِدت(:

a)  sin-1  1
√2

   b)  cos-1 0  c)  tan-1 (- 1
√3

 )

تعلَّمْتُ في الأمثلة الســابقة إيجاد قِيَم الاقترانات المثلثية للزوايــا الخاصة، وإيجاد الاقتران 
العكســي لقِيَمها. ولكــنْ، إذا أردْتُ إيجاد قِيَــم الاقترانات المثلثية لغير هــذه الزوايا، فإنَّني 

أستعمل الآلة الحاسبة، وكذلك الحال إذا أردْتُ إيجاد الاقتران العكسي لقِيَم غير معروفة.

م أتعلَّ

يُمكـِـن اســتعمال الآلة 
الحاســبة لإيجاد النسب 
المثلثية للزوايا بالراديان 
والدرجات؛ شرط ضبطها 
وَفق النظام المطلوب قبل 

البدء بعملية الحساب.

 

ا مركزه A، وقياس  يُمثِّل الشــكل المجاور قطاعًا دائريًّ
زاويته θ، وطول نصف قُطْره cm 24. إذا كانت الزاوية 
ADB قائمة، وطــول  AD هو cm 17.56، فأجد كُلاًّ 

ممّا يأتي:

 قياس زاوية القطاع θ بالراديان. 

يُمكِن إيجاد قياس الزاوية θ عن طريق إيجاد قيمة معكوس اقتران جيب التمام باستعمال الآلة 
الحاسبة:

 = cos θ اقتران جيب التمام
المجاور

الوتر

 = cos θ بالتعويض
17.56

24

17.56
24

 ) θ θ = cos-1 هي الزاوية التي نسبة جيب التمام لها  
17.56

24
 )

θ

17.56 cm

24 cm

B

CDA

مثال 8

1
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ر أتذكَّ

عند كتابة قيــاس الزاوية 
مــن دون وحــدة، فهذا 
يعنــي أنَّ القيــاس هــو 

بوحدة راديان.

ر أتذكَّ

مســاحة المثلث تساوي 
نصف ناتج ضرب طولي 
ضلعين فيــه مضروبًا في 
جيب الزاوية المحصورة 

بينهما.

 ) cos-1 كما يأتي: 
17.56

24
أضبط أولًا الآلة الحاسبة وَفق نظام راديان، ثم أجد ( 

17.56 24( )÷ = 0.7500325712SHIFT COS

إذن، قياس زاوية القطاع هو 0.75 تقريبًا.

 مساحة القطاع.

A = 1 قانون مساحة القطاع
2

 r 2 θ

r = 24, θ = 0.75 1 ≈ بتعويض
2

 (24)2 (0.75)

216 ≈ بالتبسيط

إذن، مساحة القطاع هي cm2 216  تقريبًا.

 مساحة الجزء المُظلَّل.
يُمكِن إيجاد مساحة الجزء المُظلَّل بطرح مساحة ABD∆ من مساحة القطاع.

.∆ABD  الخطوة 1: أجد مساحة

A = 1 مساحة المثلث
2

 bc sinθ

c = 24, b = 17.56, θ = 0.75 1 = بتعويض
2

 (17.56)(24) sin 0.75

144 ≈ باستعمال الآلة الحاسبة

إذن، مساحة  ABD∆ هي  cm2 144 تقريبًا.

الخطوة 2: أطرح مساحة ABD∆ من مساحة القطاع.

216 – 144 = 72

إذن، مساحة الجزء المُظلَّل هي cm2 72 تقريبًا.

ق من فهمي أتحقَّ

164 cm2 هي OAB إذا كانت مساحة القطاع الدائري 
.∆OAB في الشكل المجاور، فأجد مساحة

2

3

20 cm

20 cm

BO

A
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ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

أجد قِيَم الاقترانات المثلثية الستة للزاوية θ في كلٍّ ممّا يأتي:

1  9
3

θ

  2  10

18
θ

  3  14

26
θ

تقع النقطة المعطاة في كلٍّ ممّا يأتي على ضلع انتهاء الزاوية θ المرســومة في الوضع القياسي. أجد قِيَم الاقترانات المثلثية 
:θ الستة للزاوية

4  ( -12, 5)  5  ( 3, -3)   6  (-2, -5)  7  (3, 7)

أجد قيمة كلٍّ ممّا يأتي:

8  sec 135°  9  tan (-  
3π
4

 )  10  cot ( 
8π
3

 )   11  cos 
7π
4

 

12  sec 15π
4

  13  csc (-630°)  14  tan 7π   15  sin (-  
2π
3

 ) 

أجد قيمة كلٍّ من الاقترانات المثلثية الخمسة المتبقية للزاوية θ في كلٍّ ممّا يأتي:

16  cos θ = - 7
12

 , tan θ > 0   17  sec θ = 5, sin θ < 0

18  cot θ = 1
4

 , sin θ < 0    19  csc θ = 2, cos θ > 0

 20  بكرة: يُمثِّل الاقتران: y = 20 + sin(10t)  الارتفاع الرأسي بالسنتيمترات 

لسِــنِّ بكرة درّاجة هوائية بعد t ثانية من بدء حركــة الدرّاجة. أجد الارتفاع 
الرأسي لسِنِّ البكرة بعد 2.5 ثانية من بدء حركة الدرّاجة.

cos π لأقرب ثلاث منازل عشرية، فأستعمل هذه الحقيقة لإيجاد قيمة كلٍّ ممّا يأتي:
12

إذا كان 0.966 = 

21  cos 
13π
12

  22  cos 
11π
12

   23  cos 
-π
12

   24  cos 
23π
12

أجد قيمة كلٍّ ممّا يأتي:

25  (cos  
3π
4

 )2
 + (sin  

4π
3

 )2
 + (cos  

5π
4

 )2
 26  sin π

3
 - sin 2π

3
 + sin π - sin 4π

3
 + sin 5π

3
 - sin 2π
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الوحدة 6

ا، طول نصف قُطْره r، وطول قوسه 2r. إذا كانت  يُبيِّن الشــكل المجاور قطاعًا دائريًّ
مساحة الجزء المُظلَّل من القطاع  cm2 24، فأجد كُلاًّ ممّا يأتي:

 27 طول نصف قُطْر القطاع.   28 محيط الجزء المُظلَّل.

أجد قيمة كلٍّ ممّا يأتي:

29  sin-1 (- √3
2

 )  30  tan-1 (-1)  31  tan-1 (√3 )   32  cos-1 (2)

مهارات التفكير العليا

: يُبيِّن الشكل المجاور قطاعين دائريين ناتجين من دائرتين متحدتين   33  تحدٍّ

في المركز. إذا كان قياس زاوية القطاعين 0.75، ومساحة الجزء المُظلَّل 
.x 30، فأجد قيمة cm2

رًا إجابتي: تبرير: أُثبتِ كُلاًّ ممّا يأتي، مُبرِّ

34  tan 210° + tan 240° = 4 √3
3

  35  sin 30° + sin 60°
sin 45°

 = 1
2

 ( √2 + √6 )

: يُبيِّن الشــكل المجاور المقطع العرضي لقطعة خشــب أسطوانية   36  تحدٍّ

الشــكل عائمة على الماء. إذا كان نصف قُطْــر المقطع العرضي لقطعة 
الخشــب cm 30، وكانت النقطتان A وB على سطح الماء، وكان ارتفاع 
أعلى نقطة من هذه القطعة cm 6 فوق ســطح الماء؛ فأجد النسبة المئوية 

للجزء من هذه القطعة الواقع تحت سطح الماء.

ن جزيء الأوزون من ثلاث ذرّات أكســجين مُرتبطِة كما في  تبرير: يتكوَّ
الشكل المجاور:

ة الأكســجين P (x, y) الواقع في الربع   37  أجد إحداثيي مركــز ذرَّ

الثانــي، علمًا بــأنَّ الأبعاد على الشــكل هي بوحــدة البكتومتر 
ر إجابتي.  (pm = 10-12 m 1)، ثم أُبرِّ

تي الأكسجين غير المُرتبطِتين.  38 أجد المسافة d بالبكتومتر بين ذرَّ

2x

3x

30 cm30 cm

6 cm
B

X

O

A

117˚
128 pm

128 pm

d

P(x, y)

(0, 0) (128, 0)

y

x

rr

2r
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الدرس

3
ا تمثيل الاقترانات المثلثية بيانيًّ

Graphing Trigonometric Functions

تمثيل اقتران الجيب، وجيب التمام، والظل بيانيًّا في المستوى الإحداثي. فكرة الدرس    

المصطلحات  السـعة، الاقتـران الـدوري، الـدورة، طـول الـدورة، الاقترانـات الجيبيـة، خـط الوسـط، الحركـة    
د. التوافقية البسيطة، التردُّ

مسألة اليوم  النجوم المُتغيِّرة هي نجوم يختلف ســطوعها بشــكل دوري، وأحد    
أكثرها شــهرة هــو آرلينوس، الذي يُمكِن حســاب قيمة ســطوعه 
)b(t) = 7.9-2.1 cos، حيث t الزمن بالأيام. 

π
156

 t) :بالاقتــران
أجد السطوع الأقصى والسطوع الأدنى لهذا النجم.

تمثيل الاقتران: y =  sin x ، والاقتران:  y = cos x  بيانيًّا

تعلَّمْتُ ســابقًا تمثيــل الاقترانين المثلثيــن: y = sin x، و y = cos x عندمــا تكون الزوايا 
بالدرجات في الفترة  [°360 ,°0]، وذلك بإنشاء جدول قِيَم للمُتغيِّرين x وy، وتمثيل كل زوج 
بنقطة في المستوى. ويُمكِن استعمال هذه الطريقة لتمثيل الاقترانين نفسيهما عند قياس الزوايا 

.[0, 2π] بالراديان في الفترة

.[0, 2π]  بيانيًّا في الفترة  y =  sin x :أُمثِّل الاقتران 

الخطوة 1:  أُنشِئ جدولًا أكتب فيه زوايا شائعة، نســبها المثلثية معروفة، مثل: الزوايا الربعية، 

والزوايا الخاصة.

الخطوة 2: أجد قيمة sin x لكل زاوية x، ثم أكتبها في الجدول الآتي.

2π
11π

6
3π
2

7π
6

π
5π
6

π
2

π
6

0x

0-0.5-1-0.500.510.50y = sin x

(2π, 0)(11π
6

 , -0.5)(3π
2

 , -1)(7π
6

 , -0.5)(π, 0)(5π
6

 , 0.5)( π
2

 , 1)( π
6

 , 0.5)(0, 0)(x, y)

1

مثال 1
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الوحدة 6

م أتعلَّ

أُلاحِــظ أنَّ منحنى اقتران 
جيب التمام هو انسحاب 
إلى اليسار لمنحنى اقتران 

. π
2

الجيب بمقدار  

بة في المستوى الإحداثي، ثم أصل بينها بمنحنى، فينتج التمثيل  الخطوة 3:  أُعيِّن الأزواج المُرتَّ

البياني الآتي.
y

x
(0, 0)

-1

1

π
2

3π
2

π

(π, 0) (2π, 0)

2π

(        , -    )11π
6

1
2(      , -    )7π

6
1
2

(      ,    )5π
6

1
2

(     ,    )π
6

1
2

(    , 1)π
2

(      , -1)3π
2

.[0, 2π] بيانيًّا في الفترة  y = cos x :أُمثِّل الاقتران 

الخطوة 1:   أُنشِــئ جدولًا أكتب فيه زوايا شائعة، نسبها المثلثية معروفة، مثل: الزوايا الربعية، 

والزوايا الخاصة.

الخطوة 2:  أجد قيمة cos x لكل زاوية x، ثم أكتبها في الجدول الآتي.

2π
5π
3

3π
2

4π
3

π
2π
3

π
2

π
3

0x

10.50-0.5-1-0.500.50y = cos x

(2π, 1)( 5π
3

 , 0.5)(3π
2

 , 0)(4π
3

 , -0.5)(π, -1)(2π
3

 , -0.5)( π
2

 , 0)( π
3

 , 0.5)(0, 0)(x, y)

بة في المســتوى الإحداثي، ثم أصل بينهــا بمنحنى، فينتج  الخطوة 3:   أُعيِّــن الأزواج المُرتَّ

التمثيل البياني الآتي.
y

x
(0, 0)

-1

1

π
2

3π
2

π

(0, 1)

(π, -1)

(2π, 1)

2π

(      ,-    )4π
3

1
2(      , -    )2π

3
1
2

(      ,    )5π
3

1
2

(     ,    )π
3

1
2

ق من فهمي  أتحقَّ

.[-2π, 2π] بيانيًّا في الفترة y =  sin x  :أُمثِّل الاقتران 

.[-2π, 2π] بيانيًّا في الفترة y = cos x  :أُمثِّل الاقتران 

2

1

2
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ر أتذكَّ

دائرة الوحــدة هي دائرة 
مركزهــا نقطــة الأصل، 
وطــول نصــف قُطْرها 

وحدة واحدة.
θ في  إذا رُسِــمت الزاوية 
الوضــع القياســي، فــإنَّ 
ضلع انتهائهــا يقطع دائرة 
الوحدة في نقطــة وحيدة 

.P(x, y) هي

0

y

x1x

y

1

1

-1

-1

θ

P(x, y)=P(cosθ, sinθ)

أُلاحِظ من المثال الســابق أنَّ التمثيل البياني لمنحنى الاقتــران: y =  sin θ  يربط بين قياس 
الزاوية θ المرســومة في الوضع القياسي والإحداثي y للنقطة P التي يقطع عندها ضلع انتهاء 

الزاوية دائرة الوحدة كما في الشكل الآتي.

y = sin θ

y

P

y

π
2

3π
2

7π
4

3π
2

π
2

5π
4

3π
4

π
4

π 2ππ 0, 2π

أمّــا التمثيل البياني لاقتــران: y = cos θ  فيربط بين قياس الزاوية θ المرســومة في الوضع 
القياســي والإحداثي x للنقطة P التي يقطع عندها ضلع انتهاء الزاويــة دائرة الوحدة كما في 

الشكل الآتي.

y

P

P'

0 0

1

-1

y

x xπ
2

3π
2

(     , cos     )7π
6

7π
6

(   , cos    )π
3

π
3

π 2π

0.2π

y = cos θ

:y =  cos x و ، y = sin x  :في ما يأتي خصائص التمثيل البياني لاقترانين
مجال كلٍّ من الاقترانين هو مجموعة الأعداد الحقيقية. ·
مــدى كلٍّ من الاقترانين هــو الفترة [1 ,1-]؛ لذا، فإنَّ القيمــة الصغرى لكلٍّ منهما 1-،  ·

والقيمة العظمى لكلٍّ منهما 1
ســعة (amplitude) منحنــى الاقتران هي نصــف الفرق بين القيمــة العظمى والقيمة  ·

: الصغرى، وتساوي 1 لكلٍّ من الاقترانين؛ لأنَّ
 1
2

 (1-(-1)) = 1

كلٌّ مــن الاقترانين هو  اقتــران دوري (periodic function)، وهــذا يعني أنَّ التمثيل  ·
ر من التمثيل يُسمّى الدورة  ر، وأنَّ أقصر جزء مُتكرِّ البياني لمنحنى كلٍّ منهما له نمط مُتكرِّ

.)cycle(
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الوحدة 6

الطول الأفقي لكل دورة يُسمّى طول الدورة )period(، والتمثيل البياني لاقترانين يُظهِر  ·
.2π أنَّ طول الدورة هو

y

xπ
2

π
2

3π
2

3π
2

π-π 2π-2π --

y

xπ
2

π
2

3π
2

3π
2

π

1

-1

-1

1

-π 2π-2π --

السعة: 1

السعة: 1

طول الدورة:
2π

طول الدورة:
2π

:المد
-1 ≤ y ≤ 1

:المد
-1 ≤ y ≤ 1

-1 :القيمة الصغر

-1 :القيمة الصغر

القيمة العظمى: 1

القيمة العظمى: 1 y = cos x

y = sin x

الاقترانات الجيبية

الاقترانات الجيبية )sinusoidal functions( هــي اقترانات الجيب وجيب التمام الناتجة 
 .y = cos x و ، y = sin x  :مــن تحويل هندســي أو أكثر لمنحنــى الاقترانيــن الرئيســين 

بوجه عام، فإنَّ الصورة العامة لاقترانات الجيبية هي:
y = a sin (bx - c) + d     y = a cos (bx - c) + d

حيث: a, b, c, d أعداد حقيقية، وa وb لا يساويان صفرًا.

د الرأسي للاقترانات الجيبية التمدُّ

إذا كان a| > 1|، فإنَّ المعامل a في الاقترانين: y = a sin x، وy = a cos x يؤدي إلى توسيع 
رأســي لمنحنى الاقتــران y = sin x، ومنحنى الاقتــران y = cos x، وإذا كان a| < 1|، فإنَّ 
المعامل a يؤدي إلى تضييق رأسي للمنحنيين؛ ما يعني أنَّ قيمة a تُؤثِّر في سعة الاقترانات الجيبية.

سعة الاقترانات الجيبية
مفهوم أساسي

مثال: سعة منحنى الاقتران الجيبي هي نصف 
المسافة بين قيمتيه العظمى والصغرى، 

أو نصف ارتفاع الموجة.

بالكلمات:

 ،y = a sin (bx-c)+ d :سعة كلٍّ من
.|a| هي ،y = a cos (bx - c)+d  و

xπبالرموز:
2

π
4

3π
4

5π
4

π

-3

3

السعة

y

0

y = 3 sin 2 (x -    )π
4
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لتمثيل منحنى الاقتران الجيبي y = a sin x، أو الاقتران الجيبي y = a cos x بيانيًّا، أرســم 
نقاط تقاطع اقتران الجيب الرئيس، أو جيب التمام الرئيس مع المحور x، ثم أستعمل قيمة السعة 

|a| لتحديد نقاط عظمى وصغرى لاقتران الجيبي، ثم أرسم الموجة التي تمرُّ بهذه النقاط.

م أتعلَّ

يُطلَق علــى كلٍّ من نقاط 
تقاطع الاقتــران الجيبي 
x، والنقاط  مع المحــور 
العظمى والصغرى، اسم 

النقاط المفتاحية.
     

أُمثِّل منحنى كل اقتران ممّا يأتي بيانيًّا:

1  g(x) = 4 cos x

 ،f(x)= cos x هو توســيع رأســي لمنحنى الاقتران g(x) = 4 cos x منحنى الاقتران
بعِ الخطوات الآتية: بمعامل مقداره 4، ولتمثيل منحنى الاقتران g(x)، أَتَّ

د سعة الاقتران g(x)، وهي: |4| ، أو 4 الخطوة 1:  أُحدِّ

 ،x مع المحور f(x) = cos x د إحداثيات نقــاط تقاطع منحنى الاقتــران الخطــوة 2:  أُحدِّ

 .[0, 2π]  والنقاط العظمى والصغرى له في الفترة

الخطــوة 3:  أضرب الإحداثي y لكل نقطة 

 f(x) عظمى أو صغرى على منحنى الاقتران
g(x)؛ لإيجــاد النقاط  في ســعة الاقتران 

.g المقابلة لها على منحنى الاقتران

الخطوة 4:  أُمثِّل منحنى الاقتران g(x) اعتمادًا على النقاط الجديدة.

2  g(x) = 1
2

 sin x

 ،f(x)= sin x :هو تضييق رأســي لمنحنى الاقتران g(x) = 1
2

 sin x :منحنى الاقتران
بعِ الخطوات الآتية: 1 ، ولتمثيل منحنى الاقتران g(x)، أَتَّ

2
بمعامل مقداره  

. 1
2

1 | ، أو 
2

د سعة الاقتران g(x)، وهي: |  الخطوة 1:  أُحدِّ

د إحداثيات نقاط تقاطــع الاقتران f(x)= sin x مــع المحور x، والنقاط  الخطــوة 2:  أُحدِّ

.[0, 2π] العظمى والصغرى له في الفترة

مثال 2

π

y

x

4

2

-2
0

-4

2π

g(x) = 4 cos x

f(x) = cos x
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الوحدة 6

م أتعلَّ

عند تحديد طــول دورة 
الاقتران الجيبي من تمثيله 
البياني، فإنَّها تكون أقصر 
مسافة تحوي قِيَم الاقتران 

المختلفة جميعها.

الخطــوة 3:  أضرب الإحداثــي y لكل نقطة 

عظمــى أو صغرى علــى منحنــى الاقتران 
f(x) في ســعة الاقتران g(x)؛ لإيجاد النقاط 

.g(x) المقابلة لها على منحنى الاقتران

 g(x) الخطــوة 4:  أُمثِّــل منحنى الاقتــران

اعتمادًا على النقاط الجديدة.

ق من فهمي  أتحقَّ

أُمثِّل منحنى كل اقتران ممّا يأتي بيانيًّا:

a)  g(x) = 2 sin x   b)  g(x) = 1
4

 cos x

π-π

y

x

3

2

1

-2

0 2π

f(x) = sin x

g(x) =    sin x1
2

د الأفقي للاقترانات الجيبية التمدُّ

إذا كان b| < 1|، فــإنَّ المعامل b في الاقترانيــن: y = sin b x، و y = cos b x يؤدي إلى 
توســيع أفقي لمنحنى كلٍّ من الاقترانيــن: y = sin x، وy = cos x، وإذا كان b| > 1|، فإنَّ 
المعامل b يؤدي إلى تضييق أفقي للمنحنيين؛ ما يعني أنَّ قيمة b تُؤثِّر في طول دورة الاقترانات 

الجيبية.

طول دورة الاقتران الجيبي هو المســافة 
رتيــن من النقاط  بيــن مجموعتين مُتكرِّ

على منحناه.

بالكلمات:

، y = a sin (bx -c)+d :طول دورة كلٍّ من 
.b ≠ 0 :2 ، حيثπ

|b|
و y = a cos (bx -c)+d، هو  

بالرموز:

طول دورة الاقترانات الجيبية مفهوم أساسي

y

0 x

الدورة

د طول  لتمثيل منحنى الاقتران الجيبــي y = sin b x، أو الاقتران الجيبي y = cos b x، أُحدِّ
دورة الاقتران، ثم أجــد النقاط المفتاحية لاقتران الجيب الرئيــس أو اقتران جيب التمام، ثم 

. 1
b

أضرب الإحداثي x لكل نقطة مفتاحية في  
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ر أتذكَّ

الإحداثــي x لــكل نقطة 
علــى منحنــى الاقتران 
g(x) = f(bx) ناتج من 

ضرب الإحداثي x للنقطة 
المقابلــة لها على منحنى 

. 1
b

الاقتران f(x) في  

إرشاد

ــق مــن  يُمكـِـن التحقُّ
التمثيــل البياني لاقتران 

ق  g(x) = sin x بالتحقُّ
2

4π  من أنَّ طول دورته

     

أُمثِّل منحنى كل اقتران ممّا يأتي بيانيًّا:

1  g(x) = sin x
2

 ،f(x)=  sin x هو توســيع أفقي لمنحنــى الاقتران g(x) = sin x
2

منحنــى الاقتران  
بعِ الخطوات الآتية: بمعامل مقداره 2، ولتمثيل منحنى الاقتران g(x)، أَتَّ

د طول دورة الاقتران g(x)، وهي: الخطوة 1:  أُحدِّ

2π

|b|
 = 2π

| 1
2 |

 = 4π

د إحداثيات نقــاط تقاطع الاقتران  f(x) = sin x مــع المحور x، والنقاط  الخطوة 2:   أُحــدِّ

.[0, 4π] العظمى والصغرى له في الفترة

الخطوة 3:   أضرب الإحداثي x لكل نقطــة مفتاحية على منحنى الاقتران f(x) في 2؛ لإيجاد 

.g(x) النقاط المقابلة لها على منحنى الاقتران

الخطوة 4:   أُمثِّل منحنى الاقتران 

g(x) اعتمــادًا على 

النقاط الجديدة.

2  g(x) = cos 2x

 ،f(x) = cos x هو تضييق أفقــي لمنحنى الاقتران  g(x) = cos 2x  منحنــى الاقتران
بعِ الخطوات الآتية: 1 ، ولتمثيل منحنى الاقتران g(x)، أَتَّ

2
بمعامل مقداره 

د طول دورة الاقتران g(x)، وهي: الخطوة 1:  أُحدِّ

2π

|b|
 = 2π

|2|
 = π

مثال 3

π
2

3π
2

5π
2

7π
2

π

y

x

1

-1

0 2π 4π3π

f(x) = sin xg(x) = sin    x1
2

π
2
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الوحدة 6

د إحداثيات نقاط تقاطع الاقتــران  f(x) = cos x  مع المحور x، والنقاط  الخطوة 2:   أُحــدِّ

 .[0, 2π]  العظمى والصغرى له في الفترة

x لــكل نقطة  الخطوة 3:   أضــرب الإحداثي 

 f(x)  مفتاحية على منحنى الاقتران
1 ؛ لإيجاد النقاط المقابلة لها 

2
في 

.g(x) على منحنى الاقتران

الخطوة 4:   أُمثِّل منحنى الاقتران g(x) اعتمادًا 

على النقاط الجديدة.

ق من فهمي  أتحقَّ

أُمثِّل منحنى كل اقتران ممّا يأتي بيانيًّا:

a)  g(x) = sin 3x   b)  g(x) = cos x
3

إرشاد

ق من صحة  يُمكِن التحقُّ
التمثيل البياني لاقتران  

 g(x) = cos 2x

ق من أنَّ طول  بالتحقُّ
.π دورته

الانسحاب الرأسي للاقترانات الجيبية

، f(x) هــو منحنى الاقتران ،g(x) = f(x) + c, c > 0  تعلَّمْتُ ســابقًا أنَّ منحنــى الاقتران 
c وحــدة إلــى الأعلــى، وأنَّ  مزاحًــا 
منحنــى الاقتــران  g(x) = f(x) – c هو 
منحنــى الاقتــران f(x) ، مزاحًا c وحدة 
إلى الأســفل. وهذه القاعــدة تنطبق على 

الاقترانات الجيبية.

يتذبــذب منحنيا الاقترانين الرئيســين:  y = sin x ، و y = cos x حــول المحور x، ولكنْ 
عند إجراء انســحاب رأســي لاقتران الجيبي، فإنَّ منحناه يتذبذب حول محور جديد يُسمّى 

.)midline( خط الوسط

بوجه عام، فإنَّ خط الوســط لمنحنى الاقتران الجيبــي  y = a sin (bx -c)+d، أو منحنى 
.y = d هو ،y = a cos (bx - c)+d  الاقتران الجيبي

3π
2

π

y

x

1

2

3

-1

0 2π

f(x) = cos x

g(x) = cos 2x

π
2

π

y

0

d

خط الوسط

2π 3π

y = d

y = a sin (bx - c) + d

θ
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الانسحاب الأفقي للاقترانات الجيبية

 c مزاحًا ،f(x) هو منحنى الاقتران g(x) = f(x + c), c > 0 تعلَّمْتُ سابقًا أنَّ منحنى الاقتران
 c مزاحًا ،f(x) هو منحنى الاقتران g(x) = f(x – c) وحدة إلى اليســار، وأنَّ منحنى الاقتران

وحدة إلى اليمين. وهذه القاعدة تنطبق على الاقترانات الجيبية.

 

أُمثِّل منحنى الاقتران  g(x) = 2 + cos x  بيانيًّا.

منحنى الاقتــران g(x) = 2 + cos x هو منحنى 
الاقتــران  f(x) = cos x، مزاحًــا وحدتين إلى 
د النقاط المفتاحية  الأعلــى. ولتمثيله بيانيًّا، أُحــدِّ
 y ثم أزيــد الإحداثي ،f(x) لمنحنــى الاقتــران
بمقدار 2 لــكل نقطة، ثــم أُعيِّنها في المســتوى 

الإحداثي، واصاً بينها بمنحنى.
أُلاحِظ أنَّ خط الوسط لمنحنى الاقتران g(x) = 2 + cos x هو y = 2، وأنَّ النقاط المفتاحية 

تتذبذب حوله.

ق من فهمي  أُمثِّل منحنى الاقتران g(x) = sin x-3  بيانيًّا. أتحقَّ

مثال 4

 

g(x) = sin (x -  π  بيانيًّا.
3

أُمثِّل منحنى الاقتران ( 

 g(x) = sin (x - π
3

منحنى الاقتــران  ( 
هو منحنى الاقتران  f(x) = sin x ، مزاحًا 
د  π وحدة إلى اليمين. ولتمثيله بيانيًّا، أُحدِّ

3

النقاط المفتاحية لمنحنى الاقتران f(x)، ثم 
π  إلى الإحداثي x لكل نقطة، ثم 

3
أُضيــف  

أُعيِّنها في المستوى الإحداثي، واصاً بينها بمنحنى. 

g(x) = cos (x + π  بيانيًّا.
2

ق من فهمي   أُمثِّل منحنى الاقتران (  أتحقَّ

مثال 5

ر أتذكَّ

يزيــد الإحداثــي y لكل 
نقطــة علــى منحنــى 
بمقــدار   g ـران الاقتـ
وحدتيــن على الإحداثي 
y للنقطة المقابلة لها على 

.f  منحنى الاقتران

ر أتذكَّ

يزيــد الإحداثــي x لكل 
نقطــة علــى منحنــى 
 π

3
الاقتــران g بمقــدار  

 x وحدة علــى الإحداثي
للنقطــة المقابلة لها على 

. f  منحنى الاقتران

y

0
-1

1

x2ππ

f(x) = cos x

g(x) = 2 + cos x

y = 2

7π
3

4π
3

π
3

y

0

1

x2ππ

f(x) = sin x

g(x) = sin (x -    )π
3
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الوحدة 6

انعكاس الاقترانات الجيبية

 ،y = a sin(bx - c)+d  تعلَّمْتُ في الأمثلة الســابقة تمثيل الاقترانات الجيبية فــي صورة
وصــورة  y = a cos (bx -c)+d  إذا كانــت  a > 0. ولتحديد تأثيــر قيمة a عندما تكون 

.y = - cos x  و ، y =-  sin x :ل التمثيل البياني لمنحنيي الاقترانين الآتيين a < 0، أتأمَّ

y = - sin x
y = cos x

y = sin x

y = -cos x

y

x

y

x
π
2

π
2

3π
2

3π
2

1

1

-1
-1

0

0
--

π 2π

أُلاحِــظ أنَّ منحنى الاقتــران y = - sin x هو انعكاس لمنحنى الاقتــران y = sin x حول 
 y = cos x  هو أيضًا انعكاس لمنحنى الاقتران y = - cos x وأنَّ منحنى الاقتران ،x المحور

.x حول المحور

بوجه عام، عندما تكون a < 0، فإنَّ منحنى الاقتران  y = a sin (bx -c)+d، ومنحنى الاقتران 
 ،y = |a|sin (bx -c)+d :يكونان انعكاسًــا لمنحنــى الاقتران y = a cos (b x -c)+d

.y = d على الترتيب حول خط الوسط y = |a|cos (b x -c)+d ومنحنى الاقتران

 

 ،f(x)=- 1
2

 cos(x - 3π
2

أجد الســعة، وطول الدورة، ومعادلة خط الوسط للاقتران 1 +(
ثم أُمثِّله بيانيًّا.

 a = - 1
2

 , b = 1, c = 3π
2

 , d = 1   :في هذا الاقتران

.y = 1 :معادلة خط الوسط  . 2π
|b|

 = 2π
|1|

 = 2π  :طول الدورة  . |a| = 1
2

السعة: 

بعِ الخطوات الآتية: لتمثيل منحنى الاقتران f(x)، أَتَّ

أُمثِّل خط الوسط y = 1 في المستوى الإحداثي. ·

أُمثِّل منحنى الاقتران  y = cos x باستعمال النقاط المفتاحية. ·

· .x أعكس النقاط المفتاحية من الخطوة السابقة حول المحور

1 ؛ لتضييق سعة منحنى الاقتران رأسيًّا. ·
2

أضرب الإحداثي y للنقاط المفتاحية في 

3π  وحدة إلى اليمين. ·
2

3π إلى الإحداثي x لكل نقطة مفتاحية؛ لإزاحة منحنى الاقتران  
2

أُضيف  

مثال 6
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أُضيف 1 إلى الإحداثي y؛ لإزاحة منحنى الاقتران وحدة إلى الأعلى.  ·

أُمثِّل منحنى الاقتران g(x) اعتمادًا على النقاط الجديدة. ·

0 π
2

π 3π
2

2π 5π
2

3π x

y

y = 1

f(x) = -    cos (x -      )+11
2

3π
2

ق من فهمي  أجد الســعة، وطــول الــدورة، ومعادلة خط الوســط للاقتران:   أتحقَّ

f(x) = -2 sin (x - π)-3 ، ثم أُمثِّله بيانيًّا.

الحركة التوافقية البسيطة

تُســتعمَل الاقترانات الجيبية لنمذجة السلوك الدوري في كثير من المواقف الحياتية والعلمية. 
فمثاً، يُمكِــن نمذجة حركة اهتزاز كتلــة مُعلَّقة في زنبرك نمذجة دقيقة باســتعمال المعادلة 
y = sin t. فعنــد افتراض أنَّ  t هو الزمــن المنقضي، يُاحَظ أنَّ منحنــى y = sin t  يرتفع 

ة بعد أُخرى. رة مع مرور الزمن، فتعود الكتلة إلى موقعها الأصلي مرَّ وينخفض بصورة مُتكرِّ

y
y = sin t

t0

1

-1
t

P (time)
0

إذا كانت المعادلة التي تصف الإزاحة y لجسم مع الزمن t هي:
y = a sin ω t   or   y = a cos ω t 

فإنَّ الجسم يكون في حركة توافقية بســيطة (simple harmonic motion)، عندئذٍ 
يُمكِن إيجاد ما يأتي: 

· .|a| أقصى إزاحة للجسم، وهي تساوي سعة الاقتران
· . 2π

ω
الزمن الذي يُكمِل فيه الجسم دورة كاملة، وهو يساوي  

· . ω
2π

د  )frequency(، وهو عدد الدورات في وحدة الزمن، وهو يساوي   التردُّ

الحركة التوافقية البسيطة مفهوم أساسي

م   أتعلَّ

الفــرق الرئيــس بيــن 
المعادلتين اللتين تصفان 
الحركة التوافقية البسيطة 
هو نقطــة البداية؛ فعندما 

: t = 0، فإنَّ

y = a sin ω(0) = 0

y = a cos ω(0) = a

وهــذا يعنــي أنَّ الإزاحة 
عنــد بــدء الحركــة في 
الحالــة الأولــى صفر، 

.a وأنَّها في الحالة الثانية
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الوحدة 6

يُمثِّــل الاقتــران:  y = 10  sin 4πt  إزاحــة كتلــة مُعلَّقــة 
فــي زنبــرك بالســنتيمترات، حيــث t الزمــن بالثوانــي: 

د لحركة الكتلة.  أجد أقصى إزاحة، ودورة الاقتران، والتردُّ

.a = 10, ω = 4π  :في هذا الاقتران

· .|a| = |10| = 10  :أقصى إزاحة

· . 2π
ω

 = 2π
4π

 = 1
2

دورة الاقتران: 

1  ثانية.
2

إذن، تُكمِل الكتلة دورة كاملة في  
· . ω

2π
 = 4π

2π
د:  2 =  التردُّ

إذن، تُكمِل الكتلة دورتين كاملتين في ثانية.

 أُمثِّل منحنى إزاحة الكتلة مع الزمن بيانيًّا.

يُمكِننــي تمثيل منحنــى إزاحة الكتلة مــع الزمن كما في 
الشكل المجاور. 

ق من فهمي  أتحقَّ

 t إزاحــة كتلــة مُعلَّقــة فــي زنبــرك بالســنتيمترات، حيــث  y = 3 cos 1
2

 πt  :يُمثِّــل الاقتــران
الزمــن بالثواني: 

د لحركة الكتلة.  )a أجد أقصى إزاحة، وطول الدورة، والتردُّ

 )b أُمثِّل منحنى إزاحة الكتلة مع الزمن بيانيًّا.

مثال 7

1

2

م أتعلَّ

المســافة هــي طــول 
المســار الــذي يقطعــه 
الجســم بغَضِّ النظر عن 
الاتجــاه، وقيمتهــا أكبر 
مــن أو تســاوي الصفر. 
أمّــا الإزاحــة فهي أقصر 
مســافة بين نقطة البداية 
ونقطة النهاية، وقد تكون 
قيمتها موجبة، أو سالبة، 
أو صفــرًا، تبعًــا لاتجاه 

حركة الجسم. 

B

A

الإزاحة

المسافة

y < 0

(y = 0)

y > 0

وضعية
الراحة

y = 10 sin 4πt

3
2

1
2

y

t0

10

-10

21

تمثيل اقتران الظل

تعلَّمْتُ في الأمثلة الســابقة تمثيل الاقترانات الجيبية بيانيًّا في المستوى الإحداثي، ويُمكِنني 
tan x = sin x، فإنَّ اقتران 

cos x
استعمال الاســتراتيجيات نفســها لتمثيل اقتران الظل. وبما أنَّ  

ف عندما cos x = 0؛ ما يعني أنَّ لمنحناه خطوط تقارب رأســية عندما  الظــل يكون غير مُعرَّ
.cos x = 0



76

يمتاز الاقتران y = tan x بالخصائص الآتية:
· .π طول الدورة هو
المجال هو جميع الأعــداد الحقيقية،  ·

π ، حيــث n عدد صحيح 
2

 n  ما عدا
فردي.

المدى هو جميع الأعداد الحقيقية. ·

خصائص اقتران الظل
مفهوم أساسي

π-π 0

y

x

-8

-4

4

8 y = tan x

د مجاله ومداه. أُمثِّل منحنى الاقتران: g(x) = 2 tan x-1  بيانيًّا، ثم أُحدِّ

.a = 2, b = 1, c = 0, d = -1 :في هذا الاقتران
منحنــى الاقتران  g(x) = 2 tan x-1  هو توســيع 
رأســي لمنحنى الاقتــران  f(x) = tan x ، بمعامل 
مقداره 2، وإزاحة رأســية إلى الأسفل مقدارها 1؛ لذا 
أضرب الإحداثي y لكل نقطــة على منحنى الاقتران 

f(x) في 2، ثم أطرح منه 1

مجــال الاقتران هو جميع الأعــداد الحقيقية، ما عدا  
π ، حيث n عدد صحيح فردي، ومداه جميع الأعداد الحقيقية.

2
 n

ق من فهمي  أتحقَّ

د مجاله ومداه. )g(x) = tan بيانيًّا، ثم أُحدِّ π
2

 x) :أُمثِّل منحنى الاقتران

مثال 8

y

x
-1

1

2

f(x) = 2 tan x -1

(-    , -3)π
4

3π
2

x = π
2

x = π
2

x = -

(π, -1)(0, -1)

(    , 1)π
4

ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

أجد طول الدورة والسعة لكل اقتران ممّا يأتي، ثم أُمثِّله بيانيًّا:

1  g(x) = 3 sin x   2  g(x) = cos 3x  3  g(x)=2 sin (x - π
3

 )

4  g(x) = 2- cos x   5  g(x) = 1 + 1
2

 cos πx 6  g(x) = 1+ cos (2x - π
3

 ) 

7  g(x) = 3+ 2 sin 3(x +π) 8  g(x) = 1
2

 tan x  9  g(x) = -1 + tan 2x

م أتعلَّ

الصيغــة العامــة لاقتران 
الظل هي:

،y = a tan(bx - c) +d

 a, b, c, d ـث:  حيـ
 b a و  أعداد حقيقيــة، و 

لا يساويان صفرًا.
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الوحدة 6

أكتب بجانب كل اقتران ممّا يأتي رمز التمثيل البياني المناسب له:

10  y = -2 + sin (2x +π)  11  y = -sin (x +π)  12  y = -3 + cos x

13  y = cos (x + π
2

 )  14  y = 1+ sin 1
2

 x  15  y = 1 + 2 cos ( 1
2

 x + π
2

 )

a)  y

x
1

2

π
2- π

2

  b)  

π
2

y

x
1

2

π
2-

   c)  y

x
1

2

π

d)  
y

x
1

2

3

π

  e)  
π

y

x
-1

   f)  
y

x

-3

π
2

أَصِف التحويلات الهندسية التي طُبِّقت على منحنى الاقتران f لينتج منحنى الاقتران g في كلٍّ ممّا يأتي:

16  f(x) = 2 cos x , g(x) = 2 cos (x - π
2

 )+1 17  f(x) = sin (x+ π
4

 ), g(x)= 3 sin (x + π
4

 )-2

18  f(x) = sin 3x, g(x) = sin 3(x +3π)-5  19  f(x) = cos x +9, g(x) = cos 6(x - π) +9

h = 25 sin π الارتفاع عن ســطح الأرض 
15

 (t -7.5)+30  :عجلة دوّارة: تُمثِّل المعادلة
بالأقدام لشــخص يركب فــي عجلة دوّارة، 

حيث t الزمن بالثواني:  

 20  أُمثِّل منحنى معادلة ارتفاع الشــخص 

مع الزمن بيانيًّا.

 21  ما أقصــى ارتفاع للشــخص وأدنى 

ارتفاع له عن سطح الأرض؟ 

معلومة

قُطْر بعض العجات الدوّارة 
ا؛ فقــد يزيد على  كبير جــدًّ
m 200؛ ما يجعــل عرباتها 

كّاب  ن الرُّ ترتفع عاليًا، فيتمكَّ
من مشاهدة المعالم المحيطة 

بهم.  
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مهارات التفكير العليا

رًا إجابتي: تبرير: أُميِّز الجملة الصحيحة من الجملة غير الصحيحة في ما يأتي، مُبرِّ

y = a  يُكتَــب بوصفــه اقتــران جيب تمــام في صورة 
1
 sin (b

1
x -c

1
)+d

1
 25  كل اقتــران جيــب فــي صــورة  

.y = a
2
 cos (b

2
x -c

2
)+d

2
 

.g(x) = cos 2x يساوي أربعة أضعاف طول دورة الاقتران  f(x) = cos 8x  26 طول دورة الاقتران 

: أســتعمل التمثيــل البياني المجــاور لكتابة قاعدة اقتــران في صورة:    27  تحدٍّ

. y = a tan bx

: أملأ الفراغ بما هو مناسب في ما يأتي لتصبح المعادلة صحيحة:  28 تحدٍّ

cos (-2x + 6π) = sin 2 (x +  )

ة ينبض  ضغــط الدم: يزداد ضغط دم الإنســان فــي كل مرَّ

فيها القلــب، ثم ينخفض مع راحة القلب بين الضربات. 

ويُمكنِ نمذجة ضغط دم أحد الأشــخاص باستعمال 

 ،p(t) = 115 +25 sin(160πt) الاقتــران: 

 tو ،mmHg ضغــط الدم بوحــدة p(t) :حيــث

الزمن بالدقائق:

.p د لاقتران  22 أجد السعة، وطول الدورة، والتردُّ

 23 أُمثِّل منحنى الاقتران p بيانيًّا.

د   24  إذا كان هــذا الشــخص يمارس الرياضة، فكيــف يُؤثِّر ذلك في طول الــدورة والتردُّ

لاقتران p؟  

y

x

5

-5

π
4

π
8

π
4-

معلومة

ضغط الــدم هو قيمــة تُعبِّر 
ض  عــن الضغط الــذي تتعرَّ
له شــرايين الجسم من الدم، 
ا لإيصال  ويُمثِّل عامــاً مُهِمًّ
الأكسجين والعناصر الغذائية 
إلى أنسجة الجسم المختلفة.
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 معــمــل
 برمجـيــة
جيوجـبـرا

أُمثِّل منحنى الاقتران: f(x) = 2 cos (x - π)  باستعمال برمجية جيوجبرا.

 f(x) = 2 cos (x-π) :أكتــب الاقتران  
في شــريط الإدخال، ثم أضغط على زِرِّ 

.Enter  الإدخال

  لتغيير قياســات الزوايا إلى نظام الراديان، 
أنقر أيقونــة  ، ثم أيقونة  ، فتظهر 

قائمة في الجانب الأيمن من الشاشة.

xAxis من القائمة، ثم أنقر المربع    أختار 
:Distance ؛ لتفعيل  الصغير بجانب كلمة 

هذه الخانة.

:Distance  أســتطيع اختيار التقسيم المناسب للمحور x. فمثاً، أنقر السهم الصغير المجاور للكلمة، ثم    بعد تفعيل خانة  
  : π

2
أختار منه  

.π ثم أختار الرمز ، Unit:  أُغيِّر وحدة القياس المُستعمَلة للتمثيل؛ بنقر السهم الصغير المجاور لكلمة 

A من شــريط الأدوات، ثم اختيار    يُمكِننــي إظهــار جميع نقاط القِيَم العظمــى والصغرى على منحنى الاقتــران؛ بنقر 
Extremum ، ثم نقر منحنى الاقتران.

نشاط

1

2

3

4

5

6

ا تمثيل الاقترانات المثلثية بيانيًّ
Graphing Trigonometric Functions

يُمكِنني استعمال برمجية جيوجبرا لتمثيل الاقترانات المثلثية بيانيًّا باستعمال نظام الراديان.

ب أتدرَّ

أُمثِّل كُلاًّ من الاقترانات المثلثية الآتية بيانيًّا باستعمال برمجية جيوجبرا:

1  f(x) = 5 sin x    2  f(x) = cos (3-x)  3  g(x) = 1-sin (x- π
6

 )

4  g(x) = 2- cos x    5  g(x) = 1
2

 cos πx  6  g(x) = 4 + tan 2x
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أختار رمز الإجابة الصحيحة في كلٍّ ممّا يأتي:

 1 إذا كان cot θ = 1، فإنَّ  tan θ تساوي:

a)  -1   b)  1  c)  0  d)  3

 2 قياس الراديان الذي يساوي °56 هو:

a)  π
15

   b)  14π
45

  c)  7π
45

 d)  π
3

 8π
7

 3  طول القــوس المقابل للزاوية 

بًا إلى  في الدائرة المجــاورة، مُقرَّ
أقرب جزء من عشرة هو:

a)  4.2 cm  b)  17.1 cm

c)  53.9 cm  d)  2638.9 cm

 4 قاعدة الاقتران التي تُمثِّل المنحنى الآتي هي:

y

x

1

0

2

-1

-2

π 2π

a)  y = 1
2

 sin 4x b)  y = 1
4

  sin 2x

c)  y = 2 sin 2x d)  y = 4 sin 1
2

 x

 5  أرســم في الوضع القياسي الزاوية التي عُلِم قياسها في 

ما يأتي:

a)  780 °  b)  - 570°

c)  π
12

   d)   5π
2

 

ل قياس الزاوية المكتوبة بالدرجات إلى الراديان،   6  أُحوِّ

وقياس الزاوية المكتوبة بالراديان إلى الدرجات في كلٍّ 
ممّا يأتي:

a)  -720°  b)  315°

c)  13π
8

   d)  3.5π

 7  أجــد زاويتين إحداهما قياســها موجــب، والأخُرى 

قياسها ســالب، وكلتاهما مُشترِكة في ضلع الانتهاء مع 
كل زاوية معطاة ممّا يأتي، ثم أرسمهما:

a)  -115°  b)  780°

c)  – 7π
3

  d)  π
9

أجد نصف قُطْر كل قطاع ممّا يأتي، علمًا بأنَّ مســاحة القطاع 
12 وحدة مربعة:

8  
0.7 rad

 9  
150°

أجد قيمة كلٍّ ممّا يأتي:

10  sec 300°  11  tan 240°

12  cos 14π
3

  13  sec (-3π)

أجــد قيمة كلٍّ مــن الاقترانــات المثلثية الخمســة المتبقية 
للزاوية θ في كلٍّ ممّا يأتي:

14  cos θ = 3
5

 , tan θ < 0

15  sec θ = 2, sin θ < 0

8π
7

15 cm
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أجد طول الدورة والسعة لكل اقتران ممّا يأتي، ثم أُمثِّله بيانيًّا:

16  g(x) = 3 cos π(x + 1
2

 )

17  g(x) = 2 sin ( 2
3

 x - π
6

 )

18  g(x) = 4 tan ( x
2

 + π
4

 )

19  g(x) = -5 sin (x - π
2

 ) + 3

أكتب بجانب كل اقتران ممّا يأتي رمز التمثيل المناسب له:

20  y = 3+sin x 21  y = -3+ cos x

22  y = sin2(x- π
2

 ) 23  y = cos 2(x- π
2

)

a)  y

x
1

-1

π
2

π

 b)  y

x1

4

π 2π

c)  y x

-1

-4

π 2π

 d)  y

x
1

-1
π
2

π

ـل  تمثيـ يُمكـِـن  أرجوحــة: 
الارتفــاع بالأقــدام لأرجوحــة 
فــوق ســطح الأرض بالاقتران: 
h = -8 cos θ + 10، حيــث 

يرتفع مربــط الأرجوحة 10 أقدام 
فوق ســطح الأرض، ويبلغ طول حبــل الأرجوحة 8 أقدام، 

وتُمثِّل θ الزاوية التي يصنعها الحبل مع المحور الرأسي: 

.θ = π
4

 24 أجد ارتفاع الأرجوحة عندما  

 25 أُمثِّل الاقتران h بيانيًّا. 

غابات: إذا كان عدد حيوانات الوشق )المُفترِس( بالآلاف في 
  ،L = 11.5 + 6.5 sin π

5
 t  :إحدى الغابات يعطى بالمعادلة

وعدد الأرانب )الفريسة( بالآلاف يعطى بالمعادلة:

H = 27.5+17.5 cos π، حيــث t الزمــن بالأعــوام، 
5

 t

فأُجيب عمّا يأتي:

 26 أجد نسبة عدد الأرانب إلى عدد الوشق بعد 5 أعوام.

 27  أســتعمل التمثيــل البياني الآتي لتوضيــح كيف تبدو 

التغيُّرات مُترابطِة في أعداد مجموعتي الحيوانات.

y

t

L

H

0 4

20

40

8 12 ف)16
لآلا

(با
دد 

الع

الزمن (بالأعوام)

تدريب على الاختبارات الدولية

 28  النقطة التي تُمثِّل القيمة العظمى لاقتران:

y = -4 cos (x - π  هي:
2

 )

a)  (- π
2

 ,4)  b)  ( π
2

 , 4)

c)  (0, 4)  d)  (π, 4) 

 29  أحد الآتية يُعَدُّ خط تقارب رأسيًّا لمنحنى الاقتران:  

: y = 3 tan 4x

a)  x = π
8

  b)  x = π
4

c)  x = 0  d)  x = - π
6

θ
8 ft

h

(10 - h)



الوحدة

7
المتطابقات والمعادلات المثلثية   

Trigonometric Identities and Equations

ما أهمية هذه 
الوحدة؟

يُعَدُّ حساب أطوال الأضلاع وقياسات الزوايا من أهم 
تطبيقات الاقترانات المثلثية ومعادلاتها. ويُســتعمَل هذا 

التطبيق على نطاق واســع في العلــوم المختلفة، مثل: علم 
المساحة، وعلم الملاحة. وهو يُســتعمَل أيضًا في تفسير 

بعض الظواهر الفيزيائية، مثل ظاهرة انكســار الضوء 
الأبيــض؛ أيِ انحراف الضوء عن مســاره عند 

انتقاله من وسط شــفّاف إلى وسط 
شفّاف آخر.

82
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مْتُ سابقًا: تعلَّ

✔  ماهية دائرة الوحدة، ووضع الزاوية القياسي.

✔  إيجاد قِيَم الاقترانات المثلثية لأيِّ زاوية.

✔  حلَّ معــادلات مثلثية، بحيث تكون مجموعة 

الحلِّ ضمن الدورة الواحدة.

✔  اســتعمال العلاقة الآتية لحلِّ المثلث القائم 

cos2θ + sin2 θ = 1 :الزاوية

م في هذه الوحدة:  سأتعلَّ

قِيَم  ◂  اســتعمال المتطابقات المثلثيــة لإيجاد 

الاقترانات المثلثية.

◂  استعمال المتطابقات المثلثية لتبسيط المقادير 

المثلثيــة، وإثبــات صحة متطابقــات مثلثية 
أُخرى.

◂  حلَّ المعادلات المثلثية.

ملحوظة: أستعمل تدريبات )أســتعد لدراسة الوحدة( في الصفحتين )15( و )16( 
من كتاب التمارين؛ لمراجعة هذه الموضوعات قبل البدء بدراسة الوحدة.
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الدرس

1
المتطابقات المثلثية 1

Trigonometric Identities 1 

· استعمال المتطابقات المثلثية لإيجاد قِيَم الاقترانات المثلثية. فكرة الدرس    
· استعمال المتطابقات المثلثية لتبسيط المقادير المثلثية، وإثبات صحة متطابقات مثلثية.    

· إيجاد قِيَم الاقترانات المثلثية لمجموع زاويتين والفرق بينهما.    
· إثبات صحة المتطابقات المثلثية باستعمال متطابقات المجموع والفرق.    

المصطلحات   متطابقة مثلثية.   

مسألة اليوم    تُعَـدُّ المِزْولـة الشمسـية أول سـاعة اخترعها الإنسـان، وقد اسـتعملها    

المسـلمون لتحديـد أوقـات الصـلاة. يُبيِّـن الشـكل المجـاور مِزْولـة 

  s = 
h sin (

π
2  - θ)

sin θ
شمسـية ارتفاعها h وحدة، وتُمثِّـل المعادلة: 

طـول ظـلِّ المِزْولـة عندمـا يكـون قيـاس زاويـة سـقوط أشـعة 

الشـمس θ. هـل يُمكِـن كتابـة معادلـة طـول الظـلِّ بصورة أبسـط؟

h

s
θ

المتطابقات المثلثية الأساسية

تعلَّمْتُ ســابقًا أنَّه إذا رُسِــمت الزاوية θ في 
الوضع القياسي، فإنَّ ضلع انتهائها يقطع دائرة 
الوحدة فــي نقطة وحيدة هــي P(x, y) كما 

. y = sin θ و ، x = cos θ : يظهر في الشكل المجاور. ومنه، فإنَّ
أُلاحِــظ أنَّ النقطة P(x, y) تقع على دائرة مركزها نقطة الأصل، ونصف قُطْرها وحدة واحدة؛ 

لذا تنتج المعادلتان الآتيتان:
x2 + y2 = 1 , cos2 θ + sin2 θ = 1

أُلاحِظ أيضًا أنَّ المعادلة: cos2 θ + sin2 θ = 1 صحيحة لجميع قِيَم θ؛ لذا تُســمّى متطابقة 
.(trigonometric identity) مثلثية

في ما يأتي المتطابقات المثلثية الأساسية الناتجة بصورة مباشرة من تعريف الاقترانات المثلثية 
الستة التي درسْتُها سابقًا.

رموز رياضية

.(sin θ)2 تعني sin2 θ

.(cos θ)2 تعني cos2 θ

P(x, y) = P(cosθ, sinθ)
r = 1

y

x

θ
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الوحدة 7

م  أتعلَّ

يُمكـِـن أيضًــا كتابــة 
متطابقــات الزاويتيــن 
المتتامتيــن بالدرجات، 

مثل:
sin (90°- θ) = cos θ

ر أتذكَّ

متطابقات المقلوب: ·
csc θ = 1

sin θ    sec θ = 1
cos θ    cot θ = 1

tan θ

المتطابقات النسبية: ·
tan θ = sin θ

cos θ    cot θ = cos θ
sin θ

متطابقات فيثاغورس: ·
sin2 θ + cos2 θ = 1  1 + tan2 θ = sec2 θ   1 + cot2 θ = csc2 θ

متطابقات الزاويتين المتتامتين: ·
sin ( π

2  -θ) = cos θ  tan ( π
2  -θ) = cot θ   sec ( π

2  -θ) = csc θ

cos ( π
2  -θ) = sin θ  cot ( π

2  -θ) = tan θ   csc ( π
2  -θ) = sec θ

متطابقات الزاوية السالبة: ·
sin (-θ) = -sin θ   cos (-θ) = cos θ   tan (-θ) = -tan θ

المتطابقات المثلثية الأساسية مفهوم أساسي

يُمكِن استعمال المتطابقات الأساسية لإيجاد قِيَم الاقترانات المثلثية.

    
. π

2  < θ < π ،sin θ = 3
5 أجد قيمة sec θ إذا كان 

sin2 θ + cos2 θ = 1 متطابقات فيثاغورس

sin θ = 3
5 ) بتعويض  3

5 )2 + cos2 θ = 1

cos2 θ = 16 بالتبسيط
25

cos θ = ± 4 بأخذ الجذر التربيعي لكلا الطرفين
5

cos θ = - 4 جيب التمام سالب في الربع الثاني
5

1 بأخذ المقلوب لكلا الطرفين
cos θ = - 5

4

sec θ = - 5 متطابقات المقلوب
4

مثال 1

sin θ, csc θ : +

cos θ, sec θ : -

tan θ, cot θ : -

sin θ, csc θ : +

cos θ, sec θ : +

tan θ, cot θ : +

sin θ, csc θ : -

cos θ, sec θ : +

tan θ, cot θ : -

sin θ, csc θ : -

cos θ, sec θ : -

tan θ, cot θ : +

الربع الأول

الربع الثالث

الربع الثاني

الربع الرابع
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ط كُلًّ من المقادير المثلثية الآتية: أُبسِّ

1  sin x  cos2 x - sin  x

sin x  cos2 x - sin x = sin x (cos2 x -1) بإخراج العامل المشترك

sin x (1-cos2 x)- = باستعمال خاصية التوزيع

sin x  sin2 x- = متطابقات فيثاغورس

sin3 x- = بالضرب

2  sin x
cos x + cos x

1+ sin x

sin x بتوحيد المقامات
cos x + cos x

1 + sin x = sin x (1+sin x)+ cos2 x
cos x (1 +sin x)

sin x + sin2 x + cos2 x =  باستعمال خاصية التوزيع
cos x (1 + sin x)

sin x + 1 =  متطابقات فيثاغورس
cos x (1 + sin x)

1 =  بالتبسيط، واستعمال متطابقات المقلوب
cos x  = sec x

3  cos ( π
2  - x )  cot x

cos ( π2 متطابقات الزاويتين المتتامتين  - x) cot x = sin x cot x

) sin x =  المتطابقات النسبية cos x
sin x )

cos x =  بالتبسيط

مثال 2

ق من فهمي  أتحقَّ

.π < θ < 3π
2  ، sec θ = - 3

2 أجد قيمة tan θ إذا كان 

تبسيط المقادير المثلثية وإعادة كتابتها

تبســيط المقادير المثلثية هو كتابة المقادير بدلالة اقتران مثلثي واحد فقط )إنْ أمكن(، ويُمكِن 
ذلك باستعمال المتطابقات المثلثية.
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الوحدة 7

    

1 بحيث لا يحوي كسرًا.
1 + sin x أُعيد كتابة

بضرب البسط والمقام في مُرافقِ 
 1-sin x 1، وهو+sin x

 1
1 + sin x = 1

1 + sin x ×  1 - sin x
1 - sin x

sin x - 1 = بالضرب

1 - sin2 x

sin x - 1 = متطابقات فيثاغورس

cos2 x
 بكتابة الكسر في صورة

1 = فرق بين كسرين

cos2 x
 - sin x

cos2 x

1 = بالتحليل

cos2 x
 - sin x

cos x
 × 1

cos x

متطابقات المقلوب، 
sec2 x - tan x  sec x = والمتطابقات النسبية

ق من فهمي  أتحقَّ

1  بحيث لا يحوي كسرًا.
1+ cos x أُعيد كتابة

مثال 3

ق من فهمي أتحقَّ

ط كُلًّ من المقادير المثلثية الآتية: أُبسِّ

a)  sin x (csc x-sin x)  b)  1 + sin x
cos x  + cos x

1+ sin x   c)  sin ( π2  - x ) sec x

أحتاج في بعض المسائل إلى إعادة كتابة المقادير المثلثية بحيث لا تحوي كسرًا، ويُمكِن عمل 
ذلك أحيانًا باســتعمال الضرب في المُرافقِ. فمثلًا، عندما يكون المقام في صورة u ± 1، أو 
صورة u ± 1، فإنَّني أضرب البسط والمقام في مُرافقِ المقام، ثم أُطبِّق متطابقات فيثاغورس. 

رموز رياضية

يُعَــدُّ كلٌّ مــن العامليــن: 
a + b مُرافقًِــا  a – b، و 

للآخر، وينتــج من ضربهما 
 الفــرق بيــن المربعيــن:

a2 - b2

إثبات صحة متطابقة مثلثية

يُمكِن استعمال المتطابقات المثلثية الأساسية، إضافةً إلى تعريف الاقترانات المثلثية، لإثبات 
صحــة متطابقات مثلثية أُخرى، عن طريق تحويل أحد طرفــي المتطابقة المثلثية المراد إثبات 

باع سلسلة من الخطوات، كلٌّ منها تُعَدُّ متطابقة. صحتها إلى الطرف الآخر باتِّ
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في ما يأتي بعض المبادئ العامة التي تساعدني على إثبات صحة المتطابقات المثلثية:

البدء بأحد طرفي المتطابقــة: أختار أحد طرفي المتطابقة، الذي يكــون أكثر تعقيدًا فيها  ·
غالبًا.

اســتعمال المتطابقات المثلثية المعروفة: يُمكِنني اســتعمال المتطابقــات المثلثية التي  ·
أعرفها، إضافةً إلى بعض المهارات الجبرية، لتحويل الطرف الذي اخترته بدايةً.

التحويل إلى اقتران الجيب أو جيب التمام: من المفيد أحيانًا إعادة كتابة جميع الاقترانات  ·
بدلالة اقتران الجيب وجيب التمام.

    

أُثبتِ صحة كل متطابقة ممّا يأتي:

1  sin x  tan x = sec x -  cos x

أُلاحِظ أنَّ طرف المتطابقة الأيسر أكثر تعقيدًا؛ لذا أبدأ بالمقدار المثلثي الموجود فيه:

) sin x  tan x = sin x المتطابقات النسبية sin x
cos x )

sin2 x = بالضرب
cos x

cos2 x-1 = متطابقات فيثاغورس
cos x

1 = بكتابة الكسر في صورة فرق بين كسرين
cos x  - cos x

✔ sec x - cos x = متطابقات المقلوب

 الدعم البياني:

يُمكِنني أيضًا إثبات صحة متطابقــة بيانيًّا عن طريق تمثيل 
ق  كل طرف منها بيانيًّا باستعمال برمجية جيوجبرا، والتحقُّ
من تطابق التمثيلين البيانيين. أُلاحِظ تطابق التمثيل البياني 
للمعادلتين: y = sin x  tan x، و y = sec x - cos x؛ 

ما يعني أنَّ المتطابقة صحيحة.

مثال 4

5

50

-5

-5

10

10

م  أتعلَّ

ليس شــرطًا البــدء دائمًا 
بالطــرف الأكثــر تعقيدًا 
فــي المســألة. فمثــلًا، 
في الفرع 1 مــن المثال، 
يُمكِننــي إثبــات صحة 
المتطابقة بــدءًا بالطرف 

الأيمن.
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2  sec x + tan x = cos x
1-sin x

أُلاحِظ أنَّ طرف المتطابقة الأيمن أكثر تعقيدًا؛ لذا أبدأ بالمقدار المثلثي الموجود فيه:

 بضرب البسط والمقام في مُرافقِ
1+sin x 1، وهو-sin x

 cos x
1 - sin x

 = cos x
1 - sin x

 ×  1 + sin x
1 + sin x

cos x (1 + sin x) = بالضرب

1 - sin2 x

cos x (1 + sin x) = متطابقات فيثاغورس

cos2 x

cos x 1 = بالقسمة على العامل المشترك + sin x
cos x

1 = بكتابة الكسر في صورة مجموع كسرين
cos x

 + sin x
cos x

✔ sec x + tan x = متطابقات المقلوب، والمتطابقات النسبية

3  sin x
1 + cos x + 

1 + cos x
sin x  = 2 csc x

أُلاحِظ أنَّ طرف المتطابقة الأيسر أكثر تعقيدًا؛ لذا أبدأ بالمقدار المثلثي الموجود فيه:

sin x بتوحيد المقامات
1 + cos x

 + 1+ cos x
sin x

 = sin2 x + (1 + cos x)2

(1 + cos x) sin x

ين sin2 x + 1 + 2 cos x + cos2 x =  مربع مجموع حدَّ
(1 + cos x) sin x

sin2 x + cos2 x + 1 + 2 cos x = خاصية التجميع
(1 + cos x) sin x

cos x 2 + 2 = متطابقات فيثاغورس
(1 + cos x) sin x

بإخراج العامل المشترك 
من البسط

 = 2 (1 + cos x)
(1 + cos x) sin x

باختصار العامل المشترك: 
1+cos x

 = 2
sin x

✔  csc x 2 = متطابقات المقلوب

ع  توسُّ

هل تُمثِّــل المعادلة الآتية 
متطابقة؟

 sin x
1+cos x

 + 1-cos x
sin x

=

 2 csc x

ق مــن ذلك بطريقة  أتحقَّ
بيانية وأُخرى جبرية.
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. 1 + cos x
cos x  = tan2 x

sec x -1 أُثبتِ صحة المتطابقة:  

ل كلا الطرفين إلى مقدار مثلثي وســيط، بدءًا   دان؛ لــذا أُحوِّ أُلاحِــظ أنَّ طرفي المتطابقة مُعقَّ
بالطرف الأيسر:

cos x +1 بكتابة الكسر في صورة مجموع كسرين
cos x

 = 1
cos x

 + cos x
cos x

sec x + 1 = بالاختصار، واستعمال متطابقات المقلوب

: sec x + 1  ل الطرف الأيمن إلى المقدار المثلثي الوسيط الآن، أُحوِّ

tan2 x متطابقات فيثاغورس
sec x - 1

 = sec2 x - 1
sec x - 1

 = بتحليل الفرق بين مربعين
(sec x -1)(sec x + 1)

sec x - 1

 sec x  -1 :باختصار العامل المشترك = sec x + 1  ✔

بما أنَّ الطرفين يساويان المقدار المثلثي نفسه، إذن المتطابقة صحيحة.

ق من فهمي  أتحقَّ

.(tan x + cot x)2 = sec2 x + csc2 x :أُثبتِ صحة المتطابقة

مثال 5

ق من فهمي  أتحقَّ

أُثبتِ صحة كلٍّ من المتطابقات الآتية:

a)  cot x  cos x = csc x - sin x  b)  1-cos x
sin x

 = sin x
1 + cos x

c)  1
1 - cos x

 + 1
1 + cos x

 = 2 csc2 x

ــل أحيانًا تحويل كل طرف من المتطابقة المثلثية المــراد إثبات صحتها إلى مقدار مثلثي  يُفضَّ
وسيط.
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أجد قيمة كلٍّ ممّا يأتي من دون استعمال الآلة الحاسبة:
1  sin 15°

15°= 60° - 45° sin 15° = sin (60°- 45°)

sin 60° cos 45° -cos 60° sin 45° = متطابقة جيب الفرق بين زاويتين

3√ = بالتعويض
2

 ( 1
√2

 ) - 1
2

 ( 1
√2

 )

1- 3√ = بالتبسيط
2 √2

مثال 6

متطابقات المجموع والفرق

تعلَّمْتُ في الأمثلة الســابقة كيفية اســتعمال المتطابقات المثلثية لإيجاد قِيَم اقترانات مثلثية، 
وتبســيط عبارات مثلثية، وإثبــات صحة متطابقات أُخرى. وســأتعلَّم الآن كيفية اســتعمال 

مجموعة من المتطابقات لإيجاد قيمة اقتران مثلثي لمجموع زاويتين أو الفرق بينهما. 

 متطابقات المجموع:

 · sin (a + b) = sin a cos b + cos a sin b

 · cos (a + b) = cos a cos b - sin a sin b

 · tan (a + b) = 
tan a + tan b

1- tan a tan b

متطابقات الفرق:

 · sin (a - b) = sin a cos b - cos a sin b

 · cos (a - b) = cos a cos b + sin a sin b

 · tan (a - b) = 
tan a - tan b

1+ tan a tan b

متطابقات المجموع والفرق مفهوم أساسي

م أتعلَّ

ق من صحة  يُمكِنني التحقُّ
إجابتي باســتعمال الآلة 
الحاســبة. فمثــلًا، فــي 

: الفرع 1 من المثال، فإنَّ
،sin 15° ≈ 0.2588 

√3 -1
2 √2

و 0.2588 ≈ 
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2  tan 5π
12

5π
12

 = π
4

 + π
6

 tan 5π
12

 = tan ( π
4

 + π
6

 )

tan ( π = متطابقة الظلِّ لمجموع زاويتين
4

 + π
6

 ) = 
tan π

4  + tan π
6

1 - tan π
4  tan π

6

 = بالتعويض
1 + 1

√3

1 - 1 ( 1
√3

)

بتوحيد المقامات
 = 

√3 +1
√3

 √3 -1
√3

1+ 3√ = بالتبسيط
√3 -1

3  cos 20° cos 40°- sin 20° sin 40°

متطابقة جيب التمام 
cos 20° cos 40° - sin 20° sin 40° = cos (40°+ 20°) لمجموع زاويتين

cos (60°) = 1 = بالتبسيط
2

ق من فهمي أجد قيمة كلٍّ ممّا يأتي من دون استعمال الآلة الحاسبة: أتحقَّ

a)  cos 75°  b)  tan π
12

  c)  sin 80°cos 20°- cos 80°sin 20°

يُمكِنني أيضًا استعمال متطابقات المجموع والفرق لإثبات صحة متطابقات مثلثية أُخرى.

     أُثبتِ صحة كل متطابقة ممّا يأتي:
1  cos ( π

2
 - x) = sin x 

أُلاحِظ أنَّ طرف المتطابقة الأيسر أكثر تعقيدًا؛ لذا أبدأ بالمقدار المثلثي الموجود فيه: 
 متطابقة جيب تمام
) cosالفرق بين زاويتين π

2
 - x) = cos π

2
 cos x + sin π

2
 sin x 

cos x + (1) sin x (0) = بالتعويض

sin x = بالتبسيط

مثال 7 ر  أُفكِّ

كيف يُمكِن إثبات صحة 
المتطابقة:

 cos ( π
2

 - x) = sin x

بتطبيــق التحويــلات 
الهندســية على الاقتران 
الرئيس  f(x) = cos x؟
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2  1+ tan x
1- tan x

 = tan ( π
4

 + x)

أُلاحِظ أنَّ طرف المتطابقة الأيمن أكثر تعقيدًا؛ لذا أبدأ بالمقدار المثلثي الموجود فيه:

) tan متطابقة الظلِّ لمجموع زاويتين π
4

 + x) = 
tan π

4  + tan x

1 - tan π
4  tan x

 

tan x +1 = بالتبسيط
1- tan x

 

ق من فهمي أُثبتِ صحة كل متطابقة ممّا يأتي: أتحقَّ

a)  tan ( π
2

 - x) = cot x  b)  tan x - 1
tan x + 1

 = tan (x - π
4

)

ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

أجد قيمة كلٍّ من النسب المثلثية الآتية ضمن الفترة المعطاة:

1  cot θ, sin θ = 1
3

 , 0 < θ < π
2

    2  sec θ, tan θ = - 3
7

 , π
2

 < θ < π

3  tan θ, csc θ = - 5
3

 , π < θ < 3π
2

   4  sin θ, sec θ = 9
4

 , 3π
2

 < θ < 2π

ط كُلًّ من العبارات المثلثية الآتية: أُبسِّ

5  cos x  tan x   6  sec x- cos x
sin x

  7  
cos ( π

2
 - x)

csc x
 + cos2 x

8  sin x - cos x
cos x

 + cos x - sin x
sin x

 9  (sin x + cos x)2 -1
sin x  cos x

 10  sec x - cos x
tan x

أُثبتِ صحة كلٍّ من المتطابقات الآتية:

11  cot (-x) cos (-x) +sin(- x) = -csc x 12  (sin x + cos x)2 = 1+2 sin x cos x

13  (sin x + cos x)2

sin2 x - cos2 x
 = sin2 x - cos2 x

(sin x - cos x)2
  14  1- sin x

1+ sin x
 = (sec x - tan x)2

15  sin4 x - cos4 x = sin2 x - cos2x   16  
1

1- sin x
 - 

1
1+ sin x

 = 2 sec x tan x

17  ln |tan θ| = ln |sin θ|-ln |cos θ|  18  ln |sec θ +tan θ| + ln |sec θ-tan θ| = 0
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أجد قيمة كلٍّ من النسب المثلثية الآتية من دون استعمال الآلة الحاسبة:

19  sin 165°   20  tan 195°      21  sec (- π
12

 )

22  sin 17π
12

    23  sin π
18

  cos 5π
18

 + cos π
18

 sin 5π
18

 24  tan 40°- tan 10°
1+ tan 40°tan 10°

أستعمل الشكل المجاور لإيجاد قيمة كلٍّ من الاقترانات 
: الآتية، علمًا بأنَّ

  f(x) = sin x, g(x) = cos x, h(x) = tan x

25  f(α + β)   26  g(α - β)     27  h(α + β)

 28  منشــور: يُمكِن قياس معامل انكسار الضوء الأبيض في المنشور باستعمال 

المعادلة الآتية:

n = 
sin ( θ

2
 + α

2
 )

sin θ
2

إذا كانت α = 60°، فأُثبتِ أنَّ معادلة معامل الانكسار تُكتَب في صورة:

.n = √3
2

 + 1
2

 cot 
θ
2

:  29 إذا كان g(x) = cos x، فأُثبتِ أنَّ

g(x+h)-g(x)

h
 = -cos x ( 1- cos h

h
 ) -sin x ( sin h

h
 )

.bو ،a :فأجد قيمة كلٍّ من ، sin ( x + π
6

 ) = a sin x + b cos x 30 إذا كان 

أُثبتِ صحة كلٍّ من المتطابقات الآتية:

31  sin (A+B) + sin (A-B) = 2 sin A cos B 32  sin A + cos A = √2  sin (A + π
4

)

33  sin (A-B)
cos A cos B

 + sin (B-C)
cos B cos C

 + sin (C-A)
cos C cos A

 = 0 34  cos (x+y) cos (x-y) = cos2 x - sin2 y

y

x

y

x

(a, 2)
x

2
 + y

2
 = 5 x

2
 + y

2
 = 1

1
4(-   , b)

β α

α
θ

منشور

ضوء أبيض

هواء
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 35  جبر: إذا كان L مستقيمًا في المســتوى الإحداثي، وθ الزاوية التي يصنعها 

المســتقيم مع المحــور x الموجــب، فأُثبتِ أنَّ ميل المســتقيم m يعطى 
.0 < θ < 2π :حيث ،m = tan θ :بالمعادلة

L مســتقيمين غير متوازيين في المســتوى الإحداثي، 
2 

L و
1
 36  إذا كان 

m علــى الترتيب، وكانــت ψ هي الزاوية 
2
m و 

1
وميــل كلٍّ منهما 

الناتجة من تقاطع المســتقيمين كما في الشكل المجاور، فأستعمل 
: النتيجة من الفرع السابق لإثبات أنَّ

tan ψ = 
m

2 
- m

1

1 + m
1
 m

2

مهارات التفكير العليا

.tan γ ثم أجد ،α + β = γ : : اعتمادًا على الشكل الآتي، أُثبتِ أنَّ  37 تحدٍّ

6 4 43
α β

γ

رًا إجابتي. : cot (α-β) = x2 2، مُبرِّ  38 تبرير: إذا كان tan α = x + 1، و tan β = x-1، فأُثبتِ أنَّ

رًا إجابتي. sin (cos-1 1، مُبرِّ
2

 + sin-1 1

√2
 39 تبرير: أجد قيمة ( 

حه:  40 أكتشف الخطأ: أكتشف الخطأ في المسألة الآتية، ثم أُصحِّ

 sin(x - π
4

 ) = sin π
4

 cos x - cos π
4

 sin x

 = √2
2

 cos x - √2
2

 sin x

 = √2
2

 (cos x - sin x)

✘

y

xθ

L

0

ψ = θ
2
-θ

1

θ
1

θ
2

y

x

L
2L

1

0
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الدرس

2
المتطابقات المثلثية 2

Trigonometric Identities 2 

· إيجاد قِيَم الاقترانات المثلثية باستعمال المتطابقات المثلثية لضعف الزاوية ونصفها. فكرة الدرس    
· إعادة كتابة المقادير المثلثية من صورة الضرب إلى صورة الجمع، والعكس.    

مة للمنافسة باختلاف مستوى مهارة  مسألة اليوم   يختلف ميل منحدرات التزلُّج المُصمَّ   
 θ حيث ،tan θ = 5

3
المتسابقين؛ فميل المنحدر للمتسابقين المحترفين 

الزاوية التي يصنعها المنحدر مع سطح الأرض. أمّا المتسابقون المبتدئون 
فتميل منحدراتهم بزاوية قياسها نصف قياس الزاوية θ. ما ميل منحدر المتسابقين المبتدئين؟

المتطابقات المثلثية لضعف الزاوية

تُســتعمَل متطابقات ضعف الزاوية لإيجاد قيمة اقتران مثلثي عند الزاوية 2θ باســتعمال قيمة 
.θ الاقتران عند الزاوية

المتطابقات المثلثية لضعف الزاوية مفهوم أساسي

صيغة الظلِّ صيغ جيب التمام صيغة الجيب

tan 2θ = 2 tan θ

1- tan2 θ

cos 2θ = cos2 θ - sin2 θ

cos 2θ = 1- 2 sin2 θ

cos 2θ = 2 cos2 θ - 1

sin 2θ = 2 sin θ cos θ

     

، فأجد قيمة كلٍّ ممّا يأتي: π
2

 < θ < π :حيث ،sin θ = 3
5

إذا كان 

1  sin 2θ

بما أنَّ sin 2θ = 2 sin θ cos θ، وقيمة sin θ معلومة، إذن أجد قيمة cos θ أولًا.

.cos θ الخطوة 1: أجد قيمة

sin2 θ+ cos2 θ = 1 متطابقات فيثاغورس

sin θ = 3
5 ) بتعويض   3

5 )
2

 + cos2 θ = 1

مثال 1
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cos2 θ = 16 بالتبسيط
25

cos θ = ± 4 بأخذ الجذر التربيعي لكلا الطرفين
5

.cos θ = - 4
5

بما أنَّ جيب التمام في الربع الثاني سالب، إذن: 

.sin 2θ الخطوة 2: أجد قيمة

sin 2θ = 2 sin θ cos θ متطابقة ضعف الزاوية

cos θ =- 4
5  , sin θ = 3

5 ) 2 = بتعويض  3
5 )(- 4

5 )

24 - = بالضرب
25

2  cos 2θ

cos 2θ = 2 cos2 θ - 1 متطابقة ضعف الزاوية

cos θ = - 4
5  -) 2 = بتعويض  

4
5 )

2

 - 1

7 = بالتبسيط
25

3  tan 2θ

.tan θ الخطوة 1: أجد قيمة

tan θ = sin θ المتطابقات النسبية
cos θ

cos θ =- 4
5  , sin θ = 3

5   = بتعويض 
3
5  

- 4
5

3 - = بالتبسيط
4

.tan 2θ الخطوة 2: أجد قيمة

tan 2θ = 2 tan θ متطابقة ضعف الزاوية

1- tan2 θ

tan θ = - 3
4  = بتعويض 

2 (- 3
4

)

1- (- 3
4

)2

24 - = بالتبسيط
7

ر أتذكَّ

 cos θ يُمكِن إيجاد قيمة 
بإيجــاد إحداثيــي نقطة 
تقع علــى ضلــع انتهاء 

.θ الزاوية
y(a, 3)

-3

-2

3

3

x
θ

5
3

ر أُفكِّ

 tan 2θ هل يُمكِن إيجاد 
بطريقة أُخرى؟
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ق من فهمي  أتحقَّ

، فأجد قيمة كلٍّ ممّا يأتي: π
2

 < θ < π :حيث ،cos θ = - 2
3

إذا كان 

a)  sin 2θ   b)  cos 2θ   c)  tan 2θ 

يُمكِنني اســتعمال متطابقات ضعف الزاوية ومتطابقات مجمــوع زاويتين لإيجاد قيمة اقتران 
.θ 3 باستعمال قيمة الاقتران عندθ مثلثي عند

 

.cos θ بدلالة cos 3θ أكتب

 3θ = 2θ + θ cos 3θ = cos (2θ + θ)

متطابقة جيب التمام 
cos 2θ cos θ -sin 2θ sin θ = لمجموع زاويتين

cos θ -(2sin θ cos θ) sin θ(2cos2 θ -1) = متطابقات ضعف الزاوية

 2cos3 θ -cos θ- 2sin2 θ  cos θ = باستعمال خاصية التوزيع

2cos3 θ -cos θ -2cos θ (1-cos2 θ) = متطابقة فيثاغورس

 2cos3 θ -cos θ - 2cos θ + 2cos3 θ = باستعمال خاصية التوزيع

 4cos3 θ - 3cos θ = بالتبسيط

ق من فهمي  أتحقَّ

.cos θ و sin θ بدلالة sin 3θ أكتب

مثال 2

المتطابقات المثلثية لنصف الزاوية

ن  يُمكِن اســتعمال المتطابقات المثلثية لضعف الزاوية في كتابــة المقادير المثلثية التي تتضمَّ
ة الأولى لجيب التمام فقط.  قوى للجيب وجيب التمام والظل بدلالة القوَّ

 sin2 θ = 1- cos 2θ

2
   cos2 θ = 1+ cos 2θ

2
   tan2 θ = 1- cos 2θ

1+ cos 2θ

المتطابقات المثلثية لتقليص القوَّةمفهوم أساسي
م أتعلَّ

تنتج المتطابقات المثلثية 
لنصف الزاويــة من هذه 

المتطابقات.
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ة الأولى لجيب التمام. أُعيد كتابة sin2 x cos2 x بدلالة القوَّ

ة sin2 x cos2 x = ( 1-cos 2x متطابقات تقليص القوَّ
2

 ) ( 1+cos 2x
2

 )

cos2 2x-1 = باستعمال خاصية التوزيع
4

1 = بكتابة الكسر في صورة فرق بين كسرين
4

 - 1
4

 cos2 2x

ة 1 = متطابقة تقليص القوَّ
4

 - 1
4

 ( 1+cos 4x
2

 )

1 = باستعمال خاصية التوزيع
4

 - 1
8

 - cos 4x
8

1 = بالتبسيط
8

 - cos 4x
8

1 = بإخراج العامل المشترك
8

 (1- cos 4x)

ق من فهمي  أتحقَّ

ة الأولى لجيب التمام. أُعيد كتابة sin4 x cos2 x بدلالة القوَّ

مثال 3

sin θ
2

 = ± √ 1- cos θ
2

 

cos θ
2

 = ± √ 1+ cos θ
2

 

tan θ
2

 = ± √ 1- cos θ

1+ cos θ

المتطابقات المثلثية لنصف الزاويةمفهوم أساسي

م أتعلَّ

يُمكِن حلُّ المثال السابق 
باســتعمال متطابقة جيب 
ضعف الزاوية على النحو 

الآتي:

sin2x cos2x = 1
4

 sin2 2x

= 1
4

 ( 1- cos 4x
2

 )

= 1
8

 ( 1- cos 4x )

م أتعلَّ

ن كل متطابقة الرمز  تتضمَّ
±، وتُختــار الإشــارة 

المناســبة للمتطابقــة 
بحســب الربع الذي يقع 
. θ

2
فيه ضلع انتهاء الزاوية 

ة، وذلك بأخذ  تُعَدُّ المتطابقات المثلثية لنصف الزاوية نتيجة مباشــرة لمتطابقات تقليص القوَّ
.θ بدلًا من الزاوية θ

2
الجذر التربيعي لطرفي كل متطابقة، واستعمال الزاوية 
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.sin 22.5° أجد قيمة    

بمــا أنَّ °22.5 هــي نصف °45، فإنَّه يُمكِنني اســتعمال متطابقة جيب نصــف الزاوية، حيث 
x = 45°، وبما أنَّ ضلع انتهاء الزاوية °22.5 يقع في الربع الأول، إذن أختار الإشارة الموجبة 

للمتطابقة:

sin 45° متطابقة نصف الزاوية
2

 = √1-cos 45°
2

cos 45° = 1

√2
 = √ 1- 1

√2

2

√ = بالتبسيط √2 - 1

2 √2

√ = بإنطاق المقام 2 - √2
4

1 = بالتبسيط
2

  √ 2 - √2

.cos 112.5° ق من فهمي أجد قيمة أتحقَّ

مثال 4

 

π < x < 3π، فأجد قيمة كلٍّ ممّا يأتي:
2

cos x = - 3، حيث: 
5

إذا كان 

1  sin x
2

x يقع 
2

π ، وهذا يعني أنَّ ضلع انتهاء الزاوية 
2

 < x
2

 < 3π
4

π < x < 3π، فــإنَّ  
2

بمــا أنَّ  
في الربع الثاني:

sin x متطابقة نصف الزاوية
2

 = √ 1-cos x
2

cos x = - 3
5 = √ 1- (- 3

5
)

2

√  = بالتبسيط
8
5

2
 = 2

√5

5√ 2 = بإنطاق المقام
5

مثال 5

ر أتذكَّ

x تقع في 
2

بما أنَّ الزاوية 
الربع الثانــي، إذن أختار 
الإشارة الموجبة لمتطابقة 

جيب نصف الزاوية.
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ر أتذكَّ

x تقع في 
2

بما أنَّ الزاوية 
الربع الثانــي، إذن أختار 
الإشارة السالبة لمتطابقة 
جيب تمام نصف الزاوية.

ر أتذكَّ

x تقع في 
2

بما أنَّ الزاوية 
الربع الثانــي، إذن أختار 
الإشارة السالبة لمتطابقة 

ظلِّ نصف الزاوية.

2  cos x
2

cos x متطابقة نصف الزاوية
2

 = - √ 1+cos x
2

cos x = - 3
5 = - √ 1+ (- 3

5
)

2

√ - = بالتبسيط
2
5

2
 = - 1

√5

5√ - = بإنطاق المقام
5

3  tan x
2

tan x متطابقة نصف الزاوية
2

 = - √ 1-cos x
1+cos x

cos x = - 3
5 = - √ 1- (- 3

5
)

1+ (- 3
5

)

√ - = بالتبسيط
8
5
2
5

 = - √ 8
2

 

2- = 4√ - = بإيجاد الجذر التربيعي

ق من فهمي  أتحقَّ

π ، فأجد قيمة كلٍّ ممّا يأتي:
2

 < x < π :حيث ،sin x = 2
5

إذا كان 

a)  sin x
2

   b)  cos x
2

   c)  tan x
2

متطابقات تحويل الضرب إلى مجموع أو فرق 

يُمكِــن كتابة مقدار ضرب، مثــل  sin u cos v، في صورة حاصل جمــع اقترانات مثلثية أو 
طرحها، وذلك باستعمال متطابقات تحويل الضرب إلى جمع.
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sin α sin β = 1
2

 [cos (α-β) - cos (α+β)] 

sin α cos β = 1
2

 [sin (α-β) + sin (α+β)] 

cos α cos β = 1
2

 [cos (α-β) + cos (α+β)] 

cos α sin β = - 1
2

 [sin (α-β) - sin (α+β)] 

متطابقات تحويل الضرب إلى مجموع أو فرقمفهوم أساسي

sin α + sin β = 2 sin ( α+β
2

 ) cos ( α-β
2

 )
cos α + cos β =2 cos ( α+β

2
 ) cos ( α-β

2
 )

sin α - sin β =2 cos ( α+β
2

 ) sin ( α-β
2

 )
cos α - cos β =-2 sin ( α+β

2
 ) sin ( α-β

2
 )

متطابقات تحويل المجموع أو الفرق إلى ضربمفهوم أساسي

 

أُعيد كتابة  sin 3x sin 5x  في صورة مجموع أو فرق.

متطابقات تحويل الضرب 
sin 3x sin 5x = 1 إلى مجموع أو فرق

2
 [cos (3x-5x)-cos (3x + 5x)]

1 = بالتبسيط
2

 [cos (-2x)-cos 8x]

 متطابقات الزاوية
1 = السالبة، وخاصية التوزيع

2
 cos 2x- 1

2
 cos 8x

ق من فهمي  أتحقَّ

أُعيد كتابة  sin 7x cos x  في صورة مجموع أو فرق.

مثال 6

ترتبــط كلٌّ من متطابقــات تحويل الضرب إلى مجمــوع أو فرق بإحــدى متطابقات تحويل 
المجموع أو الفرق إلى ضرب.
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أُعيد كتابة  sin 5x - sin 3x  في صورة ضرب.

متطابقات تحويل المجموع 
sin 5x-sin 3x = 2cos(5x + 3x أو الفرق إلى ضرب

2
) sin(5x - 3x

2
)

)2cos = بالتبسيط 8x
2

) sin( 2x
2

) = 2cos(4x) sin(x)

ق من فهمي  أتحقَّ

أُعيد كتابة cos 3x + cos 2x في صورة ضرب.

مثال 7

 

أُثبتِ صحة كل متطابقة ممّا يأتي:
1  sin 3x

sin x cos x
 = 4 cos x - sec x

أُلاحِظ أنَّ طرف المتطابقة الأيسر أكثر تعقيدًا؛ لذا أبدأ بالمقدار المثلثي الموجود فيه:

3x = x + 2x sin 3x
sin x cos x

 = sin (x + 2x)
sin x cos x

متطابقة جيب المجموع 
sin x cos 2x + cos x sin 2x = لزاويتين

sin x cos x

sin x (2 cos2 x -1) + cos x (2 sin x cos x) = متطابقات ضعف الزاوية
sin x cos x

 بكتابة الكسر في صورة
sin x (2 cos2 x -1) = مجموع كسرين

sin x cos x
 + cos x (2 sin x cos x)

sin x cos x

 باختصار العامل المشترك
cos2 x -1 2 = في البسط والمقام

cos x
 + 2 cos x

بكتابة الكسر في صورة 
cos x - 1 2 = الفرق بين كسرين

cos x
 + 2 cos x

✔  cos x - sec x 4 = متطابقات المقلوب

مثال 8

يُمكِن اســتعمال المتطابقات المثلثية لضعف الزاوية، والمتطابقــات المثلثية لنصف الزاوية، 
ومتطابقات تحويل الضرب إلى مجموع أو فرق، في إثبات متطابقات مثلثية أُخرى.
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2  sin 3x - sin x
cos 3x + cos x

 = tan x

أُلاحِظ أنَّ طرف المتطابقة الأيسر أكثر تعقيدًا؛ لذا أبدأ بالمقدار المثلثي الموجود فيه:

متطابقات تحويل الجمع 
sin 3x - sin x إلى ضرب

cos 3x + cos x
 = 

2 cos ( 3x + x
2

) sin ( 3x - x
2

)

2 cos ( 3x + x
2

) cos ( 3x - x
2

)

cos 2x sin x 2 = بالتبسيط
2 cos 2x cos x

sin x = باختصار العامل المشترك
cos x

✔ tan x = المتطابقات النسبية

ق من فهمي  أتحقَّ

أُثبتِ صحة كل متطابقة ممّا يأتي:

a)  2 tan x

1+ tan2 x
 = sin 2x  b)  

sin x + sin y
cos x + cos y

 = tan ( 
x + y

2
 )

ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

cos 2θ, sin 2θ, sin θ للزاوية θ في الفترة المعطاة:
2

 , cos θ
2

أجد قيمة كلٍّ من: 

1  sin θ = 5
13

 , 0 < θ < π
2

  2  cos θ = - √6
3

 , π
2

 < θ < π 3  tan θ = 1
2

 , π<θ< 3π
2

4  csc θ = - √5 , cos θ < 0 5  cot θ = 2
3

 , sin θ > 0  6  secθ = 3, sin θ > 0

ة الأولى لجيب التمام: ة في كتابة المقادير الآتية بدلالة القوَّ أستعمل المتطابقات المثلثية لتقليص القوَّ

7  sin4 x    8  cos4 x    9  cos4 x sin2 x

أجد قيمة كلٍّ ممّا يأتي:

10  cos 22.5°    11  sin 195°    12  tan 7π
8
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أستعمل الشكل المجاور لإيجاد قيمة كلٍّ من الاقترانات 
 : الآتية، علمًا بأنَّ

: f(x) = sin x, g(x) = cos x, h(x) = tan x

13  g(2θ)   14  g( θ
2 )   15  f(2α)   16  h( α

2 )

أُعيد كتابة كل مقدار ممّا يأتي في صورة مجموع أو فرق:

17  sin 2x cos 3x   18  sin x sin 5x   19  3 cos 4x cos 7x

أُعيد كتابة كل مقدار ممّا يأتي في صورة ضرب:

20  sin x - sin 4x   21  cos 9x -cos 2x   22  sin 3x + sin 4x

y

x

y

x

(a, 2)
x

2
 + y

2
 = 5 x

2
 + y

2
 = 1

1
4(-   , b)

θ α

الأوريغامــي: يقوم فــن الأوريغامي )فن 
طيِّ الورق( الياباني على طيِّ قطعة واحدة 
رة لصنع أشــكال  من الورق بصورة مُتكرِّ
فنية. فعند طيِّ الجزء الأيمن إلى الأسفل 
 ،21.6 cm :من ورقة مســتطيلة، بُعْداها
وcm 28، كما في الشكل المجاور، فإنَّ 

طول خط الطيِّ L يرتبط بالزاوية θ عن طريق العلقة:

:L = 10.8

sin θ cos2 θ

 23 أُثبتِ أنَّ علاقة طول خط الطيِّ تُكافئِ العلاقة:

.L = 21.6 sec θ
sin 2θ

.θ = 30° إذا كانت L ِّ24 أجد طول خط الطي 

θ

21.6 cm

28 cm

L

معلومة

اســتُعمِل فــن الأوريغامي 
للتســلية في بدايات ظهوره، 
ر بمرور الزمن  ثم أخذ يتطــوَّ
حتى أصبــح فنًّا لــه أصوله 

وقواعده الخاصة.
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أُثبتِ صحة كلٍّ من المتطابقات الآتية:

25  cos2 5x - sin2 5x = cos 10x   26  cos x = 1
2

 (sin x sin 2x+2 cos3 x)

27  cos 2x +2 cos x +1 =2 cos x (cosx +1) 28  sin 3x = 3 sin x-4 sin3 x

29  tan 3x = 3 tan x - tan3 x

1 - 3 tan2 x
   30  sin x = 4 cos x

2
 cos x

4
 sin x

4

31  cos 2x

cos2 x
 + tan2 x = 1    32  cos2 2x = 4 cos4 x-4 cos2 x + 1 

33  2(tan x - cot x)

tan2 x- cot2 x
 = sin 2x    34  tan2 ( x

2
 + π

4 ) = 1 + sin x
1 - sin x

35  cot2 x
2

 = sec x + 1
sec x - 1

    36  ln |sin x| = 1
2

 (ln | 1-cos 2x | - ln 2)

مهارات التفكير العليا

تبرير: يُبيِّن الشــكل المجاور مستطيلً مرسومًا في نصف دائرة، طول نصف 
قُطْرها وحدة واحدة:

ح في   37  أُعبِّر باقترانٍ بدلالة الزاوية θ عن المساحة A للمستطيل المُوضَّ

رًا إجابتي. الشكل المجاور، مُبرِّ

رًا إجابتي.  38  أُثبتِ أنَّ A(θ) = sin 2θ، مُبرِّ

: أُثبتِ صحة كلٍّ ممّا يأتي: تحدٍّ

39  cos 4x = 1-8 sin2 x cos2 x

40  cos4 x = 1
8

 (3 + cos 4x + 4cos 2x)

x
1

θ
y
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الدرس

3
حل المعادلات المثلثية

Solving Trigonometric Equations

المعادلــة المثلثيــة  يُطلَــق علــى المعادلــة التــي تحــوي اقترانــات مثلثيــة اســم 
فْتُها ســابقًا حالة خاصة  (trigonometric equation). وتُعَدُّ المتطابقات المثلثية التي تعرَّ

ف عندها طرفا المعادلة،  من المعادلات المثلثيــة؛ لأنَّها صحيحة لجميع قِيَم المُتغيِّرات المُعرَّ
دة للمُتغيِّر. ســأتعلَّم في هذا  ولكنَّ بعض هــذه المعادلات تكون صحيحة فقط عند قِيَم مُحدَّ

الدرس كيفية إيجاد حلٍّ لهذا النوع من المعادلات. 

حلُّ المعادلات المثلثية الأساسية

المعادلة المثلثيــة الأساســية (basic trigonometric equation) هي معادلة في صورة 
T(θ) = c، حيث: T(θ) اقتران مثلثي، وc ثابت. لحلِّ أيِّ معادلة مثلثية، يجب تبسيطها بحيث 

تصبح معادلة مثلثية أساسية؛ لذا من المهم أولًا إتقان حلِّ المعادلات المثلثية الأساسية.

حلُّ المعادلات المثلثية. فكرة الدرس    
المصطلحات   المعادلة المثلثية، المعادلة المثلثية الأساسية.    

v قدمًا 
0
مسألة اليوم   يُطلِق مِدْفع قذيفة بسرعة ابتدائية مقدارها    

لكل ثانية، وزاوية مقدارها θ. ويُستعمَل الاقتران: 

 ،v
0
 = 400 ft/s َّلإيجاد أقصى ارتفاع تبلغه القذيفة بالأقدام. إذا افترضْتُ أن M(θ) = 

v
0

2 sin2 θ

64

625 ft علمًا بأنَّ أقصى ارتفاع للقذيفة هو ،θ فأجد قياس الزاوية

M(θ)θ

 

أحُلُّ كل معادلة ممّا يأتي: 
1  sin x = 1

2

الخطوة 1: أجد الحلَّ ضمن دورة واحدة. 

بمــا أنَّ طول دورة اقتران الجيــب 2π، فإنَّني أبدأ أولًا بإيجاد 
حــلِّ المعادلة ضمن الفتــرة (2π ,0]. وبالرجــوع إلى دائرة 
sin x = 1 في الربعيــن: الأول، والثاني، 

2
الوحــدة، أجد أنَّ 

حيث يكون اقتران الجيب موجبًا.

مثال 1

y

x

5π
6

1
2θ =

-1

1

1

-1 0

π
6θ =

م  أتعلَّ

هي أقصر   [0, 2π) الفترة 
فترة تحوي جميع قِيَم مدى 

.f(x) = sinx الاقتران
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إذن، يوجد حلّان للمعادلة في الفترة (2π ,0]، هما:

x = π
6

  ,  x = 5π
6

الخطوة 2: أجد جميع حلول المعادلة. 

ر كل 2π وحــدة، فإنَّني أجد جميع حلــول المعادلة بإضافة  بمــا أنَّ قِيَم اقتــران الجيب تتكرَّ
يْنِ السابقيْنِ على النحو الآتي: مضاعفات العدد 2π الصحيحة إلى كلٍّ من الحلَّ

x = πحيث k عدد صحيح
6

 + 2kπ  ,  x = 
5π
6  + 2kπ 

 الدعم البياني:

يُبيِّن الشكل الآتي التمثيل البياني للحلول:
y

x7π
6

5π
6

13π
6

17π
6

25π
6

π
6

y = sin x
1
2

y =

- π

2  cos x = - 1
√2

الخطوة 1: أجد الحلَّ ضمن دورة واحدة. 

بما أنَّ طول دورة اقتران جيب التمــام 2π، فإنَّني أبدأ أولًا 
بإيجاد حــلِّ المعادلة ضمن الفترة (2π ,0]. وبالرجوع إلى 
cos x = - 1 في الربعين: الثاني، 

√2
دائرة الوحدة، أجد أنَّ 

والثالث، حيث يكون اقتران جيب التمام سالبًا.

إذن، يوجد حلّان للمعادلة في الفترة (2π ,0]، هما:

x = 3π
4

  ,  x = 5π
4

الخطوة 2: أجد جميع حلول المعادلة. 

ر كل 2π وحدة، فإنَّني أجد جميع حلول المعادلة بإضافة  بما أنَّ قِيَم اقتران جيب التمــام تتكرَّ
يْنِ السابقيْنِ على النحو الآتي: مضاعفات العدد 2π الصحيحة إلى كلٍّ من الحلَّ

x = 3πحيث k عدد صحيح
4

 + 2kπ  ,  x = 
5π
4  + 2kπ 

y

x

5π
4θ =

-

-1

1

1

-1

3π
4θ =

2
2

√

م  أتعلَّ

لإيجــاد الحــلِّ الواقــع  
في الربع الثانــي، أطرح 
 π

6
الزاويــة المرجعيــة 

:π من
π - π

6
 = 5π

6
 

م  أتعلَّ

لإيجاد الحلِّ الواقع 
في الربع الثاني، أطرح 

 π
4

الزاوية المرجعية 
:π من

π - π
4

 = 3π
4

 
ولإيجاد الحلِّ الواقع 

في الربع الثالث، أُضيف 
 π

4
الزاوية المرجعية  

:π إلى

π + π
4

 = 5π
4
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ر  أتذكَّ

لإيجــاد قيــاس الزاوية،  
أضبط الآلة الحاسبة على 

نظام الراديان.

م  أتعلَّ

لإيجــاد الحــلِّ الواقــع 
في الربــع الرابع، أطرح 
 0.68 الزاويــة المرجعية 

:2π من
 2π - 0.68 ≈ 5.6

 الدعم البياني:

يُبيِّن الشكل الآتي التمثيل البياني للحلول:
y

θ

5π
4

3π
4

13π
4

11π
4

y = cos x

1
2√

y =-

3π
4-5π

4-

π 2π0

-1

1

ق من فهمي أحُلُّ كل معادلة ممّا يأتي: أتحقَّ

a)  sin x = - √3
2

   b)  cos x = 1
2

تعلَّمْتُ في المثال السابق حلَّ معادلات مثلثية أساسية لنسب مثلثية ذات زوايا خاصة. ولكنْ، 
إذا لم تكن الزوايا معروفة، فيُمكِنني استعمال الآلة الحاسبة لإيجادها.

 

أحُلُّ كل معادلة ممّا يأتي: 
1  cos x = 0.65

الخطوة 1: أجد الزاوية المرجعية باستعمال الآلة الحاسبة.

cos x = 0.65المعادلة المعطاة

x = cos-1 (0.65)بأخذ cos-1 لطرفي المعادلة

0.86 ≈باستعمال الآلة الحاسبة

بما أنَّ طــول دورة اقتران جيب التمام 2π، فإنَّني أبدأ أولًا بإيجــاد حلِّ المعادلة ضمن الفترة 
(2π ,0]. وبالرجوع إلى دائرة الوحدة، أجد أنَّ cos x = 0.65 في الربعين: الأول، والرابع.

إذن، يوجد حلّان للمعادلة في الفترة (2π ,0]، هما: 

x ≈ 0.68  ,  x ≈ 5.6

مثال 2
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الخطوة 2: أجد جميع حلول المعادلة. 

ر كل 2π وحدة، فإنَّني أجد جميع حلول المعادلة بإضافة  بما أنَّ قِيَم اقتران جيب التمــام تتكرَّ
يْنِ السابقيْنِ على النحو الآتي: مضاعفات العدد 2π الصحيحة إلى كلٍّ من الحلَّ

x ≈ 0.68 + 2k π  ,  x ≈ 5.6 + 2k πحيث k عدد صحيح

2  tan x = -2

الخطوة 1: أجد الزاوية المرجعية باستعمال الآلة الحاسبة.

tan x = -2المعادلة المعطاة

x = tan-1 (-2)بأخذ tan-1 لطرفي المعادلة

1.11- ≈باستعمال الآلة الحاسبة

 .(- 
π
2

 , 
π
2

بما أنَّ طول دورة اقتران الظلِّ π، فإنَّني أجد حلَّ المعادلة ضمن الفترة ( 

.x ≈ -1.11  :للمعادلة حلٌّ وحيد ضمن هذه الفترة هو

الخطوة 2: أجد جميع حلول المعادلة. 

ر كل π وحدة، فإنَّني أجد جميع حلول المعادلة بإضافة مضاعفات  بما أنَّ قِيَم اقتران الظلِّ تتكرَّ
العدد π الصحيحة إلى الحلِّ السابق على النحو الآتي:

x ≈ -1.1 + k πحيث k عدد صحيح

ق من فهمي  أتحقَّ

أحُلُّ كل معادلة ممّا يأتي: 

a)  sin x = 0.23   b)  tan x = -10

حلُّ معادلات مثلثية تحوي اقتراناً مثلثيًّا واحدًا

يُمكِــن حلُّ معادلات مثلثية تحوي اقترانًا مثلثيًّا واحــدًا عن طريق فصل هذا الاقتران في أحد 
طرفي المعادلة أولًا، ثم إيجاد حلٍّ للمعادلة. 

ر  أتذكَّ

لإيجــاد قيــاس الزاوية، 
أضبط الآلة الحاسبة على 

نظام الراديان.
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أحُلُّ كل معادلة ممّا يأتي: 
1  3 sin x-2 = 5 sin x -1

الخطوة 1: أفصل الاقتران المثلثي في أحد طرفي المعادلة.

sin x -2 = 5 sin x -1 3المعادلة المعطاة

sin x-2 = -1 2-بطرح sin x 5 من كلا الطرفين

sin x = 1 2-بإضافة 2 إلى كلا الطرفين

sin x = - 1بقسمة طرفي المعادلة على 2-
2

الخطوة 2: أجد الحلَّ ضمن دورة واحدة.

 .[0, 2π) 2، فإنَّني أبدأ أولًا بإيجاد حلِّ المعادلة ضمن الفترةπ بما أنَّ طول دورة اقتران الجيب
sin x = - 1  في الربعين: الثالث، والرابع.

2
وبالرجوع إلى دائرة الوحدة، أجد أنَّ  

إذن، يوجد حلّان للمعادلة في الفترة (2π ,0]، هما:

x = 7π
6

  ,  x = 11π
6

الخطوة 3: أجد جميع حلول المعادلة. 

ر كل 2π وحــدة، فإنَّني أجد جميع حلــول المعادلة بإضافة  بمــا أنَّ قِيَم اقتــران الجيب تتكرَّ
يْنِ السابقيْنِ على النحو الآتي: مضاعفات العدد 2π  الصحيحة إلى كلٍّ من الحلَّ

x = 7πحيث k عدد صحيح
6

 + 2kπ  ,  x = 11π
6

 + 2kπ

2  tan2 x -3 = 0

الخطوة 1: أفصل الاقتران المثلثي في أحد طرفي المعادلة.

tan2 x -3 = 0 المعادلة المعطاة

tan2 x = 3 بإضافة 3 إلى طرفي المعادلة

tan x = ± √3 بأخذ الجذر التربيعي لكلا الطرفين

الخطوة 2: أجد الحلَّ ضمن دورة واحدة.

 .(- π
2

  , π
2

بما أنَّ طول دورة اقتران الظلِّ π، فإنَّني أجد حلَّ المعادلة ضمن الفترة ( 

مثال 3

م  أتعلَّ

لإيجاد الحلِّ الواقع في 
الربع الثالث، أُضيف 
 π

6
الزاوية المرجعية 

:π إلى
π + π

6
 = 7π

6
 

ولإيجاد الحلِّ الواقع 
في الربع الرابع، أطرح 

π من 
6

الزاوية المرجعية 
:2π

2π - π
6

 = 11π
6
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إذن، يوجد حلّان للمعادلة ضمن هذه الفترة، هما:
x = π

3
  ,  x = - π

3

الخطوة 3: أجد جميع حلول المعادلة.

ر كل π وحدة، فإنَّني أجد جميع حلول المعادلة بإضافة مضاعفات  بما أنَّ قِيَم اقتران الظلِّ تتكرَّ
يْنِ السابقيْنِ على النحو الآتي: العدد π الصحيحة إلى كلٍّ من الحلَّ

x = πحيث k عدد صحيح
3

 + kπ  ,  x = - π
3

 + kπ

ق من فهمي  أتحقَّ

أحُلُّ كل معادلة ممّا يأتي:

a)  5 sin x = 3 sin x + √3   b)  2 cos2 x-1 = 0

حلُّ المعادلات المثلثية بالتحليل

يُمكِن حلُّ بعض المعادلات المثلثية باستعمال التحليل، مثل المعادلات التي في صورة معادلة 
تربيعية، والمعادلات التي تتطلَّب إخراج عامل مشترك.

 

:[0, 2π) أحُلُّ كل معادلة ممّا يأتي في الفترة
1  2 sin2 x - 3 sin x + 1 = 0

 sin2 x - 3 sin x + 1 = 0 2 المعادلة المعطاة

0 = (sin x -1)(sin x -1 2) بالتحليل

sin x -1 = 0  or  sin x -1 = 0 2خاصية الضرب الصفري

 بإضافة 1 إلى طرفي كل معادلة،
sin x = 1     وقسمة طرفي المعادلة الأولى على 2

2
      sin x = 1

[0, 2π) في الفترة x بحلِّ المعادلة لـ      x = π
6

 , 5π
6

       x = π
2

x = π
6

 , x = 5π
6

 , x = π
2

إذن، حلول المعادلة في الفترة (2π ,0] هي: 

مثال 4
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:[0, 2π) أحُلُّ كل معادلة ممّا يأتي في الفترة
1  2 cos2 x + 3 sin x = 0

cos2 x + 3 sin x = 0 2 المعادلة المعطاة

3 sin x = 0 + (sin2 x -1) 2 متطابقات فيثاغورس

sin2 x + 3 sin x = 0 2- 2 خاصية التوزيع

sin2 x-3 sin x -2 = 0 2 بضرب طرفي المعادلة في 1-

0 = (sin x -2)(sin x +1 2) بالتحليل

مثال 5

2  cos x sin x = 3 cos x

cos x sin x = 3 cos xالمعادلة المعطاة

cos x sin x -3 cos x = 0بإعادة ترتيب المعادلة

cos x (sin x -3) = 0بإخراج العامل المشترك

cos x = 0  or  sin x-3 = 0خاصية الضرب الصفري

cos x = 0        sin x = 3   بإضافة 3 إلى طرفي المعادلة الثانية

[0, 2π) في الفترة x بحلِّ المعادلة لـ     x = π
2

 , 3π
2

لا يوجد حلٌّ للمعادلة: sin x = 3؛ لأنَّ القيمة العظمى لاقتران sin x هي 1

x = π
2

 , x = 3π
2

إذن، يوجد حلّان للمعادلة في الفترة (2π ,0]، هما:  

ق من فهمي  أتحقَّ

:[0, 2π) أحُلُّ كل معادلة ممّا يأتي في الفترة

a)  2 sin2 x- sin x-1 = 0   b)  sin x cos x = 2 sin x

أخطاء شائعة 

مــن الأخطــاء الشــائعة 
 عنــد حلِّ معادلــة، مثل:
 ،cos x sin x = 3 cos x

قســمة طرفــي المعادلة 
cos x، وهذا يؤدي  على 
يْنِ عندما  إلى فقدان الحلَّ

 cos x = 0، وهمــا:

x = π
2

 , x = 3π
2

م أتعلَّ

عند استعمال المتطابقات 
والعمليــات الجبريــة 
في حــلِّ المعــادلات، 
ق  فــإنَّ الناتج قــد لا يُحقِّ
ـة؛  ـة الأصليـ المعادلـ
ق من  لــذا يجــب التحقُّ
صحة الحــلِّ بالتعويض 
فــي المعادلــة الأصلية، 
أو تمثيل المعادلــة بيانيًّا 
ـة  برمجيـ باســتعمال 

جيوجبرا.

حلُّ المعادلات المثلثية باستعمال المتطابقات المثلثية

ر فصل هذه الاقترانات  تحوي بعــض المعادلات المثلثية اقترانًــا مثلثيًّا أو أكثر، ولكنْ يتعــذَّ
بالتحليل؛ لذا يُمكِن حلُّها باستعمال المتطابقات المثلثية، إضافةً إلى بعض العمليات الجبرية.



114

sin x + 1 = 0  or  sin x - 2 = 0 2خاصية الضرب الصفري

sin x بحلِّ كل معادلة لـ     sin x = - 1
2

       sin x = 2

[0, 2π) في الفترة x بحلِّ المعادلة لـ      x = 7π
6

 , 11π
6

لا يوجد حلٌّ للمعادلة:sin x = 2؛ لأنَّ القيمة العظمى لاقتران sin x هي 1

أتحقَّق:

ض قيمتي x في المعادلة الأصلية. ق، أُعوِّ للتحقُّ

 x = 7π
6

x = 11π عندما 
6

عندما 

 2 cos2 (7π
6

) +3 sin (7π
6

) = 0 2 cos2 (11π
6

) +3 sin (11π
6

) = 0

 2 ( 3
4

) +3 (- 1
2

) = 0 2 ( 3
4

) +3 (- 1
2

) = 0

 3
2

 + - 3
2

 = 0 3
2

 + - 3
2

 = 0

 0 = 0 ✔ 0 = 0 ✔

x = 7π
6

 , x = 11π
6

إذن، يوجد حلّان للمعادلة في الفترة (2π ,0]، هما:  

 الدعم البياني:

ق من صحة الحلِّ بتمثيل المعادلة: y = 2 cos2 x + 3 sin x، باستعمال برمجية  يُمكِنني التحقُّ
.[0, 2π) في الفترة x جيوجبرا، وملاحظة نقاط تقاطع منحنى المعادلة مع المحور

2  sin 2x - cos x = 0

sin 2x - cos x = 0المعادلة المعطاة

sin x cos x - cos x = 0 2متطابقات ضعف الزاوية

cos x(2 sin x-1) = 0بإخراج العامل المشترك

cos x = 0  or  2 sin x -1 = 0خاصية الضرب الصفري

sin x بحلِّ المعادلة الثانية لـ  cos x = 0        sin x = 1
2

[0, 2π) في الفترة x بحلِّ كل معادلة لـ   x = π
2

 , 3π
2

       x = π
6

 , 5π
6

??

??

??

BA
π/2 3π/2 2ππ
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أتحقَّق:

ض قِيَم x في المعادلة الأصلية. ق، أُعوِّ للتحقُّ

 x = π
6

x = 5π عندما 
6

x = π عندما 
2

x = 3π عندما 
2

عندما 

sin 2 ( π
6

) - 

cos ( π
6

) = 0

sin 2 (5π
6

) - 

cos (5π
6

) = 0

sin 2 ( π
2

) - 

cos ( π
2

) = 0

sin 2 (3π
2

) - 

cos (3π
2

) = 0

√3
2

 - √3
2

  = 0- √3
2

 - (- √3
2

) = 00 - 0  = 00 - 0  = 0

0 = 0 ✔0 = 0 ✔0 = 0 ✔0 = 0 ✔

x = π
6

 , x = 5π
6

 , x = π
2

 , x = 3π
2

إذن، حلول المعادلة في الفترة (2π ,0]، هي: 

 الدعم البياني:

ق من صحة الحــلِّ بتمثيل المعادلة: y = sin 2x -cos x  بيانيًّا، باســتعمال  يُمكِننــي التحقُّ
 .[0, 2π) في الفترة x برمجية جيوجبرا، وملاحظة نقاط تقاطع منحنى المعادلة مع المحور

:[0, 2π) ق من فهمي  أحُلُّ كل معادلة ممّا يأتي في الفترة أتحقَّ

a)  2 sin2 x-3 cos x = 0   b)  2 sin 2x -3 sin x = 0

????

????

BA
π/2 3π/2π

C D

يتطلَّــب حلُّ بعض المعادلات المثلثية تربيع طرفي المعادلة أولًا، ثم اســتعمال المتطابقات. 
. ق من صحة الحلِّ ق الناتج المعادلة الأصلية؛ لذا يجب التحقُّ وقد لا يُحقِّ

 

.[0, 2π) في الفترة cos x + 1= sin x :أحُلُّ المعادلة
cos x +1 = sin xالمعادلة المعطاة

cos2 x + 2 cos x +1 = sin2 xبتربيع الطرفين

cos2 x + 2 cos x +1 = 1-cos2 xمتطابقات فيثاغورس

cos2 x + 2 cos x = 0 2بالتبسيط

2 cos x 2بإخراج cos x (cos x +1) = 0

cos x = 0  or  cos x +1 = 0 2خاصية الضرب الصفري

cos x بحلِّ كل معادلة لـ    cos x = 0       cos x = -1

[0, 2π) في الفترة x بحلِّ كل معادلة لـ    x = π
2

 , 3π
2

      x = π

مثال 6

م أتعلَّ

أُربِّــع طرفــي المعادلــة 
تمهيــدًا للحصــول على 

المتطابقة:
cos2  x + sin2 x = 1
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أتحقَّق:

ض قِيَم x في المعادلة الأصلية. ق، أُعوِّ للتحقُّ

 x = 3π
2

x = π عندما 
2

عندما x = π عندما 

cos (3π
2

) +1 = sin (3π
2

) cos ( π
2

) +1 = sin ( π
2

) cos (π) +1 = sin (π)

0 + 1  = -10 + 1  = 1-1 + 1  = 0

1 ≠ -1 ✘1 = 1 ✔0 = 0 ✔

x = π
2

 , x = π :2 ,0]، هماπ) إذن، يوجد حلّان للمعادلة في الفترة

 الدعم البياني:

ــق مــن صحــة الحــلِّ بتمثيل  يُمكِننــي التحقُّ
المعادلتين: y = sin x، و y = cos x +1 بيانيًّا، 
باســتعمال برمجية جيوجبــرا، وملاحظة نقاط 

.[0, 2π) تقاطع منحنيي المعادلتين في الفترة

.[0, 2π) في الفترة cos x - sin x = -1 :ق من فهمي أحُلُّ المعادلة أتحقَّ

???

???

B

0

2

A

π/2 3π/2π

حلُّ معادلات مثلثية تحوي اقترانات لضعف الزاوية

يُمكِن حلُّ معادلة مثلثية تحوي اقترانًا مثلثيًّا لضعف الزاوية، بحلِّ المعادلة لإيجاد قيمة النسبة 
المثلثية لضعف الزاوية أولًا، ثم إجراء عملية القسمة لإيجاد قياس الزاوية.

 

.[0, 2π) في الفترة cos x sin x = - 1
2

أحُلُّ المعادلة: 

cos x sin x = - 1المعادلة المعطاة
2

cos x sin x = -1 2بضرب طرفي المعادلة في 2

sin 2x = -1 متطابقات ضعف الزاوية

مثال 7
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الوحدة 7

.2x = 3π
2

3π ، فإنَّ  
2

 بمــا أنَّ الحــلَّ الوحيد للمعادلــة sin θ = -1 في الفترة (2π ,0] هــو 
ومنه، فإنَّ جميع حلول المعادلة: sin 2x =-1 تُكتَب في صورة:

k2x = 3π عدد صحيح
2

 + 2kπ 

x = 3πبقسمة طرفي المعادلة على 2
4

 + kπ

يُمكِن إيجاد حلول المعادلة: sin 2x = -1 في الفترة  (2π ,0]  على النحو الآتي:

x = 3π
4

 + (0)π = 3π
4

 , x = 3π
4

 + (1)π = 7π
4

 , x = 3π
4

 + (2)π = 11π
4

 x = 3π
4

 , x = 7π
4

إذن، يوجد حلّان للمعادلة في الفترة (2π ,0]، هما: 

ق من فهمي أتحقَّ

.[0, 2π) 2 في الفترة cos 2x = 1 :أحُلُّ المعادلة

م أتعلَّ

قِيَم  أســتمر في تعويض 
لـــ k، وأتوقَّــف عندما 
أحصل علــى زاوية أكبر 

.2π من

 الدعم البياني:

أُلاحِظ عند تمثيل 
المعادلتين: 

،y = cos x sin x 

y = 1 بيانيًّا باستعمال 
2

و 
برمجية جيوجبرا، تقاطع 

منحنيي المعادلتين عندما  

x = 3π في 
4

 , x =  7π
4

.[0, 2π) الفترة

حلُّ معادلات مثلثية تحوي اقترانات لنصف الزاوية

يُمكِن حلُّ معادلة مثلثية تحوي اقترانًا مثلثيًّا لنصف الزاوية، بحلِّ المعادلة لإيجاد قيمة النســبة 
المثلثية لنصف الزاوية أولًا، ثم إجراء عملية الضرب لإيجاد قياس الزاوية.

 

.[0, 2π) 2 في الفترة sin x
2

أحُلُّ المعادلة: 0 = 3√  - 

sin x 2المعادلة المعطاة
2

 -  √3 = 0

sin x 2بجمع 3√ لطرفي المعادلة 
2

 =  √3

sin x بقسمة طرفي المعادلة على 2
2

 = √3
2

2π فإن:
3

π  و 
3

sin θ = √3 في الفترة (2π ,0] هما 
2

بما أنَّ حلَّي المعادلة:  

x
2

 = π
3

  , x
2

 = 2π
3

مثال 8

B0

1

Aπ/2 3π/2π
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sin x  تُكتَب في صورة:
2

 = √3
2

ومنه، فإنَّ جميع حلول المعادلة: 

kx عدد صحيح
2

 = π
3

 + 2kπ      x
2

 = 2π
3

 + 2kπ

x = 2πبضرب طرفي المعادلة في 2
3

 + 4kπ     x = 4π
3

 + 4kπ

x = 2π، فإنَّ الناتج 
3

 + 4kπ , x = 4π
3

 + 4kπ :في المعادلتين k = 0 أُلاحِظ أنَّه عند تعويض
x = 2π  على الترتيب، ضمــن الفترة (2π ,0]. أمّا عند تعويض قِيَم أُخرى فإنَّ 

3
 , x = 4π

3
هــو 

الناتج يكون خارج الفترة.

 x = 2π
3

 , x = 4π
3

إذن، يوجد حلّان للمعادلة في الفترة (2π ,0]، هما: 

ق من فهمي أتحقَّ

.[0, 2π) 2 في الفترة cos x
2

أحُلُّ المعادلة: 0 = 1 - 

 الدعم البياني:

أُلاحِظ من التمثيل 
البياني للمعادلة: 

 ،y = 2 sin  x
2

 - √3

باستعمال برمجية 
جيوجبرا، تقاطع منحنى 

 x المعادلة مع المحور

 x = 2π
3

 , x = 4π
3

عندما 
.[0, 2π) في الفترة

ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

أحُلُّ كُلًّ من المعادلات الآتية لقِيَم x جميعها:

1  2 sin x + 3 = 2   2  1-cos x = 1
2

  3  sin x = -0.3

4  cos x = 0.32   5  tan x = 5   6  sec2 x-2 = 0 

7  cot x +1 = 0   8  csc2 x-4 = 0  9  3 √2 cos x +2 = -1

:[0, 2π) أحُلُّ كُلًّ من المعادلات الآتية في الفترة

10  cos2 x -sin2 x + sin x = 0 11  3 sin2 x-7 sin x+2= 0 12  2 cos2 x + cos x = 0

13  tan4 x-13 tan2 x +36 = 0 14  sin x+2 sin x cos x=0  15  tan2 x cos x = tan2 x

:[0, 2π) أحُلُّ كُلًّ من المعادلات الآتية في الفترة

16  2 cos2 x + sin x = 1 17  tan2 x -2 sec x = 2  18  csc2 x = cot x + 3

19  sin 2x = 3 cos 2x 20  4 sin x cos x + 2 sin x -2 cos x-1 = 0

B

0

2

-2

A

π/2 3π/2 2ππ
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الوحدة 7

أطوار القمر: عندما يدور القمر حول الأرض، فإنَّ الجانب المُواجِه للأرض يكون في الغالب 

مضاءً جزئيًّا بواســطة الشــمس. تصف أطوار القمر مقدار الجزء الظاهر من ســطحه بسبب 

 ،F = 1
2

 (1-cosθ) :ســقوط ضوء الشــمس عليه، ويعطى مقياس فلكي للطور بالعلقــة

حيث θ الزاوية بين الأرض والشــمس والقمــر (θ ≤ 360 ≥ °0). أجد قياس الزاوية θ لكل 

طور ممّا يأتي:

.(F = 0) 21 القمر الجديد 

.(F = 0.25) 22 الهلال 

.(F = 1) 23 القمر المُكتمِل 

 24  زنبرك: تعطى الإزاحة لزنبرك نابض باســتعمال العلاقة: y = 4 e-3t sin 2 πt. ما الأوقات )قِيَم t( التي يكون فيها 

الزنبرك في وضعية الراحة (y = 0)؟

:[0, 2π) أحُلُّ كُلًّ من المعادلات الآتية في الفترة

25  sin 2x + cos x = 0  26  tan x
2

 - sin x = 0 27  2 sin2 x = 2 + cos 2x

28  2 sin2 x
2

 - 3 cos x
2

 = 0  29  sin x - √3  cos x = 0  30  cos 2x = cos x

مهارات التفكير العليا

tan x + k، حيث k ثابت، فأُجيب عمّا يأتي:
tan x

تبرير: إذا كان 2 = 

رًا إجابتي.  31 أُثبتِ عدم وجود حلٍّ للمعادلة عندما k > 1، مُبرِّ

. رًا خطوات الحلِّ  32 أحُلُّ المعادلة عندما k = -8، حيث: π < x < π-، مُبرِّ

رًا إجابتي.  33 تبرير: أجد جميع الحلول المُمكِنة للمعادلة: sin (cos x) = 0، مُبرِّ

.0 ≤ x < 2π :حيث ،tan x + cot x = 5 :أحُلُّ المعادلة :  34 تحدٍّ

.0 ≤ x < 2π :حيث ،|sin x| < 1
2

: أحُلُّ المتباينة:   35 تحدٍّ
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أختار رمز الإجابة الصحيحة في كلٍّ ممّا يأتي:

 1 إذا كان cot θ = 1، فإنَّ  tan θ تساوي:

a)  -1   b)  1

c)  0   d)  3

sin ( π
2

 - x ) فــإنَّ قيمــة ،cos x = -0.45 2  إذا كان 

هي:
a)  -0.55  b)  -0.45

c)  0.45  d)  0.55

 3 المعادلة غير الصحيحة ممّا يأتي هي:

a)  tan(-x)= -tan x

b)  tan (-x) = 1
cot (-x)

c)  tan(-x)= 
sin (-x)
cos (-x)

d)  tan (-x) +1 = sec (-x)

 : 1- sin2 x

1- cos2 x
 × tan x :4  أحد الآتية مُكافئِ للمقدار 

a)  tan x  b)  sin x

c)  cot x  d)  cos x

:0 < x < π
2

 5 أحد الآتية لا يُكافئِ cos x، حيث: 

a)  
cos x

cos2 x + sin2 x
 b)  cot x sin x

c)  
1 - sin2 x

cos x
  d)  tan x csc x

:sin x + cot x cos x :ِ6 أحد الآتية يُكافئ 

a)  2 sin x  b)  1
sin x

c)  cos2 x  d)   sin x cos x

sin2 x
 

أجد قيمة كلٍّ ممّا يأتي من دون استعمال الآلة الحاسبة:
7  3 cos 37.5° sin 37.5°

8  cos π
12

 + cos 5π
12

9  cos 255° - cos 195°

 10  عارضة خشــبية: يراد قَصُّ عارضة خشــبية من قطعة 

خشب على شكل أسطوانة، طول قُطْرها in 20. أُثبتِ 
أنَّه يُمكِن تمثيل مســاحة 
المقطع العرضي للعارضة 

باستعمال العلاقة: 

A(θ) = 200 sin 2 θ

أُثبتِ صحة كلٍّ من المتطابقات الآتية:

11  tan y = 
sin (x+y) -  sin (x-y)

cos (x+y) + cos (x-y)

12  4(sin6 x + cos6 x) = 4-3 sin2 2x

13  ln |cos x| = 1
2

 (ln | 1+cos 2x| -ln 2)

14  sec 2x = 
sec2 x

2- sec2 x

15  tan x
2

 = csc x - cot x

: cos θ = 4، فأُثبتِ أنَّ
5

ة، وكان   16 إذا كانت θ زاوية حادَّ

cos (θ + π
4

 ) = √2
10

20 in

θ
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أُثبتِ صحة كلٍّ من المتطابقات الآتية:

17  
sec x - cos x

sec x
 = sin2 x

18  (sin x + cos x)4 = (1 + 2 sin x cos x)2

19  cot(x + y) = 
cot x cot y -1
cot x + cot y

20  
sin x sec x

tan x
 = 1

21  ln |sec θ| = -ln |cos θ|

أجد قيمة كلٍّ ممّا يأتي من دون استعمال الآلة الحاسبة:

22  tan (-15°) 23  sin 7π
12

24  
tan 20° + tan 25°
1-tan 20° tan 25°

25  cos 5π
12

 cos 7π
12

 - sin 5π
12

 sin 7π
12

 26 مستعيناً بالشكل التالي، أحُلُّ المعادلة:

sin (x + π
4

 )- sin ( π
4

 - x) = 0

.0 ≤ x ≤ 2π :حيث
y

x

-1

2ππ

f(x) = sin (x +    )π
4

g(x) = sin (    - x)π
4

ط كُلًّ من المقادير الآتية، مُســتعمِلً المتطابقات المثلثية  أُبسِّ
لضعف الزاوية، أو المتطابقات المثلثية لنصف الزاوية:

27  cos2 5x - sin2 5x

28  2 sin x
2

  cos x
2

  29  √1- cos 8x
2

:[0, 2π) أحُلُّ كُلًّ من المعادلات الآتية في الفترة

30  4 sin x -3 = 0  31  1- cos x
1+ cos x

 = 3

32  cos x  sin x - sin x = 0

33  sin x - 2 sin2 x = 0

34  sin x - cos x - tan x = -1

35  sin x - cos x = 1
2

36  tan 3x + 1 = sec 3x

تدريب على الاختبارات الدولية

 37 أحد الآتية لا يُعَدُّ حلاًّ للمعادلة:

:sin x + cos x tan2 x = 0

a)  3π
4

   b)  7π
4

c)  2π   d)  5π
2

:2 cos x = 1 :38 أحد الآتية يُعَدُّ حلاًّ للمعادلة 

a)  8π
3

   b)  13π
3

c)  10π
3

   d)  15π
3

: cos x (cot2 x +1)
csc x

 39  أحد الآتية مُكافئِ للمقدار: 

a)  tan x  b)  cot x

c)  sec x  d)  csc x

 40  أحد المقادير الآتية يُمكِن استعماله لتكوين متطابقة مع 

:tan x ≠ -1 :حيث ، sec x + csc x
1+tan x

المقدار: 

a)  sin x  b)  cos x

c)  tan x  d)  csc x
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8
الاحتمالات
Probability

ما أهمية هذه الوحدة؟

يســتفاد من علم الاحتمالات في عديد من المجالات 
المهمــة، مثــل: الطب، والزراعــة، والاقتصــاد، والأرصاد 

الجوية. فالطبيب الذي يبحث في انتشار مرض مُعْدٍ يعكف على 
دراســة احتمال انتقال المرض من شــخص إلى آخر، وموظفو 

ض  قطاع التأمين يَلزمهم حساب نسبة المخاطر، وإمكانية تعرُّ
شركات التأمين للخسائر، أو تحقيقها الربح.

122
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مْتُ سابقًا: تعلَّ

✔  استعمال مُخطَّط الشجرة وجداول الاحتمال 

لتحديد نواتج تجارب عشوائية.

✔  حساب احتمالات حوادث بسيطة.

بة مستقلة،  ✔  حســاب احتمالات حوادث مُركَّ

وغير مستقلة.

✔  حساب احتمالات حوادث متنافية، وغير متنافية.

م في هذه الوحدة:  سأتعلَّ

◂  استعمال مبدأ العَدِّ والتباديل والتوافيق لإيجاد 

عدد طرائق إجراء عملية، أو تجربة عشوائية.

◂ ماهية المُتغيِّرات العشوائية، وإيجاد قِيَمها.

◂  إنشاء التوزيع الاحتمالي لمُتغيِّرات عشوائية. 

◂  حساب توقُّع المُتغيِّر العشوائي، وتباينه.

ملحوظة: أستعمل تدريبات )أســتعد لدراسة الوحدة( في الصفحتين )20( و )21( 
من كتاب التمارين؛ لمراجعة هذه الموضوعات قبل البدء بدراسة الوحدة.
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الدرس

1
التباديل والتوافيق

Permutations and Combinations

ف مبدأ العَدِّ الأساسي، واستعماله في حلِّ المسائل.  · تعرُّ فكرة الدرس    
ف التباديل، واستعمالها في حلِّ مسائل حياتية.  · تعرُّ    
ف التوافيق، واستعمالها في حلِّ مسائل حياتية.  · تعرُّ    

المصطلحات   مبدأ العَدِّ الأساسي، التباديل، المضروب، التوافيق.   

ب الفريق اختيار  مسألة اليوم    يتألَّف فريق للسباحة من 8 سبّاحينَ. إذا أراد مُدرِّ   
سبّاحينِ اثنين للسباحة في الجولة الأولى من إحدى المنافسات، 

فبكم طريقةً يُمكِنه الاختيار من بين هؤلاء السبّاحينَ؟

مبدأ العَدِّ الأساسي

من الســهل إيجاد عدد الطرائق اللزمة لترتيب مجموعــة صغيرة. فمثلً، توجد طريقتان فقط 
لترتيب عناصر المجموعة {a, b}، هما: (a, b)، و (b, a)؛ إذ يُختار الحرف الأول بطريقتين، 
ثم يُختــار الحرف الثاني بعد اختيار الحرف الأول بطريقة واحدة. وقد تعلَّمْتُ ســابقًا طرائق 

تحديد عناصر الفضاء العيني لتجربة عشوائية، مثل: مُخطَّط الشجرة، ومُخطَّط الاحتمال.

ها يصبح  ولكنْ، إذا كان عدد عناصر المجموعة كبيرًا، فإنَّ حصر جميع الطرائق المُمكِنة وعَدَّ
أمــرًا صعبًا. وفي كثير من الحالات، يقتصر الاهتمام علــى معرفة عدد الطرائق التي يُمكِن بها 
ة، من دون اهتمام بمعرفة النواتج نفسها، فيُستعمَل  نة من مراحل عِدَّ إجراء تجربة عشوائية مُكوَّ
مبدأ العَدِّ الأساسي )fundamental counting principle( لإيجاد عدد الطرائق المُمكِنة 

لإجراء التجربة؛ بضرب عدد الطرائق المُمكِنة في كل مرحلة من المراحل بعضها في بعض.

ر أتذكَّ

يُطلَــق علــى الخيارات 
المُحتمَلة لتجربة عشوائية 
ما اســم النواتج، ويُطلَق 
علــى جميــع النواتــج 
المُمكِنة لها اسم الفضاء 
العيني، الــذي يُرمَز إليه 

.(Ω) بالرمز

 للتجربة العشــوائية التي يُمكِــن إجراؤها في n مرحلة، إذا كان عــدد الطرائق المُمكِنة 
K، وعــدد الطرائق المُمكِنــة لإجراء المرحلــة الثانية

1
 لإجــراء المرحلة الأولى هــو 

K، فإنَّ العدد الكلي للطرائق 
n
K، ... ، وعدد الطرائق المُمكِنة لإجراء المرحلة n هو 

2
هو 

المُمكِنة لإجراء التجربة هو:
K

1
 × K

2
 × ... × K

n

مبدأ العَدِّ الأساسي مفهوم أساسي
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الوحدة 8 

    
بكم طريقــةً يُمكـِـن تكوين عدد زوجــي يتألَّف مــن 3 أرقــام مختلفة باســتعمال الأرقام: 

9 ,7 ,6 ,4 ,2 ,1؟

للرقــم الأول في منزلة الآحــاد )المرحلة الأولى( 3 خيارات مُمكِنة، هــي الأرقام: 6 ,4 ,2، 
وللرقم الثاني في منزلة العشــرات )المرحلة الثانية( 5 خيــارات مُمكِنة )5 أرقام(؛ لأنَّ أرقام 
العدد مختلفة، ولا يُمكِن تكرارها. أمّا الرقم في منزلة المئات )المرحلة الثالثة( فله 4 خيارات 

مُمكِنة )4 أرقام(.
باستعمال مبدأ العَدِّ الأساسي:

 
عدد طرائق اختيار 

الرقم في منزلة 
الآحاد

  
عدد طرائق اختيار 

الرقم في منزلة 
العشرات

  
عدد طرائق اختيار 

الرقم في منزلة 
المئات

 3 × 5 × 4 = 60

إذن، يُمكِن تكوين هذا العدد بـ 60 طريقة.

ق من فهمي  أتحقَّ

 بكــم طريقــةً يُمكنِ تكويــن عدد فــردي يتألَّف مــن 4 أرقام مختلفــة باســتعمال الأرقام:
5 ,4 ,3 ,2 ,1؟

مثال 1

التباديل

التباديل )permutations( هي الطرائق المُمكِنة لاختيار مجموعة أشياء، بما في ذلك ترتيب 
:Cو ،Bو ،A :اختيار هذه الأشياء. فمثلً، توجد 6 تباديل مُمكِنة لترتيب الأحرف

ABC  ACB  BAC  BCA  CAB  CBA

    
 (JORDAN) كم كلمةً )ليس شرطًا أنْ يكون لها معنى( يُمكنِ تكوينها من جميع أحرف كلمة  

من دون تكرار أيِّ حرف فيها؟

باستعمال مبدأ العَدِّ الأساسي:

 
عدد طرائق 

اختيار الحرف 
الأول

 
عدد طرائق 

اختيار الحرف 
الثاني

 
عدد طرائق 

اختيار الحرف 
الثالث

 
عدد طرائق 

اختيار الحرف 
الرابع

 
عدد طرائق 

اختيار الحرف 
الخامس

 
عدد طرائق 

اختيار الحرف 
السادس

     6     ×       5       ×       4        ×        3       ×       2       ×       1         = 720

إذن، يُمكِن تكوين 720 كلمةً من أحرف كلمة (JORDAN)، من دون تكرار أيِّ حرف فيها.

مثال 2

1
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  كم كلمةً تتألَّف من 3 أحرف )ليس شرطًا أنْ يكون لها معنى( يُمكنِ تكوينها من أحرف كلمة 
(JORDAN) من دون تكرار أيِّ حرف فيها؟

باستعمال مبدأ العَدِّ الأساسي:

 
عدد طرائق اختيار 

الحرف الأول
  

عدد طرائق اختيار 
الحرف الثاني

  
عدد طرائق اختيار 

الحرف الثالث

 6 × 5 × 4 = 120

إذن، يُمكِــن تكوين 120 كلمةً تتألف من 3 أحرف من أحــرف كلمة (JORDAN)، من دون 
تكرار أيِّ حرف فيها.

ق من فهمي أتحقَّ

 )(  كم كلمــةً )ليس شــرطًا أنْ يكون لهــا معنى( يُمكِــن تكوينها من جميــع أحرف كلمة 

)HOUSE( من دون تكرار أيِّ حرف فيها؟

 )(  كــم كلمةً تتألَّف من 3 أحرف )ليس شــرطًا أنْ يكون لها معنى( يُمكِن تكوينها من أحرف 

كلمة )HOUSE( من دون تكرار أيِّ حرف فيها؟

2

في الفرع الأول من المثال الســابق، استُعمِل التعبير: 1 × 2 × 3 × 4 × 5 × 6 لحساب عدد 
ة، وهو تعبير يُكتَب في صورة )!6(، ويُقرَأ:  تباديــل 6 أحرف مختلفة، أُخِذ منها 6 أحرف كل مرَّ

مضروب (factorial) العدد 6 

بوجــه عام، يُكتَب مضروب العــدد الصحيح الموجب n في صورة (!n)، ويســاوي حاصل 
ضرب جميع الأعداد الصحيحة الموجبة من 1 إلى n كالآتي:

n! = n × (n-1) × (n-2) × (n-3) × … × 1

ن إيجاد عدد تباديل 6 أحرف، أُخِذ منها 3 أحرف كل  أمّا الفرع الثاني من المثال نفسه فقد تضمَّ
ة؛ لذا لا يُمكِن استعمال المضروب في هذه الحالة.  مرَّ

م أتعلَّ

أســتعمل الآلة الحاسبة 
لإيجاد مضــروب العدد. 
فمثــلً، أجــد مضروب 
العــدد 6 بالضغــط على 

الأزرار الآتية:

6 =!

م أتعلَّ

0! = 1



127

الوحدة 8 

رموز رياضية 

يُمكِن اســتعمال أيٍّ من 
الرمزين الآتييــن للتعبير 
عن تباديل n من العناصر 

ة: التي أُخِذ منها r كل مرَّ

nPr
 
, P(n, r)

بوجه عام، يُمكِن استعمال إحدى الصيغتين الآتيتين لإيجاد عدد التباديل:

ة: عدد تباديل n من العناصر المختلفة، أُخِذ منها n كل مرَّ
ة، هو: بالكلمات: عدد تباديل n من العناصر المختلفة، أُخِذ منها n كل مرَّ

n
P

n
 = n!

حيث n عدد صحيح موجب.
ة، هو: مثال: عدد تباديل 5 عناصر مختلفة، أُخِذ منها 5 كل مرَّ

5
P

5
 = 5! = 5 × 4 × 3 × 2 × 1 = 120 

ة: عدد تباديل n من العناصر المختلفة، أُخِذ منها r كل مرَّ
ة، هو: بالكلمات: عدد تباديل n من العناصر المختلفة، أُخِذ منها r كل مرَّ

n
P

r
 = n!

(n - r)!

.r ≤ n عددان صحيحان موجبان، و  n, r :حيث
ة، هو:  مثال: عدد تباديل 5 عناصرمختلفة، أُخِذ منها 3 كل مرَّ

5
P

3
 = 5!

(5 - 3)!
 = 5 × 4 × 3 × 2!

2!
 = 60

التباديل مفهوم أساسي

  مثال 3 : من الحياة

  وظائــف: أعلن مطعم عن حاجته إلــى عامل في صالته 
م للوظيفتين  الرئيسة، وإلى عامل آخر في المطبخ. إذا تقدَّ
4 أشــخاص )أحمد، رامي، جمانة، عبير(، فبكم طريقةً 

يُمكنِ اختيار اثنين منهم لهاتين الوظيفتين؟

أُلاحِظ أنَّ الترتيب مهم في هذه المســـألة؛ فاختيار أحمــد للعمل في الصالة، وجمانة للعمل 
في المطبخ، يختلف عن اختيار جمانة للعمل في الصالة، وأحمد للعمل في المطبخ. وكذلك 
لا يُمكِن اختيار الشــخص نفســه لكلتا الوظيفتين؛ لذا أســتعمل التباديل لإيجاد عدد طرائق 

اختيار عنصرين من بين 4 عناصر، مراعيًا الترتيب:

1
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م  أتعلَّ

أســتعمل الآلة الحاسبة 
لإيجــاد التباديل. فمثلً، 
 بالضغط 

4
P

2
أجد ناتــج 

على الأزرار الآتية:

4 2 =
nPr

 صيغة التباديل
n
P

r
 = n!

(n - r)!

r = 2 و ،n = 4 بتعويض 
4
P

2 
= 4!

(4 - 2)!

!2 × 3 × 4 = باستعمال تعريف المضروب، والاختصار
2!

12 = بالتبسيط

إذن، يُمكِن اختيار شخصين لهاتين الوظيفتين بـ 12 طريقة.

ته، وبيت خالته أول أيام عيد الفطر  ته، وبيت عمَّ   صلة رحم: يرغب حســن في زيارة بيت جدَّ
المبارك. بكم طريقةً يُمكنِه ترتيب مواعيد الزيارة؟

أُلاحِظ أنَّ الترتيب مهم في هذه المسألة من دون تكرار البدائل؛ لذا أستعمل عدد طرائق اختيار 
3 عناصر من بين 3 عناصر، مراعيًا الترتيب: 

 صيغة التباديل
n
P

n
 = n!

n = 3 بتعويض 
3
P

3 
= 3!

6 = 1 × 2 × 3 = باستعمال تعريف المضروب، وإيجاد الناتج

إذن، يُمكِن لحسن ترتيب مواعيد الزيارة بـ 6 طرائق.

ق من فهمي أتحقَّ

 )(  اشتركت 10 خيول في منافسة لسباق للخيل. 

بكم طريقــةً يُمكِن للخيول إنهاء الســباق في 
المراكز الثلثة الأولى؟ 

ــن 4 طلبة من بلوغ المرحلة قبل النهائية لمســابقة الرياضيــات الذهنية. بكم طريقةً   )(  تمكَّ

يُمكِن لهؤلاء الطلبة الوقوف متجاورين لالتقاط صورة معًا؟

2
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الوحدة 8 

r من 
2
r من المرّات، وآخر 

1
ر عنصر   عدد التباديل المختلفة لعناصر عددها n عندما يتكرَّ

المرّات، وهكذا، ...، هو: 
n!

r
1 
! × r

2 
! × … × r

k 
!

التباديل مع التكرار مفهوم أساسي

ر أحيانًا بعــض عناصر المجموعة التي يراد  الاختيار منهــا، ويُمكِن إيجاد عدد التباديل  تتكرَّ
المختلفة في هذه الحالة باستعمال الصيغة الآتية:

    
أجد عدد الطرائق المُمكنِة لترتيب أحرف كل كلمة ممّا يأتي:

1  MOHAMMAD

ر ثلث  أُلاحِظ أنَّ كلمة )MOHAMMAD( تتألَّف من 8 أحرف، وأنَّ الحرف )M( تكرَّ
تين. وبذلك، فإنَّ عدد التباديل المختلفة لهذه الأحرف هو: ر مرَّ مرّات، وأنَّ الحرف )A( تكرَّ

!8صيغة التباديل مع التكرار
3! × 2!

!3 × 4 × 5 × 6 × 7 × 8 = باستعمال تعريف المضروب، والاختصار
3! × 2

3360 = بإيجاد الناتج

إذن، يُمكِن ترتيب أحرف كلمة )MOHAMMAD( بـ 3360 طريقة.

2  AJLOUN

أُلاحِظ أنَّ كلمة )AJLOUN( تتألَّــف من 6 أحرف مختلفة من دون تكرار. وبذلك، فإنَّ 
عدد التباديل المختلفة لهذه الأحرف هو:

 صيغة التباديل
n
P

n
 = n!

n = 6 بتعويض 
6
P

6 
= 6!

720 = 1×2×3×4×5×6 = باستعمال تعريف المضروب، وإيجاد الناتج

إذن، يُمكِن ترتيب أحرف كلمة )AJLOUN( بـ 720 طريقة.

مثال 4
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ق من فهمي  أتحقَّ

أجد عدد الطرائق المُمكنِة لترتيب أحرف كل كلمة ممّا يأتي:

))  PALESTINE     ))  PETRA

التوافيق

التوافيق )combination( هــي الطرائق المُمكِنة لاختيار مجموعة أشــياء من دون اهتمام 
بالترتيب. فمثلً، عند اختيار حرفين عشــوائيًّا من الأحــرف: A, B, C, D، يُمكِن كتابة جميع 
رت )لأنَّ  التباديــل المُمكِنة لاختيار حرفين مــن هذه الأحرف، ثم حــذف الأزواج التي تكرَّ

الترتيب في التوافيق غير مهم( كالآتي:

ة، هو: بالكلمات: عدد توافيق n من العناصر المختلفة، أُخِذ منها r كل مرَّ

n
C

r
 = nPr 

r !
 = n

 
!

r !(n - r)!

.r ≤ n عددان صحيحان موجبان، و r و n :حيث

ة، هو: مثال: عدد توافيق 10 عناصر مختلفة، أُخِذ منها 7 كل مرَّ

10
C

7
 = 10

 
!

7 !(10 - 7)!
 = 120

التوافيق مفهوم أساسي

رموز رياضية

يُمكِن اســتعمال أيٍّ من 
الرمــوز الآتية للتعبير عن 
توافيق n من العناصر التي 

ة: أُخِذ منها r كل مرَّ
nCr, C(n, r), ( n

r )

.A, B, C, D :إذن، توجد 6 توافيق مُمكِنة لاختيار حرفين من الأحرف

  مثال 5 : من الحياة

حات  برلمان طلابي: أجد عدد الطرائق التي يُمكنِ بها اختيار 3 طالبات من بين 6 طالبات مُترشِّ
)سهى، مرام، أسماء، سُــمَيَّة، لانا، نداء( لتمثيل المدرســة في مؤتمر البرلمان الطلابي الذي 

تُنظِّمه مديرية التربية التي تَتْبَع لها المدرسة.

 (D, B)و (B, D)

هما الزوج نفسه؛ لأنَّ 
الترتيب غير مهم.

(A, B) (A, C) (A, D) (B, A) (B, C) (B, D)

(C, A) (C, B) (C, D) (D, A) (D, B) (D, C)
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الوحدة 8 

الاحتمال باستعمال التباديل والتوافيق

تعلَّمْتُ ســابقًا كيفية إيجاد عدد الطرائق المُمكِنة لإجراء تجربة عشــوائية باستعمال مبدأ العَدِّ 
الأساســي، والتوافيق، والتباديل. والآن ســأُوظِّف ذلك كله في حساب احتمال وقوع حادث 

مُعيَّن ضمن التجربة العشوائية.

م أتعلَّ

أســتعمل الآلة الحاسبة 
لإيجــاد التوافيق. فمثلً، 
 بالضغط 

6
C

3
أجد ناتــج 

على الأزرار الآتية:

6 3 =
nCr

معلومة

للبرلمــان الطلبــي دور 
رئيس في صقل شخصية 
الطالــب القيادية، وتَمثُّل 
معانــي الديمقراطيــة، 
والإخــلص، والانتماء 
الحقيقــي إلــى الوطن؛ 
نه من الإســهام  مــا يُمكِّ
بفاعلية فــي رفعة الوطن 

وازدهاره. 

نظرًا إلى عدم أهمية الترتيب في هذه المســألة، وعدم وجــود فرق في الاختيار بين الطالبات: 
سهى، ومرام، وأسماء، والطالبات: مرام، وأسماء، وسهى؛ فإنَّني أستعمل التوافيق لإيجاد عدد 

حات على النحو الآتي: طرائق اختيار 3 طالبات من بين الطالبات الست المُترشِّ

 صيغة التوافيق
n
C

r
 = n

 
!

r !(n - r)!

r = 3 و ،n = 6 بتعويض 
6
C

3 
= 6!

3!(6 - 3)!

!3 × 4 × 5 × 6 = باستعمال تعريف المضروب، والاختصار
3! × 3 × 2

20 = بالتبسيط

ق من فهمي  أتحقَّ

ألعاب: بكم طريقةً يُمكنِ اختيار فريق كرة سلَّة يضمُّ 5 لاعبين من 
بين 8 لاعبين؟

     
  رُتِّبت البطاقات الآتية عشوائيًّا في صف واحد. ما احتمال أنْ يكون حرف النون وحرف العين  

في الترتيب المختار متجاورين؟

يان رعو

الخطوة 1 :  أفترض أنَّ الحادث )A( يعنــي أنَّ حرف النون وحرف العين في الترتيب المختار 

متجاوران.

مثال 6

1
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. Ω  الخطوة 2 : أجد عدد عناصر

أجد n(Ω)، وهو عدد طرائق ترتيب 6 عناصر )بطاقات( في صف واحد:

 = n(Ω) صيغة التباديل
6
P

6
 = 6!

720 =1×2×3×4×5×6 = باستعمال تعريف المضروب، وإيجاد الناتج

.(A) الخطوة 3 : أجد عدد عناصر الحادث

أجــد n(A)، وهو عدد الطرائق التي يكون فيها حرف النــون وحرف العين متجاورين؛ إذ يُعَدُّ 
هــذان الحرفان عنصرًا واحدًا، ويُمكِن ترتيبهما بطريقتيــن. أمّا عدد طرائق ترتيب المجموعة 

:  ؛ لذا، فإنَّ
5
P

5
كاملة فهو 

 × n(A) = 2 مبدأ العَدِّ الأساسي
5
P

5

1×2×3×4×5×2 = !5 × 2 = باستعمال تعريف المضروب

240 = بإيجاد الناتج

الخطوة 4 : أجد الاحتمال.

 = P(A) بالتعويض في صيغة الاحتمال
n(A)
n(Ω)

 = 240
720

0.33 = بإيجاد الناتج

إذن، احتمال أنْ يكون حرف النون وحرف العين متجاورين هو 0.33

  كُتبِت الأعداد من 1 إلى 20 على 20 بطاقة صغيرة مُتماثلِة، وُضِعت جميعها في صندوق، ثم 
نان على البطاقتين  اختيرت اثنتان منها معًا بصورة عشوائية. ما احتمال أنْ يكون العددان المُدوَّ

فرديين؟

الخطوة 1 :  أفترض أنَّ الحادث )A( يعني اختيار بطاقتين معًا عشوائيًّا، وأنَّهما تحملن عددين 

فرديين )الترتيب غير مهم(.

.Ω الخطوة 2 : أجد عدد عناصر

أجد n(Ω)، وهو عدد طرائق اختيار بطاقتين معًا من الصندوق بصورة عشوائية.

2
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بما أنَّ الترتيب غير مهم، فإنَّني أستعمل التوافيق:

 = n(Ω) عدد طرائق اختيار عنصرين من بين 20 عنصرًا
20

C
2

!20 = بالتعويض في صيغة التوافيق
2!(20-2)!

!18 × 19 × 20 = باستعمال تعريف المضروب، والاختصار
2 × 18!

190 = بالتبسيط

.(A) الخطوة 3 : أجد عدد عناصر الحادث

عدد البطاقات التي تحمل أعدادًا فرديةً هو 10 بطاقات؛ لذا فإنَّ n(A) يُمثِّل عدد طرائق اختيار 
بطاقتين معًا بصورة عشوائية، بحيث تحملن أعدادًا فرديةً من بين 10 بطاقات.

بما أنَّ الترتيب غير مهم، فإنَّني أستعمل التوافيق:

 = n(A) عدد طرائق اختيار عنصرين من بين 10عناصر
10

C
2

!10 = بالتعويض في صيغة التوافيق
2!(10-2)!

!8 × 9 × 10 = باستعمال تعريف المضروب، والاختصار
2 × 8!

45 = بالتبسيط

الخطوة 4 : أجد الاحتمال.

 = P(A) بالتعويض في صيغة الاحتمال
n(A)
n(Ω)

 = 45
190

9 = بالتبسيط
38

9
38

نان على البطاقتين فرديين هو  إذن، احتمال أنْ يكون العددان المُدوَّ

ق من فهمي  أتحقَّ

 )(  رُتِّبت البطاقات الآتية عشــوائيًّا في صــف واحد. ما احتمال اختيــار ترتيب يبدأ بحرف 

صحيح، وينتهي بحرف عِلَّة؟

رام نوفس

 )(  صندوق فيه 16 كرة مُتماثلِة، كلٌّ منها تحمل رقمًا من بين الأعداد 1 إلى 

16، إذا سُــحِبت كرتان معًا بصورة عشــوائية، فمــا احتمال أنْ تحمل 

الكرتان المسحوبتان عددين زوجيين؟
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n من العناصر، ويُختار m عنصرًا 
1
في بعض المواقف، يُختار r عنصرًا بصورة عشوائية من بين 

n، وقد يُختار r و m مع مراعاة 
1
 + n

2
n من العناصر، فيكون عدد العناصر الكلــي 

2
مــن بين 

الترتيب )تباديل(، أو من دون مراعاة لذلك )توافيق(، تبعًا لمِا يقتضي الموقف.

  مثال 7 : من الحياة

لجنة اجتماعية: يعمل في أحد المصانع 35 عاملًا، و20 عاملةً. أراد صاحب المصنع تشــكيل 
لجنة اجتماعية للعاملين والعاملات تضمُّ 5 أعضاء يُختارون بصورة عشوائية:

 ما احتمال أنْ تتألَّف اللجنة من عاملتين وثلاثة عمّال؟ 

الخطوة 1 : أفترض أنَّ الحادث )A( يعني اختيار عاملتين وثلثة عمّال لهذه اللجنة.

.Ω الخطوة 2 : أجد عدد عناصر

أجد n(Ω)، وهو عدد طرائق اختيار 5 أعضاء عشــوائيًّا من بين جميــع العاملين والعاملت 
وعددهم 55 عاملً وعاملةً. الترتيب هنا غير مهم؛ لذا أستعمل التوافيق:

 = n(Ω) عدد طرائق اختيار 5 عناصر من بين 55 عنصرًا
55

C
5

3478761 = باستعمال الآلة الحاسبة

.(A) الخطوة 3 : أجد عدد عناصر الحادث

أجد n(A)، وهو عدد طرائق اختيار عاملتين من بين 20 عاملةً، مضروبًا في عدد طرائق اختيار 
3 عمّال من بين 35 عاملً، علمًا بأنَّ الترتيب غير مهم في كلتا الحالتين.

: بحسب مبدأ العَدِّ الأساسي، فإنَّ

 = n(A) مبدأ العَدِّ الأساسي
20

C
2
 × 

35
C

3

1243550 = باستعمال الآلة الحاسبة

الخطوة 4 : أجد الاحتمال.

 = P(A) بالتعويض في صيغة الاحتمال
n(A)
n(Ω)

 = 1243550
3478761

0.357 ≈  باستعمال الآلة الحاسبة

إذن، احتمال أنْ تتألَّف اللجنة من عاملتين وثلثة عمّال هو 0.357  تقريبًا.

1
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  ما احتمال أنْ يكون رئيس اللجنة وأمين الصندوق من العمّال، ويكون الأعضاء الآخرون من 
العاملات؟

الخطوة 1 :  أفترض أنَّ الحادث )B( يعنــي أنَّ رئيس اللجنة وأمين الصندوق هما من العمّال، 

وأنَّ الأعضاء الآخرين هم من العاملت.

.Ω  الخطوة 2 : أجد عدد عناصر

أجد n(Ω)، وهو 3478761 كما في الفرع الأول من السؤال.

.)B( الخطوة 3 : أجد عدد عناصر الحادث

أجد n(B)، وهو عدد طرائق اختيار رئيس اللجنة وأمين الصندوق من بين 35 عاملً )الترتيب 
مهم(، مضروبًا في عدد طرائق اختيار 3 عاملت من بين 20 عاملةً )الترتيب غير مهم(:

 = n(B) مبدأ العَدِّ الأساسي
35

P
2
 × 

20
C

3

1356600 = باستعمال الآلة الحاسبة

الخطوة 4 : أجد الاحتمال.

 = P(B) بالتعويض في صيغة الاحتمال
n(B)
n(Ω)

 = 1356600
3478761

0.39 ≈  باستعمال الآلة الحاسبة

إذن، احتمال أنْ يكون رئيس اللجنة وأميــن الصندوق من العمّال، ويكون الأعضاء الآخرون 
من العاملت هو 0.39 تقريبًا.

ق من فهمي  أتحقَّ

ن من 7 لاعبي تنس يُختارون عشوائيًّا من  يراد تشــكيل فريق مُكوَّ
بين 9 لاعبي تنس و5 لاعبات تنس:

 )( ما احتمال أنْ يتألَّف الفريق من 4 لاعبين و3 لاعبات؟

 )( ما احتمال أنْ يكون رئيس الفريق من اللعبات؟

2



136

ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

أجد قيمة كلٍّ ممّا يأتي:

1  8!     2  9! -2 × 7!   3  6!
2!×3!

4  6
P

3
 + 

7
P

4

5
P

3

   5  
8
C

3
 × 

11
C

6
   6  12

C
4
 + 

10
C

6

6
C

2

كم عددًا مُؤلَّفًا من 4 أرقام يُمكنِ تكوينه باستعمال الأرقام: 5 ,3 ,2 ,1: 

 7 إذا سُمِح بالتكرار؟     8 إذا لم يُسمَح بالتكرار؟

أجد عدد الطرائق المُمكنِة لترتيب أحرف كل كلمة ممّا يأتي:

9  TAFILA    10  IRBID    11  AMMAN

 12 كم عددًا يحوي 6 أرقام مختلفة، ويقبل القسمة على 5، يُمكِن تكوينه باستعمال الأرقام: 5 ,4 ,3 ,2 ,1 ,0؟

 13  كم عددًا زوجيًّا أقل من 900 يُمكِن تكوينه باســتعمال الأرقام: 9 ,8 ,7 ,6 ,5؛ شــرط عدم استعمال الرقم أكثر من 

ة واحدة في أيِّ عدد؟ مرَّ

 14  طعــام: بكم طريقةً مختلفةً يُمكِن لشــخص اختيار وجبة غداء تحوي 

طبقًا رئيسًــا واحدًا، وطبق حســاء، وطبق سَــلطة، من قائمة الطعام 
المجاورة في أحد المطاعم؟

لطة  أنواع الحساء   أنواع السَّ

 الطبق الرئيس 

قائمة الطعام

معلومة

اختــرع الفيزيائي والمهندس 
الكهربائــي جيمس راســيل 
الأقــراص المُدمَجــة عــام 
بُغْيَــةَ إيجــاد نظام  1970م؛ 

تســجيل صوتي أكثر دقَّة من 
أشرطة التسجيل )الكاسيت(.

هدايا: لدى هيثم 6 أقراص مُدمَجة تحوي موضوعات تعليمية 
دة.  عــة، و4 أقراص أُخــرى تحوي مقاطع رياضيــة مُتعدِّ مُتنوِّ

يرغب هيثم في إهداء 4 من هذه الأقراص إلى صديقه علاء:

 15  ما عدد طرائق اختيار الهدية؟

نها هيثم قرصًا واحدًا على الأقل من كل نوع؟  16  ما عدد طرائق اختيار الهدية إذا ضمَّ
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أجد قيمة n في كلٍّ ممّا يأتي:

17  n! = 720    18  
n
P

2
 = 42    19  

n
P

3
 = 10× 

n
P

2

20  
n
C

3
 = 26n   21  

n
C

5
 = 

n
C

7
    22  

n
C

3
 – 

(n-2)
C

3
 = 64

ر طبيب   23  مستشفيات: دخل في أحد المستشفيات 5 مرضى في الوقت نفسه، وقد قرَّ

الطوارئ توزيعهم على 5 غــرف فردية. بكم طريقةً يُمكِــن للطبيب توزيع هؤلاء 
المرضى؟

معلومة

لة  تُنتَج بعــض الأغذية المُعدَّ
وراثيًّــا عــن طريــق إجراء 
تغييرات في تسلسلها الجيني 
الطبيعي )DNA(، ويُعتقَد أنَّ 
ة بصحة  هــذه الأغذية ضــارَّ

الإنسان.

ر  نًا من 14 ســيدة و10 رجال. قرَّ  24  رياضــة: يدير أحد الاتحادات الرياضية مجلسًــا مُكوَّ

رة من المجلس تضمُّ 4 أعضاء بصورة عشــوائية، ويُنتخَب  الاتحاد اختيار لجنــة مُصغَّ
منها رئيس للجنة، وأمين للســر، وأمينان للصندوق. مــا احتمال أنْ تتألَّف اللجنة من 3 

سيدات، تتولّى إحداهن رئاسة اللجنة، ورجل واحد هو أمين سر اللجنة؟

 25  زراعــة: يضمُّ قســم التطوير في إحدى الشــركات 

الزراعية 7 مهندســين زراعيين، منهــم رنا وأحمد. 
ما احتمــال اختيار رنــا وأحمد لحضــور ندوة عن 
المُنتَجــات المُعالَجة وراثيًّا إذا كانت عملية الاختيار 

عشوائية؟ 

عائلة تضمُّ 6 أولاد و3 بنات. أرادت الأم اختيار 4 منهم لإعداد وجبة العشاء: 

 26  ما احتمال اختيار اثنين من الأولاد، واثنتين من البنات لإعداد وجبة العشاء؟  

 27  ما احتمال اختيار ولد لإعداد الشــاي، وولد لطهــي الطعام، وبنتين لتجهيز 

المائدة؟
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 28  لوحات مَرْكبات: تتألَّف لوحة مَرْكبة في الأردن من رمز خاص بإدارة ترخيص 

ن من رقمين يُكتَبان أعلــى اللوحة، ويُمثِّلن رمزًا مُشــترَكًا  المَرْكبات، مُكــوَّ
ة، ومن 5 أرقام من بين الأرقــام 0 إلى 9 لكل مَرْكبة. إذا اختيرت  لمَرْكبــات عِدَّ
مَرْكبة عشوائيًّا، وكان رمزها المُشترَك 24، فما احتمال أنْ يكون رقمها 45779؟  

إرشاد: يجب ألّا تكون جميع خانات اللوحة أصفارًا.

 29  هندسة: إذا اختيرت 3 نقاط عشوائيًّا من بين النقاط: A, B, C, D, E, F, G, H في 

الشكل المجاور، فما احتمال أنْ تكون هذه النقاط على استقامة واحدة؟

مهارات التفكير العليا

بة في 4 صفوف و3 أعمدة كما في  كّاب مُرتَّ : تحوي طائرة عمودية 12 مقعدًا للرُّ تحدٍّ
المُخطَّط المجاور. أقلعت الطائرة من مَدْرج المطار، وكان على متنها 10 مسافرين، 

كّاب:  ا من مقاعد الرُّ بينهم طلال وعبير، وبقي مقعدان فارغان قد يكونان أيًّ

 30  ما احتمــال أنْ يجلس طلل على مقعد في طــرف أحد الصفوف، وتجلس 

عبير على مقعد في طرف أحد الصفوف أيضًا؟

 31  ما احتمال أنْ يجلس طلل وعبير على مقعدين متجاورين في صف واحد؟

ر إجابتي. ؟ أُبرِّ
n
C

r
 = 

n
P

r
 32 تبرير: متى يكون  

: يراد اختيار 4 مندوبين من بين 8 طلب و6 طالبات، بينهم طالب وشــقيقته. بكم طريقةً يُمكِن اختيار طالبين   33  تحدٍّ

وطالبتين، بينهما الأخ أو شقيقته، من دون اختيارهما معًا؟ 

. 1

10
C

3

ن حادثًا احتماله   34  مسألة مفتوحة: أكتب مسألة تتضمَّ

نة من m رجلً، وn سيدةً من هواة المطالعة إنشاء نادٍ خاص بأعضاء المجموعة، وكذلك  رت مجموعة مُكوَّ : قرَّ  35  تحدٍّ

اختيار لجنة رباعية من الأعضاء بصورة عشوائية. وقد تَبيَّن لهم أنَّ احتمال اختيار رجلين وسيدتين هو 0.9 احتمال اختيار 
رجل واحد وثلث سيدات من أعضاء المجموعة. ما أصغر قيمة مُمكِنة لكلٍّ من m، وn؟ 

��
�����

JORDAN
الأردن

A

E

B

H

F

D

G

C
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الدرس

2
رات العشوائية المُتغيِّ
Random Variables

ف المُتغيِّر العشوائي، وإنشاء توزيعه الاحتمالي. · تعرُّ فكرة الدرس    

· إيجاد التوقُّع والتباين لمُتغيِّر عشوائي في تجربة عشوائية.    

المُتغيِّر العشوائي، التوزيع الاحتمالي، التوقُّع، التباين.  المصطلحات     

ن الفرق  ة واحدة، ثم دُوِّ مسألة اليوم   أُلقِي حجرا نرد منتظمان ومتمايزان معًا مرَّ   
المُطلَق بين العددين الظاهرين على الوجهين العلويين. ما الفرق 

الذي احتماله أكبر؟

المُتغيِّر العشوائي )random variable( هو مُتغيِّر تعتمد قِيَمه على نواتج تجربة عشوائية. 

 

 في تجربة إلقاء قطعتي نقد عشوائيًّا، إذا دلَّ المُتغيِّر العشوائي X على عدد مرّات ظهور الصورة، 
.X فأجد مجموعة قِيَم

: أفترض أنَّ H تعني صورة، وأنَّ T تعني كتابة. وبذلك، فإنَّ

Ω = {(T, T), (T, H), (H, T), (H, H)}عناصر فضاء العيِّنة للتجربة

X =        0           1            1            2عدد الصور المُرتبطِ بكل عنصر

.X = {0, 1, 2} :إذن، مجموعة قِيَم المُتغيِّر العشوائي هي

ق من فهمي  أتحقَّ

في تجربة إلقاء ثلاث قطع نقد متمايزة عشــوائيًّا، إذا دلَّ المُتغيِّر العشــوائي X على عدد مرّات 
.X ظهور الكتابة، فأجد مجموعة قِيَم

مثال 1

رموز رياضية

يُرمَــز إلى قِيَــم المُتغيِّر 
 ،x العشــوائي بالرمــز 
ـر  ويُرمَــز إلــى المُتغيّـِ
.X العشوائي نفسه بالرمز
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التوزيع الاحتمالــي (probability distribution) للتجربة العشــوائية هــو اقتران يربط 
قِيَم المُتغيِّر العشــوائي باحتمالات وقوعها في التجربــة، ويُرمَز إلى اقتران التوزيع الاحتمالي 

.P(X = x) وقد يُكتَب في صورة ،P)X(بالرمز
ة واحدة، فإنَّ قِيَم المُتغيِّر العشوائي X الذي يدل  تعلَّمْتُ سابقًا أنَّه عند إلقاء قطعتي نقد متمايزتين مرَّ
على عدد مرّات ظهور الصورة قد تكون 0، أو 1، أو 2، حيث إنَّ فضاء العيِّنة لهذه التجربة هو:

Ω ={(H, H), (H, T), (T, H), (T, T)}

وبذلك تكون قِيَم اقتران التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي X هي:

P(X = 0) = 1
4

 , P(X = 1) = 2
4

 = 1
2

 , P(X = 2) = 1
4

يُمكِن أيضًا التعبير عن اقتران التوزيع الاحتمالي بجدول، أو تمثيل بياني:

x 0 1 2

P(x) 1
4

1
2

1
4

2

x

P
(x

)

10

1
4

1
2

توزيع احتمالي

م أتعلَّ

مجال التوزيع الاحتمالي 
هــو مجموعــة قِيـَـم 
ـر العشــوائي،  المُتغيّـِ
قِيَــم  ومــداه مجموعــة 

الاحتمالات المقابلة.

     
 X ة واحدة، إذا دلَّ المُتغيِّر العشــوائي في تجربة إلقــاء حجري نرد منتظمين ومتمايزين معًا مرَّ
 X على مجموع العددين الظاهرين علــى الوجهين العلويين، فأجد التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر

في صورة جدول.

.X الخطوة 1 :  أجد قِيَم المُتغيِّر 

 X = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12}

الخطوة 2 : أُنشِئ جدولًا من صفين أُنظِّم فيه قِيَم المتغير العشوائي، والاحتمال المقابل لكلٍّ منها.

12111098765432x قِيَم

عدد النواتج12345654321

1
36

2
36

3
36

4
36

5
36

6
36

5
36

4
36

3
36

2
36

1
36

الاحتمال
P(x)

مثال 2
ر أتذكَّ

عدد النواتج المُمكِنة في 
تجربة إلقــاء حجري نرد 
منتظميــن ومتمايزين معًا 
36 ناتجًا،  ة واحدة هو  مرَّ
ويُمكِن إيجاد قيم x وعدد 
النواتج باستعمال مُخطَّط 

الاحتمال الآتي:

10
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2

3

4

5

6

2 3 4 5 6

y

x

حجر النرد الأول
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الوحدة 8 

ق من فهمي  أتحقَّ

سُحِبت بطاقتان عشوائيًّا دون إرجاع من وعاء يحوي البطاقات الآتية: 

1 03 3

إذا دلَّ المُتغيِّر العشوائي X على مجموع العددين الظاهرين على هاتين البطاقتين، فأُنشِئ جدول 
.X التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر

     
في تجربة عشوائية، كان التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي X كما في الجدول الآتي:

3210-1x

0.252aa0.20.1P(X = x)

.a أجد قيمة  

∑ P(X = x) = 1 َّ0.2 + 0.1 لأن + a + 2a + 0.25 = 1

3a = 1 + 0.55 بجمع الحدود المتشابهة

3a = 0.45 بطرح 0.55 من طرفي المعادلة

a = 0.15 بقسمة طرفي المعادلة على 3

مثال 3

1

أُلاحِظ في المثال السابق أنَّ مجموع احتمالات قِيَم المُتغيِّر العشوائي يساوي 1:
1

36
 + 2

36
 + 3

36
 + 4

36
 + 5

36
 + 6

36
 + 5

36
 + 4

36
 + 3

36
 + 2

36
 + 1

36
 = 1

وهذه الخاصية عامة لأيِّ مُتغيِّر عشوائي.

تســاعد خاصية مجموع احتمالات قِيَم المُتغيِّر العشــوائي على إيجاد احتمالات مجهولة في 
دة على قِيَم المُتغيِّر العشوائي. التوزيع الاحتمالي، ثم حساب احتمالات ضمن شروط مُحدَّ

بالكلمات:  إذا كان X مُتغيِّرًا عشــوائيًّا، فإنَّ مجموع قِيَم اقتران التوزيع الاحتمالي 

P(X = x) يساوي 1

.∑ P(X = x) = 1  َّمُتغيِّرًا عشوائيًّا، فإن X إذا كان بالرموز: 

اقتران التوزيع الاحتمالي مفهوم أساسي
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ر أتذكَّ

لأيِّ حــادث A في فضاء 
العيِّنة لتجربة عشــوائية، 
،P(A ) = 1 – P(A) :  فإنَّ
A هــو الحادث  حيــث 

.A م للحادث المُتمِّ

ر أُفكِّ

هــل يُمكِن إيجــاد ناتج 
بطريقــة   P(X ≥ 0)

أُخرى؟ 

.P(X ≤ 0) :أجد ناتج 

د P(X ≤  0) = P(X = 0) + P(X = -1)بتحديد قِيَم X ضمن الشرط المُحدَّ

0.2 + 0.1 = بتعويض قِيَم الاحتمالات

0.3 = بالجمع

.P(X ≥ 0) :أجد ناتج 

X = -1 م للحادث  P(X ≥ 0) = 1- P(X = -1)الحادث X ≥ 0 هو مُتمِّ

0.1 -1 = بتعويض قيمة الاحتمال

0.9 = بالطرح

 أجد منوال التوزيع.

المنوال هو قيمة X الأعلى تكرارًا. وفي هذه المســألة، فإنَّ المنوال هو القيمة المقابلة لأعلى 
احتمال؛ أيْ 0.3 المقابل للقيمة 2 

إذن، منوال التوزيع هو 2

ق من فهمي  أتحقَّ

في تجربة عشوائية، كان التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي X كما في الجدول الآتي:

4321x

3g0.35g0.25P(X = x)

.P(1 ≤ X < 3) :أجد ناتج )(     .g أجد قيمة )( 

 )( أجد ناتج: P(X < 4).   )( أجد منوال التوزيع.

2

3

4

تعلَّمْتُ سابقًا إيجاد الوسط الحسابي ( x ) لبيانات مُمثَّلة في جداول تكرارية؛ بقسمة مجموع 
حاصل ضرب القِيَم في تكراراتها ( x . f ∑ ) على مجموع التكرارات ( f ∑ ) باستعمال 

الصيغة الآتية:
x = 

∑ x . f

∑ f
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الوحدة 8 

ر أتذكَّ

عند اســتقصاء أمر ما عن 
ا، فإنَّه  مجتمــع كبير جــدًّ
يصعــب الوصــول إلى 
أفراده جميعًــا؛ لذا يصار 
إلى استعمال العيِّنة، وهي 
مجموعة صغيــرة تُختار 
عشــوائيًّا مــن المجتمع 

لتمثيله.

م أتعلَّ

التوقُّع هو القيمة المُتوقَّعة 
للمُتغيِّــر العشــوائي عند 
تكرار التجربة العشــوائية 
ا من  عــددًا كبيــرًا جــدًّ

المرّات.

وبالمثــل، يُمكِن إيجاد الوســط الحســابي لتوزيع احتمالــي؛ لأنَّ احتمالات قِيَــم المُتغيِّر 
العشــوائي X تُمثِّل تكرارات لتلك القِيَم )تكرارات نســبية؛ نظرًا إلى قســمة كل تكرار على 
مجمــوع التكرارات(. ولأنَّ مجمــوع احتمالات قِيَم المُتغيِّر العشــوائي )التكرارات( هو 1، 
فإنَّ الوســط الحسابي هو x.P(x) ∑، في ما يُعرَف باســم التوقُّع (expectation) للمُتغيِّر 

.E (X) ويُرمَز إليه بالرمز ،X العشوائي

بالكلمات:    التوقُّع للمُتغيِّر العشــوائي X في توزيع احتمالي لتجربة عشــوائية يساوي 

مجموع حواصل ضرب كل قيمة للمُتغيِّر X في احتمال تلك القيمة.

E(X)= ∑x.P(x)     : بالرموز

التوقُّع مفهوم أساسي

  مثال 4 : من الحياة

ف عدد أجهزة  دراسة: في دراســة إحصائية شملت 100 أُسْــرة اختيرت عشــوائيًّا، أُريد تعرُّ
الحاسوب التي تملكها هذه الأسَُر. والجدول الآتي يُبيِّن نتائج هذه الدراسة:

3210)x( عدد أجهزة الحاسوب

10314217)f عدد الأسَُر )التكرار

بافتراض أنَّ المُتغيِّر العشوائي X يُمثِّل عدد أجهزة الحاسوب لدى كل أُسْرة:

.X أُنشِئ جدول التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي 

أجد احتمال كل قيمة من قِيَم X؛ بحساب تكرارها النسبي عن طريق قسمة التكرار المقابل لكل 
قيمة على مجموع التكرارات، وهو 100، فيكون جدول التوزيع الاحتمالي كما يأتي:

3210x

0.100.310.420.17P(X = x)

.X ع المُتغيِّر العشوائي  أجد توقُّ
E (X) = ∑ x.P(x)صيغة التوقُّع

(0.10×3) + (0.31×2) + (0.42×1) + (0.17×0) =مجموع نواتج الضرب

1.34 =بالتبسيط

1

2
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ق من فهمي  أتحقَّ

ر رصد عدد الرسائل التي وصلته  يجد مراد عددًا من الرسائل في بريده الإلكتروني كل يوم، فقرَّ
ل إليها كما في الجدول الآتي: يوميًّا من 50 يومًا اختيرت عشوائيًّا، وكانت النتائج التي توصَّ

54321)x( عدد الرسائل
2118227)f عدد الأيام )التكرار

بافتراض أنَّ المُتغيِّر العشوائي X يُمثِّل عدد الرسائل اليومية التي تصل البريد الإلكتروني لمراد:

.X أُنشِئ جدول التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي )( 

.X أجد توقُّع المُتغيِّر العشوائي )( 

يَلزم أحيانًا إنشــاء جدول التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشــوائي X، ثم تطبيق الصيغة الخاصة 
بإيجاد التوقُّع.

     
أُلقِيــت قطعــة نقــود غيــر منتظمــة 3 مــرّات متتاليــة. إذا دلَّ المُتغيِّــر العشــوائي X علــى عــدد 
مــرّات ظهــور الصــورة )H(، فأجــد E(X)، علمًــا بــأنَّ احتمــال ظهــور الصــورة فــي الرميــة 

الواحــدة هــو 0.3

P(T ) = 1-0.3 = 0.7 :هو (T ) فإنَّ احتمال ظهور الكتابة ،P(H) = 0.3 َّبما أن

د قِيَم المُتغيِّر العشوائي.  الخطوة 1 :   أُحدِّ

قِيَم X في هذه التجربة هي: 3 ,2 ,1 ,0

الخطوة 2 : أجد الاحتمالات.

x = 0 :يوجد حادث واحد مُرتبطِ بالقيمة P(x = 0) = P(T, T, T )

0.7 × 0.7 × 0.7 =قانون احتمال الحوادث المستقلة 

0.343 =بالضرب 

مثال 5

معلومة

ازداد الاعتمــاد علــى البريد 
الإلكترونــي في الســنوات 
الأخيرة، بحيث أصبح بديلً 
عن البريــد الورقي، حتى في 

بعض المعاملت الرسمية.
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الوحدة 8 

توجد 3 حوادث 
x = 1 :مُرتبطِة بالقيمة P(X = 1) = P(H, T, T)+P(T, H, T)+ P(T, T, H)

قانون احتمال 
(0.3×0.7×0.7)+(0.7 ×0.3×0.7)+(0.7×0.7×0.3) =الحوادث المستقلة 

 0.441 =بالتبسيط

توجد 3 حوادث 
x = 2 :مُرتبطِة بالقيمة P(X = 2) = P(H, H, T )+P(H, T, H )+ P(T, H, H )

قانون احتمال 
(0.3×0.3×0.7)+(0.3×0.7×0.3)+(0.7×0.3×0.3) =الحوادث المستقلة 

 0.189 =بالتبسيط

x = 3 :يوجد حادث واحد مُرتبطِ بالقيمة P(X = 3) = P(H, H, H )

 0.3 × 0.3 × 0.3 =قانون احتمال الحوادث المستقلة 

 0.027 =بالضرب 

الخطوة 3 : أُنشِئ جدول التوزيع الاحتمالي.

3210x

0.0270.1890.4410.343P(X = x)

.E(X) الخطوة 4 : أجد التوقُّع

E(X) = ∑ x . P(x)صيغة التوقُّع

(0.027×3) + (0.189×2) +(0.441×1) + (0.343×0) =مجموع نواتج الضرب

0.9 =بالتبسيط

ق من فهمي  أتحقَّ

يحتوي وعاء علــى 6 بطاقات حمراء، و4 بطاقات زرقاء، جميعها مُتماثلِة. إذا سُــحِبت منها 
بطاقتــان على التوالي من دون إرجاع، ودلَّ المُتغيِّر العشــوائي X علــى عدد البطاقات الزرقاء 

.E(X) المسحوبة، فأجد
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:X يُبيِّن الجدول الآتي التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي

43210x

0.310.120.150.120.3P(X = x)

.E(X ) ع  أجد التوقُّ

E(X ) = ∑ x . P(x)صيغة التوقُّع

مجموع نواتج 
(0.31×4) + (0.12×3) + (0.15×2) + (0.12×1) + (0.3×0) =الضرب

2.02 =بالتبسيط

.V)r(X ) أجد التباين 

صيغة التباين 
للمُتغيِّر 

X العشوائي
Var(X) = ∑ ( x2 . P(x)) – (E(X ) )2

 2(2.02) -((0.31×16)+(0.12×9)+(0.15×4)+(0.12×1)+(0.3×0)) =بالتعويض

2.68 ≈بالتبسيط

مثال 6

1

2

التباين (Variance) للمُتغيِّر العشوائي X هو مقياس لتشتُّت قِيَم المُتغيِّر عن وسطها الحسابي 
E(X )، ويُرمَز إليه بالرمز Var(X )، أو الرمز σ2، ويُمكِن حسابه بالعلقة الآتية:

Var(X ) = σ2 = E(X 2 ) – (E(X))2

بالكلمات:    التباين للمُتغيِّر العشــوائي X في توزيع احتمالي لتجربة عشــوائية يساوي 

مجموع نواتج ضرب مربعات قِيَم المُتغيِّر X في احتمال كل قيمة، مطروحًا 
.X منه مربع توقُّع المُتغيِّر

Var(X) = σ2 = ∑ (x2 . P(x) ) - (E(X ) )2  : بالرموز

التباينمفهوم أساسي
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الوحدة 8 

ق من فهمي  أتحقَّ

:X يُبيِّن الجدول الآتي التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي

531-1x

0.20.10.40.3P(X = x)

.Var(X ) أجد التباين )(    .E(X) أجد التوقُّع )( 

ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

 X في تجربة ســحب 4 كرات على التوالي من كيس يحوي 3 كرات حمراء، وكرتين ســوداوين، إذا دلَّ المُتغيِّر العشوائي
على عدد الكرات الحمراء في الكرات المسحوبة، فأجد قِيَم X في كلٍّ من الحالتين الآتيتين:

 1 السحب مع الإرجاع.    2 السحب من دون إرجاع.

 .X فأجد قِيَم ،(H ) على عدد مرّات ظهور الصورة X 3  في تجربة إلقاء قطعة نقود 6 مرّات متتالية، إذا دلَّ المُتغيِّر العشوائي 

ة واحدة، إذا دلَّ المُتغيِّر العشــوائي X على ناتج ضرب العددين الظاهرين على   4  فــي تجربة إلقاء حجري نرد معًا مرَّ

 .X الحجرين، فأجد قِيَم

يحتوي وعاء على 3 أقراص زرقاء، و6 أقراص خضراء. إذا سُــحِبت من الوعاء 3 أقراص على التوالي مع الإرجاع، ودلَّ 
المُتغيِّر العشوائي X على عدد الأقراص الزرقاء المسحوبة، فأجد كُلاًّ ممّا يأتي:

 5 التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي X في صورة جدول.

 6 احتمال سحب قرص أزرق واحد على الأقل.

تين متتاليتيــن، إذا دلَّ المُتغيِّر  ــر القرص المجاور عشــوائيًّا مرَّ في تجربة تدوير مُؤشِّ
ــر، وكان القطاعان  العشــوائي X على مجموع العددين اللذيْنِ توقَّف عندهما المُؤشِّ

الأخضر والأصفر متطابقان، فأجد:

 7 التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر X في صورة جدول.

 8 منوال التوزيع.

2

5

3
4
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في تجربة عشوائية، كان التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي X كما في الجدول الآتي:

85421x

2b0.290.15b0.2P(X = x)

.P(X ≥ 2) :11 أجد ناتج   .P(2 < X ≤ 8) :10 أجد ناتج   .b 9 أجد قيمة 

ل هؤلاء الأعضاء لجنة تضمُّ ثلثة   12  يتألَّــف مجلس الطلبة في إحدى الجامعات من 10 طلب و15 طالبة، وقد شــكَّ

منهم بصورة عشــوائية للجتماع مع مُمثِّلين عن رئاسة الجامعة. إذا دلَّ المُتغيِّر العشوائي X على عدد الطالبات في 
.X اللجنة المختارة، فأُنشِئ جدول التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي

عة لكلٍّ من التوزيعات الاحتمالية الآتية: أجد القيمة المُتوقَّ

13  3210-1-2x

0.10.220.180.10.270.13P(X = x)

14  8642y

1
6

1
3

5
12

1
12

P(Y = y)

ن أحد العلماء أعمار عدد من الغزلان في الجدول الآتي:  15 دَوَّ

87654321)x العمر )بالسنة
10407015013558307) f ( التكرار

. E(X ) يُمثِّل عمر الغزال، أجد التوقُّع  X بافتراض أنَّ المُتغيِّر العشوائي   

:X 16 يُبيِّن الجدول الآتي التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي 

210-1x

a2b4baP(X = x)

.bو ،a 5 ، فأجد قيمة كلٍّ من
12

   إذا كان توقُّع X هو 
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الوحدة 8 

ل هؤلاء معًا لجنة مشتريات تضمُّ أربعة منهم بصورة   17  يعمل في إحدى المؤسسات 9 موظفين و15 موظفة، وقد شكَّ

عشوائية. إذا دلَّ المُتغيِّر العشــوائي X على عدد الموظفات في اللجنة المختارة، فأُنشِئ جدول التوزيع الاحتمالي 
 .E(X ) ثم أجد التوقُّع ،X للمُتغيِّر

:Y 18 يُبيِّن الجدول الآتي التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي 

3-2y

1 - aaP(Y = y)

.Var(Y ) فأجد ،E(Y) = 2 إذا كان   

 19 أحُلُّ المسألة الواردة في بند )مسألة اليوم(.

مهارات التفكير العليا

 20  تبرير: في تجربة ســحب بطاقتين عشوائيًّا على التوالي من صندوق يحوي 4 بطاقات مُتماثلِة، كلٌّ منها مُرقَّمة بأحد 

الأرقــام: 2، 3، 4، 5، إذا دلَّ المُتغيِّر العشــوائي X على مجموع الرقمين الظاهرين على البطاقتين المســحوبتين، 
رًا إجابتي. د إذا كان السحب مع الإرجاع، أو من دون إرجاع، مُبرِّ وكانت قِيَمه: 5، 6، 7، 8، 9، فأُحدِّ

: رُقِّمــت أوجه حجر نرد أحمــر بالأرقــام: 3 ,2 ,2 ,1 ,1 ,1، ثــم رُقِّمت أوجه حجر نــرد أزرق بالأرقام:  21  تحــدٍّ

ة واحدة. إذا دلَّ المُتغيِّر العشــوائي X  على مجموع الرقمين الظاهرين  3 ,3 ,3 ,2 ,2 ,1، ثم أُلقِي الحجران معًا مرَّ

على الوجه العلوي لكل الحجرين، فأُنشِئ جدول التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي.

: في تجربة عشــوائية، اختيرت بطاقة من بين 3 بطاقــات تحمل الأرقام: 1، 3، 5، ثم أُلقِيت قطعة نقود منتظمة   22  تحدٍّ

عــددًا من المرّات يُطابقِ الرقم المكتوب على البطاقة. إذا دلَّ المُتغيِّر العشــوائي H على عدد مرّات ظهور الصورة 
.P(H = 3) :ثم أجد ناتج ،H = 3 :فأجد عناصر الحادث المُرتبطِ بالقيمة ،(H )

.E(X ) = 4  قِيَمه: 5 ,3 ,1، وقيمة ،X 23  مسألة مفتوحة: أُنشِئ جدول التوزيع الاحتمالي لمُتغيِّر عشوائي 



اختبار نهاية الوحدة

150

أختار رمز الإجابة الصحيحة في كلٍّ ممّا يأتي:

 1  عــدد طرائق اختيار 3 طلبة عشــوائيًّا من بين 10 طلبة، 

وترتيبهم على 3 مقاعد في صف واحد، هو:

))  
10

C
3
  ))  

10
P

3

))  
3
P

3
   ))  7!

 2  أحد الآتية يُمثِّل الأعــداد الفردية التي يحوي كلٌّ منها 

5 منازل، ويُمكِــن تكوينه بإعادة ترتيــب أرقام العدد 
:45092

))  120  ))  96

))  60   ))  36

 3  عدد طرائق اختيار 5 طلب و3 طالبات عشوائيًّا من بين 

9 طلب و7 طالبات هو:

))  
16

C
8
  ))  

16
P

8

))  
9
C

5
 × 

7
C

3
  ))  

9
P

5
 × 

7
P

3

 4  عــدد طرائق ترتيب أحرف كلمة )سلســبيل( التي تبدأ 

بحرف السين وتنتهي به هو: 

))  12  ))  24  ))  90  ))  180

 5  وعاء فيــه 6 بطاقات مُتماثلِــة، كُتبِ عليهــا الأرقام: 

1، 2، 3، 4، 5، 6، إذا سُحِبت منه 3 بطاقات معًا بصورة 

عشوائية، ودلَّ المُتغيِّر العشوائي X على أصغر الأرقام 
الظاهرة على هذه البطاقات، فإنَّ مجموعة قِيَم X هي:

))  {1, 2, 3, 4, 5, 6}  ))  {1, 2, 3, 4, 5}

))  {1, 2, 3, 4}  ))  {1, 2, 3}

 6  وعاء فيه 4 كرات حمراء، وكرتان خضراوان، جميعها 

مُتماثلِة. إذا سُــحِبت منه 3 كرات عشوائيًّا على التوالي 
مــع الإرجاع، فإنَّ احتمال ســحب كرتين خضراوين، 

وكرة واحدة حمراء، هو:

))  2
27

  ))  2
9

  ))  1
5

  ))  3
5

يوجد على أحد رفوف المكتبة 
5 كتب علوم مختلفة، و4 كتب 
رياضيــات مختلفــة. أجد عدد 

طرائق ترتيــب الكتب بعضها بجانب بعــض على الرف في 
الحالات الآتية:

عة معًا.   7 أنْ تكون كتب كل مبحث مُجمَّ

عة معًا.   8 أنْ تكون كتب الرياضيات فقط مُجمَّ

 9 ألّا يكون أيُّ كتابي رياضيات متجاورين.

يشــترط أحد المواقع التعليمية في شــبكة الإنترنت إنشــاء 
نة من 8 رموز  المُســتخدِم حســابًا محميًّا بكلمة مــرور مُكوَّ
 ،A, B, C, D, E, F :مختلفــة تُختار مــن بيــن الأحــرف
والأرقــام: 6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1، أجد عدد كلمات المرور التي 

يُمكنِ إنشاؤها في الحالات الآتية:

 10  اشتمال كلمة المرور على 3 أحرف متبوعة بـ5 أرقام.

 11  بدء كلمة المرور برقم، وانتهاؤها برقم.

 12  اشتمال كلمة المرور على 4 أحرف بعضها بجانب بعض.
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8 قُبَّعات  نة: يوجد في متجر  قُبَّعات مُلوَّ
4 ســوداء، واثنتــان  مُتماثلِــة، منهــا 
حمــراوان، وواحدة خضــراء، وواحدة 

بيضاء. رتَّب صاحب المتجر هذه القُبَّعات عشوائيًّا في صف 
واحد على أحد الرفوف: 

 13 ما احتمال أنْ تكون القُبَّعات السوداء متجاورة؟ 

 14  ما احتمــال أنْ تكون القُبَّعتان اللتان على طرفي الصف 

حمراوين؟

 15  رتَّبــت هالا أحرف كلمــة )ياســمين( بعضها بجانب 

بعض في خط مســتقيم. ما احتمال أنْ تكون الأحرف 
الصحيحة متجاورة؟

 16  أرادت لمياء التقاط صورة لعائلتها، فوقف الأب والأم 

والابن والابنة فــي صف واحد أمام آلــة التصوير. ما 
احتمال وقوف الابن والابنة بين الأبوين؟

سأل مراد عددًا من طلبة الصف الثالث عن عدد أقلام التلوين 
ن النتائج في الجدول الآتي: في حقائبهم، ثم دَوَّ

عدد الأقلام في الحقيبة15141083

التكرار35231

بافتراض أنَّ المُتغيِّر العشوائي X  يُمثِّل عدد الأقلام في الحقيبة:

.X 17  أُنشِئ جدول التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي 

.E(X) 18  أجد التوقُّع 

ة واحــدة، إذا دلَّ   19  في تجربة إلقاء حجــري نرد معًا مرَّ

المُتغيِّر العشــوائي X على القيمــة المُطلَقة للفرق بين 
.X العددين الظاهرين على الحجرين، فأجد قِيَم

 20  في تجربة ســحب بطاقتين مع الإرجــاع من مجموعة 

بطاقــات مُرقَّمة بالأرقــام: 1، 2، 3، 4، إذا دلَّ المُتغيِّر 
العشــوائي X  على ناتج ضرب الرقمين الظاهرين على 

.X البطاقتين، فأجد قِيَم

:X يُبيِّن الجدول الآتي التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي

4321x

2k0.33k0.25P(X = x)

.P(X ≥ 2) :22  أجد ناتج   .k 21  أجد قيمة 

.Var(X) 23  أجد التباين 

تدريب على الاختبارات الدولية

، فما قيمة n؟
n
C

4
 = 

n
P

3
 24 إذا كان: 

 25  إذا كان التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر العشوائي X كما في 

.bو ،a الجدول الآتي، فأجد قيمتين مُمكِنتين لكلٍّ من

7531x

b2a3baP(X = x)

ة واحدة،  في تجربــة إلقاء حجري نرد منتظمين ومتمايزين مرَّ
إذا دلَّ المُتغيِّــر العشــوائي G  على أكبــر العددين في حال 
اختلافهما، أو دلَّ على أحدهما في حال تســاويهما، فأُجيب 

عن الأسئلة الآتية:

  .G 26 أُنشِئ جدول التوزيع الاحتمالي للمُتغيِّر 

 .P(2 < G ≤ 5) :27 أجد ناتج 

.E(G) 28  أجد التوقُّع 



الوحدة

9
المتتاليات والمتسلسلات

Sequences and Series

ما أهمية هذه 
الوحدة؟

يُمكِــن نمذجة كثير مــن المواقف الحياتيــة والعلمية 
باستعمال المتتاليات والمتسلسلات، وهي أنماط عددية؛ 

ما يســاعد على تحليل تلك المواقف وفهمها. فمثلًا، توجد 
متتالية خاصة تُسمّى نُدْفة الثلج، وتُمثِّل عدد أضلاع بلّورة 

الثلج فــي أثناء مراحلهــا المتتالية، بعد سلســلة من 
التقسيمات المتتالية.

152
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مْتُ سابقًا: تعلَّ

✔ إكمال نمط عددي معطى.

✔  تحديد المجال والمــدى لاقترانات كثيرات 

ية. الحدود، والاقترانات الأسُِّ

✔  إيجاد الحــدِّ العام لكلٍّ من المتتالية التربيعية، 

والمتتالية التكعيبية.

✔  التعبير عــن الأنمــاط الهندســية بمتتاليات 

عددية.

م في هذه الوحدة:  سأتعلَّ

◂  المتسلسلات، وعلاقتها بالمتتاليات.

◂  المتتاليات والمتسلسلات الحسابية المنتهية.

◂  المتتاليات والمتسلسلات الهندسية المنتهية.

◂  المتتاليات والمتسلسلات الهندسية اللانهائية.

ملحوظة: أستعمل تدريبات )أســتعد لدراسة الوحدة( في الصفحتين )24( و )25( 
من كتاب التمارين؛ لمراجعة هذه الموضوعات قبل البدء بدراسة الوحدة.
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الدرس

1
المتتاليات والمتسلسلات

Sequences and Series

ف المتتالية المنتهية وغير المنتهية، والمتسلسلة المنتهية وغير المنتهية. · تعرُّ فكرة الدرس    
· إيجاد مجموع المتسلسلة المنتهية.    

المتتالية المنتهية، المتتالية غير المنتهية، المتسلسلة. المصطلحات     

بًـا فـي طبقـات  مسألة اليوم    يعـرض محـل لبيـع الفاكهـة البرتقـال مُرتَّ   
ل هرمًا ثلاثيًّا كما في الشكل المجاور. تُشكِّ

ما عدد حبّات البرتقال في الهرم؟    

المتتاليات

ا. تعلَّمْتُ سابقًا مفهوم المتتالية، وأنَّ كل عدد فيها يُسمّى حدًّ
تكــون المتتاليــة منتهيــة (finite sequence) إذا حوت عددًا منتهيًا مــن الحدود، وتكون 

غير منتهية (infinite sequence) إذا حوت عددًا لانهائيًّا من الحدود.

متتالية غير منتهية      متتالية منتهية

5, 10, 15, 20, 25     5, 10, 15, 20, 25 , …

ر  أتذكَّ

الحدُّ العام هو علاقة جبرية 
تربط كل حدٍّ في المتتالية 
برتبته. ويُمكِن اســتعمال 
الحدِّ العام لإيجاد قيمة أيِّ 
حدٍّ فــي المتتالية، وذلك 
بتعويض رتبــة ذلك الحدِّ 

في الحدِّ العام. 

بالكلمات:  المتتالية اقتــران مجاله مجموعــة الأعداد الصحيحــة الموجبة، أو 

مجموعة جزئيــة منها، ومداه مجموعة جزئية مــن مجموعة الأعداد 
الحقيقية، حيث يرتبط كل عدد صحيــح في المجال بعدد حقيقي في 

المدى، هو أحد حدود المتتالية.

المجال:

المدى:

ترتيب الحدِّ

الحدُّ

1

a
1

3

a
3

2

a
2

4 . . . 

a
4

. . . 

n

a
n

بالرموز: 

a: الحدُّ العام للمتتالية.
n
a: الحدُّ الثاني للمتتالية، و 

2
a: الحدُّ الأول للمتتالية، و 

1
حيث:  

المتتاليات بوصفها اقترانات مفهوم أساسي
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ر أُفكِّ

ما الفــرق بيــن الاقتران 
f(x) = x 2، والمتتاليــة 

a؟ 
n
 = n 2 ها العام التي حدُّ

    
أجد الحدود الأربعة الأولى لكلٍّ من المتتاليات الآتية:

1  a
n
 = n

n + 1

n = 3a
3
 = 3

3+ 1
 = 3

4
n = 1a

1
 = 1

1+ 1
 = 1

2

n = 4a
4
 = 4

4+ 1
 = 4

5
n = 2a

2
 = 2

2+ 1
 = 2

3

2  a
n
 = 3n(-1)n

n = 3a
3
 = 3(3)(-1)3 = -9n = 1a

1
 = 3(1)(-1)1 = -3

n = 4a
4
 = 3(4)(-1)4 = 12n = 2a

2
 = 3(2)(-1)2 = 6

 الدعم البياني: 

أُلاحِظ في الفرع الثاني من المثال أنَّ لوجود n(1-) في الحدِّ 
العام للمتتالية أثرًا في جعل إشارة حدود المتتالية تتناوب بين 
الإشارة الموجبة والإشارة السالبة، ويُمكِن ملاحظة هذا الأثر 

بتمثيل منحنى المتتالية بيانيًّا في المستوى الإحداثي. 

بما أنَّ المتتالية اقتران مجاله الأعداد الصحيحة الموجبة، فإنَّ 
تمثيلها يكون في صورة نقاط منفصلة.

3  a
n
 =  

⎧
⎨
⎩

n  , عدد زوجي n
1
n    , عدد فردي n

n = 3a
3
 = 1

3
n = 1a

1
 = 1

1
 = 1

n = 4a
4
 = 4n = 2a

2
 = 2

مثال 1

0 10

10

-10

a
n
 = 3n (-1)n

y

x
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المتسلسلات

يُطلَق على مجموع حدود المتتالية اســم المتسلســلة (series)، ويُمكِن إيجاد هذا المجموع 
بوضع إشارة الجمع (+) بين حدود المتتالية بدلًا من الفواصل.

وكما هو حال المتتالية، فإنَّ المتسلسلة تكون منتهية، أو غير منتهية.

متسلسلة غير منتهية      متسلسلة منتهية

1+ 2 + 3 + 4 + 5     1+ 2 + 3 + 4 + 5 + …

ر أتذكَّ

يُســمّى العدد e الأساس 
الطبيعــي، أو العــدد 
النيبيري؛ وهــو عدد غير 

نسبي، حيث:
e = 2.71828128……

    
أجد الحدَّ العام لكل متتالية ممّا يأتي:

1  e, e2

2  , e3

3  , e4

4  , ...

ة مساوية  أُلاحِظ أنَّ بســط كل حدٍّ من حدود المتتالية هو العدد النيبيري e مرفوعًا إلى قوَّ
، وبذلك يصبح الحدُّ العام للمتتالية: . أمّا المقام فهو أيضًا مساوٍ لرتبة الحدِّ لرتبة الحدِّ

a
n
 = en

n

2  -2, 4, -8, 16, ...

أُلاحِــظ أنَّ حدود المتتالية هي قوى العدد 2، وأنَّها تتناوب في الإشــارة، وبذلك يصبح 
الحدُّ العام للمتتالية:

a
n
 = (-2)n

ق من فهمي أجد الحدَّ العام لكل متتالية ممّا يأتي: أتحقَّ

a)  1
2  , 3

4  , 5
6  , 7

8  , …   b)   -3, 9, -27, 81, …

مثال 2

.(a
n
فه، فإنَّه يُمكِن إيجاد الحدِّ العام للمتتالية ( إذا كانت حدود المتتالية تَتْبَع نمطًا يُمكِن تعرُّ

ق من فهمي أجد الحدود الأربعة الأولى لكلٍّ من المتتاليات الآتية: أتحقَّ

a)  a
n
 = n

2n - 1   b)  a
n
 = (-2n)n   c)  a

n
 = 

⎧
⎨
⎩

2n , عدد زوجي n

n2     , عدد فردي n
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يُمكِن التعبير عن المتسلســلة بطريقة مختصرة باســتعمال رمز المجموع (Ʃ) )يُقرَأ: سيغما( 
على النحو الآتي:

فمثلًا، يُمكِن التعبير عن المتسلسلتين السابقتين باستعمال رمز المجموع Ʃ كما يأتي:

1 + 2 + 3 + 4 + 5 = ∑ k  1 + 2 + 3 + ... = ∑ k
5

k = 1

∞

k = 1

الحدُّ العام للمتتالية
k آخر قِيَم

k أول قِيَم
Ʃ

n

k =1
a

k

لغة الرياضيات

يُقــرَأ k ∑ : مجمــوع 
 (k) مــن (k = 1) إلــى

.(k = 5)

5

k = 1

    
أكتب كل متسلسلة ممّا يأتي باستعمال رمز المجموع:

1  √3 + √4 + √5 + ⋯ + √68

أُلاحِظ أنَّ الحدَّ الأول يســاوي 1 + 2√، وأنَّ الحدَّ الثاني يســاوي 2 + 2√، وأنَّ الحدَّ 
الثالث يساوي 3 + 2√، وأنَّ الحدَّ الأخير يساوي 66 + 2√

a
k
 = √2 + k :إذن، يُمكِن كتابة الحدِّ العام لهذه المتتالية على النحو الآتي

بناءً على ذلك، أكتب المتسلسلة باستعمال رمز المجموع كما يأتي:  

 ∑  √2 + k

2  5 + 10 + 15 + … 

أُلاحِظ أنَّ الحدَّ الأول يســاوي (1)5، وأنَّ الحدَّ الثاني يســاوي (2)5، وأنَّ الحدَّ الثالث 
يساوي (3)5.

a
k
 = 5 k :إذن، يُمكِن كتابة الحدِّ العام المتتالية على النحو الآتي

بناءً على ذلك، أكتب المتسلسلة باستعمال رمز المجموع كما يأتي:  

 ∑  5 k

ق من فهمي أكتب كل متسلسلة ممّا يأتي باستعمال رمز المجموع: أتحقَّ

a)  7 + 10 + 13 + 16 + … + 25  b)  1 - 2 +3 - 4 +… 

مثال 3

66

k = 1

∞

k = 1
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أجد مجموع كل متسلسلة ممّا يأتي:

1   ∑  k2

:a
k
 = k2 في الحدِّ العام للمتسلسلة، وهو  k = 1, 2, 3, 4 :ض القِيَم أُعوِّ

k2 = 12 + 22 + 32 + 42  ∑  حدود المتسلسلة

 16 + 9 + 4 + 1 = بإيجاد مربع كل عدد

30 = بالجمع

2   ∑  k!

:a
k
 = k! في الحدِّ العام للمتسلسلة، وهو  k = 1, 2, 3, 4, 5 :ض القِيَم أُعوِّ

!k! = 1! + 2! + 3! + 4! + 5  ∑  حدود المتسلسلة

 120 + 24 + 6 + 2 + 1 = بإيجاد مضروب كل عدد 

153 = بالجمع

ق من فهمي أجد مجموع كل متسلسلة ممّا يأتي: أتحقَّ

a)   ∑  5k - 2
2

    b)   ∑ (k + 1)2

مثال 4

4

k = 1

4

k = 1

5

k = 1

5

k = 1

7

k = 1

5

k = 1

إيجاد مجموع المتسلسلة

يُمكِن إيجاد مجموع المتسلسلة المنتهية بجمع حدودها. فمثلًا، إذا كُتبِت المتسلسلة باستعمال 
رمز المجموع، فإنَّني أستعمل الحدَّ العام لإيجاد حدودها، ثم جمعها. 

  مثال 5 : من الحياة

نًا من  م مهندس مبنـًـى مُكوَّ هندســة معمارية: صمَّ
5 طوابق، أرضية كلٍّ منها على شكل مربع.

 ،30 m إذا كان طول الضلــع لأرضية الطابق الأول
ونقص طــول الضلع لأرضيــة كل طابق m 2 عنه 

للطابق الذي يسبقه، فأُجيب عمّا يأتي:
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 أكتب متسلسلة تُمثِّل مجموع مساحة الأرضيات لطوابق المبنى باستعمال رمز المجموع.

الخطوة 1:   أُنشِئ جدولًا أكتب فيه مساحة الأرضية لكل طابق من الطوابق الخمسة، بدءًا بالطابق 

الأول.

الطابق 4321 5
484576676784900(m2 

مساحة أرضية الطابق (

الخطوة 2:  أجد الحدَّ العام للمتتالية التي تُمثِّل مساحة الأرضيات للطوابق جميعها. 

أُلاحِظ أنَّ الحدَّ الأول في هذه المتتالية يســاوي 2(15) 4 = 900، وأنَّ الحدَّ الثاني يســاوي 
2(14) 4 = 784، وأنَّ الحدَّ الثالث يساوي 2(13) 4 = 676

إذن، يُمكِن كتابة الحدِّ العام لهذه المتتالية على النحو الآتي:

a
k
 = 4 (16 - k)2 ,   k = 1, 2, 3, 4, 5

الخطوة 3:   أستعمل رمز المجموع للتعبير عن مجموع مساحة أرضيات المبنى.

 ∑ 4 (16 - k)2

 أجد مجموع مساحة الأرضيات لطوابق المبنى.

2 = 900+784+676+576+484(k - 16) 4 ∑  حدود المتسلسلة

3420 = بالجمع

3420 m2 إذن، مجموع مساحة الأرضيات لطوابق المبنى هو

ق من فهمي أتحقَّ

مطاعم: يوجد في قاعة الطعام لأحد المطاعم طاولات على شــكل شــبه منحرف، وكراسي 
تحيط بها كما في الشكل الآتي:

321

أكتب باستعمال رمز المجموع متسلســلة يُمثِّل مجموعها عدد الكراسي في المطعم، ثم أجد 
مجموع المتسلسلة.

1

5

k = 1

2
5

k = 1

ر أتذكَّ

شــبه المُنحــرِف هــو 
مُضلَّع رباعي فيه ضلعان 
يان قاعدتي  متوازيان يُسمَّ
شــبه المُنحرِف، وتُسمّى 
المسافة بينهما ارتفاع شبه 

المُنحرِف.
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أجد مجموع كل متسلسلة ممّا يأتي:

1   ∑  2k

2k = 2 ( ∑ k)  ∑  بإخراج الثابت خارج رمز المجموع

(1+20)20 ) 2 = مجموع الأعداد الصحيحة المتتالية من )1( إلى )20( 
2

 )

420 = بالتبسيط

مثال 6

20

k = 1

20

k = 1

20

k = 1

1)  ∑ c = n × c .من المرّات )n( إلى نفسه )c( مجموع الحدِّ الثابت

2)  ∑ k = n(n + 1)
2

  .)n( إلى )مجموع الأعداد الصحيحة المتتالية من )1

3)  ∑ k2 = n(n+1)(2n+1)
6

 .)n( إلى )مجموع مربعات الأعداد الصحيحة المتتالية من )1

4)  ∑ k3 = ( n(n + 1)
2 )

2

 .)n( إلى )مجموع مكعبات الأعداد الصحيحة المتتالية من )1

صيغ لمجموع حالات خاصة من المتسلسلات
مفهوم أساسي

n

k = 1

n

k = 1

n

k = 1

n

k = 1

إذا كان في المتسلسلة عدد كبير من الحدود، فإنَّ إيجاد مجموعها لن يكون سهلًا. ولكنْ توجد 
قواعد يُمكِن استعمالها لإيجاد مجموع بعض المتسلسلات الخاصة على نحوٍ سهل كما يأتي. 

خطأ شائع 

ـب الخطأ الشــائع  أتجنّـَ
الآتي:

∑ (a
k
×b

k 
)=∑ a

k
× ∑ b

k

n

k = 1

n

k = 1

n

k = 1

حالات خاصة من المتسلسلات 

في ما يأتي بعض خصائص رمز المجموع. 

: ين العامين لمتتاليتين، وكان c عددًا حقيقيًّا، فإنَّ b الحدَّ
k
a و 

k
إذا كان 

1)  ∑  (a
k
 ± b

k
) =  ∑  a

k
 ±  ∑  b

k

2)  ∑  ca
k
 =c ( ∑  a

k
 )

خصائص رمز المجموع مفهوم أساسي

n

k = 1

n

k = 1

n

k = 1
n

k = 1

n

k = 1
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2   ∑  (k3 + 2)

k3 + ∑ 2 ∑ = (k3 + 2) ∑  بتوزيع رمز المجموع على الجمع

مجمــوع مكعبــات الأعــداد 
الصحيحــة المتتالية مــن )1( إلى 
)10(، ومجمــوع الحدِّ الثابت )2( 

إلى نفسه )10( مرّات

 = ( 10(10+1)
2

 )
2
 + 2(10)

3045 = بالتبسيط

3   ∑  (k2 - 1)

k2 - ∑ 1 ∑ = (k2 - 1) ∑  بتوزيع رمز المجموع على الطرح

مجمــوع مربعــات الأعــداد 
الصحيحة المتتالية من )1( إلى 
)25(، ومجموع الحدِّ الثابت 

ة )1( إلى نفسه )25( مرَّ

 = ( 25(25+1)(2(25)+1)
6

 ) - 1(25)

5500 = بالتبسيط

ق من فهمي أتحقَّ

أجد مجموع كل متسلسلة ممّا يأتي:

a)   ∑  3k2

b)   ∑ (7k - 2)

c)   ∑ (-4k3 )

10

k = 1

10

k = 1

10

k = 1

10

k = 1

25

k = 1

25

k = 1

25

k = 1

25

k = 1

10

k = 1

20

k = 1

5

k = 1
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ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

أجد الحدود الأربعة الأولى لكلٍّ من المتتاليات الآتية:

1  a
n
 = n3 -n   2  a

n 
= 9-3n  3  a

n
 = 

2n

3n + 1
 

4  a
n
 = n

en     5  a
n
 = n - 1

n2 + n
   6  a

n
 = (-1)n-1 ( n

2n - 1
 )

أجد الحدَّ العام لكل متتالية ممّا يأتي:

7  - 1
3

 , 1
4

 , - 1
5

 , 1
6

 ,⋯  8  3, 9
4

 , 27
9

 , 81
16

 , ⋯  9  1 , 1
2

 , 3, 1
4

 , 5, 1
6

 , … ..

10  5, -25, 125, -625,…  11  1, -1, 1, -1, 1, … .. 12  1
10

 , 3
20

 , 5
30

 , 7
40

 , … . 

أعمدة إنارة: وُضِعت أعمدة إنارة في نهاية كل m 100 على امتداد طريق سريع، كما في الشكل الآتي:

321

 13 أجد الحدَّ العام للمتتالية التي تُمثِّل عدد أعمدة الإنارة على الطريق السريع.

 8 km 14 أجد عدد أعمدة الإنارة على طريق طوله 

أكتب كل متسلسلة ممّا يأتي باستعمال رمز المجموع:

15  1 + 4 + 9 + …..+ 100   16  2 + 4 + 6+ ….+ 20

17  1
2

 + 2
3

 + 3
4

 + ⋯ + 13
14

   18  - 2
3

 + 4
9

 - 8
27

 + ⋯ + 64
729

19  1
2 ln 2 

 - 1
3 ln 3

 + 1
4 ln 4

 - 1
5 ln 5

 + ⋯ + 1
100 ln 100

 

أجد مجموع كل متسلسلة ممّا يأتي:

20  ∑ (-2)n    21  ∑  n2 + 1

n + 1
   22  ∑  1

3n + 1

23  ∑ k2

2
    24  ∑  (12k -24)   25  ∑  (k3 - 1)

6

n = 1

4

n = 1

2

n = 1

6

k = 1

9

k = 1

20

k = 1
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 26  يمــارس هيثم تمارين الضغــط بانتظام، 

وقــد اســتطاع أداء 25 ضغطــة بصورة 
ن من  مستمرة في الأسبوع الأول، ثم تمكَّ
زيادة عددها أسبوعيًّا بمقدار 5 ضغطات 
على نحوٍ مستمر. ما عدد الضغطات التي 

يُمكِنه أداؤها بشكل مستمر بعد 16 أسبوعًا؟  

 27  فنون: بنى جمال منــزلًا من أوراق اللعب 

ا  مُشــابهًِا للمنزل المجاور. مــن كم صفًّ
ن منزل جمــال إذا كان لديه 40 ورقة  يتكوَّ

لعب؟

 28  أحُلُّ المسألة الواردة في بند )مسألة اليوم(.

معلومة 

لا يُستعمَل الغراء والأشرطة 
اللاصقة والمشــابك في بناء 
منــازل أوراق اللعــب. وهو 
فن يمتــاز بقدر من الصعوبة، 
ويتطلَّــب التحلّــي بالصبر 

ة والتركيز. والدقَّ

مهارات التفكير العليا

 29  تبرير: هل للمتسلسلتين: 9 + 7 + 5 + 3 + 1 و 1 + 3 + 5 + 7 + 9 المجموع نفسه؟ هل يُمكِن التعبير عنهما 

ر إجابتي. بالطريقة نفسها باستعمال رمز المجموع؟ أُبرِّ

: أجد الحدَّ العام للمتتالية الآتية:  30  تحدٍّ

2, 4, 10, 28, …

: أجد الحدَّ العام للمتتالية الآتية:  31  تحدٍّ

 √2 ,  √2 √2 , √2 √2 √2 , √2 √2 √2 √2 , ...

ة العدد 2   إرشاد: أكتب كل حدٍّ في صورة قوَّ
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الدرس

2
المتتاليات والمتسلسلات الحسابية 
Arithmetic Sequences and Series

ف المتتالية الحسابية، وإيجاد مجموع المتسلسلة الحسابية المنتهية. تعرُّ فكرة الدرس    

المتتالية الحسابية، أساس المتتالية الحسابية، الأوساط الحسابية، المتسلسلة الحسابية، المجموع الجزئي. المصطلحات    

مسألة اليوم   يصنع النحل قرص العسل ببناء الخلية الأولى    
على شكل سداسي منتظم، ثم إحاطتها بحلقات 
من الخلايا المُطابقِة للخلية الأولى كما في الشكل 

المجاور.

ما عدد الخلايا في قرص العسل بعد بناء النحل الحلقة العاشرة؟    

المتتالية الحسابية

ين متتاليين في متتالية عددية يساوي قيمة ثابتة، فإنَّ هذه المتتالية تُسمّى  إذا كان الفرق بين كل حدَّ
متتالية حســابية )arithmetic sequence(، ويُسمّى الفرق الثابت أساس المتتالية الحسابية 
)common difference(، ويُرمَــز إليه بالرمــز d. فمثلًا، المتتاليــة: …,20 ,15 ,10 ,5 

حسابية؛ لأنَّ لحدودها فرقًا مشتركًا، بحيث يزيد كل حدٍّ على الحدِّ الذي يسبقه بمقدار 5

321

5 , 10 ,  15 , 20 , ...

+5 +5 +5

حدود متتالية حسابية

الأساس

بالكلمات:  تكون المتتالية حســابية إذا كان الفرق بين كل حــدٍّ فيها والحدِّ الذي 

يسبقه يساوي قيمة ثابتة.

a حسابية إذا كان:
1
 , a

2
 , a

3
 , … , a

n
تكون المتتالية:  بالرموز: 

a
2
 - a

1
 = a

3
 - a

2
 = ⋯ = a

n
 - a

n-1
 = d

المتتاليات الحسابية مفهوم أساسي
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د إذا كانت كل متتالية ممّا يأتي حسابية أم لا: أُحدِّ

1  5, 9, 13, 17, ⋯

ين متتالين: أطرح كل حدَّ

aبطرح الحدِّ الأول من الحدِّ الثاني
2
 - a

1
 = 9 – 5 = 4

aبطرح الحدِّ الثاني من الحدِّ الثالث
3
 - a

2
 = 13 – 9 = 4

aبطرح الحدِّ الثالث من الحدِّ الرابع
4
 - a

3
 = 17 – 13 = 4

.d = 4 :أُلاحِظ أنَّ الفرق ثابت، وأنَّه يساوي 4؛ أيْ إنَّ أساس المتتالية هو

إذن، المتتالية: … ,17 ,13 ,9 ,5 حسابية. 

 الدعم البياني:

ق إذا كانت المتتالية حسابية أم لا، فإنَّني أُمثِّل حدودها  لأتحقَّ
بيانيًّا، مُلاحِظًا أنَّ النقاط التي تُمثِّل حدود المتتالية الحســابية 

تقع على مستقيم واحد.

أُلاحِظ من التمثيل البيانــي للمتتالية : … ,17 ,13 ,9 ,5 أنَّ 
حدودها تقع على مستقيم واحد؛ ما يعني أنَّها متتالية حسابية.

2  23, 15, 9, 5, ….

ين متتالين: أطرح كل حدَّ

aبطرح الحدِّ الأول من الحدِّ الثاني
2
 - a

1
 = 15 – 23 = -8

aبطرح الحدِّ الثاني من الحدِّ الثالث
3
 - a

2
 = 9 – 15 = -6

aبطرح الحدِّ الثالث من الحدِّ الرابع
4
 - a

3
 = 5 – 9 = -4

أُلاحِظ أنَّ الفرق غير ثابت.

إذن، المتتالية: …,5 ,9 ,15 ,23 ليست حسابية.

مثال 1

0 10

y

x

10

20

م  أتعلَّ

يُمكـِـن إيجــاد الحــدِّ 
الخامــس للمتتاليــة في 
1 بإضافة الأساس  الفرع 

إلى الحدِّ الرابع كالآتي:
a

5
 = a

4
 + d

  = 17 + 4 = 21
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 الدعم البياني:

أُلاحِــظ من التمثيل البياني للمتتاليــة : … ,5 ,9 ,15 ,23 أنَّ 
حدودها لا تقع على مستقيم واحد؛ ما يعني أنَّها ليست متتالية 

حسابية.

ق من فهمي  أتحقَّ

د إذا كانت كل متتالية ممّا يأتي حسابية أم لا: أُحدِّ

a)  7, 4, 1, -2, …   b)  0, 6, 13, 19, …

0 10 20

y

x

10

20

صيغة الحدِّ العام للمتتالية الحسابية

تعلَّمْتُ ســابقًا أنَّه يُمكِن إيجاد كل حدٍّ من حدود المتتالية الحسابية بإضافة الأساس إلى الحدِّ 
الذي يسبقه، ويُمكِن اســتعمال هذه الخاصية لإيجاد الحدِّ العام للمتتالية الحسابية باستعمال 

a، وأساسها d كالآتي:
1
ها الأول  حدِّ

d و a
1
الحدُّرمزهالحدُّ بدلالة 
a

1
a

1
الحدُّ الأول

a
1
 + da

2
الحدُّ الثاني

a
1
 + 2da

3
الحدُّ الثالث

a
1
 + 3da

4
الحدُّ الرابع

a
1
 + 4da

5
الحدُّ الخامس

⋮⋮⋮

a
1
 + (n-1)da

n
الحدُّ العام

a، وأساسها d، يعطى بالصيغة الآتية:
1
ها الأول   الحدُّ العام للمتتالية الحسابية التي حدُّ

a
n
 = a

1
 + (n-1)d

حيث n عدد صحيح موجب.

صيغة الحدِّ العام للمتتالية الحسابية مفهوم أساسي
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a، وأساسها d كما 
1
ها الأول  أُلاحِظ ممّا سبق أنَّه يُمكِن كتابة حدود المتتالية الحسابية التي حدُّ

يأتي:

a
1
 , a

1
 + d, a

1
 + 2d, a

1
 + 3d, a

1
 + 4d, ….

     

أجد الحدَّ العام لكل متتالية حسابية ممّا يأتي، ثم أجد الحدَّ العاشر منها:

1  20, 13, 6, …

الخطوة 1:  أجد الحدُّ العام للمتتالية.

a، والأســاس d =13-20= -7 في صيغة 
1
ض قيمة كلٍّ من الحدِّ الأول 20 =  أُعــوِّ

الحدِّ العام للمتتالية:

aصيغة الحدِّ العام للمتتالية الحسابية
n
 = a

1
 +(n-1) d

a
1
 = 20, d = -7 20 = بتعويض + (n-1)(-7)

7n + 27- = بالتبسيط

a
n
 = -7n + 27 :إذن، الحدُّ العام للمتتالية الحسابية هو

الخطوة 2:  أجد الحدَّ العاشر للمتتالية.

ض n = 10 في صيغة الحدِّ العام للمتتالية: لإيجاد الحدِّ العاشر من المتتالية، أُعوِّ

aصيغة الحدِّ العام للمتتالية الحسابية
n
 = -7n + 27

n = 10 بتعويضa
10

 = -7(10) + 27

43- = بالتبسيط

2  a
7
 = 39, d = 5

الخطوة 1:  أجد الحدَّ العام للمتتالية.

:a
1
a، والأساس d لإيجاد الحدِّ الأول 

7
أستعمل الحدَّ السابع 

aصيغة الحدِّ العام للمتتالية الحسابية
n
 = a

1
 +(n-1) d

n = 7 بتعويضa
7
 = a

1
 +(7-1) d

a
7
 = 39, d = 5 39بتعويض = a

1
 +(6) 5

aبحلِّ المعادلة 
1
 = 9

مثال 2
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ن  يُمكِـن إيجـاد الحـدِّ العـام لمتتاليـة حسـابية إذا عُلِـم حدّان منهـا، وذلك بإنشـاء نظـام مُكوَّ
مـن معادلتيـن خطيتيـن بمُتغيِّرين، ثـم حلِّه.

a و d في صيغة الحدِّ العام للمتتالية:
1
ض قيمة كلٍّ من  أُعوِّ

aصيغة الحدِّ العام للمتتالية الحسابية
n
 = a

1
 +(n-1)d

a
1
 = 9, d = 5 بتعويضa

n
 = 9 + (n-1)5

aبالتبسيط
n
 = 5n + 4

a
n
 = 5n + 4 :إذن، الحدُّ العام للمتتالية الحسابية هو

الخطوة 2:  أجد الحدَّ العاشر للمتتالية.

ض n = 10 في صيغة الحدِّ العام للمتتالية: لإيجاد الحدِّ العاشر من المتتالية، أُعوِّ

aصيغة الحدِّ العام للمتتالية الحسابية
n
 = 5n + 4

n = 10 بتعويضa
10

 = 5(10) + 4

54 = بالتبسيط

ق من فهمي  أتحقَّ

أجد الحدَّ العام لكل متتالية حسابية ممّا يأتي، ثم أجد الحدَّ الخامس عشر منها:

a)  1, -2, -5, ….   b)  a
10

 = -11, d = 2

     

.a
15

a، و 59 = 
7
أجد الحدَّ العام للمتتالية الحسابية التي فيها 27 = 

ن من معادلتين  a لكتابة نظام مُكوَّ
n
 = a

1
 +(n-1)d :الخطوة 1:  أســتعمل صيغة الحدِّ العام

خطيتين بمُتغيِّرين.

aصيغة الحدِّ العام للمتتالية الحسابية
n
 = a

1
 + (n-1)d

a
7
 = 27, n = 7 27بتعويض = a

1
 + (7-1)d

a = 27بالتبسيط
1
 + 6d   ……(1)

a
15

 = 59, n = 15 59بتعويض = a
1
 + (15-1)d

a = 59بالتبسيط
1
 + 14d   ……(2)

مثال 3
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أجد 4 أوساط حسابية بين العددين 16 و 91
بما أنَّه توجد 4 حدود بيــن الحدِّ الأول والحدِّ الأخير، فإنَّ عدد حدود المتتالية هو 6، وبذلك 

تكون المتتالية كما يأتي:
16 , ____ , ____ , ____ , ____ , 91

.a
6
a، و 91 = 

1
حيث: 16 = 

مثال 4

? ? ? ?

الخطوة 2:  أحُلُّ المعادلة )1( والمعادلة )2( بالحذف.

8d = 32بطرح المعادلة )1( من المعادلة )2(

d = 4بقسمة طرفي المعادلة الناتجة على 8

a = 27بتعويض قيمة d في المعادلة )1(
1
 + 6×4  ……(1)

aبحلِّ المعادلة
1
 = 3

a و d في صيغة الحدِّ العام للمتتالية.
1
ض قيمة كلٍّ من  الخطوة 3:  أُعوِّ

aصيغة الحدِّ العام للمتتالية الحسابية
n
 = a

1
 +(n-1)d

a
1
 = 3, d = 4 بتعويضa

n
 = 3 + (n-1)(4)

aبالتبسيط
n
 = 4n-1

a
n
 = 4n-1 :إذن، الحدُّ العام للمتتالية الحسابية هو

ق من فهمي  أتحقَّ

.a
16

a، و 26 = 
7
أجد الحدَّ العام للمتتالية الحسابية التي فيها 71 = 

الأوساط الحسابية

إذا عُلِم حدّان غير متتاليين في متتالية حســابية، فإنَّــه يُمكِن إيجاد جميع الحدود التي تقع بين 
ين، وتُســمّى الأوساط الحســابية (arithmetic means). فمثلًا، في المتتالية  هذين الحدَّ

: 63 ,52 ,41 هي أوساط حسابية بين 30 و 74: الآتية، فإنَّ

19, 30, 41, 52, 63, 74, 85, 96, ....

3 أوساط حسابية بين 30 و74

م أتعلَّ

ق من صحة  يُمكِنني التحقُّ
الحلِّ بإيجاد أحد الحدود 
المعطــاة فــي المســألة 
ضمن قاعــدة الحدِّ العام 

للمتتالية. 
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الخطوة 1:  أجد أساس المتتالية.

aصيغة الحدِّ العام للمتتالية الحسابية
n
 = a

1
 + (n-1)d

a
1
 = 16, n = 6 بتعويضa

6
 = 16 + (6-1)d

 a
6
5d + 16 = 91بتعويض 91 = 

5d = 75بطرح 16 من طرفي المعادلة 

d = 15بقسمة طرفي المعادلة على 5

الخطوة 2:  أستعمل قيمة الأساس لإيجاد الأوساط الحسابية المطلوبة.

16  31  46  61  76  91

+15 +15 +15 +15 +15

إذن، الأوساط الحسابية هي: 76 ,61 ,46 ,31

ق من فهمي  أتحقَّ

أجد 3 أوساط حسابية بين العددين 55 و 115

م  أتعلَّ

من المُلاحَظ أنَّ المجموع 
ن من الوســط  S يتكــوَّ

n

الحســابي لكلٍّ من الحدِّ 
الأول والحــدِّ الأخيــر 
مضروبًا في عدد الحدود 

التي يراد جمعها.

المتسلسلات الحسابية

تنتج المتسلسلة الحسابية )arithmetic series( من جمع حدود المتتالية الحسابية. ويُسمّى 
ا من حدود هذه المتسلســلة مجموعًا جزئيًّا )partial sum(، ويُرمَز إليه  مجموع أول n حدًّ

.S
n
بالرمز 

ا من حدود متتالية حســابية باستعمال إحدى الصيغتين   يُمكِن إيجاد مجموع أول n حدًّ
الآتيتين:

1) S
n
 = n( a

1
 + a

n

2
 )

2) S
n
 = n

2
 (2a

1
 + (n-1)d)

المجموع الجزئي للمتسلسلة الحسابية مفهوم أساسي
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ر أُفكِّ

ل اســتعمال  لمــاذا يُفضَّ
الصيغة الثانية من مجموع 
المتسلســلة الحسابية في 

الفرع 2 من المثال؟ 

     

 أجد مجموع حدود المتسلسلة الحسابية: 120 + … + 72 + 68 + 64 + 60  

 .n الخطوة 1:  أجد عدد حدود المتتالية

a، والأســاس d = 64-60 = 4، والحدِّ الأخير 
1
ض قيمة كلٍّ من الحــدِّ الأول 60 =  أُعــوِّ

a  في صيغة الحدِّ العام:
n
 = 120

aصيغة الحدِّ العام للمتتالية الحسابية
n
 = a

1
 + (n-1) d

a
n 

= 120, a
1
 = 60, d = 4 60 = 120بتعويض + (n-1)(4)

(n-1) 4 = 60بطرح 60 من طرفي المعادلة

n-1 = 15بقسمة طرفي المعادلة على 4

n = 16بجمع 1 إلى طرفي المعادلة

.S
n
الخطوة 2:  أستعمل إحدى صيغتي المجموع الجزئي للمتسلسلة الحسابية لإيجاد 

S صيغة المجموع الجزئي
n
 = n( a

1
 + a

n

2
 )

a
1
 = 60, a

16
 = 120, n =16 بتعويض S

16
 = (16)( 60 + 120

2
 )

1440 =  بالتبسيط

إذن، مجموع حدود هذه المتسلسلة الحسابية هو 1440

 أجد مجموع الحدود الخمسة عشر الأولى من المتسلسلة الحسابية: … +22 +17 +12 +7

a، والأســاس d = 12-7 = 5 فــي الصيغة الثانية 
1
ض قيمة كلٍّ من الحدِّ الأول 7 =  أُعــوِّ

 :S
n
للمجموع الجزئي للمتسلسلة الحسابية لإيجاد 

S صيغة المجموع الجزئي
n
 = n

2
 (2a

1
 + (n-1)d)

a
1
 = 7, d = 5, n = 15 بتعويض S

15
 = 15

2
 (2(7) + (15-1)(5))

S بالتبسيط
15

 = 630

إذن، مجموع الحدود الخمسة عشر الأولى من هذه المتسلسلة الحسابية هو 630

مثال 5

1

2

م أتعلَّ

لا يُمكِــن إيجاد مجموع 
حدود المتتالية الحسابية 

غير المنتهية.
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ق من فهمي  أتحقَّ

 )a أجد مجموع حدود المتسلسلة الحسابية:  159 +… + 23 + 15 + 7

 )b أجد مجموع الحدود السبعة عشر الأولى من المتسلسلة الحسابية:  …+ 2 + 5 + 8  

يُمكِن استعمال مجموع المتسلسلة الحسابية في كثير من التطبيقات الحياتية والعملية.

  مثال 6 : من الحياة

هندسـة برمجيـات: في مسـابقة عالميـة للغـات البرمجة، 
50 مركـزًا، ويُمنـَح الفائـز  تُمنـَح جائـزة نقديـة لأول 
JD 5000، وتقـل  بالمركـز الأول جائـزة نقديـة قيمتهـا 
قيمـة الجائـزة بمقـدار JD 100 لـكل مركز بعـد ذلك عن 

المركـز الـذي يسـبقه:

 أُبيِّن أنَّ قِيَم الجوائز النقدية في المسابقة تُمثِّل متتالية حسابية.

قِيَم الجوائز النقدية المتتالية هي: … ,4800 ,4900 ,5000
ين متتاليين في هذا النمط يساوي 100- أُلاحِظ أنَّ الفرق بين كل حدَّ

d = -100 :إذن، تُمثِّل قِيَم الجوائز النقدية في هذه المسابقة متتالية حسابية أساسها

 أجد الحدَّ العام للمتتالية الحسابية.

a صيغة الحدِّ العام للمتتالية الحسابية
n
 = a

1
 + (n-1)d

a
1
 = 5000, d = -100 5000 = بتعويض + (n-1)(-100)

n + 5100 100- = بالتبسيط

a
n
 = -100 n + 5100  :إذن، الحدُّ العام للمتتالية الحسابية هو

 ما قيمة الجائزة التي ستُمنَح للفائز بالمركز الأخير في هذه المسابقة؟

:(a
50

قيمة الجائزة التي ستُمنحَ للفائز بالمركز الأخير في هذه المسابقة هي الحدُّ الخمسون (
a صيغة الحدِّ العام للمتتالية الحسابية

n
 = -100 n + 5100

n = 50 بتعويض a
50

 =-100 (50) + 5100

100 = بالتبسيط

.JD 100 إذن، قيمة الجائزة التي ستُمنحَ للفائز بالمركز الأخير في هذه المسابقة هي

1

2

3

معلومة

يستند علم البرمجة إلى علم 
الرياضيات؛ فالمُبرمِج الماهر 
يُتقِن كثيــرًا مــن المهارات 
الرياضية، ويُوظِّفها في عمله. 
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 ما مجموع قِيَم الجوائز النقدية التي ستُمنَح للفائزين في هذه المسابقة؟

ض قيمة  لإيجــاد مجموع قِيَم الجوائز النقدية التي ســتُمنحَ للفائزين في هذه المســابقة، أُعوِّ
a، وقيمة n = 50  في صيغة مجموع المتسلسلة الحسابية:

50
a، وقيمة 100 = 

1
 = 5000

S صيغة مجموع المتسلسلة الحسابية المنتهية
n
 = n( a

1
 + a

n

2
 )

a
1
 = 5000, a

50
 = 100, n = 50 بتعويض S

50
 = (50)( 5000 + 100

2
 )

127500 =  بالتبسيط

.JD 127500 إذن، مجموع قِيَم الجوائز النقدية التي ستُمنحَ للفائزين في هذه المسابقة هو

ق من فهمي  أتحقَّ

بيئــة: ضمن خطة إحــدى المؤسســات الخيرية لزيادة المســاحة 
الخضراء في المدينة، أنفقت المؤسســة JD 300 في السنة الأولى 
على حملات التوعية، وأخذت تُخطِّط لزيادة إنفاقها الســنوي على 

ا على مدار 10 أعوام:  هذه الحملات بنحو JD 400 سنويًّ

 )a أُبيِّن أنَّ إنفاق الجمعية السنوي يُمثِّل متتالية حسابية. 

 )b أجد الحدَّ العام للمتتالية الحسابية.

 )c ما قيمة المبلغ الذي سوف تُنفِقه المؤسسة في آخر عام من الخطة؟

 )( أجد مجموع ما سوف تُنفِقه المؤسسة في 10 أعوام.

4

ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

د إذا كانت كل متتالية ممّا يأتي حسابية أم لا: أُحدِّ

1  10, 11, 14, 15, 18, 19, … 2  12, 6, 0, -6, -12, ….  3  3, 5, 9, 15, 23, … 

أجد الحدَّ العام لكل متتالية حسابية ممّا يأتي، ثم أجد الحدَّ الثلاثين منها:

4  25, 58, 91, 124, …  5  48.7, 55.1, 61.5, 67.9, … 6  45, 57, 69, 81, ….

7  -1, - 1
3

 , 1
3

 , 1, ….  8  a
5
 = 27.6, a

10
 = 24.1  9  a

17
 = -5, d = - 1

2

معلومة

يجب أنْ يعي أفراد المجتمع 
ث البيئي،  كافةً خطــورة التلوُّ
وأثره الســلبي فــي الموارد 
الطبيعيــة التــي لا يُمكـِـن 
للإنسان البقاء حيًّا من دونها. 
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 10 أجد 3 أوساط حسابية بين العددين 9 و 37

 11 أجد 4 أوساط حسابية بين العددين 3 و 88

 12 أجد 5 أوساط حسابية بين العددين 62- و 8-

 13  أكتب قاعدة المتتالية الحسابية التي مُثِّلت بعض حدودها بيانيًّا في المستوى 

الإحداثي المجاور.

أجد مجموع المتسلسلات الحسابية الآتية:

14  1 + 5 + 9 + … + 401  15  0.7 + 2.7 + 4.7 + … + 56.7 16  ∑ (2n - 2)

أجد المجاميع الجزئية لكلٍّ من المتسلسلات الحسابية الآتية:

 17  الحدود العشرة الأولى من المتسلسلة: … + 35 + 30 + 25 + 20

 18  الحدود الخمسة عشر الأولى من المتسلسلة:  … + 16.5 + 14 + 11.5 + 9

 19  الحدود العشرة الأولى من مضاعفات العدد 6

 20  أول 100 عدد فردي من مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة.

يُبيِّن الشكل المجاور نمطًا هندسيًّا يُمثِّل عدد النقاط في نماذجه متتالية: 

 21  أُبيِّن أنَّ عدد النقاط في النماذج يُمثِّل متتالية حسابية. 

 22  أجد الحدَّ العام للمتتالية الحسابية.

ر إجابتي.  23  هل يوجد نموذج يحوي 397 نقطة؟ أُبرِّ

ها الحادي عشر 187: ها الثالث 51، وحدُّ متسلسلة حسابية حدُّ

 24 أُثبتِ أنَّ المتسلسلة تُمثِّل مضاعفات العدد 17

 25 أجد مجموع مضاعفات العدد 17 التي تقع بين 0 و1000

0

4

42

(1, 9)

(2, 6)

(3, 3)
(4, 0)

8

y

n

80

n = 1

1 5 9
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 26  يُبيِّن الشــكل المجــاور الصفوف 

الثلاثــة الأولى من نمط هندســي 
ن مــن مربعات. أجــد عدد  مُكــوَّ

ا.  المربعات الكلي في 20 صفًّ

ها الأول 10، وأساسها 4، ومجموع حدودها 792، ما عدد حدود هذه المتسلسلة؟  27  متسلسلة حسابية منتهية، حدُّ

ها المئة.  ا من حدود متسلسلة حسابية هو n2 + 4n، فأجد حدَّ  28  إذا كان مجموع أول n حدًّ

ة 7 أيــام، بدءًا بيوم الأحد الذي قرأت فيه  أخــذت حنين تقرأ صفحات من كتاب يوميًّا مدَّ
15 صفحة، ثم قرأت في اليوم التالي 21 صفحة، ثم قرأت في اليوم الذي يليه 27 صفحة:

 29 أُبيِّن أنَّ ما تقرأه حنين يوميًّا من صفحات يُمثِّل متتالية حسابية.

 30 كم صفحةً قرأت حنين يوم الجمعة؟

 31 أجد المجموع الكلي لعدد الصفحات التي قرأتها حنين في الأيام السبعة.

ها الأول a، وأساســها d، ومجموع حدودها الثلاثين الأولى يســاوي ضعف مجموع حدودها  متسلســلة حســابية، حدُّ
العشرين الأولى:

.d و a 33 إذا كان مجموع الحدود الثلاثين الأولى هو 400، فأجد قيمتي   .a = 11d
2

 32 أُثبتِ أنَّ  

مهارات التفكير العليا

ها الثامن عشر 50، أجد الحدَّ الأول من المتتالية،  ها الرابع، وحدُّ ها العاشــر ضعف حدِّ  34  تبرير: متتالية حســابية، حدُّ

رًا إجابتي. مُبرِّ

ا من حدود متسلسلة هو 6n2 + 8n، فأُثبتِ أنَّ هذه المتسلسلة حسابية.  : إذا كان مجموع أول n حدًّ  35 تحدٍّ

3  تُمثِّل الحدود الأربعة الأولى من متسلسلة حسابية، حيث  ,  a  - b ,  3 a  –  4 b ,  2 a  +  2 b : إذا كانت   36  تحدٍّ

ا من المتسلسلة. a وb ثابتان، فأجد مجموع أول 25 حدًّ

: yو x تبرير: متتالية حسابية، فيها الحدّان المتتاليان

 .yو x بدلالة y ِّ37 أجد الحدَّ التالي للحد 

.yو x يُمثِّل الحدَّ الثامن من المتتالية، فأجد الحدَّ الأول بدلالة x 38 إذا كان 

الصف الأول
الصف الثاني

الصف الثالث
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الدرس

3
المتتاليات والمتسلسلات الهندسية
Geometric Sequences and Series

ف المتتالية الهندسية، وإيجاد مجموع المتسلسلة الهندسية المنتهية. · تعرُّ فكرة الدرس    
· إيجاد مجموع المتسلسلة الهندسية اللانهائية المتقاربة.    

المصطلحات   المتتالية الهندسية، أساس المتتالية الهندسية، الأوساط الهندسية، المتسلسلة الهندسية، المتسلسلة    
الهندسية اللانهائية، المتسلسلة المتقاربة، المتسلسلة المتباعدة.

ة، فقطـع مسـافة cm 45 بين  ك بصـورة حُرَّ مسألة اليوم   تُـرِك بنـدول ليتحـرَّ   
ة الأولـى، ثم قطـع في كل  أقصـى نقطتيـن وصلهمـا فـي المـرَّ
ة السـابقة.  ة تاليـة %77 مـن المسـافة التـي قطعها فـي المرَّ مـرَّ
أجـد مجمـوع المسـافات التـي قطعهـا البنـدول فـي أثنـاء 

تأرجحـه حتـى توقَّـف عـن ذلك.

المتتالية الهندسية

ين متتالييــن في متتاليــة، فإنَّها تُســمّى متتالية هندســية  إذا كانــت النســبة ثابتــة بيــن كل حدَّ
أســاس المتتاليــة الهندســية  )geometric sequence(، وتُســمّى النســبة الثابتــة 
)common ratio(، ويُرمَز إليها بالرمز r. فمثلًا، المتتالية: …,15 ,30 ,60 ,120 هندســية؛ 

لأنَّ النسبة بين كل حدٍّ والحدِّ الذي يسبقه مباشرة هي نسبة ثابتة.

120  60  30  15

15
30

 = 1
2

30
60

 = 1
2

60
120

 = 1
2

حدود متتالية هندسية

1
2

الأساس 

بالكلمات:  تكون المتتالية هندسية إذا كانت النســبة ثابتة بين كل حدٍّ فيها والحدِّ 

الذي يسبقه.

a  هندسية  إذا كان:
1
 , a

2
 , a

3
 , … , a

n
تكون المتتالية:  بالرموز: 

a
2

a
1

 = 
a

3

a
2

 = ⋯ = 
a

n

a
n - 1

 = r

المتتالية الهندسية مفهوم أساسي
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د إذا كانت كل متتالية ممّا يأتي هندسية أم لا: أُحدِّ
1  2, 4, 8, 16, …

أقسم كل حدٍّ في المتتالية على الحدِّ السابق له: 

aنسبة الحدِّ الثاني إلى الحدِّ الأول
2

a
1

 = 4
2

 = 2

aنسبة الحدِّ الثالث إلى الحدِّ الثاني
3

a
2

 = 8
4

 = 2

aنسبة الحدِّ الرابع إلى الحدِّ الثالث
4

a
3

 = 16
8

 = 2

 r = 2  :أُلاحِظ أنَّ النسبة ثابتة، وأنَّها تساوي 2؛ أيْ إنَّ أساس المتتالية هو

إذن، المتتالية: … ,16 ,8 ,4 ,2  هندسية.

 الدعم البياني:

ــق إذا كانــت المتتالية هندســية أم لا بتمثيل  يُمكِــن أيضًا التحقُّ
ــي؛ لأنَّ  حدودهــا بيانيًّا، وملاحظة أنَّ النقاط تقع على منحنى أُسِّ

الحدود المتتالية تتغيَّر بمعامل ثابت.

أُلاحِظ من التمثيل البياني للمتتالية: … ,16 ,8 ,4 ,2 أنَّ حدودها 
ي. إذن، فهي متتالية هندسية. تقع على منحنى أُسِّ

2  6, 12, 20, 30, …

أقسم كل حدٍّ في المتتالية على الحدِّ السابق له: 

aنسبة الحدِّ الثاني إلى الحدِّ الأول
2

a
1

 = 12
6

 = 2

aنسبة الحدِّ الثالث إلى الحدِّ الثاني
3

a
2

 = 20
12

 = 5
3

aنسبة الحدِّ الرابع إلى الحدِّ الثالث
4

a
3

 = 30
20

 = 3
2

أُلاحِظ أنَّ النسبة غير ثابتة.

إذن، المتتالية: … ,30 ,20 ,12 ,6  ليست هندسية.

مثال 1

0 5-5 10

y

x

5

10

15

20

م  أتعلَّ

يُمكـِـن إيجــاد الحــدِّ 
الخامــس للمتتاليــة في 
1 بضرب الأساس  الفرع 
في الحدِّ الرابع كما يأتي:
 a

5
 = a

4
 × r

  = 16 × 2 = 32
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 الدعم البياني:

أُلاحِظ من التمثيل البياني للمتتالية: … ,30 ,20 ,12 ,6  أنَّ 
ــي. إذن، فهي ليست متتالية  حدودها لا تقع على منحنى أُسِّ

هندسية.

ق من فهمي  أتحقَّ

د إذا كانت كل متتالية ممّا يأتي هندسية أم لا: أُحدِّ

a)  3, 12, 48, 192, …   b)   -10, 10, -10, 10, ….

0 10 20

y

x

10

20

30

40

الحدُّ العام للمتتالية الهندسية

 يُلاحَظ ممّا ســبق أنَّه يُمكِن إيجاد كل حدٍّ من حدود المتتالية الهندســية بضرب الأساس في 
الحدِّ الذي يســبقه، ويُمكِن اســتعمال هذه الخاصيــة لإيجاد الحدِّ العام للمتتالية الهندســية 

a، وأساسها r كما يأتي:
1
ها الأول  باستعمال حدِّ

r و a
1
الحدُّرمزهالحدُّ بدلالة 

a
1

a
1

الحدُّ الأول
a

1
 ra

2
الحدُّ الثاني

a
1
 r 2a

3
الحدُّ الثالث

a
1
 r 3a

4
الحدُّ الرابع

a
1
 r 4a

5
الحدُّ الخامس

⋮⋮⋮

a
1
 r n-1a

n
الحدُّ العام

a وأساسها r، يعطى بالصيغة الآتية:
1
ها الأول  الحدُّ العام للمتتالية الهندسية التي حدُّ

a
n
 = a

1
 r n-1

حيث n عدد صحيح موجب.

الحدُّ العام للمتتالية الهندسية مفهوم أساسي
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ر أُفكِّ

هل يُمكِــن أنْ يكون أحد 
حدود المتتالية الهندسية 

صفرًا؟

 ،a
1
ــا الأول  ه ــي حدُّ ــية الت ــة الهندس ــدود المتتالي ــة ح ــن كتاب ــه يُمكِ ــبق أنَّ ــا س ــظ ممّ أُلاحِ

ــي: ــا يأت ــها r كم وأساس

a
1
, a

1
 r, a

1
 r2, a

1
 r3, a

1
 r4, ...

 

أجد الحدَّ العام لكل متتالية هندسية ممّا يأتي، ثم أجد الحدَّ العاشر منها:

1  128, 64, 32, 16, …

الخطوة 1:  أجد الحدَّ العام للمتتالية.

r = 64  في صيغة الحدِّ 
128

 = 1
2

a، والأســاس 
1
ض قيمة كلٍّ من الحدِّ الأول 128 =  أُعوِّ

العام للمتتالية:

aصيغة الحدِّ العام للمتتالية الهندسية
n
 = a

1
 r n-1

a
1
 = 128, r = 1

2
aبتعويض 

n
 = (128) ( 1

2 )n-1

a
n
 = (128) ( 1

2 )n-1 :إذن، الحدُّ العام للمتتالية الهندسية هو

الخطوة 2:  أجد الحدَّ العاشر للمتتالية.

ض n = 10 في صيغة الحدِّ العام للمتتالية: لإيجاد الحدِّ العاشر من المتتالية، أُعوِّ

aصيغة الحدِّ العام للمتتالية الهندسية
n
 = (128) ( 1

2 )n-1

n = 10 بتعويضa
10

 = (128) ( 1
2 )10-1

) (128) = بالتبسيط 1
2 )9

 = 1
4

2  4, 20, 100, 500, … 

الخطوة 1: أجد الحدَّ العام للمتتالية.

r = 20  في صيغة الحدِّ العام 
4

a، والأســاس 5 = 
1
ض قيمة كلٍّ من الحدِّ الأول 4 =  أُعوِّ

للمتتالية:

aصيغة الحدِّ العام للمتتالية الهندسية
n
 = a

1
 r n-1

a
1
 = 4, r = 5 بتعويضa

n
 = (4) (5)n-1

a
n
 = (4) (5)n-1 :إذن، الحدُّ العام للمتتالية الهندسية هو

مثال 2
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الخطوة 2:  أجد الحدَّ العاشر للمتتالية.

ض n = 10 في صيغة الحدِّ العام للمتتالية: لإيجاد الحدِّ العاشر من المتتالية، أُعوِّ

aصيغة الحدِّ العام للمتتالية الهندسية
n
 = (4) (5)n-1

n = 10 بتعويضa
10

 = (4) (5)10-1

7812500 = 9(5) (4) = بالتبسيط

ق من فهمي  أتحقَّ

أجد الحدَّ العام لكل متتالية هندسية ممّا يأتي، ثم أجد الحدَّ العاشر منها:

a)  5, 15, 45, ⋯   b)  a
1
 = 3; r = -2

يُمكِن أيضًا إيجاد الحدِّ العام لمتتالية هندسية إذا عُلِم حدّان منها.

 

.a
5
a، و 768- = 

2
أجد الحدَّ العام للمتتالية الهندسية التي فيها 12 = 

ن من معادلتين  a لكتابة نظام مُكــوَّ
n
 = a

1
 r n-1 :الخطــوة 1:  أســتعمل صيغة الحــدِّ العــام

بمُتغيِّرين.
aصيغة الحدِّ العام للمتتالية الهندسية

n
 = a

1
 r n-1

a
2
 = 12, n = 2 12بتعويض = a

1
 r 2-1

a = 12بالتبسيط
1
 r    ……(1)

a
5
 = -768, n = 5 768-بتعويض = a

1
 r 5-1

a = 768-بالتبسيط
1
 r 4    ……(2)

الخطوة 2:  أحُلُّ المعادلة )1( والمعادلة )2( بالتعويض.

a
1
aبكتابة المعادلة )1( بدلالة 

1
 = 12

r

a في المعادلة )2(
1
12 ) = 768-بتعويض 

r
 ) r 4

r 3 = 64-بالتبسيط

r = -4بأخذ الجذر التكعيبي لطرفي المعادلة

a = 12بتعويض قيمة r في المعادلة 1
1
 (-4)

aبقسمة طرفي المعادلة على 4-
1
 = -3

مثال 3
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a و r في صيغة الحدِّ العام للمتتالية.
1
ض قيمة كلٍّ من  الخطوة 3:  أُعوِّ

a صيغة الحدِّ العام للمتتالية الهندسية
n
 = a

1
 r n-1

a
1
 = -3, r = -4 (4-)(3-) = بتعويضn-1

a
n
 = (-3) (-4)n-1 :إذن، الحدُّ العام لهذه المتتالية الهندسية هو

ق من فهمي  أتحقَّ

.a
4
a، و 3 = 

2
أجد الحدَّ العام للمتتالية الهندسية التي فيها 12 = 

 

أجد 3 أوساط هندسية بين العددين 2.25 و 576
بما أنَّه توجد 3 حدود بيــن الحدِّ الأول والحدِّ الأخير، فإنَّ عدد حدود المتتالية هو 5، وبذلك 

تكون المتتالية كما يأتي:
2.25 , ____ , ____ , ____ , 576

.a
5
a، و 576 = 

1
حيث: 2.25 = 

الخطوة 1:  أجد أساس المتتالية.

aصيغة الحدِّ العام للمتتالية الهندسية
n
 = a

1
 r n-1

 n = 5, a
1
aبتعويض 2.25 = 

5
 = (2.25) r 5-1

a
5
r 4 (2.25) = 576بتعويض 576 = 

r 4 = 256بقسمة طرفي المعادلة على 2.25

r = ±4بأخذ الجذر الرابع لطرفي المعادلة

مثال 4

? ? ?

الأوساط الهندسية

إذا عُلِم حدّان غير متتاليين في متتالية هندســية، فإنَّــه يُمكِن إيجاد جميع الحدود التي تقع بين 
ين، وتُســمّى الأوســاط الهندســية (geometric means). فمثلًا، في المتتالية  هذين الحدَّ

: 54 ,18 ,6 هي أوساط هندسية بين 2 و 162: الآتية، فإنَّ

2,  6,  18,  54,  162

3 أوساط هندسية بين 2 و 162
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المتسلسلات الهندسية

تنتج المتسلسلة الهندسية )geometric series( من جمع حدود المتتالية الهندسية. ويُسمّى 
.S

n
ا من حدود هذه المتسلسلة مجموعًا جزئيًّا، ويُرمَز إليه بالرمز  مجموع أول n حدًّ

 

  أجد مجموع الحدود العشرة الأولى من المتسلسلة الهندسية: … + 16 + 8- + 4 + 2-
r = 4 في صيغة المجموع 

-2
a، والأســاس 2- = 

1
ض قيمة كلٍّ من الحدِّ الأول  2- =  أُعوِّ
:S

10
الجزئي للمتسلسلة الهندسية لإيجاد 

S صيغة المجموع الجزئي
n
 = 

a
1
 (1 - r n )

1 - r

a
1
 = -2, r = -2, n = 10 بتعويض S

10
 = 

(-2) (1 - (-2)10 )

1 - (-2)
682 =  بالتبسيط

إذن، مجموع الحدود العشرة الأولى من هذه المتسلسلة الهندسية هو 682

1

مثال 5

الخطوة 2:  أستعمل قيمة الأساس لإيجاد الأوساط الهندسية المطلوبة.

أُلاحِظ وجود قيمتين للأساس، وهذا يعني وجود مجموعتين محتملتين للأوساط الهندسية:

r = 4 عندماr = -4 عندما
2.25   9  36      144   576

× 4× 4× 4× 4

2.25  -9  36   -144   576

× -4× -4× -4× -4

إذن، الأوساط الهندسية هي:  144 ,36 ,9، أو 144- ,36 ,9-

ق من فهمي  أتحقَّ

أجد 4 أوساط هندسية بين العددين 9 و 288

ا من حدود متتالية هندسية باستعمال الصيغة الآتية: يُمكِن إيجاد مجموع أول n حدًّ

S
n
 = 

a
1
 (1 - r n )

1 - r
 , r ≠ 1

المجموع الجزئي للمتسلسلة الهندسية مفهوم أساسي
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ر أُفكِّ

هل يُمكِن إيجاد مجموع 
ا لمتسلســلة  أول n حــدًّ
ها ثابت، مثل: هندسية حدُّ

2+2+2+2+2+2 

+2+2+2+2+ …

باستعمال صيغة المجموع 
الجزئــي للمتسلســلة 

الهندسية؟

المتسلسلات الهندسية اللانهائية

المتسلسلة الهندسية اللانهائية )infinite geometric series( هي متسلسلة هندسية تحوي 
ا من حدود هذه المتسلســلة مجموعًا  عددًا لانهائيًّا من الحدود، ويُســمّى مجموع أول n حدًّ

دة. S)، وقد يقترب هذا المجموع من قيمة مُحدَّ
n
جزئيًّا، ويُرمَز إليه بالرمز (

. ∑ ( 1
3 )

k-1 :أجد مجموع المتسلسلة الهندسية  

الخطوة 1:  أجد الحدَّ الأول والأساس. 

a الحدُّ العام للمتتالية الهندسية 
k
 = ( 1

3 )
k-1

a تعويض k = 1 لإيجاد الحدِّ الأول
1
 = ( 1

3 )
1-1

( 1
3 )0

) =  بالتبسيط، حيث: 1 =  1
3 )

0 = 1

 r = 1
3

أُقارِن صيغة الحدِّ رقم k بصيغة الحدِّ العام للمتسلسلة الهندسية، فأستنتج أنَّ  

.S
5
الخطوة 2:  أستعمل صيغة المجموع الجزئي للمتسلسلة الهندسية لإيجاد 

r = 1 فــي صيغة المجموع الجزئي 
3

a، والأســاس 
1
ض قيمة كلٍّ من الحدِّ الأول  1 =  أُعوِّ

:S
5
للمتسلسلة الهندسية لإيجاد 

S صيغة المجموع الجزئي
n
 = 

a
1
 (1 - r n )

1 - r

a
1
 = 1, r = 1

3
 , n = 5 بتعويض S

5
 = 

(1) (1 - ( 1
3

)5 )

1 - ( 1
3

)

 =  بالتبسيط
121
81

ق من فهمي أتحقَّ

 )a أجد مجموع الحدود السبعة الأولى من المتسلسلة الهندسية:  … + 24- 12+ 6 – 3

. ∑ 5(2)k-1 :أجد مجموع المتسلسلة الهندسية b( 

5

k = 1
2

8

k = 1
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 ،S
n
 = 1

2
 + 1

4
 + 1

8
 +  1

16
 + 1

32
يُبيِّن الشكل الآتي التمثيل البياني للمجموع الجزئي للمتسلسلة: ⋯+ 

حيث الإحداثي x هو عدد الحدود )n(، والإحداثي y هو مجموع الحدود: 

 ،R
n
 = 1

32
 + 1

16
 + 1

8
 +  1

4
 + 1

2
يُبيِّن الشكل الآتي التمثيل البياني للمجموع الجزئي للمتسلسلة: ⋯+ 

حيث الإحداثي x هو عدد الحدود )n(، والإحداثي y هو مجموع الحدود: 

، وأنَّ المجاميع الجزئية تقترب أكثر فأكثر من 1  1
2

S هو 
n
أُلاحِظ أنَّ أساس المتسلسلة الهندســية 

 ،)convergent series( ؛ لذا فإنَّ هذه المتسلســلة تُسمّى متسلسلة متقاربةn عندما تزيد قيمة

ويُمكِن إيجاد مجموع عدد لانهائي من حدودها.

R هو 2، وأنَّ المجاميع الجزئية تزداد إلى ما لانهاية 
n
أُلاحِظ أنَّ أســاس المتسلسلة الهندســية 

دة؛ لذا فإنَّ هذه المتسلســلة تُســمّى  عنــد زيادة قِيَــم n، من دون أنْ تقترب من أيِّ قيمة مُحدَّ
متسلسلة متباعدة )divergent series(، ولا يُمكِن إيجاد مجموع عدد لانهائي من حدودها.

المجموع الجزئي

x = n 1 2 3 4 5

y = S
n

1
2

3
4

7
8

15
16

31
32

المجموع الجزئي

x = n 1 2 3 4 5

y = R
n

1
32

3
32

7
32

15
32

31
32

0 2

0.4

0.8
1.0

4 6

y

x

0 2

0.4

0.8
1.0

4 6

y

x

إذا كانت r| < 1|، فإنَّ المتسلســلة الهندســية اللانهائية تكون متقاربــة، ويُمكِن إيجاد 
مجموع حدودها باستعمال الصيغة الآتية:

S
∞

 = 
a

1

1 - r

أمّا إذا كانت r| ≥ 1|، فإنَّ المتسلسلة الهندسية اللانهائية تكون متباعدة، ولا يُمكِن إيجاد 
مجموع حدودها.

مجموع المتسلسلة الهندسية اللانهائية مفهوم أساسي
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أجد مجموع المتسلسلات الهندسية اللانهائية الآتية )إنْ أمكن(:

1  16 + 4 + 1 + ⋯

أجد قيمة أساس المتسلسلة:

r = 4بقسمة الحدِّ الثاني على الحدِّ الأول
16

 = 1
4

1 |، فإنَّ المتسلسلة متقاربة، ويُمكِن إيجاد مجموعها على النحو الآتي:
4

 | = 1
4

بما أنَّ  1 > 

S صيغة مجموع متسلسلة هندسية لانهائية
∞

 = 
a

1

1 - r

a
1
 = 16, r = 

1
4  = بتعويض 

16

1 - 1
4

64 = بالتبسيط
3

. 64
3

إذن، مجموع هذه المتسلسلة هو 

2  1 + 3 + 9+ 27 + …

أجد قيمة أساس المتسلسلة:

r = 3بقسمة الحدِّ الثاني على الحدِّ الأول
1

 = 3

بما أنَّ 1 < 3 = |3|، فإنَّ المتسلسلة متباعدة، ولا يُمكِن إيجاد مجموع حدودها.

3   ∑  3(-0.7)n-1

أجد قيمة أساس المتسلسلة:

r = -0.7 َّبصيغة الحدِّ العام للمتسلسلة الهندسية، فأستنتج أن n أُقارِن صيغة الحدِّ رقم

بما أنَّ 1 > 0.7 = |0.7-|، فإنَّ المتسلسلة متقاربة، ويُمكِن إيجاد مجموعها على النحو الآتي:

:a
1
أجد قيمة 

n = 1 بتعويضa
1
 = 3(-0.7)1-1 = 3

مثال 6

∞

n = 1

ر أُفكِّ

هــل يُمكـِـن اســتعمال 
 S

∞ 
= 

a
1

1 - r
الصيغــة: 

لإيجــاد مجموع الحدود 
العشــرة الأولــى مــن 
 2 المتسلســلة في الفرع 

من المثال؟
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a وr لإيجاد مجموع المتسلسلة اللانهائية:
1
أستعمل قيمة كلٍّ من 

S صيغة مجموع متسلسلة هندسية لانهائية
∞

 = 
a

1

1 - r

a
1
 = 3, r = -0.7 بتعويض = 

3

1 - (-0.7)

30 = بالتبسيط
17

ق من فهمي  أتحقَّ

أجد مجموع المتسلسلات الهندسية اللانهائية الآتية )إنْ أمكن(:

a)  1 + 0.1 + 0.01 + ⋯ b)  1- 2+ 4– 8 + …   c)   ∑  9(0.2)n-1
∞

n = 1

يُمكِن استعمال صيغة مجموع المتسلسلة الهندسية اللانهائية لكتابة العدد العشري الدوري في 
صورة كسر عادي.

 

أكتب العدد العشري الدوري 0.23 في صورة كسر عادي.

يُمكِن كتابة الكسر العشري الدوري على النحو الآتي:

0.23 = 0.232323 …

: أيْ إنَّ

رة ⋯ + 0.000023 + 0.0023 + 0.23 = 0.23مجموع الأجزاء العشرية المُتكرِّ

رة  بإعادة كتابة الأجزاء العشرية المُتكرِّ
23 = 0.23بوصفها كسورًا عاديةً

100
 + 23

10000
 + 23

1000000
 + ⋯

a، ويُمكِن إيجاد أساسها كما يأتي: 
1
 = 23

100
ها الأول  وهذا يُمثِّل متسلسلة لانهائية، حدُّ

23بقسمة الحدِّ الثاني على الحدِّ الأول
10000

 ÷ 23
100

 = 1
100

r = 1
100

أيْ إنَّ أساس هذه المتسلسلة الهندسية اللانهائية هو: 0.01 = 

مثال 7

ر أتذكَّ

العدد العشــري الدوري 
هــو عــدد نســبي؛ لذا 
يُمكِن كتابتــه في صورة 

a ، حيث 
b

كســر عــادي 
a, b عــددان صحيحان، 

.b ≠ 0 و
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بما أنَّ 1 > 0.01 = |0.01|، فإنَّ هذه المتسلسلة متقاربة، ويُمكِن إيجاد مجموعها على النحو 
الآتي:

S صيغة مجموع المتسلسلة الهندسية اللانهائية
∞

 = 
a

1

1 - r

a
1
 = 0.23, r = 0.01 بتعويض = 

0.23

1 - 0.01

23 = بالتبسيط
99

: أيْ إنَّ
0.23 = 0.232323 … = 23

99

ق من فهمي أتحقَّ

أكتب العدد العشري الدوري 0.57  في صورة كسر عادي.

تُستعمَل المتتاليات الهندسية اللانهائية في كثير من التطبيقات الحياتية.

  مثال 8 : من الحياة

رياضة: مــارس لاعب رياضــة القفز بالحبــال من أحد 
المرتفعات، فقفز m 100 رأسيًّا إلى الأسفل قبل أنْ يرتدَّ 
إلى الأعلى من جديد بواســطة حبله المطّاطــي. إذا ارتدَّ 
اللاعب مســافةً تُمثِّل ما نســبته %85 من المسافة السابقة 
بعد كل ســقوط، فأجــد مجموع المســافات التي قطعها 

فه عن ذلك. اللاعب في أثناء التأرجح حتى توقُّ

أُلاحِظ أنَّ مجموع المسافات التي قطعها اللاعب هي:

d = 100+100(0.85)+100(0.85)+100(0.85)2 +100(0.85)2 +100(0.85)3 +100(0.85)3 +⋯

إلى 
الأسفل

إلى 
الأسفل

إلى 
الأسفل

إلى 
الأسفل

إلى 
الأعلى

إلى 
الأعلى

إلى 
الأعلى

 = 100 + 2(100(0.85)) + 2(100(0.85)2 ) + 2(100(0.85)3 ) + ⋯

 = 100 + 200(0.85) + 200(0.85)2 + 200(0.85)3 + ⋯

معلومة

القفــز بالحبــال )البنجــي( 
هــو نشــاط رياضــي يقفز 
فيــه اللاعب مــن ارتفاعات 
شــاهقة، بعــد ربطــه بحبل 
مطّاطــي يمنــع ارتطامــه 

بالأرض. 
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 200(0.85)+200(0.85)2+200(0.85)3+ ⋯ باســتثناء الحدِّ الأول )100(، أُلاحِظ أنَّ 
a، وأساســها 

1
هــا الأول (0.85)200 =  يُمثِّل مجموع متسلســلة هندســية لانهائيــة، حدُّ

r = 200(0.85)2

200(0.85)
 = 0.85

بما أنَّ 1 > 0.85 = |0.85|، فإنَّ هذه المتسلسلة متقاربة، ويُمكِن إيجاد مجموعها:

باســتعمال مجموع متسلسلة هندســية لانهائية، 
a

1
 = 200(0.85), r = 0.85 وبتعويض d = 100 + 200(0.85)

1 - 0.85

1133.3 + 100 ≈ باستعمال الآلة الحاسبة

1233.3 ≈ بالتبسيط

إذن، قطع اللاعب مسافة m 1233.33 تقريبًا قبل أنْ يتوقَّف.

ق من فهمي  أتحقَّ

كرة: أُسقِطت كرة سلَّة من ارتفاع m 20 رأسيًّا في اتجاه أرض 
ة مســافةً تُعادِل ما نســبته %70 من  ت كل مرَّ أفقيــة، وقد ارتدَّ
ت  المســافة السابقة. بافتراض أنَّ الكرة ســقطت رأسيًّا ثم ارتدَّ
رأسيًّا عددًا لانهائيًّا من المرّات، أجد المسافة التي قطعتها الكرة 

حتى توقَّفت.

ب وأحُلُّ المسائل أتدرَّ

د إذا كانت كل متتالية ممّا يأتي هندسية أم لا: أُحدِّ

1  96, 48, 24, 12, 6, … 2  1
2

 , 1
6

 , 1
18

 , 1
54

 , 1
162

 ,… 3  0.3, -1.5, 7.5, -37.5, 187.5, ….

أجد الحدَّ العام لكل متتالية هندسية ممّا يأتي، ثم أجد الحدَّ الثامن منها:

4  0.04, 0.2, 1, …  5  20, 24, 28.8  6  0.005, 0.01, 0.02, …

7  3, -6, 12, -24, … 8  e2, e4, e6, e8, …  9  1, √2 , 2, 2 √2 , …
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أجد الحدَّ العام لكلٍّ من المتتاليات الهندسية الآتية التي أُعطيِ حدّان من حدودها:

10  a
2
 =12, a

5
 = -768  11  a

2
 =7, a

4
 = 1575 12  a

3
 = 1

3
 , a

6
 = 1

81

 13 أجد 3 أوساط هندسية بين العددين 7 و 189

 14 أجد 4 أوساط هندسية بين العددين 32 و 1

 15 أجد مجموع الحدود الاثني عشر الأولى من المتسلسلة الهندسية: … + 32 – 16 + 8 – 4 

 16 أجد مجموع الحدود العشرين الأولى من المتسلسلة الهندسية: … + 26.62 + 24.2 + 22 + 20

أجد مجموع المتسلسلات الهندسية الآتية:

17   ∑  ( 2
3 )

k    18   ∑  3( 1
2 )

k 
 19  1 + 3 + 9 + … + 2187

أجد مجموع المتسلسلات الهندسية اللانهائية الآتية )إن أمكن(:

20  2 + 2
3

 + 2
9

 + 2
27

 +⋯  21  6-4 + 8
3

 - 16
9

 +⋯ 22   ∑  1
2

  (3
k-1)

أكتب كُلاًّ من الأعداد العشرية الدورية الآتية في صورة كسر عادي بأبسط صورة:

23  0.25    24  0.625   25  32.32

5

k = 1

10

k = 0

∞

k = 1

معلومة

مة  خطا الأردن خطوات مُتقدِّ
دة؛  في مجــال الطاقة المُتجدِّ
إذ بلغــت نســبة مســاهمة 
%13 من  دة  الطاقة المُتجــدِّ
الطاقة الكهربائية المُولَّدة في 
المملكة نهايــة عام 2019م، 

مقارنةً بـ %1 عام 2014م. 

دة: يزداد عــدد المنازل التي تعتمد على  طاقة مُتجدِّ
الطاقة الشمســية في توليد الكهرباء بإحدى المدن 

عامًا تلو الآخر كما في الجدول الآتي:

العام54321
عدد المنازل1372098007000

 26 أجد الحدَّ العام للمتتالية التي تُمثِّل عدد المنازل.

 27  أجد عدد المنازل التي تعتمد على الطاقة الشمســية فــي توليد الكهرباء في العام الرابع 

والعام الخامس.
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ادَّخرت مريم مبلغًا من المال في أحد البنوك، وقد بلغ مجموع ما ادَّخرته في الســنة الأولى  JD 2000، ثم ادَّخرت في كل 
سنة لاحقة ما نسبته %25 أكثر من المبلغ الذي ادَّخرته في السنة السابقة:

خره مريم في السنة الثالثة؟  28 ما المبلغ الذي ستدَّ

خرات مريم أكثر من JD 50000 ؟  29 بعد كم سنةً سيكون مجموع مُدَّ

معلومة

بالرغم من ظهور نُدَف الثلج 
الكريستالية بلون أبيض، فإنَّها 
تبدو شــفّافة كالكريســتال، 
ويُعْــزى اكتســابها اللــون 
الأبيــض إلــى الانعــكاس 

العشوائي للضوء.

نُدْفة الثلج: يُمثِّل النمط المجاور عدد أضلاع نُدْفة ثلج في مراحلها المتتالية:

3 1924812

 30 أكتب الحدَّ العام لهذه المتتالية.

 31 أجد عدد أضلاع نُدْفة الثلج في المرحلة السابعة.

ها الأول 80، ومجموعها 200، أجد عدد الحدود الأولى التي يَلزم جمعها   32  متسلسلة هندســية لانهائية متقاربة، حدُّ

معًا ليكون المجموع أكثر من 199 

 :p ≠ 0 6 الحدود الثلاثة الأولى من متتالية هندسية، حيثp +2, 4p + 4, 3p + 3 تُمثِّل

 .p 33 أجد قيمة الثابت 

 34 أُثبتِ أنَّ المتسلسلة اللانهائية المعطى أول ثلاثة حدود منها متقاربة، ثم أجد مجموعها.

متتالية هندسية أساسها موجب، ومجموع حدودها الأربعة الأولى 105، ومجموع حدودها الثمانية الأولى 1785:

 35 أجد الحدَّ الأول من هذه المتتالية، وأساسها.

 36 ما عدد حدود المتتالية التي تقل عن 1000؟
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مهارات التفكير العليا

1 1
2

 + 2 1
4

 + 3 1
8

 + 4 1
16

ا من حدود المتسلسلة: ⋯+  : أجد الصيغة العامة لمجموع أول n حدًّ  37 تحدٍّ

 38 مسألة مفتوحة: أجد متتالية هندسية لانهائية متقاربة، مجموعها 1.5 

نًا من قطع مســتقيمة في  تبرير:  يُبيِّن الشــكل المجــاور نمطًا حلزونيًّا مُكوَّ
المســتوى الإحداثي. إذا علمْتُ أنَّ القطعة المســتقيمة الأولى OA طولها 
cm 20، وأنَّ القطعة المســتقيمة الثانيــة AB طولها cm 10، وهي موازية 

للمحور y، وأنَّ القطعة المســتقيمة الثالثــة BC طولها cm 5، وهي موازية 
للمحور x، وأنَّ هذا النمط استمر إلى ما لانهاية، فأجد:

نة للنمط.  39 مجموع أطوال القطع المستقيمة المُكوِّ

 40 إحداثيي نقطة نهاية النمط الحلزوني. 

تبرير: يُبيِّن الشكل المجاور نمطًا هندسيًّا يُمثِّل عدد 
المثلثات في نماذجه متتالية:

 41  أملأ الفراغ في الجدول المجاور اعتمادًا على 

النمط.

 42  أكتب الحدَّ العام لمتتاليــةِ عدد المثلثات 

البيضاء في كل شكل.

 43  أكتب الحدَّ العام لمتتاليةِ عدد المثلثات الزرقاء.

   إرشاد: أجد العلاقة بين عدد المثلثات الزرقاء وعدد المثلثات البيضاء في كل شكل.

y
C B

A

D
2.5

5

10

20
x0

رقم الشكل4321
عدد المثلثات البيضاء93
عدد المثلثات الزرقاء41

الشكل (1).الشكل (2).الشكل (3).
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أختار رمز الإجابة الصحيحة في كلٍّ ممّا يأتي:

 1  الحدُّ العام للمتتالية التــي تُمثِّل عدد المربعات في كل 

شكل من النمط الآتي هو:

4321

a)  a
n
 = 3n - 3 b)  a

n
 = 4n - 5

c)  a
n
 = n  ))  a

n
 = n(n + 1)

2

k ∑   هو:
 2 مجموع المتسلسلة: 2

a)  36   b)  55

c)  91   ))  273

 3 إحدى صيغ المجموع الآتية تُعبِّر عن المتسلسلة:

: 1
2

 + 1
4

 + 1
6

 + 1
8

a)  ∑  k
2

  b)  ∑  1

2k

c)  ∑  1
2k

  ))  ∑  1
k + 2

هــا الثامن 13-،   4  الحدُّ العــام لمتتالية حســابية، حدُّ

وأساسها 8-، هو:

a)  a
n
 = 51 + 8n  b)  a

n
 = 35 + 8n

c)  a
n
 = 51 - 8n ))  a

n
 = 35 - 8n

أجد مجموع كل متسلسلة ممّا يأتي:

5  ∑ (k2 + 1)  6  ∑  ( 3
2

)
k

7  ∑  1

k2 + 1
   8  ∑  (3k + 4)

أجد الحدَّ العام لكل متتالية حســابية ممّا يأتي، ثم أجد الحدَّ 
العشرين منها:

9  200, 191, 182, 173, …

10  215, 192, 169, 146, … 

11  a
5
 = 41, a

10
 = 96 

12  a
10

 = 7, d = -2 

أجد مجموع المتسلسلات الحسابية الآتية:

13  7 + 1 - 5 -11 - … -299 

14  -10 – 9.9 – 9.8 - … -0.1 

15  ∑  (88 - 3k)

 16  أجــد مجمــوع الحــدود الاثنــي عشــر الأولى من 

المتسلسلة:

120 + 111 + 102 + 93 +…

ها الثاني 24،  ها الأول 20، وحدُّ  17  متتالية حســابية، حدُّ

.k ا من حدودها 504، أجد قيمة ومجموع أول k حدًّ

 ،a ها الأول  18  متسلســلة هندســية لانهائية متقاربة، حدُّ

.a ها الرابع 4، أجد مجموعها بدلالة الثابت وحدُّ

6

k = 1

4

k = 1

4

k = 1

4

k = 1

4

k = 1

6

k = 1

4

k = 1

4

k = 1

100

k = 1

20

k = 1
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 19  أراد أحمــد توفيــر جزء 

من راتبه، فوفَّر في الشــهر 
الأول 50 دينــارًا، ووفَّــر 

في الشــهر الثاني 55 دينارًا، ووفَّر في الشــهر الثالث 
60 دينارًا. ما مجموع المبالغ التي ســيُوفِّرها أحمد إذا 

ة عامين؟ استمر على هذا النمط مدَّ

أجد الحدَّ العام لكل متتالية هندســية ممّا يأتي، ثم أجد الحدَّ 
الثامن منها:

20  144, -12, 1, - 1
12

 , …. 

21   -8, -2, - 1
2

 , - 1
8

 , … 

22  0.3, -0.09, 0.027, -0.0081, …

 23 أجد وسطين هندسيين بين 5 و27 

 24  أجد مجموع الحدود العشرة الأولى من المتسلسلة الهندسية:  

2 + 6 + 18 + 54 + …

 25  أجد مجموع الحدود الثمانية الأولى من المتسلسلة الهندسية:

100 + 90 + 81 + …

 26 أجد الحدَّ العام للمتتالية الهندسية التي فيها

.r = -3  و ،a
6
 = 243

 27  وصلت رســالة فيها فيروس من 

بريــد فاطمــة الإلكتروني إلى 4 
من صديقاتها بصورة عشــوائية، 

ثم أُرسِــلت هذه الرســالة إلى 4 صديقــات أُخريات 
ــن يصلهن البريد الإلكتروني يوميًّــا، وهكذا. ما عدد  ممَّ
صديقات فاطمة اللاتي سيصلهن الفيروس بعد 10 أيام؟

أكتب كُلاًّ من الأعداد العشرية الدورية الآتية في صورة كسر 
عادي بأبسط صورة:

28  0.4   29  1.7 

 30  أجــد مجموع الحــدود الخمســة عشــر الأولى من 

المتسلسلة الهندسية: … + 40 + 20 + 10 + 5

 31  إذا كان مجموع متسلسلة لانهائية متقاربة هو 4 أضعاف 

ها الثاني، فأجد أساس المتسلسلة. حدِّ

ها الســابع  هــا الرابع 40، وحدُّ  32  متتالية هندســية، حدُّ

320-، أجد مجموع حدودها الاثني عشر الأولى.

تدريب على الاختبارات الدولية

 33 المتتالية الحسابية ممّا يأتي هي:

a)  1
2

 , 1
3

 , 1
4

 , 1
5

 , ... 

b)  2, 4, 8, 16, …

c)  2.2, 4.4, 6.6, 8.8, …

))  2, 4, 7, 11,… 

 34 الحدُّ العاشر من المتتالية الهندسية:

… ,18 ,36 ,72 ,144  هو:

a)  0  b)  9
64

  c)  9
32

  ))  9
16

هــا الأول 1-،   35  متتاليــة هندســية منتهيــة. إذا كان حدُّ

وأساسها 3-، ومجموعها 182، فإنَّ عدد حدودها هو:

a)  6   b)  7

c)  8   ))  9


