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 مراجعة عامة

 :الجبر

 العمليات الحسابية 
 a b c ab ac    

a c ad bc

b d bd


   

a c a c

b b b


   

a

a c adb
c b d bc

d

    

 الأسس والجذور 

,
m

m n m n m n
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x
x x x x

x

    

 
1

,
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n
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x

   

  ,
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n

x x
xy x y

x y

 
  

 
 

 
1

,
m

m
n mn nn nx x x x x    

,
n

nn n n
n

x x
xy x y

y y
   

 

 

 

 

 الهندسة

 (V، الحجمC، المحيط Aصيغ هندسية )المساحة

 المثلث 

1

2
A bh  

1
sin

2
ab   

 الدائرة 

2A r  

2C r  

  القطاع الدائري 

21

2
A r   

 radians r   

 الكرة 
34

3
V r  

24A r  

 الاسطوانة 

3V r h  

22 2A rh r    
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 المخروط 
21

3
V r h  

2 2A r r h   

 :التحليل إلى العوامل

 ( العامل المشترك:1)
 2 7 7x x x x    

 22 8 2 4x x x x    

 2 3 215 5 5 3x x x x    

 مربعين:( الفرق بين 2)

  2 2b a b a b a     

  2 9 3 3x x x     

  24 9 2 3 2 3x x x     

 ( مجموع مكعبين:3)

  3 3 2 2a b a b a ba b      

  3 2125 5 5 25x x x x      

  3 28 1 2 1 4 2 1x x x x      

 ( فرق مكعبين:4)

  3 3 2 2a b a b a ba b      

  3 28 2 2 4x x x x      

  3 21 1 1x x x x      

  3 28 27 2 3 4 6 9x x x x      

 ( تحليل العبارة التربيعية:5)

1)   2 7 6 6 1x x x x      

2)   2 5 6 3 2x x x x      

3)   2 6 3 2x x x x      

4)   2 5 6 3 2x x x x      

5) 
2 22 9 5 9 10x x x x      

10 1

2 2
x x

  
    
  

 

  5 2 1x x    

6) 
2 220 3 2 3 40x x x x      

8 5

5 4 4 5
x x

  
    

   
 

  5 2 4 1x x    

7) 
2 26 5 1 5 6x x x x      

2 3

2 3 2 3
x x

  
    

   
 

  3 1 2 1x x    
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 حلل ما يلي:   تدريب:

1) 
23 16 12x x   

2) 
25 11 2x x   

3) 
22 5 7x x   

4) 
23 8 5x x   

 حل المعادلات:

 حل المعادلات التالية: ال:ــثــم

1) 2 8 0x   

2

2

x 8
4

2
x    

2) 2 5 9x   

2
2 9 5x   

2

x 4
2

2
x    

3) 3 8 7 1x x    

3 7 8 1x x    

9
4 9

4
x x


     

4) 
4

5 9
3

x    

4 4
4

3
x  

4

x 12
3

4
x    

5) 
2 25 0x    

2 25 5, 5x x     

6) 
2 6 0x x   

 6 0 0, 6x x x      

7) 
2 4 12 0x x    

  6 2 0 6,2x x x       

8)  
2

2 16 0x     

  2 4 2 4 0x x      

  2 6 0 2,6x x x       

9) 
2 5 7 0x x    

2 4 25 4 1 7 53b ac         

             

2 4

2

b b ac

a

  
القانون العام  

5 53

2 1
x

 



 

10) 
2 9 14 0x x    

2 4 81 4 1 14 25b ac        
2 4

2

b b ac

a
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9 25

2 1
x

 



 

9 5

2
x

 
  

2x    

9 5

2
x

 
  

7x    
 

11) 
2 6

3
1

x

x





 

2 6 3 3x x    

3 3x x      

12) 
2

2

2
2

4 5

x x

x x

 
 

 
 

 1x   

 

2

1

x

x



  
2

5x
 


 

2
2

5

x

x


 


 

2 2 10x x     

3

3

x 12
4

3
x


     

13) 
3

2

1
5

3 3 3

x

x x




 
 

   21 1x x x  

 23 1x x 
5  

1
5 1 15 16

3

x
x x


       

 حل المعادلات التالية:  تدريب:

1) 
2 5

8
5

x x

x


 


 

2) 
2 2 3

4
1

x x

x

 



 

 فأكثر:  درجة ثالثة

 الحدود وهي:نجد الاصفار النسبية المحتملة لكثير 

 

ال:ـثـم
 
 المعادلة التالية: حل 

3 7 6 0x x    
 الحل:

 نجد الاصفار النسبية

1,2,3,6عوامل الحد الثابت 6 

1عوامل الحد الرئيسي 1 

,1الاصفار هي 2, 3, 6    

1نجرب 7 6 0 1x    c 

 1x هو جذر للمعادلة 

 1x احد العوامل 

 نستخدم القسمة الطويلة

 

 

 عوامل الحد الثابت
 عوامل المعامل الرئيسي
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3 7 6 0x x    

  21 6 0x x x     

   1 3 2 0x x x     

1 , 3 , 2x x x     

 المعادلة: حل  تدريب:

 
3 22 2 3 7 0x x x      

 حل المعادلات بالحذف:

 أجد حل المعادلات التالية: :1الـثـم

 3 8 1x y   

 2 1 2x y   
 الحل:

 (2( في )1اضرب المعادلة )

6 2x y  16   

2x y 1  

5 15 3x x      

1y (1نعوض في المعادلة )    

 أجد حل المعادلات التالية: :2الـثـم
 2 22 3 11 1x y   

 2 27 2 26 2x y   

 

 الحل:

 2( في 1اضرب المعادلة )

 3( في 2المعادلة )اضرب 

2 24 6x y 22  

2 212 6x y 78  

2 225 100 4x x    

2x   

 
2 22 2 3 11y   

28 3 11y   
2 1y   

1, 1y    

2x    

 
2 22 2 3 11y    

28 3 11y   
2 1y   

1, 1y    

 مجموعة الحل:
       2,1 , 2,1 , 2, 1 , 2, 1     

 أجد حل المعادلات التالية: :3الـثـم
 1 1x y   

 2 2 5 2x y   

 الحل:

1 1x y x y      

 (2نعوض في المعادلة )
 

2 21 5y y    

2 21 2 5y y y     
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22 2 1 5y y    

22 2 4 0y y    

  2 2 0 2 1 0y y y y        

2

1

y

x

 

 
 

1

2

y

x




 

 

 المعادلات التالية:أجد حل  :4الـثـم

 2 4 3 1y x x    

 2 2 3 2y x x     

 الحل:

2 24 3 2 3x x x x       

 22 2 0 2 1 0x x x x      

0

3

x

y



 
 

1

6

x

y

 

 
 

 

 اشارة الاقتران:

 x( نساوي السؤال بالصفر ونجد قيم1

( نضعها على خط الاعداد ونقوم بدراسة الاشاار  بأخاذ 2
 عدد في كل منطقة

 ادرس إشار  كل من الاقترانات التالية: ال:ـثـم

1) ( ) 3 6f x x   

3 6 0 2x x     

 

2) ( ) 6 2f x x   

6 2 0 3x x     

 

3) 
2( ) 6f x x x    

2 6 0x x    

  3 2 0 3, 2x x x       

 

4) 
2( ) 4f x x   

2 24 0 4 2, 2x x x        

 

5) 
3 2( ) 3f x x x   

3 23 0x x   

 2 3 0 0,3x x x     

 

6) 
2( ) 4 4f x x x    

2 4 4 0x x    

  2 2 0 2x x x      
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7) 
2( ) 7f x x    

2 27 0 7x x       لا تحلل  

 

 ابحث اشار  الاقترانات التالية: تدريب:

1) ( ) 2 8f x x   

2) ( ) 3f x x   

3) 
2( ) 25f x x   

4) 
2( ) 4 4f x x x    

5) 
2( ) 7 6f x x x    

 حل المتباينات:

 حل المتباينات التالية: :الـثـم
1) 2 4 0x   

2 4 1 1
,

4 4 2 2

x
x x

 
      

 
 

2) 2 11 3 1x x    

 1 11 10 10,x x x        

3) 
2 4 0x    

  2 2 0 2, 2x x x       

 

   , 2 2,x      

4) 
2 5 0x    

2 5 0x    لا تحلل 

مجموعة الحل   

5) 
3 8 0x    

  22 2 4 0 2x x x x       

 

 , 2x   

6) 
2

0
6

x x

x





 

2البسط:  0x x  

 1 0 0,1x x x    

6xالمقام:   

 

   0,1 6,x    
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 حل المتباينات التالية: تدريب:

1) 4 2 0x   

2) 3 2 6 4x x    

3) 
2 9 0x    

4) 
2 5 6 0x x    

5) 
2 4 4 0x x    

6) 
3 1 0x    

7) 
2 9

0
2

x

x





 

 اقتران القيمة المطلقة:

) شكله: )f x  

 السالبةعمله: يلغي الاشار  

2 مثال: 2 , 7 7   

 :خواص المطلق 

1) ( ) ( ) , ( ) 0f x f x f x   

2) ,n nx x n  زوجي 

2 2x x  

2 25 5x x    

4 42 2x x    

3) 
2x x  

 
2

9 9x x    

2cos cosx x  

4) x a  

,x a x a    

2 5 8x    مثال:                          

2 5 8

2 13

13

2

x

x

x

  

 




 
2 5 8

2 3

3

2

x

x

x

 





 

 

5) x a a x a      

2 4 8x    مثال:                         

8 2 4 8x     

4 2 12x    

2 6x    

6) ,x a x a x a      

2 8 6x    مثال:                         

2 8 6

2 2

1

x

x

x

  





 
2 8 6

2 14

7

x

x

x
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 أجد مجموعة حل ما يلي: تدريب:

1) 2 4 8x    

2) 3 6 8x   

3) 2 4 8x    

  المطلقة: القيمةإعادة تعريف 

 ( نساوي السؤال بالصفر1

 ونضعها على خط الاعداد x( نجد قيم2

 ( نختبر الاشارات على الخط3

 ( نكون الاقتران المتشعب4

 اعد تعريف كل مما يلي: ال:ـثـم

1) ( ) 2 2f x x   

2 2 0 1x x     

 
2 2 , 1

( )
2 2 , 1

x x
f x

x x

 
 

 
 

2) ( ) 3 12f x x    

3 12 0 4x x      

 
3 12 , 4

( )
3 12 , 4

x x
f x

x x

 
 

  
 

3) 
2( ) 12f x x x    

2 12 0x x    

  4 3 0 4, 3x x x       

 
2

2

2

12 , 3

( ) 12 ,3 4

12 , 4

x x x

f x x x x

x x x

    


     
   

 

4) 
2( ) 9f x x    

2 9 0 3, 3x x       

 
2

2

2

9 , 3

( ) 9 , 3 3

9 , 3

x x

f x x x

x x

   


    
  

 

5) 
3( ) 4f x x x   

34 0x x   

 24 0 0,2, 2x x x      

 
3

3

3

3

4 , 2

4 , 2 0
( )

4 ,0 2

4 , 2

x x x

x x x
f x

x x x

x x x
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 اعد تعريف كل من الاقترانات التالية: تدريب:

1) ( ) 2 6f x x   

2) ( ) 2 3f x x   

3) 
2( ) 2 3f x x x    

4) 
2( ) 36f x x   

 :الاقترانات المثلثية

 قياسات الزاويا 

180   

1 rad
180


  

180
1 rad


  

 الاقترانات المثلثية في المثلث القائم الزاوية 

sin   

cos   

tan   

csc   

sec   

cot   

 الاقترانات المثلثية لأي زاوية 

sin csc
y r

r y
    

cos sec
x r

r x
    

tan cot
y x

x y
    

 قانون الجيوب 

sin sin sinA B C

a b c
   

 قانون جيوب التمام 

 2 2 2 2 cosa b c bc A    

 2 2 2 2 cosb a c ac B    

 2 2 2 2 cosc a b ab C    

 

 

 

 

 المقابل

 الوتر

 المجاور

 الوتر

 المقابل

 المجاور

 المجاور

 الوتر

 الوتر

 المجاور

 المجاور

 المقابل
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 اورحزوايا الم 

 

 زوايا المرجع 

 30
6


  45

4


  60

3


  

sin x  
1

2
 

1

2
 3

2
 

cos x  3

2
 

1

2
 

1

2
 

tan x  
1

3
 1 3 

 

 اشارات الاقترانات المثلثية في الارباع 

 
 قيمة الزاوية في الارباع 

 

لتحويل الزاوية من درجات الى راديان نضرب في
180

 

30 30
180 6

 
    

180راديان الى درجات نضرب فيلتحويل من 


 

180
45

4 4

 


    

 اجد قيمة الاقترانات المثلثية التالية: ال:ـثـم

1) 
3

sin300 sin 60
2

     

2) 
1

tan 210 tan30
3

   

3) 
1

sin135 sin 45
2

   

4) 
1

cos( 60) cos60
2

    

 حل المعادلات المثلثية التالية: اجد ال:ـثـم

1)
 
tan 1x   

45 , 225x x   

2)
 
tan 1x    

135 , 315x x   

3)
 
cos 0x   

270 , 90x x   
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4)
 

1
sin

2
x   

45 , 135x x   

5)
 

3
sin 2

2
x    

2 240

120

x

x




 

2 300

150

x

x




 

 

6)
 
sin 0x   

 0, , 2x    

7)
 
sin 1x   

2
x


  

8)
 
sin 1x    

3

2
x


  

9)
 
sin cosx x   

tan 1x    

 
7 3

135,315 ,
4 4

x or x
  

   
 

 

10) 2tan 3 1x   

2tan 2x    

 tan 1 135,315x x     

 

11)
 
2cos 3x   

 
3

cos 30,330
2

x x    

12)
 

22cos 3cos 1x x    

22cos 3cos 1 0x x    

  2cos 1 cos 1 0x x    

2cos 1 0

1
cos

2

60,300

x

x

x

 





 

cos 1

0,360

x

x




 

 

 :متطابقات هامة )حفظ(

1)
 

2 2sin cos 1x x   

2)
 
sin2 2sin cosx x x  

3)
 

2cos2 1 2sinx x   

22cos 1x   

2 2cos sinx x   

4)
 

1 cos2
tan 2

1 cos2

x
x

x





 

5)
 

2 21 tan secx x   

6)
 

2 21 cot cscx x   

7)
 
sin sin 2cos sin

2 2

a b a b
a b

    
     

   
 

8)
 
cos cos 2sin sin

2 2

a b a b
a b
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9)
 
sin sin 2sin cos

2 2

a b a b
a b

    
     

   
 

10)
 
cos cos 2cos cos

2 2

a b a b
a b

    
     

   
 

11)
 

 sin sin cos cos sina b a b a b    

12)
 

 cos cos cos sin sina b a b a b   

13)
 

 
tan tan

tan
1 tan tan

a b
a b

a b


   

14)
 

1 cos
cot

tan sin

x
x

x x
   

15)
 

sin
tan

cos

x
x

x
  

16)
 

1
sec

cos
x

x
  

17)
 

1
csc

sin
x

x
  

18)
 

 sin sinx x    

 cos cosx x   

 tan tanx x    

19)
 
sin cos

2
x x

 
  

 
 

cos sin
2

x x
 
  

 
 

tan cot
2

x x
 
  

 
 

cot tan
2

x x
 
  

 
 

20)
 

 sin sinx x    

 cos cosx x     

 متطابقات المقلوب 

1 1 1
csc , sec , cot

sin cos tan
  

  
    

 المتطابقات النسبية 

sin cos
tan cot

cos sin

 
 

 
   

 متطابقات فيثاغورس 

2 2sin cos 1    

2 21 tan sec    

2 21 cot csc    

 متطابقات الزاويتين المتتامتين 

sin cos
2


 

 
  

 
   

tan cot
2


 

 
  

 
 

sec csc
2


 

 
  

 
 

cos sin
2


 

 
  

 
 

cot tan
2


 

 
  

 
 

csc sec
2
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 متطابقات الزاوية السالبة 

 sin sin     

 cos cos    

 tan tan     

  المثلثية للمجموع والفرق المتطابقات 

 sin sin cos cos sinx y x y x y    

 sin sin cos cos sinx y x y x y    

 cos cos cos sin sinx y x y x y    

 cos cos cos sin sinx y x y x y    

 
tan tan

tan
1 tan tan

x y
x y

x y


 


 

 
tan tan

tan
1 tan tan

x y
x y

x y


 


 

 المتطابقات المثلثية لضعف الزاوية 

sin2 2sin cos    

2 2cos2 cos sin     

2cos2 1 2sin    

2cos2 2cos 1    

2

2 tan
tan 2

1 tan








 

 

 المتطابقات المثلثية لتقليص القوة 

2 1 cos2
sin

2





  

2 1 cos2
cos

2





  

2 1 cos2
tan

1 cos2










 

 المتطابقات المثلثية لنصف الزاوية 

1 cos
sin

2 2

 
   

1 cos
cos

2 2

 
   

1 cos
tan

2 1 cos

 




 


 

 قيم بعض الاقترانات المثلثية للزاويا الخاصة 

tan cos sin rad  
0 1 0 0 0 

1

3
 

3

2
 

1

2
 

6


 30 

1 
1

2
 

1

2
 

4


 45 

3 
1

2
 

3

2
 

3


 60 

 0 1 
2


 90 

0 1 0  180 

 0 1 
3

2


 270 

0 1 0 2 360
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 الهندسة الاحداثية

 المسافة بين نقطتين ونقطة المنتصف 
المسافة بين النقطتين   2 2 2 1 1 1, , ,P x y P x y 

   
2 2

2 1 2 1d x x y y     

2القطة المستقيمةاحداثيا نقطة منتصف  1P P 

2 1 2 1: ,
2 2

x x y y
M

  
 
 

 

 المستقيم 
ميااااااااااااااااااااااااااااااال المساااااااااااااااااااااااااااااااتقيم الماااااااااااااااااااااااااااااااار باااااااااااااااااااااااااااااااالنقطتين

   2 2 2 1 1 1, , ,P x y P x y

 
2 1

2 1

y y
m

x x





 

معادلة المستقيم المار بالنقطة 1 1 1,P x y وميلهm 

 1 1y y m x x    

الزاوياااة مساااتقيماي فاااي المساااتو  الاحاااداثي و lاذا كاااان
الموجاب فا ن ميال  xالتي يصنعها المستقيم مع المحاور

tanmيعطااااااااى بالمعادلااااااااة mالمسااااااااتقيم  حيااااااااث

0    

 البعد بين نقطة ومستقيم 
الذي معادلته lالبعد بين المستقيم

0Ax By C   والنقطة 1 1 1,P x y  يعطى
 بالصيغة الآتية:

1 1

2 2

Ax By C
d

A B

 



 

 معاي صفراي  BوAتكون قيمتاشرط ألا 

 الدائرة 

معادلاااة الااادائر  التاااي مركزهاااا ,h k ونصاااف قطرهااااr 
 هي:

   
2 2 2x h y k r     

 الاقترانات الاسية واللوغاريتمية

  للوغاريتماتالخصائص الاساسية 

0xاذا كان  0و, 1b b  ف ن 

log 1 0b   

log 1b b   

log x

b b x  

log
, 0b x

b x x   

 قوانين اللوغاريتمات 

,اذا كانااااات ,b x y اعاااااداداي حقيقياااااة موجباااااة، وكاااااانp 
1bعدداي حقيقياي حيث  ف ن 

logقانون الضرب      log logb b bxy x y  

logقانون القسمة        log logb b b

x
x y

y
  

logقانون القو                   logp

b bx p x 
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 الاشتقاققواعد 

 القواعد الاساسية 

  0
d

c
dx

  

    '
d

cf x cf x
dx

  

        ' '
d

f x g x f x g x
dx

    

        ' '
d

f x g x f x g x
dx

    

  1n nd
x nx

dx

  

            ' '
d

f x g x f x g x g x f x
dx

   

       ' '
d

f g x f g x g x
dx

  

 

 

       

  
2

' 'f x g x f x f x g xd

dx g x g x

  
  

 
 

  الاقترانات الاسية والاقترانات اللوغاريتميةمشتقات 

 x xd
e e

dx
  

1
ln

d
x

dx x
  

  lnx xd
b b b

dx
  

 
1

log
ln

b

d
x

dx x b
  

 مشتقات الاقترانات المثلثية 

 sin cos
d

x x
dx

  

 cos sin
d

x x
dx

   

  2tan sec
d

x x
dx

  

 sec sec tan
d

x x x
dx

  

 csc csc cot
d

x x x
dx

   

  2cot csc
d

x x
dx

   

 :ايجاد النهايات

 أجد قيمة النهايات التالية: ال:ـثـم

1)
 

2

3

9 0
lim

3 0x

x

x





 

 
3

3
lim
x

x



  3

3

x

x




 

3
lim 3 6
x

x


   

2) 
2

22

3 5 2 0
lim

2 0x

x x

x x

 



 

   
2

3 1 2
lim
x

x x



 

 2x x 
 

2

3 1 6 1 7 7
lim

2 2 2x

x

x
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3)
 4

2 1 3 0
lim

4 0x

x

x

 



 

4

2 1 3 2 1 3
lim

4 2 1 3x

x x

x x

   


  
 

  4

2 1 9
lim

4 6x

x

x

 


 

  4

2 8
lim

4 6x

x

x




 

 
4

2 4
lim
x

x





 4x   

1

36
  

4)
 

3

28

2
lim

8x

x

x x




 

 

 

2
3 3

3

228 3 3

2 42
lim

8 2 4
x

x xx

x x x x


 


  
 

8

8
lim
x

x





 8x x   12
 

 8

1 1 1
lim

12 8 12 96x x
 


 

5)
 

22

1 1

1 3lim
4x

x

x





 

   22

3 1
lim

1 3 4x

x

x x

 

 
 

2

2
lim
x

x





    1 3 2x x   2x 
 

   
1 1

3 3 4 36

 
  

 اجد قيمة النهايات التالية: تدريب:

1)
 

3

22

8
lim

2x

x

x x




 

2)
 

2

21

2 3
lim

1x

x x

x

 


 

3)
 2

3 6
lim

1 1x

x

x



 
 

4)
 

2

5

25
lim

1 1

1 4

x

x

x








 

 :الاتصال

 يكون الاقتران متصل اذا حقق الشروط التالية:

 ( تكون الصور  موجود 1

 ( تكون النهاية موجود 2

 ( تكون النهاية تساوي الصور 3

ـــم متصاالة عنااد  بااين اذا كاناات الاقترانااات التاليااة  ال:ـث
 لكل مما يلي:القيمة المعطا  

1)
 

2 6 , 2
( ) , 2

3 , 2

x x
f x x

x x

 
 


 

(2) 4 6 10f     

2
lim 2 6 10
x

x

    

2
lim 3 6
x

x

   

( )f x2غير متصل عندماx  
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2)
 

2

12 , 6

( ) , 636
, 6

6

x

f x xx
x

x




  




 

(6) 12f   
2

6

36
lim

6x

x

x





 

 
6

6
lim
x

x






 6

6

x

x




12  

( )f x 6متصل عندماx  

3)
 

3

2

5 , 1

( ) 2 4 ,1 3 , 3

3 7 , 3

x x x

f x x x x x

x x

  


    
  

 

(3) 30f   

3
lim 3 7 16
x

x

    

2

3
lim 2 4 30
x

x x

    

( )f x 3غير متصل عندماx  

 اجد نقاط عدم الاتصال للاقتران التالي: ال:ـثـم

2

2 2

2 1
( )

4 12

x x x
f x

x x x x


  

  
 

 الحل:

 الكسر غير متصل عند اصفار المقام

 2,0,4, 3x     

 

 :الـثـم

  اذا كاناااااااااااااااااااااااااااااااات

2

3

3 , 2

( ) 8
, 2

2

b x

f x x
x

x

 


  




       

)التي تجعل bفما قيم )f x 2متصل عندماx  

 الحل:

2
(2) lim ( )

x
f f x


  

3
2

2

8
3 lim

2x

x
b

x





 

 
2

2

2
3 lim

x

x
b






 2 2 4

2

x x

x

 


 

 2 23 12 4 2, 2b b b       

اذا كانت ال:ـثـم

 

3 2

2

2 , 2

( ) , 2

6 4 , 2

x x

f x ax bx x

a b x x x




  
    

       

a,فما قيم b اذا كان( )f x 2متصل عندماx  

 الحل:

2
lim ( ) (2)
x

f x f


  

 4 12 4 4a b     

 4 4 20 1a b   

2
lim ( ) (2)
x

f x f


  

 8 4 4 2a b   

2بحل المعادلات:  , 3a b  
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 :التعريف العام للمشتقة

 القانون العام:

0

( ) ( )
'( ) lim

h

f x h f x
f x

h

 
  

3xلو كان المطلوب المشتقة عند عدد مثلا  

0

(3 ) (3)
'(3) lim

h

f h f
f

h

 
  

 :1الـثـم

)2اذا كاناااااااااات ) 5 7f x x x   أجااااااااااد'( )f x 
 باستعمال تعريف المشتقة الاولى

 الحل:

0

( ) ( )
'( ) lim

h

f x h f x
f x

h

 
  

   
2 2

0

5 7 5 7
lim
h

x h x h x x

h

      
  

2

0
lim
h

x




22 5hx h x   5 7h  2x 5x 7

h
 

2

0

2 5
lim
h

xh h h

h

 
  

0
lim
h

h




 2 5x h

h

 
 

0
lim 2 5 2 0 5
h

x h x


       

'( ) 2 5f x x   

 

 

 :2الـثـم

)2اذا كانااااااااااااات ) 3 1f x x x   (3)'أجااااااااااااادf 
 باستعمال تعريف المشتقة الاولى

 الحل:

0

(3 ) (3)
'(3) lim

h

f h f
f

h

 
  

   
2

0

3 3 3 1 19
lim
h

h h

h

    
  

2

0

9 6 9 3 18
lim
h

h h h

h

    
  

2

0

9
lim
h

h h

h


  

0
lim
h

h




 9h

h


9  

 :3الـثـم

2كاناااتاذا 

1
( )

1
f x

x



باساااتعمال  f(2)'أجاااد 

 تعريف المشتقة الاولى

 الحل:

0

(2 ) (2)
'(2) lim

h

f h f
f

h

 
  

 
2

0

1 1

52 1
lim
h

h

h


 

  

2

0

1 1

4 4 1 5lim
h

h h

h


    



 

- 20 - 

2

0

1 1

5 2 5lim
h

h h

h


   

0

5
lim
h


5

   

2

2

4

5 4 5

h h

h h h

 

 
 

0
lim
h

h




 

    2

4

5 4 5

h

h h h

 

 

4

25


  

 :4الـثـم

)اذا كانااااااااات )f x x أجاااااااااد'( )f x  باساااااااااتعمال
 تعريف المشتقة الاولى

 الحل:

0

( ) ( )
'( ) lim

h

f x h f x
f x

h

 
  

0
lim
h

x h x x h x

h x h x

   
 

 
 

0
lim
h

x




h x 

  h x h x 
 

0
lim
h

h




 h  
1

2 xx h x


 
 

 :5الـثـم

) اذا كان ) 7f x x   أجد'( )f x باساتعمال
2xتعريف المشتقة عندما  

 الحل:

0

(2 ) (2)
'(2) lim

h

f h f
f

h

 
  

0

2 7 3
lim
h

h

h

  
  

0

9 3 9 3
lim

9 3h

h h

h h

   
 

 
 

0

9
lim
h

h






9

 6h
 

0
lim
h

h




h  

1

66
  

 :6مثال

اذا كانااااااااااات
1

2( )f x x (0)'أجااااااااااادf  باساااااااااااتعمال
 تعريف المشتقة الاولى

 الحل:

0

(0 ) (0)
'(0) lim

h

f h f
f

h

 
  

   
1 1

2 2

0

0 0
lim
h

h

h

 
  

0
lim
h

h

h
  

1

2
10 0
2

1 1
lim lim

0h h
h

h



 
      

'(0)f  غير موجود 

( )f x 0غير قابل للاشتقاق عندماx  
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 :7مثال

اذا كانااااااااااااااااااااات 
1

3( ) 3f x x  (3)'أجااااااااااااااااااااادf 
 باستعمال تعريف المشتقة الاولى

 الحل:

0

(3 ) (3)
'(3) lim

h

f h f
f

h

 
  

 
1

3

0

3 3 0
lim
h

h

h

  
  

1

3

20 0
3

1 1
lim lim

0h h

h

h
h

 
      

'(3)f  غير موجود 

( )f x 3غير قابل للاشتقاق عندماx  

 :8مثال

اذا كاناااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااااات
1 , 1

( )
5 , 1

x x
f x

x

 
 


           

 باستعمال تعريف المشتقة الاولى f(1)'أجد

 الحل:

0

(1 ) (1)
'(1) lim

h

f h f
f

h

 
  

0 0

1 5 6
lim lim
h h

h h

h h 

  
   

0

0 6 6
lim

0 0h

 
     

'(1)f  غير موجود 

 تدريب:

)'اجااد )f x باسااتعمال التعريااف عنااد قيمااةx   المعطااا
 لكل مما يلي:

1)  
1

5( ) 1 , 1f x x x     

2) 
2

3( ) , 0f x x x   

3) ( ) 1 , 3f x x x    

4) 
3

( ) , 1
2

f x x
x

 


 

 :9الـثـم

ابحث قابلية الاشتقاق باستعمال تعريف المشتقة للاقتران 
( ) 2f x x  2عندماx   

 الحل:

2اعاد  تعريف 0 2x x    

 
2 , 2

( )
2 , 2

x x
f x

x x

 
 

  
 

 نجد المشتقة من اليمين واليسار

'

0

(2 ) (2)
(2) lim

h

f h f
f

h




 
  

0 0

2 2 0
lim lim 1
h h

h h

h h 
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'

0 0

(2 ) 2 0
(2) lim lim 1

h h

h h
f

h h


 

    
     

   ' '2 2f f   

'(2)f  غير موجود 

 :10مثال

)اذا كاناااااات ) 2 6f x x  أجااااااد'( )f x عناااااادما
3x  باستعمال تعريف المشتقة الاولى 

 الحل:

2اعاد  تعريف 6 0 3x x    

 
2 6 , 3

( )
6 2 , 3

x x
f x

x x

 
 

 
 

'

0

(3 ) (3)
(3) lim

h

f h f
f

h




 
  

 
0 0

2 3 6 0 2
lim lim 2
h h

h h

h h 

  
    

'

0

(3 ) (3)
(3) lim

h

f h f
f

h




 
  

  
0

6 2 3 0
lim
h

h

h

  
  

0

2
lim 2
h

h

h


    

   ' '3 3f f   

'(3)f  غير موجود 

 تدريب:

)اذا كانااات ) 3f x x x   ابحاااث قابلياااة الاشاااتقاق
3xباستخدام التعريف العام للمشتقة عندما  

 المشتقة غير موجودة  من الرسم البياني عندما:

 ( عند الاطراف المغلقة1

 ( عند نقاط عدم الاتصال2

 ( عند الرؤوس المدببة3

 ( عند وجود مماس رأسي4

 ال:ـثـم

xالمشتقة غير موجود  عند a :في الحالات الآتية 
1) 
 
 

xعندمامماس رأسي  a 
2) 
 
 
 

xعندما  رأس مدببرأس حاد أو  a 
3) 

 
 
 

xعندما عدم اتصال a 
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 ال:ـثـم

)يبااين الشااكل الاتااي منحنااى الاقتااران )t x أحاادد قاايمx 
)للنقااااااط التاااااي لا يكاااااون عنااااادها الاقتاااااران  )f x  قاااااابلا

 للاشتقاق مبرا إجابتي.

 
 

 الحل:

)الاقتاااااران )t x  غيااااار قابااااال للاشاااااتقاق عنااااادماx b       
xو c وx f  لأنه غير متصل عند هذه النقاط

xوهااااو غياااار قاباااال الالشااااتقاق عناااادما  i وx d 
نظرا إلى وجود رأس حاد عند هااتين النقطتاين وهاو غيار 

xقاباال للاشااتقاق عناادما  j  نظاارا إلااى وجااود مماااس
 رأسي عند هذا النقطة.

 :الـثـم

للنقاط التي لا يكون عنادها كال اقتاران مماا  xأحدد قيم 
 يأتي قابلا للاشتقاق مبررا اجابتي

1) 

 
 الحل:

 لأن غير متصل 0xعند

6عند 4 3, ,x x x   رؤوس حاد 
 مماس رأسي 12xعند

2) 

 
 الحل:

4عند 2 1, ,x x x عدم اتصال 

 رأس مدبب )حاد( 3xعند

 ال:ـثـم

)الاقتااااااران الشااااااكل المجاااااااور منحنااااااى يباااااين   )f x 
للنقاااااااط التااااااي يكااااااون عناااااادها الاقتااااااران  xقاااااايم  أحدددددد  

( )f x .غير قابل للاشتقاق مبررا إجابتي 

 
 الحل:

 عدم اتصال 5xعند

 عدم اتصال  7xعند

10عند 9 6 4 3 2 1, , , , , ,x x x x x x x  رؤوس حاد 
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 الاشتقاققواعد 

 (1) قاعدة

yاذا كانت c حيثc0عدد ثابت فإن
dy

dx
 

 مشتقة الثابت تساوي صفر

 أجد مشتقة كل مما يأتي: ال:ـثـم

1)    8 ' 0f x f x    

2)    
3

' 0
2

f x f x


    

3) 7 0
dy

y
dx

    

 (2)قاعدة 

nyاذا كانت x :فإن ، 
1ndy

nx
dx

 

 أجد مشتقة كل مما يأتي: ال:ـثـم

1)    5 4' 5f x x f x x    

2)    8 73 ' 24f x x f x x    

3)    8 9' 8f x x f x x      

4) 
4 53 12

dy
y x x

dx

      

 ملاحظات هامة:

1) 
m m n

n n
d m

x x
dx n

 
 

 
 

2) 
m

n m nx x  للتخلص من الجذر              

3) 
n

n

a
ax

x

  

 اجد مشتقة ما يلي: ال:ـثـم

1)    3 2' 3f x x f x x    

2)    3 4' 3f x x f x x      

3) 
3 1

2 2
3

2

dy
y x x

dx
    

4) 
1 21 dy

y y x x
x dx

        

5)    
1

2h x x h x x    

 
1

2
1 1

'
2 2

h x x
x



    

6) 33
2

1 1
y y

x x

    

3 5

2 2
3

'
2

y x y x
 


    

7) 
7 68 65

dy
y x x

dx
    

8)     2

2

1
f x f x x

x
    

 ' 2f x x   
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9)    5 6' 5g x x g x x      

10)    
1

3 4 3
4

'
3

g x x g x x    

11) 
1 8

7 7

7

1 1

7

dy
y y x x

dxx

 


      

12) 
4

4

8 8

3 3
y y x

x

    

532
'

3
y x

   

13) 
1

2
7 7

22
y y x

x



    

3

2
7

'
4

y x



   

14)    
2

3 2 33 3h x x h x x    

 
1

3
6

'
3

h x x


   

15)   5 2 , 3f x x x x   

  5 2 7f x x x x    

  6' 7f x x  

   
6

' 3 7 3 5103f    
 

 

 (3) قاعدة

اذا كانت   y f x g x  :فإن 
   ' ' 'y f x g x   

تتتت عل علتتتع الجمتتتح والشتتترل حيتتتث نشتتتت  كتتتل المشتتتتقة 
 اقتران ل حده

 اجد مشتقة ما يلي: ال:ـثـم

1)   3 22 4 9 12f x x x x     

  2' 6 8 9f x x x    

2)   3 22 3
9

3 2
h x x x    

  2' 2 3h x x x   

3) 
32y x x   

2

3
2

' 1
3

y x


   

4) 
5 7x

y
x


  

15
7 5 7y x

x

     

2

2

5
' 5y x

x

 
    

5)  
7

5 53 6 8f x x x x    

 
2

6 5
42

' 15 8
5

f x x x     
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 مشتقة الجذر التربيعي( : 4) قاعدة

2
 

 يلي:أجد مشتقة ما  ال:ـثـم

1)   52 8f x x   

 
4

5

10
'

2 2 8

x
f x

x



 

2)   28 4 2f x x x    

 
2

16 4
'

2 8 4 2

x
f x

x x




 
 

 (5) قاعدة

اذا كانت  
n

y g x فإن 

    
1

'
ndy

n g x g x
dx



 

 اجد مشتقة ما يلي: ال:ـثـم

1)    
9

3 45 2g x x x   

     
8

3 4 2 3' 9 5 2 15 8g x x x x x    

2)    
7

23 8 7f x x x


    

     
8

2' 7 3 8 7 6 8f x x x x


      

 

3)  
5

43 2 8y x   

 
5

4 32 8y x   

   
2

4 33
5

' 2 8 8
3

y x x   

4)   3 32 1 , 1f x x x    

   
1

3 32 1f x x   

     
2

3 3
1

' 2 1 6
3

f x x x


   

       
2

3 31
' 1 2 1 1 6 1

3
f



   

  
1

1 6 2
3

   

5)   7 4 1g x x   

   
1

4 71g x x   

     
6

4 37
1

' 1 4
7

g x x x


   

6)    
2

32 5f x x   

     
1

3
2

' 2 5 2
3

f x x


   

 

 مشتقة ما داخل الجذر

 الجذر نفسه
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7)   3 1f x x   

   
1

31f x x   

   
2

31 1
' 1

3 2
f x x

x


 

   
 

 

 :تدريب

اذا كانتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتت  2 5f x bx  وكانتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتت
 ' 2 2f  اجد قيمة ،b 

 (6) قاعدة

اذا كانت   g x
f x e فإن 

     
' '

g x
f x g x e 

 أجد مشتقة ما يلي: ال:ـثـم

1)  
53 8 7x xf x e    

   
54 3 8 7' 15 8 x xf x x e     

2)   xf x e  

 
1

'
2

xf x e
x

 
  
 

 

3)  
3

5 57x xf x e   

 
3

5 5

2

4 75
21

' 5
5

x xf x x x e



 

  
 

 

 (7) قاعدة

اذا كانت   g x
f x a حيثa عدد ثابت 

فإن     
' ' ln

g x
f x g x a a 

 اجد مشتقة ما يلي: ال:ـثـم

1)  
2 7 83x xf x    

   
2 7 8' 2 7 3 ln 3x xf x x     

2)   5 xf x   

 
1

' 5 ln5
2

xf x
x

 
  
 

 

3)   7xf x   

 ' ln 7 7 1xf x     

4)   35 xf x   

   3 3ln 5 5 3 3ln 5 5x xf x      

5)  
3

8xf x   

 
3 2' ln8 8 3xf x x    

6)   4 56x xf x e   

  4 54 ln 6 6 5x xf x e     

7)   xf x   

 ' ln xf x       
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8)  
316 xf x   

 
31 2' ln 6 6 3xf x x    

9)   4 24x xf x e   

  4 2' 4 ln 4 4 2x xf x e     

 (8) قاعدة

 اذا كانت   lnf x g x  

 فإن 
 

 

'
'

g x
f x

g x
 

 اجد مشتقة ما يلي: مثال:

1)    5ln 5 8f x x x   

 
4

5

25 8
'

5 8

x
f x

x x





 

2)    3ln 7f x x x   

 

2

3

1
21

2
'

7

x
x

f x
x x






 

 (9) قاعدة

  
 

   

'
log

ln
a

g xd
g x

dx a g x
  

  10اذا لم يكتب الاساس يك ن 

 

 أجد مشتقة ما يلي: مثال:

1)   log 7f x x  

 
 

7
'

ln10 7
f x

x
  

2)   6log tanf x x  

 
2sec

'
ln 6 tan

x
f x

x
  

 مشتقة الاقترانات الدائرية::  (10) قاعدة

 'f x  f x 
cos x sin x 

sin x cos x 

2sec x tan x 

2csc x cot x 

sec tanx x sec x 

csc cotx x csc x 
 

 اجد مشتقة ما يلي: مثال:

1)   43sin 5 6 7f x x x x     

  3' 3cos 20 6f x x x    

2)   6 8cos 7xf x e x    

 ' 6 8sinxf x e x   
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3)   6sec tang x x x   

  2' 6sec tan secg x x x x   

4)  
sin

3cos
4

x
h x x   

 
cos

' 3sin
4

x
h x x   

5) 
2 cos sin

4
y x x

    

32 sin
dy

x x
dx

    

6)   csc sinf x x x    

 ' csc cot cosf x x x x   

7)   3 12secf x x x   

  4' 3 12sec tanf x x x x    

8)   sinf x x  

 
cos

'
2 sin

x
f x

x
  

9)   5 2cos
7

sin

x
f x x

x
    

 
2

5cot 7f x x x    

 
3

5
2

' csc
5

f x x x


    

10)  
23 3 5ln sin xf x x x e     

 
2

2
3 5

3

3
' cos 6 xx

f x x xe
x

    

11)    
5

cosf x x  

     
4

' 5 cos sinf x x x   

 مشتقة حاصل ضرب اقترانين:  (11) قاعدة

اذا كانت     A x f x g x:فإن ، 

         ' ' 'A x f x g x g x f x  

 )مشتقة الاول()الثاني( + )مشتقة الثاني()الاول(

 أجد مشتقة ما يلي: مثال:

1)     5 23 6 9f x x x x    

       5 2 4' 3 12 6 9 5 3f x x x x x x      

2)     2 3 97 3 8f x x x x      

    

  

2 3 10

9 3 4

' 7 27

3 8 2 21

f x x x x

x x x

  

  

  

   
 

3)  3 3y x x   

   
2

3 3
1 1

' 3
32

y x x x
x

  
     

   
 

 



 

- 30 - 

4)  
1

2
32 1y x x   

         
2 1

2
3 3

1
2 1 2 2 1 2

3

dy
x x x x

dx

 
    

 
 

5)    
8

2 1f x x x   

 
        

 

7 8

8

8 2 1 2 2 1 1
'

2 2 1

x x x
f x

x x

  




 

 
   

 

7 8

8

16 2 1 2 1
'

2 2 1

x x x
f x

x x

  



 

6)   xf x xe  

 ' 1x x x xf x x e e xe e       

7)   ln cosf x x x  

   
1

' ln sin cosf x x x x
x

 
    

 
 

8)   2 secf x x x  

    2' sec tan sec 2f x x x x x x   

9)   cotf x x x  

   2' csc cot 1f x x x x     

10)   3 tanf x x x  

  3 2 2sec tan 3f x x x x x    

11)    tanxf x e x x   

     2' sec 1 tanx xf x e x x x e     

12)      3 2 22f x x x x x x     

    5 3 22f x x x x x x     

    

  

5 3

2 4 2

' 2 2 1

5 3 2

f x x x x x

x x x x

   

   
 

 :  (12) قاعدة

 مشتقة القسمة

اذا كانت 
 

 

f x
B x

g x
  ،فإن: 

 
       

  
2

' '
'

g x f x f x g x
B x

g x


 

 

 اجد مشتقة ما يلي: ال:ـثـم

1)  
3

4 8

x
f x

x



 

 
     

 

2 3

2

4 8 3 4
'

4 8

x x x
f x

x

 



 

 

 بسط

 مقام

 المقام مشتقة البسط  –البسط  مشتقة المقام 

 2)المقام(
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2)  
2

2

1

1

x
f x

x





 

 
     

 

2 2

2
2

1 2 1 2
'

1

x x x x
f x

x

   



 

3)  

1

21x
f x

x

 
  
 

 

 
     

1

2

2

1 1 11 1
'

2

x xx
f x

x x



   
   

   
 

4)  
ln

1

x
f x

x



 

 
    

 
2

1
1 ln 1

'
1

x x
x

f x
x

 
  

 


 

5)  
sin

x

x
f x

e
  

 
     

 
2

cos sin
'

x x

x

e x x e
f x

e


  

6)  
csc

1 tan

x
f x

x



 

 
     

 

2

2

1 tan csc cot csc sec
'

1 tan

x x x x x
f x

x

  




 

 
 

2

2

csc cot csc cot tan csc sec
'

1 tan

x x x x x x x
f x

x

  




 

 
 

2

2

csc cot csc csc sec
'

1 tan

x x x x x
f x

x

  



 

7)  
tan

1 sin

x
f x

x



 

 
     

 

2

2

1 sin sec tan cos
'

1 sin

x x x x
f x

x

 



 

8)  
1

cos

x
f x

x


  

 
     

 
2

cos 1 1 sin
'

cos

x x x
f x

x

  
  

9)  
sin cos

x

x x
f x

e


  

 
   

 
2

cos sin sin cos
'

x x

x

e x x x x e
f x

e

  
  

 ال:ـثـم

اذا كانتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتت 
2 1

x
f x

x



اثبتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتت أن 

 
 

3
2

1
'

1

f x

x




 

 الحل:

 
         

 

1 1
2 22 2

2
1

2 2

1
1 1 1 2

2
'

1

x x x x

f x

x

 
   

 
 

 
 

 

 
   

 

1 1
2 2 22 2

2

1 1
'

1

x x x
f x

x



  



 

 

2
2

2

2

1
1

'
1

x
x

x
f x

x
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2

'
x

f x 
21 x 

 2 21 1x x 
 

 
   

3 3
22 2

1 1
'

11

f x

xx

 



 

1اذا كانت ال:ـثـم

1

x
y

x





1xحيث    

dyاجد (1

dx
 

 الحل:

     

 
2

1 1 1 1

1

x xdy

dx x

  



 

 
2

2

1

dy

dx x





 

 x)كتابة yاعد كتابة المعادلة بالنسبة إلع المتغير (2
 (yبالنسبة الع

 الحل:

1
1

1

x
y xy y x

x


    


 

 م ضح القان ن  xنجعل

1xy y y    

 
1

1 1
1

y
x y y x

y


    


 

 yبالنسبة الع xاشتقاق

     

 
2

1 1 1 1

1

y ydx

dy y

  



 

 
2

2

1

dx

dy y





 

اثبت أن (3
1dx

dydy

dx

 

 الحل:

1نع ض

1

x
y

x





 yبدل 

2 2

2 2

1 1 1
1

1 1

dx

dy x x x

x x

 
 

      
   

    

 

 

2

2

2 2

42

11

dx

dy

xx

 
 
 
   

 

   
2 2

2 1 1 1

4 2

x xdx

dydy

dx

  
  


 

dxتعني

dy
dyهي نفسها مقل ب 

dx
 

 (13) قاعدة

اذا كانت 
 
a

f x
g x

  ،فإن: 

 
 

  
2

'
a g x

f x
g x

 
 

 
 سالب العدد  مشتقة المقام

 2)المقام(
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 أجد مشتقة ما يلي: ال:ـثـم

1)   2

1

6 8 7
f x

x x


 
 

 
 

 
2

2

1 12 8
'

6 8 7

x
f x

x x

 


 
 

2)  
1

f x
x

  

  2

1
'f x

x


  

3)  
1

1
f t

t
t




 

   
 

 

2

21 1

11
'

t
f t f t

t t t t



 

 
  

 
 

4)  
1

x
f x

e x



 

 
 

2

1

2
'

x

x

e
x

f x

e x

 
  
 


 

5)   2 1
f x x

x
   

  2

1
' 2f x x

x
   

6)    
1

csc cotg x x x


   

 
 

1

csc cot
g x

x x



 

 
 
 

2

2

1 csc cot csc
'

csc cot

x x x
g x

x x

  



 

7)  
7

sin ln
f x

x x



 

 
 

2

1
7 cos

'
sin ln

x
x

f x
x x

 
  

 


 

 (14) قاعدة

       sin cos '
d

g x g x g x
dx

  

 الدائريةوهكذا باقي الاقترانات 

 اجد مشتقة ما يلي: ال:ـثـم

1)   sin8 tan 5f x x x   

  2' 8cos8 5sec 5f x x x   

2)   2cosf x x  

 
  2

2

sin 2
'

2 cos

x x
f x

x


  

3)  
3

sinf x
x

  

  2

3 3
' cosf x

x x


  

4)    2secf x x  

     2 2' 2 sec tanf x x x x  
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 أمثلة عامة

 اجد مشتقة كل اقتران مما يأتي: :1الـثـم

1)  
3

2 1

x
f x

x



 

 
     

 

2 3

2

2 1 3 2
'

2 1

x x x
f x

x

 



 

 
 

3 2 3

2

6 3 2
'

2 1

x x x
f x

x

 



 

 
 

3 2

2

4 3
'

2 1

x x
f x

x





 

2)   3 2secf x x x  

   3 2 2 2 2' 2 sec tan sec 3f x x x x x x x   

3)   2

1

cos

x
f x

x


  

 
      

 

2

2
2

cos 1 1 2 sin
'

cos

x x x x
f x

x

  
  

4)    
3

tanxf x e x x   

      
3 32 2' sec 1 tan 3x xf x e x x x x e     

5)  
sin cos

x

x x
f x

e


  

 
   

 
2

cos sin sin cos
'

x x

x

e x x x x e
f x

e

  
  

cosxe x


sin sin cosx x xe x e x e x  

 
2

xe
 

 
2

2 sin 2sinx

xx

e x x

ee

 
   

6)   3 2sin cosf x x x x x   

   

   

3 2

2

' cos sin 3

sin cos 2

f x x x x x

x x x x

 

  
 

7)    3 5f x x x   

   
1

3 5f x x x   

   
1 2

3 3
1 1

' 5
32

f x x x x
x

 
    

 
 

8)  
1 sec

1 sec

x
f x

x





 

 
     

 
2

1 sec sec tan 1 sec sec tan
'

1 sec

x x x x x x
f x

x

   




 

 

2 2

2

sec tan sec tan sec tan sec tan

1 sec

x x x x x x x x

x

  



 

 
2

2sec tan

1 sec

x x

x



 

9)  

1
2

3

xf x
x






 

 
   

 

2

2

1 1
3 2 1

'
3

x
x x

f x
x
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10)      3 2 22 1f x x x x x x      

       

       

3 2 2

3 2 2 2

' 2 2 1 1

2 2 3 1 1

f x x x x x x x

x x x x x x x

      

     

 

11)  
 

12

csc cot
f x

x x



 

 
 
 

2

2

12 csc cot csc
'

csc cot

x x x
f x

x x

  



 

 
 

 
2

12csc cot csc
'

csc cot

x x x
f x

x x





 

 
12csc

'
csc cot

x
f x

x x



 

 اجد مشتقة كل مما يلي: :2الـثـم

1)  
sin

1 cos

x
f x

x



 

 
     

 
2

1 cos cos sin sin
'

1 cos

x x x x
f x

x

  



 

 

2 2

2

cos cos sin

1 cos

x x x

x

 



 

 
2

1 cos 1

1 cos1 cos

x

xx


 


 

2)   3 cscf x x x  

     3 2' csc cot csc 3f x x x x x x    

3)  
tan

1 sec

x
f x

x



 

 
     

 

2

2

1 sec sec tan sec tan
'

1 sec

x x x x x
f x

x

 




 

 

2 3 2

2

sec sec tan sec

1 sec

x x x x

x

 



 

4)   22 cotf x x x x   

     2' 4 csc cot 1f x x x x x     

24 csc cotx x x x    

 اجد مشتقة كل مما يلي: :3الـثـم

1)   2 cotf x x x  

      2 2' csc cot 2f x x x x x    

  2 2csc cot 2x x x    

2)  
tan

1 sin

x
f x

x



 

 
     

 

2

2

1 sin sec tan cos
'

1 sin

x x x x
f x

x

 



 

اذا كتتتان  :4الـثــــم   ,f x g x  اقتتتترانين قتتتابلين
0xللاشتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتقاق عنتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتدما                            

وكتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتان   0 5, ' 0 3f f   
   0 1, ' 0 2g g   :فأجد كلا مما يأتي 

1)    ' 0fg  

           ' 0 0 ' 0 0 ' 0fg f g g f   
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    5 2 1 3 10 3 13        

2)  ' 0
f

g

 
 
 

 

 
       

  
2

0 ' 0 0 ' 0
' 0

0

g f f gf

g g

 
 

 
 

   

 
2

1 3 5 2 3 10
7

11

   
     

3)    7 2 ' 0f fg  

   7 ' 0 2 'f fg   

   7 3 2 13 21 26 47         

اذا كتتتتتتتتان  :5الـثـــــــــم  2

1
9ln

2
f x x

x
  

 فأثبت أن 
  

3

3 1 3 1
'

x x
f x

x

 
 

 الحل:

 
 

2
2

1 4
' 9

2

x
f x

x x

 
  

 
 

  4

9 4
'

4

x
f x

x x
   

 
2

3 3

9 1 9 1
'

x
f x

x x x


    

 
  

3

3 1 3 1
'

x x
f x

x

 
  

 

 اجد مشتقة كل مما يأتي:  :6الـثـم

1)  
sin x

f x
x

  

  2

cos sin
'

x x x
f x

x


  

2)   csc sinf x x x    

 ' csc cot cosf x x x x   

3)  
x c

f x
c

x
x





 

 
    2

2

1 1

'

c c
x x c

x x
f x

c
x

x

   
      

   
 

 
 

 

4)   cotf x x x  

     2' csc cot 1f x x x x    

5)   24 tanf x x x x   

    2 2' 4 sec tan 2f x x x x x    

6)   2

cos x
f x

x
  

 
   2

4

sin cos 2
'

x x x x
f x

x
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7)  
4

1
3

f x x
x

 
  

 
 

 
 

 2

4 4
1 1

33
f x x

xx

   
         

 

8)  
 3 1 sin

2cos

x
f x

x


  

 
     

 
2

2cos 3cos 3 1 sin 2sin
'

2cos

x x x x
f x

x

   
  

ـــــم اذا كتتتتان  :7الـث  secf x x x فأثبتتتتت أن
   ' sec 1 tanf x x x x  

 الحل:

   ' sec tan sec 1f x x x x x   

 sec 1 tanx x x   

 اثبت ما يلي:  :8الـثـم

1)   2cot csc
d

x x
dx

   

 
cos

cot
sin

d d x
x

dx dx x

 
  

 
 

     
2

sin sin cos cos

sin

x x x x

x

 
  

2 2

2

sin cos

sin

x x

x

 
  

2

2

1
csc

sin
x

x


    

2)  sec sec tan
d

x x x
dx

  

 
1

sec
cos

d d
x

dx dx x

 
  

 
 

 
2

sin

cos

x

x

 
  

sin
sec tan

cos cos

x
x x

x x
   

3)  csc csc cot
d

x x x
dx

   

 
1

csc
sin

d d
x

dx dx x

 
  

 
 

2

cos

sin

x

x


  

cos
csc cot

sin sin

x
x x

x x


    

 اجد مشتقة كل مما يأتي:  :9الـثـم

1)   4 2xf x e   

  4 2' 4 xf x e   

2)   2 1050 xf x e   

  2 10 2 10' 50 2 100x xf x e e     

3)    2cos 3 4f x x x    

    2' sin 3 4 2 3f x x x x      
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4)  
2210 xf x x e  

 
2 22' 10 2 20x xf x x xe e x      

2 2320 20x xx e xe     

5)  
1x

f x
x


  

 

1

21x
f x

x

 
  
 

 

 
     

1

2

2

1 1 11 1
'

2

x xx
f x

x x



  
  

 
 

1

2

2

1 1 1

2

x

x x



  
  

 
 

6)   2 1
tanf x x

x
  

  2 2

2

1 1 1
' sec tan 2f x x x

x x x


      

2 1 1
sec 2 tanx

x x
    

7)    
2

3 5cosf x x x   

     
2

' 3 5 sin 2f x x x      

 
223 10 sinx x     

 

8)  
1

ln
1

x

x

e
f x

e

 
  

 
 

     ln 1 ln 1x xf x e e     

 '
1 1

x x

x x

e e
f x

e e


 

 
 

 '
1 1

x x

x x

e e
f x

e e
 

 
 

9)    
4

lnf x x  

   
3 1

' 4 lnf x x
x

 
  

 
 

10)   3 3sin sinf x x x   

   
1 1
3 3sin sinf x x x   

     
1 2 2
3 3 3

1 1
' cos sin cos

3 3
f x x x x x

  
  

 
 

11)   5 2 8f x x x   

   
1

2 58f x x x   

     
4

2 5
1

' 8 2 8
5

f x x x x


    

12)  
23 x

f x
x

  

 
     2 2

2

ln3 3 2 3 1
'

x xx
f x

x
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13)   2 cosxf x x  

        ' 2 sin cos ln 2 2 1x xf x x x        

14)   410log x
f x

x
  

 
   4

2

1
10 10 log

ln 4
'

x x
x

f x
x

 
 

   

 اجد مشتقة ما يلي: :10الـثـم

1)   0.1100 xf x e  

    0.1 0.1' 100 0.1 10x xf x e e      

2)    2sin 1f x x   

    2' cos 1 2f x x x   

3)   2cosf x x  

   ' 2cos sinf x x x   

4)   cos 2 2cosf x x x   

   ' sin 2 2 2sinf x x x    

5)   3

1
log

2

x x
f x


  

   3 3 3

1
log log 1 log 2

2
f x x x     

 
 

1 1 1 1
'

ln3 ln3 2 1
f x

x x
   


 

6)    22cot 2f x x   

       ' 4cot 2 csc 2f x x x       

7)   log 2f x x  

 
1 2 1

ln10 2 ln10
f x

x x
    

8)    3ln 2f x x   

 
2

3

3
'

2

x
f x
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2

2
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x
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3 2 22

23 3

2 2 3
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f x
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10)   2 20f x x x   

    2 1
' 20 2

2 20
f x x x x
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11)  
 

2

sin 2 1

x

x
f x

e


  

 
     

 

2 2
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cos2 1 2 sin 2 1 2
'

x x

x

e x x e x
f x

e

  
  

     

 

2
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2 cos2 1 sin 2 1 2x

x
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e

  
  

    
2

cos 2 1 sin 2 1 2

x
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12)   cot3 xf x   

    cot 2' ln 3 3 cscxf x x   

ـــــــم اذا كتتتتتتان  :11الـث   4 3h x f x  
وكان   1 7, ' 1 4f f   ،فأجد ' 1h 

 الحل:

 
 

 

3 '
'

2 4 3

f x
h x

f x



 

 
 

 

3 ' 1
' 1

2 4 3 1

f
h

f



 

 

3 4 12 12

102 252 4 3 7


  


 

اذا كتتتان :12الـثــــم    A x f g x وكتتتان
     2 8, ' 2 4, ' 5 3f f f     

   5 2, ' 5 6g g    ،فأجد ' 5A 

 الحل:

      ' 5 ' 5 ' 5A f g g  

 ' 2 6 4 6 24f       

اذا كان :13الـثـم 
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x
f x

x
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 الحل:
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dyأجد  :14الـثـم

dx
 لكل مما يأتي: 

1) siny x  

1
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2
'

2 sin

x
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y
x



  

2) 
2sin cosxy e x x  

 

 

2

2

sin sin cos 2sin cos
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x

x
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2

sin

1 cos
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2

1 cos cos sin sinsin
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1 cos 1 cos

x x x xx
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2

sin cos cos sin
2

1 cos 1 cos

x x x x

x x
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2

sin 1 cos
2

1 cos 1 cos

x x

x x

  
       

 

 
2

sin 1 sin
2 2

1 cos 1 cos 1 cos

x x

x x x

  
   

    
 

4)    3log 1 lnf x x x   

 
 

 

1
ln 1

'
ln3 1 ln

x x
x

f x
x x

 
 

 


 

5)    sin 2 2sinx xf x e e   

      sin 2 2 2' cos 2 2 cos 2x x xf x e x e e    

6)     4tan sec cosf x x  

       

   

3 2' 4 tan sec cos sec sec cos

sec cos tan cos sin

f x x x

x x x x x



 
 

7)   2sin xf x x e   

 ' 2cos xf x x e   

8)  
ln

cos
4

x
f x x   

 
1

ln cos
4

f x x x   

   
1 1

' sin
4

f x x
x

     

 
1

' sin
4

f x x
x

   

9)   4

3

1
lnf x x

x

 
  

 
 

  3 4ln1 lnf x x x    

  40 3lnf x x x    

  31
' 3 4f x x

x

 
   

 
 

10)   1 1xf x e    

  1 1' x xf x e e e    

11)   x ef x e x   

  1' x ef x e ex    

12)  
10

ln
n

f x
x

 
  

 
 

  ln10 ln nf x x   

  ln10 lnf x n x   

 
1

' 0
n

f x n
x x


     

اذا كتتان :15الـثـــم  lnf x kx حيتتثk  عتتدد

0xحقيقي م جب و  فأبين أن 
1

'f x
x

 

 الحل:

  ln ln lnf x k x k x     

 
1 1

' 0f x
x x
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logyاذا كان الاقتران :16الـثـم x  فأجيب عن
 :السؤالين الآتيين تباعا  

1اثبت أن (1

ln10

dy

dx x
 

 الحل:

ln
log

ln10

x
x

 
 

 
 قاعدة  

ln
log

ln10

x
y x   

1
ln

ln10
y x   

1 1
'

ln10
y

x
   

1
'

ln10
y

x
  

dyمعتمتتدا علتتع النتيجتتة متتن الستتؤال الستتاب ، أجتتد (2

dx 

2logyللاقتران ax حيثa عدد حقيقي م جب 

 الحل:

log 2logy a x   

2
'

ln10
y

x
  

 

 

 

اذا كانتتتتتتتت :17الـثــــــــم   1 2, ' 1 3f f  
   1 1, ' 1 1g g  وكانتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتت

     h x fg x  ،أجد ' 1h 
 الحل:

         ' ' 'h x f x g x g x f x   

         ' 1 1 ' 1 1 ' 1h f g g f   

2 1 1 3 2 3 1         

 :1 تدريب

اذا كتتتتتتان   ,f x g x  اقتتتتتتترانين قتتتتتتابلين للاشتتتتتتتقاق
وكانتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتت   ' 2 1, 2 10f f   

   ' 2 2, 2 3g g   أجتتتتتتتتتتتد ' 2h  فتتتتتتتتتتتتي
 الحالات التالية:

1)      2h x g x f x  

2)  
 

 

2

4

f x
h x

g x



 

 :2 تدريب

اذا كتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتان 
1

f x
x

 وكتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتان

   ' 1 2, 1 3g g   :اجد ما يلي 

1)    3 3ln 4 ' 1f g   

2)    ' 1fg  

3)  ' 1
f

g
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4) 
 

 
1

' 1
f

g

 
 
 

 

5)  
 ' 1

' 1

f

g

 
  
 

 

6)    ' 1xx e g   

7)  ' 1
d f

dx g f

 
 

 
 

8)     ln ' 1x g x  

ابحث قابلية اشتقاق كل اقتران مما يأتي  :18الـثـم
 المعشاةxعند قيمة 

1)   5 , 5f x x x    

 الحل:

5نعيد التعريف  0 5x x    

 

 f x5متصل عندx  

 
1 , 5

'
1 , 5

x
f x

x

 
 


 

   ' 5 ' 5f f اذن ' 5f غير م ج دة 

 

 

2)  
2

5 , 0f x x x   

 الحل:

 
3

5
3

5

2 2
'

5
5

f x x

x



   

 
2

' 0
0

f   غير م ج دة

3)  
2

2

, 1
, 1

2 , 1

x x
f x x

x x x

 
 

 
 

 الحل:

   
2

1
lim 1 1
x

f x


   

 
1

lim 1 2 1
x

f x


     

 
1

lim
x

f x


 غير م ج دة 

 f x1غير متصل عندx  

 ' 1fغير م ج دة 

4)  
3

, 4f x x
x

   

 الحل:

  13f x x  

  2

2

3
' 3f x x

x

 
    

 
3

' 4
16

f
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5)    
2

36 , 6f x x x    

   
 

1

3
1

3

2 2
' 6

3
3 6

f x x

x



  


 

 
2

' 6
0

f   غير م ج دة 

6)  
1 , 4

, 4
3 , 4

x x
f x x

x

 
 


 

 4 3f   

 
4

lim 4 1 5
x

f x


    

   
4

4 lim
x

f f x


  

 f x4غير متصل عندx  

 f x غير قابل للاشتقاق 

  :19الـثـم

اذا كتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتان 
2 , 2

, 2

x x
f x

mx b x

 
 

 
        

قتتتابلا  fاللتتتتين تجعتتتلان bو mمتتتنفأجتتتد قيمتتتة كتتتلا 
 الحقيقية، مبررا  إجابتي xللاشتقاق عند جميح قيم

 الحل:

 
2 , 2

'
, 2

x x
f x

m x


 


 

   ' 2 ' 2f f   

 2 2 4m m    

 f x2متصل عندx  

   
2 2

lim lim
x x

f x f x
  

  

   
2

2 4 2 b   

4 8 4 8 4b b        

 احتدد قيمتة )قتيم( :20الـثــم
x  التتي لا يكت ن عنتتدها

 كل اقتران مما يأتي قابلا للاشتقاق

1)   2

8

4 5

x
f x

x x




 
 

 الحل:

 عند اصفار المقام
2 4 5 0x x    

  5 1 0x x    

5 , 1x x    

5غير قابل للاشتقاق عند  , 1x   

2)   3 3 6 5f x x    

 الحل:

   
1

33 6 5f x x    

   
 

2

3
7

3

1 1
' 3 6 3

3
3 6

f x x

x



   


 

3 6 0 3 6 2x x x       

2xغير قابل للاشتقاق عند   
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3)   2 9f x x   
 الحل:

 نعيد التعريف 
2 29 0 9 3x x x       

 

 

2 , 3

' 2 , 3 3

2 , 3

x x

f x x x

x x

 


    
 

 

   ' 3 ' 3f f     

 'f x 3غير م ج دة عند, 3x    

اذا كتتتتتتتان :21الـثــــــــم f x x x فأثبتتتتتتتت أن
 ' 0f م ج دة 

 الحل:

0x   

 
2

2

, 0

, 0

x x x x
f x

x x x x

    
 

  
 

   
0

0 lim
x

f f x


  

 f x 0متصل عندx   

 
2 , 0

'
2 , 0

x x
f x

x x

 
 


 

   ' 0 0 , ' 0 0f f    

 ' 0 0f   

 العليا المشتقات

اذا كانت y f x  ،فإن: 

المشتقة الاولع ' '
dy

y f x
dx

  

المشتقة الثانية 
2

2
'' ''

d y
y f x

dx
  

المشتقة الثالثة 
3

3
''' '''

d y
y f x

dx
  

المشتقة الرابعة     
4

4 4

4

d y
y f x

dx
  

المشتقة الن نية     
n

n n

n

d y
y f x

dx
  

ــــم أجتتتد المشتتتتقة العليتتتا المشل متتتة فتتتي كتتتل ممتتتا  :1الـث
 يأتي:

1)    3 24 7 3 , ''' 5f x x x x f     

  2' 3 8 7f x x x    

 '' 6 8f x x   

 ''' 6f x   

 ''' 5 6f   

2)    4sin 5cos , '''f x x x f x   

 ' 4cos 5sinf x x x   

 '' 4sin 5cosf x x x    

 ''' 4cos 5sinf x x x    



 

- 46 - 

3)      5sin cos , ' 0f x x x f   

     
4

' 5 sin cos cos sinf x x x x x    

     
4

' 0 5 0 1 1 0 5 1 1 5f         

4)      4
cos ,f x x f x  

 ' sinf x x   

 '' cosf x x   

 ''' sinf x x  

   4
cosf x x  

5)      41
,

2 3
f x f x

x



 

   
1

2 3f x x


   

     
2

' 2 3 3f x x


    

     
3 2

'' 2 2 3 3f x x


   

     
4 3

''' 6 2 3 3f x x


    

       
5 44

24 2 3 3f x x


   

6)    
3

1 tan , '
4

f x x f
 

   
 

 

     
2 2' 3 1 tan secf x x x   

   
2

' 3 1 1 2 3 4 2 24
4

f
 

      
 

 

7)      4
,xf x xe f x  

 ' x xf x xe e   

 '' 2x x x x xf x xe e e xe e      

 ''' 2 3x x x x xf x xe e e xe e      

   4
3 4x x x x xf x xe e e xe e      

 أجد المشتقات الثلاث الأولع للاقتران: :2الـثـم

  1sin
sin

x
f x x x

x

  

 الحل:

   1 2' cos sinf x x x x x     

     

    

1 2

3 2

'' sin cos

sin 2 cos

f x x x x x

x x x x

 

 

   

  
 

      

    

    

  

  

1 2

3 2

4 3

2

3

''' cos sin

cos 2 sin

sin 6 2 cos

sin

cos 2

f x x x x x

x x x x

x x x x

x x

x x

 

 

 





    

   

  

  



 

يأتي، ثم الاحظ المشتقة المعشاة في كل مما  :3الـثـم
 أجد المشتقة العليا المشل مة:

1)    
2

'' 2 , '''f x f x
x

   

  2

2
'''f x

x
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2)      4
''' 2 ,f x x f x  

   4 1 1
2

2
f x

x x

 
  

 
 

sinxyاذا كتتتتان الاقتتتتتران :4الـثـــــم e x  فأجيتتتتب
 عن السؤالين الآتيين تباعا :

dyأجد (1

dx
و 

2

2

d y

dx
 

 الحل:

cos sinx xdy
e x xe

dx
   

cos sinx xe x e x   

 

 

2

2
sin cos

cos sin

x x

x x

d y
e x xe

dx

e x xe

  

 

 

2

2
2 cosxd y
e x

dx
  

 أثبت أن: (2

2

2
2 2

d y dy
y

dx dx
  

 الحل:

2 2 2 cos 2 sin 2 sinx x xdy
y e x e x e x

dx
     

2

2
2 cosx d y
e x

dx
   

اذا كتتتان  :4الـثــــم 
ln x

f x
x

 0حيتتتثx  

أجد   ' , ''f x f x 

 الحل:

 
 

2 2

1
ln 1

1 ln
'

x x
xx

f x
x x

 
      

 
  2

4

1
1 ln 2

''

x x x
x

f x
x

 
  

   

4

2 2 lnx x x x

x

  
  

4

2 ln 3x x x

x


  

ـــــــم اذا كتتتتتتان :5الـث  2

ln x
f x

x
  فأجيتتتتتتب عتتتتتتن

 السؤالين الآتيين تباعا  

أثبت أن (1  4

6ln 5
''

x
f x

x


 

 الحل:

 
 2

4

1
ln 2

'

x x x
x

f x
x

 
 

   

 
4 4

1 2ln2 ln x xx x x

x x


   

3

1 2ln x

x


  

 
 3 2

6

2
1 2ln 3

''

x x x
x

f x
x

 
  

   

 2 2

6

2 1 2ln 3x x x

x
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 2

6

2 3 6lnx x

x

  
  

4

6ln 5x

x


  

 :أجد قيمة المقدار (2

     4 3 2'' 4 ' 2 1x f x x f x x f x    

 الحل:

4 3 2

4 3 2

6ln 5 1 2ln ln
4 2 1

x x x
x x x

x x x

      
       

     
 

6ln 5 4 8ln 2ln 1x x x       

8ln 8ln 5 5 0x x      

أجتتتد المشتتتتقة العليتتتا المشل متتتة فتتتي كتتتل ممتتتا   :6الـثــــم
 يأتي:

1)    sin , '''f x x f x  

 ' cosf x x   

    '' sinf x x     

2 sin x    

    2''' cosf x x     

3 cos x    

2)        5
cos 2 1 ,f x x f x   

    ' sin 2 1 2f x x    

     '' 2 cos 2 1 2f x x    

 4cos 2 1x    

     ''' 4 sin 2 1 2f x x     

 8sin 2 1x   

       4
8 cos 2 1 2f x x   

 16cos 2 1x   

       5
16 sin 2 1 2f x x    

 32sin 2 1x    

3)    2cos , ''f x x f x  

   2 2' sin 2 2 sinf x x x x x     

     2 2'' 2 cos 2 sin 2f x x x x x     

2 2 24 cos 2sinx x x    

أجد المشتقة الثانية لكل اقتتران ممتا يتأتي عنتد  :7الـثـم
 قيمة المعشاة:

1)  
2

2

4
, 2

4

x
f x x

x


  


 

 
     

 

2 2

2
2

4 2 4 2
'

4

x x x x
f x

x

  



 

   

3 3

2 2
2 2

2 8 2 8 16

4 4

x x x x x

x x
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2
2 2

4
2

4 16 16 2 4 2
''

4

x x x x
f x

x

  



 

 
        

 

2

4

8 16 16 2 2 8 4
'' 2

8
f

  
   

 
2

1024 2048 1

48

 
   

2)  
3

1
, 1

1

x
f x x

x


 


 

  13

3

1 1

1
1

x x
f x

x
x

 
 




 

 

 
1 2

3 3

2
1

3

1
1 1

3
'

1

x x x

f x

x

   
     

   
 
 

 

 

1 2 1

3 3 3

2
1

3

1 1
1

3 3

1

x x x

x



  


 
 

 

 

1 2

3 3

2
1

3

2 1
1

3 3

1

x x

x



 


 
 

 

 

 

2
1 2 5 1 2 1 2

3 3 3 3 3 3 3

4
1

3

2 2 2 2 2
1 1 2 1

9 9 3 3 3
''

1

x x x x x x x

f x

x

           
             

        
 
 

 

 

ع ض  
8

'' 1 1
144

f x


   

3)  
1

, 4
1

f x x
x

 


 

 
 

1

2

2

1

2'

1

x
f x

x







 

 
    

 

3 1 1
2

2 2 2

4

1 1 1
1 2 1

4 2 2
''

1

x x x x x

f x

x

     
     

   



 

 

1 6 39
32 16 32'' 4

81 81
f

   
    

  :8الـثـم

اذا كتتتتتتتتتتتتتتتان الاقتتتتتتتتتتتتتتتتران  33sin sinf x x x  
 فأجيب عن السؤالين الآتيين تباعا  

أثبت أن (1  3' 3cosf x x 

 الحل:

  2' 3cos 3sin cosf x x x x   

 23cos 1 sinx x   

 23cos cosx x  

  3' 3cosf x x  
أجد  (2 ''f x 

 الحل:

   2'' 3 3cos sinf x x x    
29cos sinx x   
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2اذا كتتان الاقتتتران :9الـثـــم 2x xy e e   فأثبتتت
أن   '' 4f x f x 

 الحل:

  2 2' 2 2x xf x e e   

  2 2'' 4 4x xf x e e   

   2 24 4x xe e f x    

   :10الـثـم

اذا كتتتتتتتتتتتتان الاقتتتتتتتتتتتتتران  sin 4 cos4f x x x  
فأثبت أن   '' 16 0f x f x  

 الحل:

  sin 4 cos4f x x x   

 ' 4cos 4 4sin 4f x x x   

 '' 16sin 4 16cos4f x x x    

 16 sin 4 cos4x x    

 16 f x   

       '' 16 16 16 0f x f x f x f x      

 قاعدة

            ' ' ' 'f g x f g x f g x g x   

            ' ' ' 'g f x g f x g f x f x   

 

أجد :11الـثـم   'f g x عند قيمةx  المعشاة
 في كل مما يأتي:

1)    5 1, , 1f u u u g x x x      

  4' 5f u u  

 
1

'
2

g x
x

  

        ' 1 ' 1 ' 1f g f g g  

 
1 1 5

' 1 5
2 2 2

f      

2)    2

1 1
, ,

cos 4
f u u u g x x x

u
      

  2

2

1
sec

cos
f u u u u

u
     

   ' 1 2sec sec tanf u u u u   

21 2sec tanu u   

 'g x   

 
1 1 1

' ' '
4 4 4

f g f g g
      

      
      

 

'
4

f



 

  
 

 

  1 2 2 1 5       
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   :12الـثـم

اذا كتتتتتتتتان    2
5 1, '

1

x
g x x f x

x
  


 

أجد   'fg x 1عندماx  

 الحل:

 
5

'
2 5 1

g x
x




 

       ' ' 'fg x f g x g x  

    ' 1 ' 1f g g  

 
5 2 5 1

' 2
4 5 4 2

f      

 السلسلة قاعدة

اذا كانت y بدلالة u 

وكانت u بدلالة x 

dy:  فإن dy du

dx du dx
  

   :1الـثـم
2 اذا كانتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتت 33 1 , 2y u u x        

dyأجد

dx
 

 الحل:

dy dy du

dx du dx
   

  26 3
dy

u x
dx

  

  3 26 2 3
dy

x x
dx

   

   :2الـثـم

3اذا كانت 22 5 , 3y u u u x      

dyأجد

dx
 

 الحل:

dy dy du

dx du dx
   

  23 2 2
dy

u x
dx

   

   
2

23 3 2 2
dy

x x
dx

    

 مشتقة المعادلات الوسيطية 
x,اذا كانتتت y بدلالتتة نفتتم المتغيتتر t  فإننتتا نستتميها

اقترانتتات وستتيشية ويكتت ن  t  هتت  ال ستتيذ ومتتذل  تكتت ن
مشتقة y بدلالة x :حيث 

dy

dy dt
dxdx

dt

  

3اذا كانت  :1الـثـم 23 ,y t x t   

dyأجد

dx
 

 الحل:

26
3

2

dy

dy tdt t
dxdx t

dt
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   :2الـثـم
3cosاذا كانتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتت , 2siny t x t       

dyأجد

dx
عندما 

4
t


 

 الحل:

3sin
3sin 34

2cos 2
2cos

4

dy

dy tdt
dxdx t

dt






 

     

 يعشع منحنع بالمعادلة ال سيشية  :3الـثـم
2 , 2x t y t  

dyأجد

dx
 tبدلالة 

 الحل:

2 1

2

dy

dy dt
dxdx t t

dt

    

 : تدريب

اذا كانت
   5 sin , 5 4 cosx t t y t     

0حيث 2t   أجد ،dy

dx
 

 المشتقة الثانية في المعادلات الوسيطية 

 خطوات الحل:

 ( نجد المشتقة الاولع 1

الثانية ثم اضرمها في( نجد المشتقة 2
1

dx

dt

 

اجد  :1الـثـم
2

2

d y

dx
1tللمعادلة ال سيشية عندما   

3 2 4 23 , 8x t t y t t    

 الحل:

dy( نجد1

dx
 

3

2

4 16

3 6

dy

dy t tdt
dxdx t t

dt


 

  

 ( نجد المشتقة الثانية2

     

 

2 2 32

22 22

3 6 12 16 4 16 6 6 1

3 63 6

t t t t t td y

dx t tt t

    
 



 

2

2

1

4

27
t

d y

dx


  

  :2الـثـم

sin3اذا كانتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتت , cos3x t y t         

أجد
2

2

d y

dx
 

 الحل:

3sin3
tan3

3cos3

dy t
t

dx t


    

2
2

2

1
3sec 3

3cos3

d y
t

dx t
    

2
3

2
sec 3

d y
t

dx
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  :3الـثـم

2اذا كانتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتت 23 , 4y t t x t t         

أجد
2

2

d y

dx
 

 الحل:

2 3

2 4

dy

dy tdt
dxdx t

dt


 

  

     

 

2

22

2 4 2 2 3 2 1

2 42 4

t td y

dx tt

  
 


 

 

2

22

4 8 4 6 1

2 42 4

d y t t

dx tt

  
 


 

 

2

32

14

2 4

d y

dx t



 

  :4الـثـم

أجد
2

2

d y

dx
2tللمعادلة ال سيشية الآتية عندما   

2 3 23 1 , 2x t y t t    

 الحل:

 2 3 43 4 1 4

6 6 2 6

dy
t tdy t tdt t

dxdx t t

dt


      

2

2

1 1

2

d y

dxdx

dt

   

 
1 1 1 1 1

2 6 12 12 2 24t t
      

أجد   :5الـثـم
2

2

d y

dx
 لكل مما يأتي: 

1) sin , cos ,
4

x t y t t


    

sin
tan

cos

dy

dy tdt t
dxdx t

dt


     

2
2

2

1
sec

d y
t

dxdx

dt

    

2 31
sec sec

cos
t t

t
      

 
2 3

3

2

4

sec 2 2 2
4

t

d y

dx 





       

2) 
3, 1, 0tx e y t t t      

23 1
t

dy

dy tdt
dxdx e

dt




 

  

    

 

22

22

6 3 1t t

t

e t t ed y

dx e

 



   



 

    

 

2

2

6 3 1 1
t t

tt

e t t e

ee

 



   
 


 

  

 

2

22

0

0 0 1 1 1
1

11t

d y

dx
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 استعمال التعريف العام للمشتقة في اثبات نظريتا مشتقة الضرب والقسمة

 (1) نظرية
)اذا علمت أن ), ( )f x g x اقترانين قابلين للاشتقاق وكتان( ) ( ) ( )A x f x g x  مستتخدما التعريتف العتام

)'للمشتقة اثبت أن ) ( ) '( ) ( ) '( )A x f x g x g x f x  
 :البرهان

0

( ) ( )
'( ) lim

h

A x h A x
A x

h

 
  

0

( ) ( ) ( ) ( )
'( ) lim

h

f x h g x h f x g x
A x

h

  
  

0

(( ) ( ) (( ) ( ) ) ( )
'( ) lim

) ( )

h

f x h g x h f x g x
A x

h

f x h g x f x h g x



     
  

0

( ) ( ) ( ) ( )
'( ) lim ( ) ( )

h

g x h g x f x h f x
A x f x h g x

h h

    
   

 
 

0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )
'( ) lim ( ) lim lim ( ) lim

h h h h

g x h g x f x h f x
A x f x h g x

h h   

   
      

'( ) ( ) '( ) ( ) '( )A x f x g x g x f x   

 (2) نظرية

)أناذا علمتتتتتت  ), ( )f x g x اقتتتتتترانين قتتتتتابلين للاشتتتتتتقاق وكتتتتتان
( )

( ) , ( ) 0
( )

f x
A x g x

g x
   مستتتتتتخدما

التعريف العام للمشتقة اثبت أن
 

2

( ) '( ) ( ) '( )
'( )

( )

g x f x f x g x
A x

g x


 

 :البرهان

0

( ) ( )
'( ) lim

h

A x h A x
A x

h

 
  

0 0

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
'( ) lim lim

( ) ( )h h

f x h f x

f x h g x g x h f xg x h g x
A x

h hg x g x h 
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0

( ) ( ) ( ) ( ))

)

(
'( ) lim

( ) (

) ( ) ( ) (

h

g x f x h f x g x h
A

g

g x
x

hg x x

x f x g x f

h

   



 

0

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

'( ) lim
( ) ( )h

f x h f x g x g x h
g x f x

h hA x
g x g x h

   





 

0 0 0 0

0

( ) ( ) ( ) ( )
lim ( ) lim lim ( ) lim

'( )
lim ( ) ( )

h h h h

h

f x h f x g x g x h
g x f x

h hA x
g x g x h

   



   
  




 

( ) '( ) ( ) '( )
'( )

( ) ( )

g x f x f x g x
A x

g x g x

  



 

 
2

( ) '( ) ( ) '( )
'( )

( )

g x f x f x g x
A x

g x
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 الاشتقاق الضمني

 :شكل السؤال

( تكون 1 y 5لها قوة مثلا ,y y 

( تكون 2 x مرتبطة في y 2مثلا

5
,

x
x y

y
 

( تكووووووووووووون  ل    ووووووووووووة3 y لوووووووووووووsin  أcos مووووووووووووثلا
sin ,cosy y 

 خطوات الحل:

(  شتق طرفي  لمعادلة بالنسبة إلى1 x 

( كل ما نشتق2 y نضع بعدهاdy

dx
 

dy(  نقوووول  ملووووع  ليوووود د  لتووووي تيتووووو  3

dx
 لووووى طوووور   

  باقي  ليد د في  لطر   لآخر

dy(  خرج4

dx
 عامل مشترك   قسم على  لج ء  لمتبقي 

 مثال توضيحي:

  شتق ما يلي ضمنلا  

1) 
5 45

dy
y y

dx
  

2)  2 2 2
dy

x y x y x
dx

   

3)   3 2 3sin 3 ' cosy y y y  

dy  د: الـثـم

dx
 لكل مما يأتي: 

1) 
2 2 4x y   

2 2 0
dy dy x

x y
dx dx y

      

2) 
32 1xy y   

22 2 3 0
dy dy

x y y
dx dx

    

22 3 2
dy dy

x y y
dx dx

    

 22 3 2
dy

x y y
dx

    

2

2

2 3

dy y

dx x y





 

3) sin cos 2 3x y x y    

cos sin 2 3
dy dy

x y
dx dx

    

3 sin 2 cos
dy dy

y x
dx dx

    

 3 sin 2 cos
dy

y x
dx

    

2 cos

3 sin

dy x

dx y





 

4) 
3 2 33x y y   

2 23 6 3
dy dy

x y y
dx dx
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2 23 3 6
dy dy

x y y
dx dx

   

 2 23 3 6
dy

x y y
dx

   

2

2

3

3 6

dy x

dx y y



 

5)  3 2 27 4 4 , 1,1x y x y    

23 7 8 8
dy dy

x x y
dx dx

    

23 8 8 7
dy dy

x x y
dx dx

    

 23 8 8 7
dy

x x y
dx

    

23 8

8 7

dy x x

dx y





 

 1,1

3 8 5
5

8 7 1

dy

dx

 
   


 

6) 
3 2 5x y   

2 21 5 4 2, 2y y y        

   1,2 , 1, 2  

23 2 0
dy

x y
dx

   

22 3
dy

y x
dx

   

23

2

dy x

dx y


  

   1,2 1, 2

3 3 3
,

4 4 4

dy dy

dx dx 

 
  


 

7)   3 3tan 3 2x y x y    

 2 2 2sec 3 2 3 2 3 3
dy dy

x y x y
dx dx

 
    

 
 

    2 2 2 2sec 3 2 3 2sec 3 2 3 3
dy dy

x y x y x y
dx dx

      

   2 2 2 22sec 3 2 3 3 sec 3 2
dy dy

x y y x x y
dx dx

      

    2 2 2 22sec 3 2 3 3 sec 3 2
dy

x y y x x y
dx

      

 

 

2 2

2 2

3 sec 3 2

2sec 3 2 3

x x ydy

dx x y y

 


 
 

8) 
2 2 13x y   

2 2 0
dy

x y
dx

   

2 2
dy

y x
dx

   

2

2

dy x x

dx y y

 
   

9) 
22 5 sinx y y   

2 10 cos
dy dy

y y
dx dx
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2 cos 10
dy dy

y y
dx dx

   

 2 cos 10
dy

y y
dx

   

2

cos 10

dy

dx y y



 

10)   2sin cosx y y x   

  2cos 1 sin cos 2
dy dy

x y y x x y
dx dx

   
       

   
 

    2cos cos sin 2 cos
dy dy

x y x y y x y x
dx dx

       

   2cos 2 cos sin cos
dy dy

x y y x y x x y
dx dx

       

    2cos 2 cos sin cos
dy

x y y x y x x y
dx

       

 

 

2 sin cos

cos 2 cos

y x x ydy

dx x y y x

  


 
 

11) 
2 1

1

x
y

x





 

     

 
2

1 1 1 1
2

1

x xdy
y

dx x

  



 

 
2

1 1
2

1

dy x x
y

dx x

  



 

 
2

2
2

1

dy
y

dx x



 

   
2 2

2 1

2 1 1

dy

dx y x y x
 

 
 

12) 
5 2

3 2

x
y

x



 

     

 
4

2

3 2 2 2 3
5

3 2

x xdy
y

dx x

 



 

 
4

2

6 4 6
5

3 2

dy x x
y

dx x

 



 

 
4

2

4
5

3 2

dy
y

dx x





 

 
24

4

5 3 2

dy

dx y x





 

13)  3 36 5 2 , 2,1x xy y    

 2 23 6 6 15 0
dy dy

x x y y
dx dx

 
    
 

 

2 23 6 15 6
dy dy

x y y x
dx dx

     

 2 23 6 15 6
dy

x y y x
dx

     

2

2

3 6

15 6

dy x y

dx y x



 

 

14) 
1 1

xy
x y
   

y x
xy

xy


  توحيد  لمقامات        

y x xy   
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1 1

2 2

dy dy
x y

dx dxy x
    

1 1

2 2

dy dy
x y

dx dxy x
    

1

2
1

2

y
dy x

dx
x

y






 

15) 
2 33 8xy y   

   2 23 2 3 3 0
dy dy

x y y y
dx dx

    

2 26 3 3
dy dy

xy y y
dx dx

    

 2 26 3 3
dy

xy y y
dx

    

2

2

3

6 3

dy y

dx xy y





 

16)   3tan 2 1x y xy    

     2 2 3sec 1 2 3 2
dy dy

x y x y y
dx dx

 
    

 
 

   2 2 2 3sec sec 6 2
dy dy

x y x y xy y
dx dx

 
      

 
 

   2 2 3 2sec 6 2 sec
dy dy

x y xy y x y
dx dx

       

    2 2 3 2sec 6 2 sec
dy

x y xy y x y
dx

       

 

 

3 2

2 2

2 sec

sec 6

y x ydy

dx x y xy

 

  

 

17) 
2 x y

x
x y





 

   

 
2

1 1

2

dy dy
x y x y

dx dx
x

x y

   
       

   


 

 
2

2
dy dy

x x y x x y y
dx dx

dy dy
x x y y

dx dx

    

   
 

 
2

2 2 2
dy

x x y y x
dx

    

 
2

2

2 2

x x ydy

dx y x





 

18) 
2 22 4x y   

2 4 0
dy

x y
dx

   

2
2 4

4 2

dy dy x x
x y

dx dx y y
     

19) 2 2

1 1 1

10x y
   

4 4

2
1 2

0

dy
y

x dx

x y


 

   

3 3

2
2

0

dy

dx

x y




   

3

3 3 3

2
2

dy

dy ydx

x y dx x
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20)    
2

2 2 2 250x y x y    

 2 22 2 2 50 2 2
dy dy

x y x y x y
dx dx

   
      

   
 

    2 2 2 22 2 2 2 100 100
dy dy

x y x x y y x y
dx dx

      

     2 2 2 22 2 100 100 2 2
dy dy

x y y y x x y x
dx dx

      

  

  

2 2

2 2

100 2 2

2 2 100

x x y xdy

dx x y y y

 


 
 

21) 
x ye y xe  

x x y ydy dy
e ye xe e

dx dx
    

x y y xdy dy
e xe e ye

dx dx
    

 x y y xdy
e xe e ye

dx
    

y x

x y

dy e ye

dx e xe





 

22) 3 2x y xy   

   ln3 3 2 2x dy dy
x y

dx dx
     

 ln3 3 2 2x dy dy
y x

dx dx
    

 ln3 3 2

1 2

x ydy

dx x





 

 

23) 5x y   

1 1
0

2 2

dy

dxx y
   

1 1

2 2

dy

dxy x


  

2

2

y ydy

dx x x

 
   

24) 
1

secx
y

  

2

1 1 1
1 sec tan

dy

y y y dx
   

2

1

1 1 1
sec tan

dy

dx

y y y



 
 

 :تدريب

25)  
2

sin cos 2x y     

26) 
2

2
5

x y

y x
   

2 4

2
5

x y

y x


  

2 4 25x y y x   

   3 22 4 5 1 10
dy dy

x y y x y
dx dx

    

3 24 10 5 2
dy dy

y xy y x
dx dx

    

2

3

5 2

4 10

dy y x

dx y xy
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27)  cosx y xy   

 1 sin
dy dy

xy x y
dx dx

 
    

 
 

 1 sin sin
dy dy

xy x xy y
dx dx

 
    

 
 

   1 sin sin 1
dy

x xy y xy
dx

     

 sin 1

1 sin

y xydy

dx x xy

 



 

28)  
22 2 lnx y x y    

 2 2 2lnx y x y    

 

1

2 2 2

dy

dy dxx y
dx x y

 
 

   
 

 

 

 

1
dy

dy dxx y
dx x y



 


 

    1
dy dy

x y x y x y
dx dx

      

 

 

1

1

x x ydy

dx y x y

 


 
 

29) 
2sin cos 5x y x y   

sin sin cos cos 2 5
dy dy

x y y x x
dx dx

 
    
 

 

 sin sin 5 2 cos cos
dy

x y x y x
dx

     

2 cos cos

sin sin 5

dy x y x

dx x y



 

 

30) 
2 1

2 2 1 0 ,
2

y xy x     

22 1 0y y    

  2 1 1 0y y    

1
, 1

2
y y    

1 1 1
, , , 1

2 2 2

   
   

   
 

 4 2 2 0
dy dy

y x y
dx dx

    

4 2 2
dy dy

y x y
dx dx

    

 4 2 2
dy

y x y
dx

    

2

4 2

dy y

dx y x





 

1 1
,

2 2

1 1

2 1 3

dy

dx  
 
 

 
 


 

1
, 1

2

2 2 2

4 1 3 3

dy

dx  
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31) 
3 22 11 , 1y x y y    

2 21 2 11 5x x     

   5,1 , 5,1  

23 4 11
dy dy

y x
dx dx

   

 23 11 4
dy

y x
dx

    

2

4

3 11

dy x

dx y





 

   5,1 5,1

4 5 4 5
,

14 14

dy dy

dx dx 


   

32) 
3 3 144x y   

 3 2 3 23 3 0
dy

x y y x
dx

   

 3 2

3 2

3

3

y xdy y

dx x y x

 
   

33)  sinxy x y   

 cos 1
dy dy

x y x y
dx dx

 
    

 
 

   cos cos
dy dy

x x y x y y
dx dx

      

 

 

cos

cos

x y ydy

dx x x y

 


 
 

 

34) sin cos 1x y y x   

 cos sin sin cos 0
dy dy

x y y y x x
dx dx

 
      

 
 

cos cos sin sin
dy dy

x y x y y x
dx dx

     

sin sin

cos cos

dy y y y

dx x y x

 



 

35) cot y x y   

2csc 1
dy dy

y
dx dx

    

2csc 1
dy dy

y
dx dx

   

2

1

1 csc

dy

dx y



 

36) 
2 0xy x y    

2 0x y x y     

1
1 2 0

2 2

dy
dydxx y y
dxy x

       

2 1
2 2

dy
x

ydydx y
dxy x

     

1
2

2
2

y

dy x

dx x
y

y
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 المشتقة الثانية في الاشتقاق الضمني 

أ د: الـثـم
2

2

d y

dx
 لكل مما يأتي: 

1) 
2 4 5x y x   

 2 2 4 0
dy

x y x
dx

    

2 4 2
dy

x xy
dx

   

2

4 2dy xy

dx x


  

      2

2

2 4

2 2 4 2 2
dy

x x y xy x
d y dx

dx x

 
     
   

2) 
2 2 8x y   

2 2 0
dy

x y
dx

   

2

2

dy x x

dx y y

 
   

2

2 2 2

xdy y xy x
d y ydx

dx y y

      
     
  
    

 

2 2

2 3

8

y x

y

y y

 
 


   
 
 
 

 

3) 
2 3y x  

2
2 3

2 3
2

dy dy x
y x

dx dx y
    

  2
2

2 2

2
3

2

dy
y x x

d y dx

dx y

 
 

  
 
 

 

2
2

2

3
2

3 2

2

x
xy x

y

y

 
 

 
 
 
 

 

4) 
2 2xy y x   

 1 2 2
dy dy

x y y
dx dx

    

2 2
dy dy

x y y
dx dx

    

 2 2
dy

x y y
dx

    

2

2

dy y

dx x y





 

   

 

2

22

2 2 1 2

2

dy dy
x y y

d y dx dx

dx x y

   
       

   


 

   

 
2

2 2
2 2 1 2

2 2

2

y y
x y y

x y x y

x y
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5) 
2 2 1x y   

2 2 0
dy

x y
dx

   

2

2

dy x x

dx y y
   

 2

2 2 2

1
xdy y xy x
yd y dx

dx y y

 
  

    

2 2

2 2

2 3 3

1

y x

y xy

y y y



 
    

6) tanx y  

21 sec
dy

y
dx

  

2

2

1
cos

sec

dy
y

dx y
   

 
2

2
2cos sin

d y dy
y y

dx dx
   

 22sin cos cosy y y   
32sin cosy y   

7) 
3 22 3 8x y   

2
26 6 0

dy dy x
x y

dx dx y
     

2

2

2
dy

xy x
dx

y



  

2
2

2 4

2 3

2
2

x
xy x

y xy x

y y

 
  

    

8) sinx y y   

1 cos
dy dy

y
dx dx

   

 1 cos 1
dy

y
dx

    

1

1 cos

dy

dx y





 

 

 

2

22

sin

1 cos

dy
y

d y dx

dx y

 




 

   
2 3

1
sin

sin1 cos

1 cos 1 cos

y
yy

y y




 

 
 

9) 
3 24 6 1y x   

212 12
dy

y x
dx

  

2 2

12

12

dy x x

dx y y
   

   2
2

2 4

1 2
dy

y x y
d y dx

dx y



  

 
4

2
dy

y x y
dx

y
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2

2

4

2
x

y xy
y

y



  

2
2

3 2

4 5

2
2

x
y

y xy

y y




   

10) 
yxy e e   

0ydy dy
x y e

dx dx
    

y

dy y

dx x e





 

 

 

2

22

1y y

y

dy dy
x e y e

d y dx dx

dx x e

   
      

   


 

 

 
2

1y x

y y

y

y y
x e y e

x e x e

x e

     
      

     


 

 

 

 

 

 

 

 

 الاشتقاق اللوغاريتمي

يمكوووووع  لوووووتعماا  غشوووووتقاج  لوشوووووا  تمي غيجووووواد مشوووووتقة 
 بعض  غقتر نات، كما يلي:

  لطبلعي لطرفي  لمعادلة( أخذ  للوشا  تم 1

(  شتقاج  لمعادلة ضمنلا  بالنسبة إلى2 x 

dy( حوول  لمعادلووة  لناتجووة لووو3

dx
ثووم ضووع  f x   بوودغ

مع y 

أ د مشتقة كل مما يأتي بالتعماا  غشتقاج : 1الـثـم
  للوشا  تمي:

1) 
xy x  

ln ln xy x  

ln lny x x  

   ln ln
d d

y x x
dx dx

  

1 1
1 ln

dy
x x

y dx x
      

 ln 1
dy

y x
dx

   

 ln 1xdy
x x

dx
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2) 
 

2

2

1

9

x
y

x





 

 
2

2

1
ln ln

9

x
y

x





 

   21
ln 2ln 1 ln 9

2
y x x     

     21
ln 2ln 1 ln 9

2

d d
y x x

dx dx

 
    

 
 

2

1 1 1 2
2

1 2 9

dy x

y dx x x
    

 
 

  

2

2

1 18

1 9

dy x x

y dx x x

 
 

 
 

3) 
 

 

4
2

3
5

3 5

2 1

x
y

x





 

 

 

4
2

3
5

3 5
ln ln

2 1

x
y

x





 

   
4 32 5ln ln 3 5 ln 2 1y x x     

   2 3
ln 4ln 3 5 ln 2 1

5
y x x     

2

1 4 6 3 2

3 5 5 2 1

dy x

y dx x x


   

 
 

 2

24 6

3 5 5 2 1

dy x
y

dx x x

 
     

 

 

 

 

4
2

2 3
5

3 524 6

3 5 5 2 1 2 1

xdy x

dx x x x

 
       

 

4) 
xy x  

ln ln xy x  

ln lny x x  

1 1 1
ln

2

dy
x x

y dx x x

 
   

 
 

1 1
ln

2
x

x x
   

1 1
1 ln

2
x

x

 
  

 
 

1 1
1 ln

2
x y

x

 
   

 
 

1 1
1 ln

2

xx x
x

 
  

 
 

5) 4

1

1

x
y

x





 

1

2

4

1

1

x
y

x

 
  

 
 

1

2

4

1
ln ln

1

x
y

x

 
  

 
 

4

1 1
ln ln

2 1

x
y

x
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    41
ln ln 1 ln 1

2
y x x     

3

4

1 1 1 4

2 1 1

dy x

y dx x x

 
   

  
 

3

4

1 1 4

2 1 1

dy x
y

dx x x

 
  

  
 

3

4 4

1 1 4 1

2 1 1 1

dy x x

dx x x x

  
  

   
 

6)  2 3
x

y x   

 2ln ln 3
x

y x   

 2ln ln 3y x x   

 2

2

1 2
ln 3 1

3

dy x
x x

y dx x

 
     

 
 

 
2

2

2

2
ln 3

3

dy x
y x

dx x

 
   

 
 

   
2

2 2

2

2
3 ln 3

3

x x
x x

x

 
    

 
 

7) 
 2

2

1 2

2 2 1

x x
y

x x

 


 
 

     2 21
ln ln 1 ln 2 ln 2 2 1

2
y x x x x        

2 2

1 2 1 1 4 2

1 2 2 2 2 1

dy x x

y dx x x x x


    

   
 

2 2

2 1 1 4 2

1 2 2 2 2 1

dy x x
y

dx x x x x

 
    

    
 

 4

2 2 2

1 2 2 1 4 2

2 2 1 1 2 2 2 2 1

x x x x
y

x x x x x x

   
   

      
 

8)   2 1 2y x x x    

   
1

2 21 2y x x x    

    21
ln ln ln 1 ln 2

2
y x x x      

2

1 1 2 1 1

2 1 2

dy x

y dx x x x

 
   

  
 

2 1 1

2 1 2

dy y

dx x x x

 
   

  
 

  2 1 2 2 1 1

2 1 2

x x xdy

dx x x x

   
   

  
 

9) 
sin xy x  

sinln ln xy x  

ln sin lny x x  

1 1
sin ln cos

dy
x x x

y dx x

 
  

 
 

sin
cos ln

dy x
y x x

dx x

 
  

 
 

sin sin
cos lnxdy x

x x x
dx x
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10)  
1

2
x

y x


   

   ln 1 ln 2y x x    

   
1 1

1 ln 2
2

dy
x x

y dx x
   


 

 
1

ln 2
2

dy x
y x

dx x

 
   

 
 

 
1

ln 2
2

dy x
y x

dx x

 
   

 
 

11) 
10 2

3 2

5

8 2

x x
y

x





 

   
1 1

10 2 22 3ln ln ln 5 ln 8 2y x x x      

   2 21 1
ln 10ln ln 5 ln 8 2

2 3
y x x x      

2 2

1 1 1 2 1 16
10

2 5 3 8 2

dy x x

y dx x x x

 
     

  
 

 2 2

10 16

5 3 8 2

dy x x
y

dx x x x

 
   
  
 

 

12)  cos
x

y x  

ln lncosy x x  

1 sin
ln cos

cos

dy x
x x

y dx x

 
  

 
 

 tan ln cos
dy

y x x x
dx

    

10 ذ  كووووووووان: 2الـثـــــــــم
x y

y x
   حيوووووووو

0x y  فأثبت أن
dy x

dx y
 

 الحل:

10
yx

y x
   

1 1

2 2 2 2
0

dy dy

dx dxy x x y
x y y x

y x


 

   

2 2 2 2
( )

dy dy
x x

y ydx dx

x y y x

y x

 

   

2 2

dy dy
y x x y

dx dx

x y y y xx

 

  

dy dy
y x x y

dx dx

y x

  

  

2 2dy
xy x y xy y

dx
    

 2 2dy
xy y x xy

dx
    

 

 

2

2

y x ydy xy y y

dx x xy x x y x
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ــــم lny ذ  كوووان: 3الـث x  0حيوووx   فأثبوووت

1dyأن

dx x
 بالتعماا  غشتقاج  لضمني 

 الحل:

ln yy x e x    

1 1
1y

y

dy dy
e

dx dx e x
     

 مسائل حياتية على التفاضل

  د معدا  لتغير في حجم  لمكعب بالنسبة  :1الـثـم
 10cmلطوا ضلعه عندما يكون طوا  لضلع يسا   

 الحل:

3v x  

 
223 3 10 300

dv
x

dx
    

يعطووى عوودد لووكان مدينووة لاووغيرة بوواغقتر ن:: 2الـثـــم
2500

( )
2 9

t
P t

t



 P لوو مع بالسوونو ت،   t، حيوو  

 عدد  لسكان بالآغ :
أ د معدا تغير عدد  لسكان في  لمدينة بالنسبة إلوى  (1

  ل مع
 الحل:

     

 

2

2

2 9 1000 500 2
'( )

2 9

t t t
P t

t

 



 

 

2 2

2

2000 9000 1000

2 9

t t t

t

 



 

 

2

2

1000 9000

2 9

t t

t





 

أ وووود معوووودا تغيوووور عوووودد  لسووووكان فووووي  لمدينووووة عنوووودما (2
12t  مفسر  معنى  لناتج ، 

 الحل:

 
   

  

2

2

1000 12 9000 12
' 12

2 12 9
P





 

 
2

144000 108000

24 9





 

252000
231.4

1089
   

 ذ  كووان :3الـثـــم
2

3
( )

2

t
v t

t



أ وود معوودا تغيوور 

 v بالنسبة لو t 1عندماt  

 الحل:

     

 

3 2 2

2
3

2 2 3
'( )

2

t t t t
v t

t

 



 

 

4 4

2
3

4 2 3

2

t t t

t

 



 

 
 

2

4 2 3 3 1
' 1

9 32 1
v

 
  


 

بواحثون ر  عيوون أنووه يمكوع  لتعبيور عووع   وود  :4الـثــم
  تفووووووا  نبتووووووة مهجنووووووة مووووووع نبووووووات تبووووووا   لشووووووم  h 

 باغمتا ، بالوتعماا  غقتور ن:

2

2

3
( )

4

t
h t

t



حيو  

 t  لوووو مع باغشووووهر بعوووود ر  عووووة  لبووووذ    أ وووود معوووودا 
 تغير   تفا   لنبتة بالنسبة إلى  ل مع 



 

- 70 - 

 الحل:

     

 

2 2

2
2

4 6 3 2
'( )

4

t t t t
h t

t

 



 

   

3 3

2 2
2 2

24 6 6 24

4 4

t t t t

t t

 
 

 
 

ــــــم 6يعطوووووى طووووووا مسوووووت لم بالمقووووود   :5الـث 5t  
حي  t  عطى عرضه بالمقد   t  لو مع بوالثو ني 

  غبعاد بالسونتمتر ت أ ود معودا تغيور مسواحة  لمسوتطيل 
 بالنسبة إلى  ل مع

 الحل:

   6 5A t t t   

     
1

' 6 5 6
2

A t t t
t

    

5
3 6

2
t t

t
    

طرحوووت إحووودك  لشوووركات منتجوووا  ديووود  فوووي  :6الـثــــم
   عووودد  لقطوووع  لمبلعوووة منوووذ طرحوووه  لألوووو ج، ثوووم  لاووودت 

 إذ  مثوول  غقتوور ن:

2

2

250000
( ) , 0

(2 1)

t
N t t

t
 


 

 ل مع بالألابلع،  tعدد  لقطع  لمبلعة منذ طرحه، حي 
 فأ يب عع  لسؤ لييع  لآتييع تباعا:

 أ د معدا تغير عدد  لقطع  لمبلعة بالنسبة إلى  ل مع (1
)'أ د )N t: 

 الحل:
2

2

250000
( )

(2 1)

t
N t

t



 

2 2

4

(2 1) (500000 ) (250000 )2(2 1) 2

(2 1)

t t t t

t

   



 

2 2

4

(2 1) (500000 ) (1000000 )(2 1)

(2 1)

t t t t

t

  



 

4

(2 1)(500000 )((2 1) 2 )

(2 1)

t t t t

t

  



 

3

500000

(2 1)

t

t



 

 ، مفسر  معنى  لناتج N(52)'أ د  (2
 الحل:

3

500000
'( )

(2 1)

t
N t

t



 

3

500000(52)
'(52) 22

(2(52) 1)
N  


 

(52)'إذن، 22N   هوووووذ  يعنوووووي أن إ موووووالي عووووودد 
قطعووة لكوول  22 لقطووع  لمبلعووة مووع  لمنووتج يوو د د بمعوودا

ألووووبوعا علووووى طوووور   لمنووووتج فووووي  52ألووووبو  بعوووود موووور  
  لألو ج

لأحووود  لمنتجوووات تيسوووب قلموووة بووودا  ل دموووة   :7الـثــــم
بالووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووودينا ، بالوووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووتعماا  غقتووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووووور ن:

2 1
( ) 80

3 4

x
U x

x





حيوووووو   x  عوووووودد  لقطووووووع

  لمبلعة مع  لمنتج 
أ ود معودا تغيوور قلموة بوودا  ل دموة بالنسووبة إلوى عوودد  (1

  لقطع  لمبلعة مع  لمنتج
 الحل:

2 1
( ) 80

3 4

x
U x

x





 

1

22 1
( ) 80

3 4

x
U x

x
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2

1 2 1
'( ) 80

2 3 4

3 4 2 2 1 3

3 4

x
U x

x

x x

x

 
   

 

  




 

 
1 2

2

1 6 8 6 3
'( ) 40

3 42 1

3 4

x x
U x

xx

x

  
  

 
 

 

 

 
2

1 5
'( ) 40

2 1 3 4

3 4

U x
x x

x

  
 



 

 مفسر  معنى  لناتج U(20)'أ د (2

 الحل:

 
2

1 5
'(20) 40 200

41 64

64

U      

20xعندما  200معدا  لتغير  

 يمثوووول  غقتووور ن: :8الـثــــم
0.1( ) tA t Ne  عوووودد

 لاعة في مجتمع بكتير : t ل لايا  لبكتير ة بعد
لووووواعات بدغلوووووة     3أ ووووود معووووودا نموووووو  لمجتموووووع بعووووود (1

 N لثابت
 الحل:

0.1'( ) 0.1tA t Ne   
0.3'(3) 0.1A Ne   

 0.2لواعة هوو kإذ  كان معدا نمو  لمجتموع بعود (2
 Nبدغلة  لثابت kخللة لكل لاعة، فما قلمة

 الحل:

0.1 0.10.1 0.2 2k kNe Ne     

0.1 2 2
0.1 lnke k

N N
    

)بالغر م(  لمتب لة موع  Aيمكع نمذ ة  لكملة :9الـثـم
مووووع عنلوووور  لبلوتونيوووووم   20gعينووووة كتلتهووووا  غبتد  لووووة

يومووووووووووووووووووووووووووووووا بالوووووووووووووووووووووووووووووتعماا  غقتوووووووووووووووووووووووووووووور ن: tبعووووووووووووووووووووووووووووود
/140

1
( ) 20

2

t

A t
 

  
 

أ ووووود معووووودا تيلووووول عنلووووور  

2t لبلوتونيوم عندما  

 الحل:

1401 1 1
'( ) 20 ln

2 2 140

t

A t
  

   
  

 

2

1401 1 1
'(2) 20 ln

2 2 140
A

  
   

  
 

عنووودما ترلاووود  لأقموووا   للووونا لة  لأ  ، : 10الـثــــم
فإنووه يمكنهووا مسووف  وو ء فقوولأ مووع لووطف  لأ    بعووض 

 تيوووو  مستشوووعر ت ل لوووا   ل    وووة لأقموووا   للووونا لة 
يمثول  h)بالر ديان(  لمبينة في  لشكل  لمجوا    إذ  كوان

 لمسافة بيع  لقمر  للناعي  لطف  لأ   بوالكيلومتر،   
 r  يمثوول نلوور قطوور  لأ   بووالكيلومتر، فأ يووب عووع

 يع  لآتييع تباعا: لسؤ ل
 

 

 

csc)أثبت أن (1 1)h r   
 الحل:

csc
r h

r



  

cscr h r    
csch r r   
(csc 1)h r    
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عنوووودما بالنسووووبة إلووووى hأ وووود معوووودا تغيوووور (2
6


  

6371kmr) فتر  أن ) 
 الحل:

(csc cot )
dh

r
d

 

   

6371 csc cot
6 6

  
  

 
 

  6371 2 3 12742 3     

 التطبيقات الفيزيائية

عنوود د  لووة  سوولم يتيوورك فووي خوولأ مسووت لم  فتوور  أنووه 
 بتوود  ي  أن  يتيوورك علووى خوولأ  عوود د  نطوولاج مووع موقووع

  تجاه  ليركة يكون مو با  أ  لالبا  

 :ملاحظات

 s tموقع  لجسلم بالنسبة إلى  ل مع : 

 v tلسوووورعة  لمتجهووووة )معوووودا تغيوووور  قتوووور ن  لموقووووع  :
 s t) 

 a t تغيووووور  لسووووورعة بالنسوووووبة إلوووووى :  لتسوووووا   )معووووودا
  ل مع(

 قواعد هامة:

0v لجسلم يتيرك في  غتجاه  لمو ب  : 

0v لجسلم يتيرك في  غتجاه  لسالب  : 

0v  لجسلم لاكع  : 

 v t تجاه  ليركة:  لسرعة  هي قلاللة غ تيدد  

 ملاحظة:

موقع  لجسم  s t  

   '
ds

v t s t
dt

   

   '
dv

a t v t
dt

   

 ملاحظات هامة:

0v( أقلى بعد للجسلم عندما1  

0v( تنعدم  لسرعة أ  لكون ليظي عندما2  

عندما( بد ية  ليركة 3 0 0s t  

0v( تبدأ بالعودة عندما4   )يغير  تجاه  ليركة(
 )تغير  لسرعة  غشا ة(

0a( ينعدم  لتسا  5   

(  لسرعة  غبتد  لة6 0v  

(  لتسا    غبتد  ي7 0a  

0v(  لسرعة مو بة8  

0v(  لسرعة لالبة9  

 : 1الـثـم

3يمثووووووووووووول  غقتووووووووووووور ن: 2( ) 4 5 , 0s t t t t t    
 لموقوووع  sموقوووع  سوووم يتيووورك فوووي مسوووا  مسوووت لم حيووو 

  ل مع بالثو ني: tباغمتا   
5tأ د لرعة  لجسم  لمتجهة  تسا عه عندما  (1  

 الحل:

  2( ) ' 3 8 5v t s t t t     
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2

5 3 5 8 5 5v     

75 40 5 40     
  6 8a t t   
   5 6 5 8 30 8 22a       

 لتي يكون عنودها  لجسوم فوي حالوة لوكون  tأ د قلم (2
 ليظي
 الحل:

لكون ليظي يعني  0v t   
23 8 5 0t t    

  3 5 1 0t t    
5

, 1
3

t t   

4tفي أ   تجاه يتيرك  لجسم عندما  (3  
 الحل:

     
2

4 3 4 8 4 5v     

48 32 5 21 0      
  غتجاه هو نف   غتجاه  غلالي لللميع

 متى يعود  لجسم إلى موقعه  غبتد  ي (4
 الحل:

عندما   0s t  
3 24 5 0t t t    
 2 4 5 0t t t    

0t   
2 4 5 0or t t    

   2 4 16 4 1 5b ac      

16 20 4 0      
 

ـــم )يمثوول  غقتوور ن:  :2الـث ) 4 , 0ts t e t t   
 لموقوووع  sموقووع  سوولم يتيوورك علووى خوولأ مسووت لم حيوو 

  ل مع بالثو ني: tباغمتا   
 أحدد  لموقع  غبتد  ي للجسلم (1

 الحل:

وقع  غبتد  ي م ل 0s 
   00 4 0 1 0 1s e      

  وووود تسووووا    لجسوووولم عنوووودما تكووووون لوووورعته  لمتجهووووة  (2
 لافر 

 الحل:

  4 0xv t e    

4xe   

  4xa t e   

10يمثل  غقتر ن: : 3الـثـم
( ) , 0

2 15
v t t

t
 


 

 لسوورعة  لمتجهووة لسوولا ة بوودأت  ليركووة فووي مسووا  مسووت لم 
 تقا  بالقدم لكل ثانلة: vمع  ضع  لسكون، حي 

5.23tأ د تسا    لسلا ة عندما (1  

 الحل:

 

 
2

10 2
( )

2 15
a t

t





 

 
 

2

20
5.23

2 5.23 15
a




 
 

 
2

20
0.03

25.46


    

 



 

- 74 - 

20tأ د تسا    لسلا ة عندما (2  

 الحل:

 
   

2 2

20 20
20 0.01

2 20 15 55
a

 
   

 
 

  : 4الـثـم
)2يمثوووول  غقتوووور ن: ) 7 8, 0s t t t t     موقووووع

 لموقوع باغمتوا   s سم يتيورك علوى خولأ مسوقتلم حيو 
 t ل مع بالثو ني  
4t  د لرعة  لجسم  لمتجهة  تسا عه عندما  (1  

 الحل:
2( ) 7 8s t t t    

( ) 2 7v t t   
   4 2 4 7 1v     
   2 4 2a t a    

 لتووووي يكووووون عنجهووووا  لجسووووم فووووي حالووووة  tأ وووود قوووولم  (2
 لكون ليظي

 الحل:

  2 7 0v t t    
7

2 7 3.5
2

t t     

2tفي أ   تجاه يتيرك  لجسم عندما  (3  
 الحل:

   2 2 2 7 3 0v       
  ليركة بعك   غتجاه  غلالي )لللسا (

 متى يعود  لجسم إلى موقعه  غبتد  ي (4
 الحل:

2( ) 7 8 0s t t t     

2 4b ac    

    
2

7 4 1 8 49 32 17      

7 17

24 24

b
t

   
   

 : 5الـثـم

)2يمثل  غقتر ن: ) ln( 2 1.9), 0s t t t t    
 لموقووع  sموقووع  سوولم يتيوورك فووي مسووا  مسووت لم، حيوو 

  ل مع بالثو ني: tباغمتا ،  

 ثانلة tأ د لرعة  لجسلم  لمتجهة  تسا عه بعد (1
 الحل:

    2

2 2
'

2 1.9

t
v t s t

t t


 

 
 

   
     

 

2

2
2

2 1.9 2 2 2 2 2
'

2 1.9

t t t t
a t v t

t t

    
 

 
 

لوووورعته أ وووود موقووووع  لجسوووولم  تسووووا عه عنوووودما تكووووون  (2
  لمتجهة لافر 

 الحل:

  0 2 2 0 1v t t t       
   1 ln 1 2 1.9 ln 0.9s      

 
     

 
2

1 2 1.9 2 2 2 2 2
1

1 2 1.9
a

    


 
 

 
1.8

1
0.81

a   

 متى يعود  لجسلم إلى موقعه  غبتد  ي؟ (3
 الحل:

يعود  لجسلم إلى موقعه  غلالي عندما   0s t  

2ln( 2 1.9) 0 ln1t t     
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2 2 1.9 1t t    

2 2 0.9 0t t    
2 4b ac     لممي   

  4 4 1 0.9 4 3.6 0.4      

2 0.4

24 24

b
t

   
   

 الحركة التوافقية البسيطة

 تست دم  ذ  كانت  لمعادلة تلر  غر حة
siny a wt  
cosy a wt  

 : 1الـثـم

 : يبيع  لشكل زنبرك
  لمجا    سما معلقا  

  حد ت  5ب نبرك شد
)ألفل  غت  ن  0)s  

0tثووم توورك عنوود  لوو مع     ليتيوورك إلووى  لأعلووى   لووى
) لألووووووووفل   مثوووووووول  غقتوووووووور ن:  ) 5coss t t  موقووووووووع

      لوووو مع بووووالثو ني t لجسووووم عنوووود أ  رمووووع غحووووق حيوووو  
 s  لموقع بالسنتلمتر ت  
أ وود  قتر نووا يمثوول لوورعة  لجسووم  لمتجهووة   قتر نووا  خوور  (1

 يمثل تسا عه عند أ  ليظة
 الحل:

  قتر ن  لسرعة  لمتجهة
( ) '( ) 5sinv t s t t    

  قتر ن  لتسا  
( ) '( ) 5cosa t v t t    

 ألار حركة  لجسم (2
 الحل:

1 cos 1 5t     
5 5cos 5t    

5s لجسلم يتيرك بمر    ل مع بيع  لموقع  لموقع  

5s   
5s فوج موقع  غت  ن 
5s تيت موقع  غت  ن 

 
أغحظ مع  لتمثيل  لبلاني  لآتي غقتر ني  لموقع   لسرعة 
 لمتجهوووووووووة أن موقووووووووووع  لجسووووووووووم يتوووووووووور    بوووووووووويع  ل لمتوووووووووويع

5cms   5cms    أن لوووووووورعته  لمتجهووووووووة 
5cmتتوووووووووووووووووووووووور    بوووووووووووووووووووووووويع  ل لمتوووووووووووووووووووووووويع  / sv    

5cm / sv   

 
أغحووظ أيضووا أن  قتوور ن  لسوورعة  لمتجهووة يكووون أكبوور مووا 

 xيمكوووع عنووودما يقطوووع منينوووى  قتووور ن  لموقوووع  لميوووو  
هة أكبور موا )موقع  غت  ن( إذن تكون لرعة  لجسم  لمتج

 يمكع عندما يمر  لجسم بموقع  غت  ن
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يتيورك  سوم معلوق ب نبورك إلوى  لأعلوى   لوى  :2الـثــم
) لألفل   مثل  غقتور ن: ) 7sins t t  موقوع  لجسوم

 s لووووو مع بوووووالثو ني    tعنووووود أ  رموووووع غحوووووق، حيووووو 
  لموقع باغمتا 

أ د  قتر نا يمثل لرعة  لجسم  لمتجهة   قتر نا  خر  (1
 يمثل تسا عه عند أ  ليظة

 الحل:

( ) 7sins t t  
 ( ) ' 7 cosv t s t t   
 ( ) ' 7sina t v t t    

 ألار حركة  لجسم (2
 الحل:

  قل  7أكبر قلمة لكم مع  غر حة   لسرعة   لتسا   هي 
  لتسا   يسا   عك   غر حة،  7-قلمة هي 

: يتيورك  سوم معلوق إلوى  لأعلوى   لوى رنبورك :3الـثـم
) لألفل   يدد  غقتر ن: ) 4coss t t  موقع  لجسم

 لموقوع  s لو مع بوالثو ني   tعند أ  رموع غحوق حيو 
 باغمتا :

أ وود  قتر نووا يمثوول لوورعة  لجسووم  لمتجهووة   قتر نووا  خوور  (1
 يمثل تسا عه عند أ  ليظة

 الحل:

   ' 4sinv t s t t    

   ' 4cosa t v t t    

أ وووووووود لوووووووورعة  لجسووووووووم  لمتجهووووووووةة  تسووووووووا عه عنوووووووودما  (2

4
t


 

 

 الحل:

1 4
4sin 4

4 4 2 2
v
      

         
     

 

1 4
4cos 4

4 4 2 2
a

      
         

     
 

 ألار حركة  لجسم (3

 الحل:

4s لجسم يتيرك بيع  لموقعيع    4s  

 تكون  لسرعة  لمتجهة  كبر ما يمكع عندما

sin 1t  تكون عندما cos 0t  

 قلمة  لموقع لتسا   يسا   معكو  

 :تدريب

يهت   سم مثبت في رنبورك أف لوا علوى لوطف أملو  كموا 
)فووي  لشووكل  لمجووا     مثوول  غقتوور ن  ) 8sinx t t 

 لموقووووع  x لوووو مع بووووالثو ني،   tموقووووع  لجسووووم، حيوووو  
 بالسنتلمر ت:

 
أ د موقع  لكتلة  لرعتها  لمتجهة  تسا عها عندما  (1
2

3
t  

2في أ   تجاه تتيرك  لكتلة عندما  (2

3
t  
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  :4الـثـم
)يمثووووووول  غقتووووووور ن:  ) 4 sin , 0s t t t    موقوووووووع

 لموقووووووع  s سوووووولم يتيوووووورك فووووووي مسووووووا  مسووووووت لم حيوووووو  
  ل مع بالثو ني: tباغمتا    

 ثانلة tأ د لرعة  لجسلم  لمتجهة  تسا عه بعد  (1
 الحل:

   ' cosv t s t t    
   ' sina t v t t   

أ وود موقووع  لجسوولم عنوودما كووان فووي حالووة لووكون أ ا  (2
 مرة بعد  نطلاقه

 الحل:

لكون يعني   0v t  

cos 0v t    

2
t


  

4 sin 4 1 3
2 2

s
  

     
 

 

أ ووود موقوووع  لجسووولم عنووودما يلووول إلوووى أقلوووى لووورعة  (3
 متجهة مبر   إ ابتي 

 الحل:

sin 0t    
0 قلى لرعة عندما  , , 2t   

 0 4 0 4s     

  4 0 4s      

 2 4 0 4s      

 

2يمثل  غقتور ن:  :5الـثـم 3( ) 3 , 0s t t t t   
 لموقووع  sموقووع  سوولم يتيوورك فووي مسووا  مسووت لم حيوو  

  ل مع بالثو ني: tباغمتا    
 ثانلة tأ د لرعة  لجسلم  لمتجهة  تسا عه بعد  (1

 الحل:

    2' 6 3v t s t t t    
   ' 6 6a t v t t    

أ ووود موقوووع ) لمو قوووع(  لوووذ  يكوووون عنوووده  لجسووولم فوووي  (2
 حالة لكون 

 الحل:

  26 3 0v t t t    
 3 2 0 0 , 2t t t t      
 0 0 0 0s     
     

2 3
2 3 2 2 12 8 4s       

: تتيرك كورة معلقوة ب نبورك إلوى  غعلوى زنبرك :6الـثـم
)  غلوووووفل،   يووووودد  غقتووووور ن:  ) 0.1sin2.4s t t 

 لموقوووووع  sموقوووووع  لكووووورة عنووووود أ  رموووووع غحوووووق، حيووووو  
  ل مع بالثو ني: tبالسنتمير ت   

1tأ د  لسرعة  لمتجهة للكرة عندما  (1   
 الحل:

   ' 0.1cos2.4 2.4v t s t t    
 1 0.1cos 2.4 2.4v    

0.24cos2.4  
 أ د موقع  لكرة عندما تكون لرعتها  لمتجهة لافر   (2

 الحل:

  0.24cos 2.4 0v t t   

cos2.4 0t   
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3
3 2 22.4 , ,

2 2 2.4 2.4
t t

 
 

    

2
2.4

0.1 1 0.1s

 
   

 
 

3

2
2.4

0.1 1 0.1s

 
    

 
 

ــــــــم )20.05يمثووووووول  غقتووووووور ن: :7الـث ) 15 tv t te 
 لسوورعة  لمتجهووة )بووالمتر لكوول ثانلووة( لسوولا ة تتيوورك فووي 

0مسوووووووا  مسوووووووت لم، حيووووووو : 10t   أ ووووووود  لسووووووورعة
  لمتجهة للسلا ة عندما يكون تسا عها لافر 

 الحل:
20.05( ) 15 tv t te  

   
2 20.05 0.05( ) ' 15 0.1 15t ta t v t t e e      

 
2 20.05 0.0515 0.1 15 0t tt e e     

  
20.0515 0.1 1 0te t     

 
1

0.1 1 0 10
0.1

t t       

  510 150v e  

يمثوول  غقتوور ن: :8الـثـــم
 

1/( ) , 0ts t t t   موقووع
 لموقووووووع  s سوووووولم يتيوووووورك فووووووي مسووووووا  مسووووووت لم، حيوووووو 

  ل مع بالثو ني  tبالأمتا ،  

  لمتجهة  تسا عهأ د لرعة  لجسلم  (1

 

 الحل:
1 1

1
ln ln ln lnt ts t s t s t

t
      

2

' 1 1 1
ln

s
t

s t t t
     

    2 2

1 1
' lnv s t s t t

t t

 
    

 
 

   

 

3 2 3

2 2

2 1 1 2
ln

1 1
ln '

a t s t t
t t t t

t s t
t t

  
      

 

 
   
 

 

 أ د تسا    لجسلم عندما تكون لرعته  لمتجهة لافر  (2 

 الحل:

  0 0v t t    

0tمرفوضة لأن  

2 2

1 1
ln 0t t e

t t
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 المماس والعمودي معادلة

 خطوات الحل:

 1y( نعوض بالسؤال1

 ( نشتق السؤال2

m( نعوض بالمشتقة )الميل3 ) 

 ( معادلة المماس:4 1 1y y m x x   

 ( معادلة العمودي:5 1 1

1
y y x x

m


   

)2اذا كانتتتتت : 1مثااااا   ) 5 7f x x x     أجتتتتت
1xمعادلة المماس والعمودي عن ما  

 الحل:

  11 1 5 7 13f y      

 1,13  نقطة التماس 

 ' 2 5f x x   

   ' 1 2 1 5 7f m     

 1 1y y m x x    معادلة المماس 

 13 7 1y x    

 1 1

1
y y x x

m


    معادلة العمودي 

 
1

13 1
7

y x


    

 

 ملاحظ ت ه مة:

1( عن  التوازي 1 2m m 

1( عن  التعام 2

2

1
m

m


 

 ( عن  التقاطع نساوي الاقترانات ببعض3

tan)الميل ( اذا علم  زاوية الميل4 ) 

0y( يقاطع محور5 x  

0x( يقاطع محور6 y  

2( ميل المستقيم المار في نقطتين7 1

2 1

y y
m

x x





 

8 )fيمسg(' ' ,f g f g ) 

المشتتتتقة  ( كلمتتتة الممتتتاس أفقتتتي أو يتتتوازي الستتتينات 9
 تساوي صفر

  yيوازي  ( المماس رأسي 10

ميله 
0

a
 1ومعادلتهx x 

أج  معادلة الممتاس للتل اقتترام ممتا يتنتي عنت   :2مث  
 المعطاة: xقيمة

1) ( ) cos2 , 0f x x x x    
 الحل: 

   0 0 cos0 1 0,1f      

  '( ) 1 2sin 2 2f x x    
'(0) 1 0 1f     

 1 1 0 1y x y x       
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2) ( ) 2 , 0xf x x   
 الحل: 

   00 2 1 0,1f     

'( ) ln 2 2xf x    
0'(0) ln 2 2 ln 2f     

 1 ln 2 0y x    
 ln 2 1y x   

3)
 

( ) 1sin , 3
2

x
f x x x


    

 الحل:

   
3

3 2sin 2 1 2
2

f


      

 3, 2   
1

'( ) 1 cos sin
2 2 2 2 1

x x
f x x

x

      
      

    
 

 
3 3 1

' 3 2 cos sin
2 2 2 2 2

f
      

     
    

 

 
1 1

0 1
4 4

 
    

 
 

 
1

2 3
4

y x


    

1 3 1 5
2

4 4 4 4
y x y x

 
       

sinإذا كاااالا ارانااا الا: :3ث  امااا xy e  فأجاااي   ااال
 (0,1) ماس  نحنى اران الا عني النقطة

 الحل:

    sin' cos xf x x e  

    sin0' 0 cos0 1 1 1f e     

  :4  اثام
)إذا كتتتتتتام الاقتتتتتتتترام:  ) 2sin 4cosf x x x  

 فنجيب عن السؤالين الآتيين تباعا:
)أجتت  ميتتل الممتتاس لمنحنتتن الاقتتترام  (1 )f x  عنتت ما

0x  
 الحل:

'( ) 2cos 4sinf x x x   
'(0) 2cos0 4sin0 2 0 2f       

)أجتتتتتت  معادلتتتتتتة الممتتتتتتاس لمنحنتتتتتتن الاقتتتتتتترام ( 2 )f x 

عن ما 
2

x


 

 الحل:

2sin 4cos
2 2 2

f
   

  
 

 

   2 1 4 0 2 ,2
2

 
    

 
 

' 2cos 4sin
2 2 2

f
       

      
     

 

   2 0 4 1 0 4 4      

2 4 4 2 2
2

y x y x



 

       
 

 

أج  معادلة المماس للل اقترام مما ينتي عنت   :5ث  ام
 النقطة المعطاة:

1)
 

2( ) cos , ( ,0)
2

f x x x


  
   2'( ) sin cos 2f x x x x x    

 
2 2

' 1 0
2 4 4

f
   

    
 

 

2

0
4 2

y x
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2) 1 1
( ) , (0, )

1 2x

x
f x

e





 

    

 
2

1 1 1
'( )

1

x x

x

e x e
f x

e

  



 

     

 
2

1 1 1 1 0 1 1
'(0)

41 1
f

  
 


 

 
1 1 1 1

0
2 4 4 2

y x y x       

3) ( ) cos sin ,(0,1)xf x e x x   

'( ) sin cos cosx xf x e x xe x     

'(0) 0 1 1 2f      

 1 2 0 2 1y x y x       

4)
 

1 sin
( ) , ( , 1)

cos

x
f x

x



   

    

 
2

cos cos 1 sin sin
'( )

cos

x x x x
f x

x

  
  

     

 
2

1 1 1 0 0
'( ) 1

1
f 

   
 


 

 1 1 1y x y x         

1إذا كتتتتتتتتام:  :6ث  اماااااااا
( ) sin

2

xf x x e   ،

 فنجيب عن السؤالين الآتيين تباعا:
عن  النقطة  fأج  معادلة المماس لمنحنن الاقترام (1

1
( , )

2
e 

 

 الحل:

1
'( ) cos

2

xf x x e   
1 1

'( ) cos 1
2 2

f e e        

 
1 1

1
2 2

y e e x  
 

     
 

 

اج  معادلة العمودي علن المماس لمنحنتن الاقتترام (2

f 1عن  النقطة
( , )

2
e 

 الحل:

 
1 1

12
1

2

y e x

e








  

 
 

التي يكتوم عنت  ا الممتاس أفقيتا  xأج  قيمة  :7ث  ام
)لمنحنن الاقترام:  ) 2xf x e x  

 الحل:

)'يعنيمماس أفقي  ) 0f x  
'( ) 2 0xf x e    

2 ln2xe x    

أي الآتيتتة تم تتل معادلتتة  اخنيااام  ااع  ن ااي : :8ث  اماا
العمتتتتتتتتتتتتتتتودي علتتتتتتتتتتتتتتتن الممتتتتتتتتتتتتتتتاس لمنحنتتتتتتتتتتتتتتتن الاقتتتتتتتتتتتتتتتترام: 

( ) sin cosf x x x   عن ماx  

a) 1y x      b) 1y x     
c) 1y x      d) 1y x     

 الحل:

   0 1 1 , 1f         

 ' cos sinf x x x   
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'( ) 1 0 1f m        

 
1

1
1

y x 


  


 

1 1y x y x         

 (bالجواب فرع )

1إذا كتتتتتتام:  :9ث  اماااااا

1

x

x

e
y

e









فنجيتتتتتتب عتتتتتتن  

 السؤالين الآتيين تباعا:

 نقطة الأصلأج  ميل المماس عن  ( 1

 الحل:

     

 
2

1 1
'

1

x x x x

x

e e e e
y

e

   



   



 

 

2 2

2

1

x x x x

x

e e e e

e

   



  



 

 
2

2

1

x

x

e

e







 

 
 

2

2 2 1
' 0

4 21 1
y   


 

، مبتتتررا  yأبتتتين عتتت   وجتتتود ممتتتاس أفقتتتي ل قتتتترام( 2
 إجابتي

 الحل:

'يحتتتتتتتتتتتتت   الممتتتتتتتتتتتتتاس أفقتتتتتتتتتتتتتي عنتتتتتتتتتتتتت ما 0y  للتتتتتتتتتتتتتتن
2 0xe  مهمتتتتتتا كانتتتتتت  قيمتتتتتتةx   لتتتتتتيلج لا يوجتتتتتت

  مماس أفقي

أجتتتتتتت  ميتتتتتتتل ممتتتتتتتاس منحنتتتتتتتن الع قتتتتتتتة: :10ث  امااااااا
2 lny x عن  النقطة( ,1)e 
 الحل:

1 1
2

2

dy dy
y

dx x dx xy
    

)عن  النقطة ,1)e 
1

2

dy

dx e
  

أجتتتتتتتت  ميتتتتتتتتل ممتتتتتتتتاس منحنتتتتتتتتن الع قتتتتتتتتة: :11ث  اماااااااا
2( 3) 4( 5)y x   6عن ماx  

 الحل:

 yنج 

 2( 3) 4 6 5y     

2( 3) 4y   

3 2y    

 3 2 5 6,5y y     

 3 2 1 6,1y y      

2( 3) 4
dy

y
dx

   

4

2( 3)

dy

dx y



 

 6,5

4
1

4

dy

dx
   

 6,1

4
1

4

dy

dx
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أجتتتتت  معادلتتتتتة الممتتتتتاس لمنحنتتتتتن الع قتتتتتة: :12ث  امااااا
3 3 3 17x y xy   (2,3)عن  النقطة 

 الحل:

 2 23 3 3 3 0
dy dy

x y x y
dx dx

 
    

 
 

2 23 3 3 3
dy dy

y x y x
dx dx

    

2

2

3 3

3 3

dy y x

dx y x





 

 2,3

9 12 3 1

27 6 21 7

dy

dx

  
  


 

 
1

3 2
7

y x


    

أجتت  ميتتل الممتتاس لمنحنتتن كتتل ع قتتة ممتتا  :13ث  اماا
 ينتي عن  النقطة المعطاة:

1)  ln , 1,1xye xy e   

ln lnxye x y e    
1 1xy dy dy

e x y
dx x y dx

 
   

 
 

,1 نعوض 1y x  

1 1 1
dy dy

e
dx dx

 
   

 
 

1
dy dy

e e
dx dx

    

1
dy dy

e e
dx dx

    

 
1

1 1 1
1

dy dy e
e e

dx dx e


      


 

2) 
2 2 25 ,(3, 4)x y    

2
2 2 0

2

dy dy x
x y

dx dx y


     

 

 

 3, 4

2 3 3

2 4 4

dy

dx 


 


 

3) 
2 4(2 ) ,(2,1)x y y   

2 2 4
dy dy

x y x
dx dx

     

 2 4 2
dy

x xy
dx

   

2

2

4

dy xy

dx x



 

 2,1

2 2 1 4 1

4 4 8 2

dy

dx

 
  


 

4)
 

sin cos 1 ,( , )
2 2

x ye e e
 

    

sin coscos sin 0x y dy
xe ye

dx
   

sin

cos

cos

sin

x

y

dy xe

dx ye
  

1

0

,
2 2

0 0
0

1 1

dy e

dx e  
 
 

    

5) 
3 2 23 5 , (8,1)x y   

2 2

3 3 5x y   
1 1

3 3
2 2

0
3 3

dy
x y

dx
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1
1

3
3

1 1

3 3

2

3

2

3

x
dy y

dx
y x




 




   

 8,1

2
2

1

dy

dx


    

أج  معادلة الممتاس لمنحنتن كتل ع قتة ممتا  :14ث  ام
 المعطاة:ينتي عن  النقطة 

1) 
2 2 13 ,( 4,3)x xy y     

2 2 0
dy dy

x x y y
dx dx

     

2

2

dy x y

dx x y

 



 

 4,3

8 3 5

4 6 2

dy

dx 


 
 

 

 
5

3 4
2

y x    

2) 
2 21 ln( ) ,(1,0)x y x y     

2 2

2 2

1

dy
x y

dy dx

dx x y



 


 

2 0
1

1

dy

dx


   

1 2 1
dy dy

dx dx
     

 0 1 1 1y x y x       

3) 
2 23 3 ,(2 1)x xy y x y      

 2 3 ' 3 2 ' 1 3 'x xy y yy y      

4 6 ' 3 2 ' 1 3 'y y y      
' 0y m   

 1 0 2 1y x y       

4) ln 2 ,(1,ln2)yxe y x   

 
1

' ln ' 0y yxe y e y x y
x

      
ln2 ln21 ' ln2 0 0e y e     

2 ' ln 2 0y    

2 ln 2
2 ' 2 ln 2 '

2
y y

 
      

 
2 ln 2

ln 2 1
2

y x
 

    

5) 9
4 9 , 1,

4
xy

 
  

 
 

9

4
y

x
  

2

9 1 9

4 4

dy
m

dx x

 
     

 
9 9

1
4 4

y x


    

6)
 

2 2

1 ,(1,2)
2 8

x y
   

2

2

x 2 '
0

8

yy
   

2 ' 1
1 0 ' 1

8 2

yy
y      

' 2y m   

 2 2 1y x   
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أجتتتت  معادلتتتتة الممتتتتاس لمنحنتتتتن الاقتتتتترام: :15ث  اماااا
 2x

y x 2عن ماx  
 الحل:

 42 16 2,16y    

2ln lny x x  

 2' 1
ln 2

y
x x x

y x

 
  

 
 

'
2 4 ln 2

16

y
   

 ' 16 2 4ln 2y    

  16 16 2 4ln 2 2y x     

أج  معادلة العمتودي علتن الممتاس لمنحنتن  :16ث  ام
الع قة:

 

3 2( )x y x y   (1,0)عن  النقطة 

 الحل:

   
2

3 1 ' 2 'x y y x y     
   

2
3 1 1 ' 2 'y y    
2 2 ' 2 'y y    

' 0y   
1x  العمودي رأسي      

أجتتتت  معادلتتتتة الممتتتتاس لمنحنتتتتن الاقتتتتترام: :17ث  اماااا
(ln )xy x x عن ماx e 
 الحل:

     ln 1 ,
e e

y e e e e e e    

 ln ln ln ln
x

y x x   
 ln ln ln lny x x x   

  
' 1 1 1

ln ln 1
ln

y
x x

y x x x

  
    

  
 

' 1y e   

  1y e e x e     

)إذا كتتام الاقتتترام: :17ث  اماا ) lnf x x  فنجيتتب
 عن السؤالين الآتيين تباعا:

)أثب  أم مماس منحنن الاقترام عن  النقطة  (1 ,1)e 
 يمر بنقطة الاصل

 الحل:
1 1

'( ) '( )f x f e
x e

    

 
1

1y x e
e

    

 
1

1 0y e
e

    

1 0 1 0y y      
 اذم المماس يمر بنقطة الاصل

للعمودي علن المماس لمنحنن  xأثب  أم المقطع ( 2

)الاقترام عن  النقطة  ,1)e  :1 و
e

e
 

 الحل:

 ميل العمودي 
 1y e x e     

0y عن ما xيقطع المحور  
   1 1e x e e x e        

1 1
x e x e

e e
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xyاذا كتتام الاقتتترام:  :19ث  اماا e ax    حيتت
a  ع د حقيقي فنجت  معادلتة الممتاس عنت  نقطتة تقتاطع

 مبررا إجابتي yالاقترام مع المحور
 الحل:

0xعن ما yمحور المنحننيقطع   

 0 0 1 0,1y e     

' xy e a   

 ' 0 1y a   

  1 1 0y a x     

ل قتترام:  2أثب  ع   وجود ممتاس ميلته  :20ث  ام
32 3 5xy e x x   

 الحل:

'y m  

2' 2 3 15 2xy e x     

22 15 2 3 1xe x      

2وبما ام 0xe  دائما 

215مهما كان  قيمة 0x x 

22 15 0xe x   

ام يكوم لا يمكن  1  
 2يساوي  لا يوج  مماس ميلهاذم، 

 
 

xyإذا كتتتتتتتام الاقتتتتتتتترام:  :21ث  امااااااا ke   حيتتتتتتت
0k   وكتتام منحنتتاط يقطتتع المحتتورy  عنتت  النقطتتة
p   أجتتتتت  نقطتتتتتة تقتتتتتاطع ممتتتتتاس منحنتتتتتن الاقتتتتتترام عنتتتتت

 xمع المحور  pالنقطة 
 الحل:

0xعن ما yمحوريقطع ال  

 0 ,0y ke k k    
' xy ke  
  0' 0y ke k   

 0y k k x    
y k kx   

0yعن ما xمحوريقطع ال  

 1 1,0k kx x        

3إذا كانتتتتتت  الع قتتتتتتة: :22ث  اماااااا 3 6x y xy  
 فنجيب عن السؤالين الآتيين تباعا:

أجتتتتتت  معادلتتتتتتة الممتتتتتتاس عنتتتتتت  نقطتتتتتتة تقتتتتتتاطع منحنتتتتتتن ( 1
yالمعادلة مع منحنن x في الربع الأول 

 الحل:

y بتعويض x 

 3 3 6x x x x   

3 2 3 22 6 2 6 0x x x x     

 22 3 0x x    

0 , 3x x    
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3xننخي   3فتلومy  

النقطة 3,3 

2 23 3 6 6
dy dy

x y x y
dx dx

     

2

2

6 3

3 6

dy y x

dx y x





 

 3,3

18 27 9
1

27 18 9

dy

dx

 
   


 

 3 1 3 6y x y x         

منحنتتتن الع قتتتة فتتتي الربتتتع أجتتت  إحتتت اثيي نقطتتتة علتتتن ( 2
 الأول بحي  يكوم عن  ا مماس المنحنن أفقيا

 الحل:

0مماس أفقيال
dy

dx
  

2
3 3

2

6 3
6

3 6

dy y x
x y xy

dx y x


   


 

2

2

6 3
0

3 6

y x

y x


 


 

26 3 0y x   
2

2 22 0 2
2

x
y x y x y       

3
2 2

3 6
2 2

x x
x x

   
    
   

 

6
3 3 33

8

x
x x x    

3

1 3
8

x
   

3 316 16x x    

 
2

3 16

2
y   

 
2

3

3
16

16,
2

 
 


 
 
 

 

أجتت  إحتت اثيي نقطتتة )نقتتال( علتتن المنحنتتن: :23ث  اماا
3 2y x  بحي  يكوم عنت  ا ممتاس المنحنتن عموديتا

3علن المستقيم: 5 0y x   
 الحل:

2

2

2
3 2

3

dy dy x
y x

dx dx y
    

3ميل المستقيم 5 0y x   

3ميل العمودي 0 3
dy dy

dx dx
     

1ميل المماس

3
 

2
2

2

2 1
2

3 3 2

x y
y x x

y
      

4
2

4

y
x   

4
3

4

y
y   بالتعويض  

4
3 30 1 0

4 4

y y
y y
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0 , 4y y   

 20 0 0 0,0y x x      

24 64 8y x x       

   8,4 , 8, 4  

 0,0لا تحقق 

 8,4لا تحقق 

 8,4 1الميل يساوي تحقق المعادلة لأم

3
 

أج  لإح اثيي النقطة علن منحنن الاقتترام: :24ث  ام
1

, 0xy x x   التتتتتي يكتتتتوم عنتتتتت  ا ميتتتتل الممتتتتتاس
 صفرا
 الحل:

1
ln lny x

x
  

2

1 1 1 1
' lny x

y x x x


     

2

1 1 1
' lny y x

x x x

 
    

 
 

0 0y x    مرفوضة 

2 2

1 1
ln 0x

x x

 
  

 
 

2 2

1 1
ln x

x x
  

1 1

ln 1 ,e ex x e y e e e
 

      
 

 

 

أجتت  إحتت اثيات جميتتع النقتتال علتتن منحنتتتن  :25ث  اماا
2التتتتت ائرة: 2 100x y   التتتتتتي يكتتتتتوم عنتتتتت  ا ميتتتتتل

3المماس

4
 

 الحل:

2 2 0
dy

x y
dx

   

2
2 2

2

dy dy x x
y x

dx dx y y

 
      

3 3

4 4

x
x y

y

 
    

2

23
100

4
y y

 
  

 
 

2 29
100

16
y y   

2 2 29 16 25
100 100

16 16

y y y
    

2 2100 16
64 8

25
y y y


       

   
3

8 8 6 6,8
4

y x


        

   
3

8 8 6 6, 8
4

y x


         

التتتي يكتتتوم أجتت  إحتتت اثيي النقطتتة )النقتتال(  :26ث  اماا
 عن  ا لمنحنن كل اقترام مما ينتي مماس أفقي:

1)
 

2

2 1
( )

x
f x

x


  

    2

4

2 2 1 2
'( )

x x x
f x

x
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2 2

4

2 4 2x x x

x

 
  

2

4

2 2
0

x x

x


   

22 2 0x x   

 2 1 0 0x x x     ليس في المجال 

1x   

   
2 1

1 1 1,1
1

f


    

2)
 

2

2
( )

1

x
h x

x



 

     

 

2 2

2
2

1 2 2
'( )

1

x x x x
h x

x

 



 

   

3 3

2 2
2 2

2 2 2 2

1 1

x x x x

x x

 
 

 
 

2 0 0x x    

   
0

0 0 0,0
1

h     

3)
 

8( 2)
( )

x

x
g x

e


  

 

 
2

8 8( 2)
'( )

x x

x

e x e
g x

e

 
  

   8 8 2 0x xe x e     

 8 1 2 0xe x    

 8 1 0xe x    

0xe   ريوجي 

1x    

 
 

1

8 1 2
1 24f e

e

 
     

 1, 24e    

 الآتي:  قترامل أج  معادلة المماس  :27ث  ام

 
20.5( ) 4 , 2xf x e x    

 الحل:

   2 22 4 2,4f e e      

    
20.5'( ) 4 0.5 2xf x e x   

20.54 xxe   

  2' 2 8f e   

 2 24 8 2y e e x     

أجتتتتتتتتتتتت  ميتتتتتتتتتتتتل الممتتتتتتتتتتتتاس لمنحنتتتتتتتتتتتتن  :28ث  اماااااااااااا
2 2 6 2 2 0y x y x     عنتتتتتتتتتتتت  النقطتتتتتتتتتتتتة

 3, 1 

 الحل:

2 2 6 2 0
dy dy

y x
dx dx

     

2 6 2 2
dy dy

y x
dx dx

    

2 2

2 6

dy x

dx y
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 3, 1

2 6 4
1

2 6 4

dy

dx 

 
   
 

 

3
tan 1 135

4


       

 :تدريب

2yأجتتتتتت  ميتتتتتتل ممتتتتتتاس منحنتتتتتتن الع قتتتتتتة x عنتتتتتت ما

4x  

لمنحنتتتتتن الع قتتتتتةأجتتتتت  معادلتتتتتة الممتتتتتاس  :29ث  امااااا
2 2 7x xy y   عن  النقطة 1,2 

 الحل:

2 2 0
dy dy

x x y y
dx dx

 
    
 

 

2 2 0
dy dy

x x y y
dx dx

     

2 2
dy dy

y x y x
dx dx

    

 2 2
dy

y x y x
dx

    

2

2

dy y x

dx y x





 

 1,2

2 2 1 4

2 2 1 5

dy
m

dx 

 
  

 
 

 1 1y y m x x    

 
4

2 1
5

y x    

4 14

5 5
y x   

أجتتتتتتتتتتتت  ميتتتتتتتتتتتتل الممتتتتتتتتتتتتاس لمنحنتتتتتتتتتتتتن  :30ث  اماااااااااااا

 sin xy y 1,عن  النقطة
2

 
 
 

 

 الحل:

 cos
dy dy

xy x y
dx dx

 
  

 
 

,عوض 1
2

x y


   

cos 1 0
2 2

dy dy dy

dx dx dx

  
    

 
 

3xyeأجتت  معادلتتة الممتتاس لمنحنتتن :31ث  اماا y 
عن  0,1 

 الحل:

23xy dy dy
e x y y

dx dx

 
  

 
 

0عوض , 1x y   

 
1

1 0 1 3
3

dy dy

dx dx
     

 
1 1

1 0 1
3 3

y x y x       

الممتتتاس لمنحنتتتن كتتتل معادلتتتة أجتتت  معادلتتتة  :32ث  امااا
 tوستتتتتتيطية ممتتتتتتا يتتتتتتنتي عنتتتتتت  النقطتتتتتتة المحتتتتتت دة بقيمتتتتتتة

 المعطاة:

1) 
22 , 1 , 1x t y t t      

 1 1 2 3x     

   1 1 1 0 3,0y      
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2 2
2

1 1

dy

dy tdt
dxdx

dt

     

 0 2 3 2 6y x y x       

2)
 

2, 4 , 1
2

t
x y t t      

 
1

1
2

x


   

 
1

1 1 4 3 , 3
2

y
 

        
 

 

 2 12
4

1 1

2 2

dy

dy tdt
dxdx

dt


      

1
3 4

2
y x

 
    

 
 

3 4 2 4 5y x y x         

3)
 

sin , 1 cos ,
3

x t t y t t


      

3

3 3 2
x
  

  
 

 

1 1
1

3 2 2
y

 
   

 
 

3 1
,

3 2 2

 
   
 

 

sin

1 cos

dy

dy tdt
dxdx t

dt

 


 

3 3
sin

3 2 2 3
1 1

1 cos 1
3 2 2




   

 
 

1 3
3

2 3 2
y x

 
     

 
 

4)
 

2sec 1 , tan ,
4

x t y t t


      

2 1 1
4

x
 

    
 

 

tan 1
4 4

y
    

       
   

 

 1, 1   

 

2sec

2sec sec tan

dy

dy xdt
dxdx x x x

dt

   

 
1 1 1 1

2 tan 2 1 2
2 tan

4

x 


   

 
 

 
1

1 1
2

y x


    
1 1 1 1

1
2 2 2 2

y x y x
 

       

أجت  معادلتة الممتاس للتل اقتترام ممتا يتنتي   :33ث  ام
 المعطاة: xعن  قيمة

1) 3sin5 4cos3 ,
2

y x x x


     

5
2sin 4cos3

2 2 2
y

   
  

   

2 1 4 0 2 ,2
2
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' 10cos5 12sin3y x x   

5 3
' 10cos 12sin

2 2 2
y

   
  

 
 

10 0 12 1 12       

2 12
2

y x
 

    
 

 

2) 
2 3( ) ( 2) , 1f x x x     

   
3

( 1) 1 2 27 1,27f       

   
2

2'( ) 3 2 2f x x x   

   
2

'( 1) 3 1 2 2 54f        

 27 54 1y x     

3) ( ) tan3 ,
4

f x x x


   

3
tan 1 , 1

4 4 4
f

     
       

   
 

2'( ) 3sec 3f x x  

2 3
' 3sec

4 4
f

    
   

   
 

 3 2 6m    

1 6
4

y x
 

   
 

 

 

يعطتتتتتتن منحنتتتتتتن بالمعادلتتتتتتة الوستتتتتتيطية:   :34ث  اماااااا
cos , sinx a t y b t  : حيتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتت

0 2t   أج  المقطعy لمماس المنحنن عنت ما

4
t


 ب لالةa وb 

 الحل:

,
4 42 2

a b
x y
    

    
   

 

cos

sin

dy

dy b tdt
dxdx a t

dt

 


 

عن 
4

 

2

2

b

dy b
m

adx a


  


  

2 2

b b a
y x

a

  
   

 
 

0xعن  yيقطع محور  

0
2 2

b b a
y

a

  
   

 
 

2 2 2

b b a b
y

a

 
     

2
2

2 2 2

b b b
y b     
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أجتتتتتت  معادلتتتتتتة ممتتتتتتاس منحنتتتتتتن المعادلتتتتتتة   :35ث  اماااااا

الآتية، عن ماالوسيطية 
4

t


 

sec , tan ,
2 2

x t y t t
 

      

 الحل:

sec 2
4 4

x
  

  
 

 

tan 1
4 4

y
  

  
 

 

2sec sec 2
2

sec tan tan 1

dy

dy t tdt
dxdx t t t

dt

      

 1 2 2y x    

1 2 2 2 1y x y x       

يعطتتتتتتن منحنتتتتتتن بالمعادلتتتتتتة الوستتتتتتيطية:  :36ث  اماااااا
2( sin ) , 2(1 cos )x t t y t    : حيتتتت

0 2t    أثبتت  أم ميتتل الممتتاس وميتتل العمتتودي

علتتن الممتتاس لمنحنتتن  تتيط الع قتتة عنتت ما
4

t


 متتا 

1 2 1و 2 علن الترتيب 
 الحل:

 
2sin

2 1 cos

dy

dy tdt
dxdx t

dt

 


 

1
sin

24
1

1 cos 1
4 2




 

 
 

1

12

2 1 2 1

2

 
 

 

1 2 1

2 1 2 1




 
 بالضرب بالمرافق     

2 1
2 1

2 1
m


   


 

ميل العمودي 
1

1

2 1






 

 2 1 2 1 1 2         

إذا كتتتام الاقتتتترام:  :37ث  امااا
 

axy e  حيتتتa 
0aثاب  و :فنجيب عن السؤالين الآتيين تباعا ، 

التتتتتتي تقتتتتتع علتتتتتن منحنتتتتتن  Pأجتتتتت  إحتتتتت اثيي النقطتتتتتة (1
 1الاقترام ويكوم ميل المماس عن  ا 

 الحل:

' 1axy ae   
1axe
a

  

 ' 1axf x ae   

1axe
a

  

1
ln lnax a

a
    

ln a
x

a
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1

ln

ln ln 1 1
a a

a aay e e e a
a




       

ln 1
,

a

a a

 
 
 

 

اثب  أنه يمكن كتابتة معادلتة العمتودي علتن الممتاس ( 2
xفتتي صتتورة Pعنتت  النقطتتة y k   ثتتم أجتت  قيمتتة

  kال اب 
 الحل:

1ميل العمودي  
1 ln

1
a

y x
a a

 
    

 
 

1 ln a
y x

a a
     

ln 1a
y x

a a
     

ln 1a
k

a a
    

الوستتتتتتيطية:يعطتتتتتتن منحنتتتتتتن بالمعادلتتتتتتة   :38ث  اماااااا
2sin , 2cosx y   : حيتتتتتتتتتتتتتتتت

 
0 2   

dyأج  (1

dx
 ب لالة 

 الحل:

2sin 1

2sin cos cos

dy

dy dt
dxdx

dt



  


    

 

  2أج  معادلة المماس عن ما يكوم الميل (2
 الحل:

1
2

cos


  

1 3 7
cos ,

4 42

 
 


     

1

2
x   

2
2

2
y


    

1
2 2

2
y x

 
   

 
 

  الممتتتتتتاس موازيتتتتتتاأجتتتتتت  النقطتتتتتتة التتتتتتتي يكتتتتتتوم عنتتتتتت  ا  (3
 yللمحور
 الحل:

1 1

cos 0

dy

dx 

 
   

3
cos 0 ,

2 2

 
      

 1 , 0 1,0
2 2

x y
    

    
   

 

 
3 3

1 , 0 1,0
2 2

x y
    

    
   

 

أجتتتتتتتتتتتتت  النقطتتتتتتتتتتتتتة علتتتتتتتتتتتتتن منحنتتتتتتتتتتتتتن   :39ث  امااااااااااااا
 

2
4 2y x    التتتتتتتي يكتتتتتتوم الممتتتتتتاس عنتتتتتت  ا

3موازي للمستقيم 6 2x y   
 الحل:

1          ميل المستقيم = ميل المنحنن 2m m 
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 1mميل المنحنن

 2 4 1
dy

y
dx

   

 
1

2 4

dy

dx y



 

 2mميل المستقيم

3 6 0
dy

dx
   

3 1
6 3

6 2

dy dy

dx dx

 
      

   ميل المستقيم = ميل المنحنن

1 2m m  

 
1 1

2 2 4y





 

4 1 3y y      

1 2 1x x      
النقطة 1,3 

أجتتتتتتتتتتتتتت  النقطتتتتتتتتتتتتتتة علتتتتتتتتتتتتتتن منحنتتتتتتتتتتتتتتن :40ث  اماااااااااااااا
6x y   التتتي يكتتوم الممتتاس عنتت  ا عموديتتا

3للمستقيم 5 6x y  

 الحل:

2عمودي/ يعام  

1

1
m

m


 

1 1
0

2 2

dy

dxx y
   

1 1

2 2

dy

dxy x
   

1

2

2

y ydy
m

dx x x
      

 ميل المستقيم

3 6 0 6 3
dy dy

dx dx
       

2

3 1

6 2

dy
m

dx
    

2

1

1
m

m


  

2
y

x
    

2 2x y y x      

 بالتعويض في المعادلة الأساسية في السؤال:

2 6x x   

3 6 2 4x x x      

2 6y   بالتعويض  

4 16y y    
النقطة 4,16 
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المجتتاور لتتكل مطتتب يبتتين التم يتتل البيتتاني  :41ث  اماا
ستتترعة صتتتمم للتن يتتت  متتتن ستتترعة الستتتيارات علتتتن أحتتت  

ستتتتطر الأرض وتقتتتتاس  xالطتتتترفي وييتتتته يم تتتتل المحتتتتور
 جميع الأطوال بالسنتيمتراتي

 

إذا كانتت  المعادلتتة الوستتيطية التتتي تم تتل منحنتتن المطتتب 
 تتي:

 
10sin , 2 2cos2x t y t   : حيتت

2 2
t

 
   :فنج  ك  مما ينتي 

 tميل المماس لمنحنن المطب ب لالة (1

 الحل:

4sin 2

10cos

dy

dy tdt
dxdx t

dt


   

 عن  أعلن نقطة علن منحنن المطب tقيمة (2

 الحل: 

 اعلن نقطة يكوم ميل المماس يساوي صفر

4sin 2
0 4sin 2 0

10cos

t
t

t


     

sin2 0 2 0, ,2t t      

0, ,
2

t


 
d

 

2 2
t

 
    لأنه 

يبتتتتتتين الشتتتتتتكل المجتتتتتاور منحنتتتتتتن المعادلتتتتتتة  :42ث  اماااااا
 الوسيطية:

2sin2 , 3cos 0 2x t y t t      

أج  ميل المماس لمنحنتن 
المعادلتتتتتتتتتتتة عنتتتتتتتتتتت  نقطتتتتتتتتتتتة 

 الأصل، مبررا إجابتيي

 الحل:
 

3sin

4cos 2

dy

dy tdt
dxdx t

dt


   

2sin2 0, 0x t t x    عن  

' 4cos2 4cos0 4x t    

3cos 0y t y   عن  

cos 0
2

t t


    

 ' 3sin 3 1 3y t       
3

4

dy

dx


  

   :43ث  ام
 الوسيطية:يبين الشكل المجاور منحنن المعادلة 

sin2 , sin3 , 0 2x t y t t      
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 Aإذا كام مماس منحنن المعادلة أفقيا عن  النقطة (1
 Aالواقعة في الربع الأول، فنج  إح اثيي

 الحل:

0tعن   

3cos3

2cos 2

dy

dy tdt
dxdx t

dt

   

 = صفر المماس أفقي الميل

3cos3 0 cos3 0t t    

3
2 6

t t
 

     

3
sin 2

6 2
x

 
  

 
 

sin 3 1
6

y
 

  
 

 

3
,1

2
A
 

   
 

 

عنتتتتت   yاذا كتتتتام ممتتتتاس المنحنتتتتتن موازيتتتتا  للمحتتتتور (2
 Bفنج  إح اثيي Bالنقطة
 الحل:

3cos3

2cos 2

dy

dy tdt
dxdx t

dt

   

  الميل

2cos2 0 cos2 0t t    

2
2 4

t t
 

     

sin 2 1
4

x
 

  
 

 

1
sin 3

4 2
y

 
  

 
 

1
1,

2
B
 

  
 

 

متتن المنحنتتن بنقطتتة الاصتتل كمتتا  تتو اذا متتر فرعتتام  (3
موضتتر فتتي الشتتكل فنجتت  ميتتل الممتتاس للتتل منهمتتا عنتت  

  يط النقطة
 الحل:

0tيمكن  

3cos0 3

2cos0 2

dy

dy dt
dxdx

dt

    

tيمكن  

 

 

 

 

3cos 3 3 1 3

2cos 2 2 1 2

dy

dy dt
dxdx

dt





 
     

اذا كام العمودي علن المماس عنت  النقطتة   :44ث  ام
p  يقطتتتع المحتتتورx  فنجتتت   (100,0)عنتتت  النقطتتتة

 kقيمة 
 الحل:

  ميل العمودي

 
1

0y k x
k


    

 ع د
 صفر
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1

0 100 0k
k


    

2 100k    
2 100 10 , 10k k k    c d  

أجتتتت  معادلتتتتة الممتتتتاس لمنحنتتتتن الاقتتتتترام: :45ث  اماااا
( ) 2 xf x e x   2عن ماx  

 الحل:

2(2) 2 2f e   
النقطة  22,2 2e  

'( ) 2 1xf x e   
2'(2) 2 1f e   

    2 22 2 2 1 2y e e x      

أثبتتتت  عتتتت   وجتتتتود ممتتتتاس أفقتتتتي لمنحنتتتتن  :46ث  اماااا
)الاقترام:  ) 3 sin 2f x x x   
 الحل:

 صفر يعني الميل يساوي المماس أفقي 
'( ) 3 cos 0f x x    

cos 3x    
 مماس أفقي لها حل اذم لا يوج  لا يوج 

)2إذا كتتتتتتتتتتام:  :47ث  اماااااااااا ) lnf x x   حيتتتتتتتتتت
0x  :فنجيب عن السؤالين الآتيين تباعا 
xxاج  معادلة مماس منحنن الاقترام عن ما  (1 e 

 الحل:

 2 2( ) 2 ln 2 2 4f e e    

 2 , 4e  

1
'( ) 2f x

x
   

2

2

2
'( )f e

e
  

 2

2

2
4y x e

e
    

للنقطتة التتي يكتوم الممتاس عنت  ا  xأج  الاح اثي ( 2
6موازيا للمستقيم  2 5 0x y   

 الحل:

 موازي يعني لهم نفس الميل، نشتق المستقيم
6 5 2x y   
6 2 ' ' 3y y    
2 2

3 2 3
3

x x
x
      

أجت  معادلتة العمتودي علتن الممتاس لمنحنتن  :48ث  ام
)الع قتتتتتتتتتتتتتتتتة: 6)( 4) 2x y   عنتتتتتتتتتتتتتتتت  النقطتتتتتتتتتتتتتتتتة
(7, 2) 

 الحل:

    6 4 1 0
dy

x y
dx

     

   7 6 2 4 0
dy

dx
      

2
dy

dx
   

1ميل العمودي

2
 

 
1 1 11

2 7
2 2 2

y x y x       
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أثبتتتتتتتتتتتتتتت  أم لمنحنتتتتتتتتتتتتتتتن الع قتتتتتتتتتتتتتتتة:  :49ث  امااااااااااااااا
2 23 2 6x xy y     مماستتتتتتين أفقتتتتتتين، ثتتتتتتم أجتتتتتت
 إح اثيي نقطتي التماس

 الحل:

0مماس أفقي يعني
dy

dx
 

6 2 2 2 0
dy dy

x x y y
dx dx

      

0 6 2 0
dy

x y
dx

     

2 6 3y x y x      

   
223 2 3 3 6x x x x      

2 2 23 6 9 6x x x    
2 26 6 1 1x x x       

 اذم يوج  مماسين xقيمتام لت

 1, 3 1, 3x y       

 1, 3 1,3x y       

إحتتتتتتت اثيي نقطتتتتتتتة علتتتتتتتن المنحنتتتتتتتن:أجتتتتتتت   :50ث  امااااااا
2 1x y   بحيتتتتت  يكتتتتتوم عنتتتتت  ا ممتتتتتاس المنحنتتتتتن

2موازيا للمستقيم: 0x y  
 الحل:

 ميل المماس
2 1x y   

1

1
1 2 0

2

dy dy
y m

dx dx y


      

 

 ميل المستقيم
2 0x y   

2

1
1 2 0

2

dy dy
m

dx dx


      

 المماس يوازي المستقيم
1 1

1
2 2

y
y

 
    

 1 1 0 0,1x x      

)lnإذا كتتتتتتام الاقتتتتتتترام: :51ث  اماااااا )y ax b  
ثابتتتتتتام موجبتتتتتام وكتتتتتام ميتتتتتل الممتتتتتاس  bو   aحيتتتتت 

فنجيتتتتتب عتتتتتن  1 تتتتتو Pلمنحنتتتتتن الاقتتتتتترام عنتتتتت  النقطتتتتتة
 السؤالين الآتيين تباعا:

 1أقل من Pللنقطة xأثب  أم الإح اثي( 1
 الحل:

1
dy a

dx ax b
 


 

ax b a   
b a ax   

 1b a x   
0a بما أم   

1 0 1

1

x x

x

   

 
 

أج  إح اثيي النقطتة التتي يكتوم عنت  ا ميتل الممتاس( 2
1

2
 ثم أبرر إجابتي (0,2) ي النقطة Pعلما بنم 

 الحل:

 0,2

1
dy b

a b
dx a
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0,2
ln 0y b   

2ln 2b b e     
2aفتلوم  e 

2

2 2

dy a e

dx ax b e x e
 

 
 

 

2

2

1 1

1 1 2

e

e x x
  

 
 

1x   

 lny ax b   

 2 2 2ln ln 2e e e    

 21, ln 2e  

22اذا كانتتتتت  :52ث  امااااا ,y t x t   أثبتتتتت  أم
مستتتتتاحة الم لتتتتت  المكتتتتتوم متتتتتن العمتتتتتودي علتتتتتن الممتتتتتاس 

2والمحورين الإح اثيين  ي 21
(2 )

2
t t 

 الحل:

0yعن  xيقطع محور  
 20 2t t x t     

22 x t   
2 2x t   

2القاع ة 2t   
0xعن  yيقطع محور  

 22 0y t t t     
32y t t   

 3 22 2y t t t t     

الارتفاع 2 2t t   

1المساحة 

2
 القاع ة الارتفاع 

     
2

2 2 21 1
2 2 2

2 2
t t t t t       

الاقتتتتترانينيبتتتتين الشتتتتكل المجتتتتاور منحنيتتتتي  :53ث  اماااا
( )f x و( )g x :إذا كتتتتتتتتتتتتتام( ) ( ( ))h x f g x 
)وكام: ) ( ( ))p x g f x :فنج  ك  مما ينتي 

 
1)  ' 1h  

 '( ) ' ( ) '( )h x f g x g x  

(1) 4g   من الشكل  
 g(1)'لايجاد

  0,5 1,4  

 
5 4

1 ' 1 1
0 1

m g


     


 
 f(4)'لايجاد

  2,4 5,3  

 
4 3 1 1 1

' 4
2 5 3 3 3

m f
  

    
 

 

     ' 1 ' 4 ' 1h f g  

1 1
'(1) '(4) 1 1

3 3
h f
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2)  ' 1p  

 '(1) ' (1) '(1)p g f f  

(1) 2f   من الشكل  
 f(1)'لايجاد

  0,0 2,4  

 
0 4

2 ' 1 2
0 2

m f


   


 
 g(2)'لايجاد

  0,5 3,2  

 
5 2

1 ' 2 1
0 3

m g


     


 

 '(1) ' 2 2 1 2 2p g        

أجتتتت  معتتتتادلتي مماستتتتي منحنتتتتن الع قتتتتة:  :53ث  اماااا
2 2

1
4 9

x y
  (4,0)الليين يمرام بالنقطة  

 الحل:

)نفرض نقطة التماس , )x y 
 4,0 

0ميل المماس

4

y

x





 

2 2 '
0

4 9

x yy
   

2 ' 9
'

9 2 4

yy x x
y

y

 
    

2 29
4 9 36

4 4

y x
y x x

x y


    


 

2 24 9 36 36y x x    

2 2

1
9 4

y x
x x     

 yنج 
21

1
4 9

y
   
2

23 27 27

9 4 4 2

y
y y       

27 27
1, 1,

2 2

  
    
  

 

27عن ما 
1,

2

 
  
 

 

9
'

2 27
y m


   

 
27 9

1
2 2 27

y x


    

27عن ما 
1,

2

 
  
 

 

9
'

2 27
y m   

 
27 9

1
2 2 27

y x    

أجتتتتت  نقطتتتتتتي تقتتتتتاطع منحنتتتتتن الع قتتتتتة:  :54ث  امااااا
2 2 7x xy y   متتتتع المحتتتتورx  ثتتتتم أثبتتتت  أم

 مماسي منحنن الع قة عن   اتين النقطتين متوازيامي

 الحل:

0yعن ما xمحورالمنحنن يقطع   

2 7 7x x     

   7,0 , 7,0  
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2 ' 2 ' 0x xy y yy     
عن  7,0 

2 7 7 ' 0 0 0y     

1

2 7
' 2

7
y m


     

عن  7,0 

 2 7 7 ' 0 0 0y       

2

2 7
' 2

7
y m


     

 م الميلين متساويامالمماسام متوازيام لأ

2إذا كتتتتتام:  :55ث  امااااا 2 1x y   فنجيتتتتتب عتتتتتن
 الأسئلة الأربعة الآتية تباعا:

dyأج ( 1

dx
 

 الحل:

2 2 0
dy

x y
dx

   

2
2 2

2

dy dy x x
y x

dx dx y y
     

يمكتن التعبيتر عتن منحنتن الع قتة:( 2
 

2 2 1x y  
بالمعادلتة الوستيطية:

 
sec , tanx t y t  : حيت

 

2 2
t

 
   استتتتتتعمل  تتتتتيط الحقيقتتتتتة لإيجتتتتتتادdy

dx
  

 tب لالة

 

 الحل:

2sec sec

sec tan tan

dy

dy t tdt
dxdx t t t

dt

    

dyأثبتتتتت  أم المقتتتتت ارين الجبتتتتتريين اللتتتتتيين يمتتتتت  م( 3

dx
 

 الناتجين في الفرعين السابقين متلافئام، مبررا إجابتي
 الحل:

sec

tan

t x

t y
  

 أجتتتتتت  إحتتتتتت اثيات النقتتتتتتال التتتتتتتي يمكتتتتتتن عنتتتتتت  ا ميتتتتتتل ( 4
 2المماس

 الحل:

2 2
x

x y
y
    

 
2 22 1y y   

2 2 24 1 3 2y y y     

2 2 2

3 3
y y     

2
2

3
x    

2 2 2 2
2 , 2 ,

3 3 3 3
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أي ممتتاس لمنحنتتن  Aإذا م تتل المستتتقيم  :56ث  اماا
xالمعادلتتة: y k   حيتتk  ،ثابتت  موجتتب

 Aللمستتتتقيم yوالمقطتتتع xفنثبتتت  أم مجمتتتوع المقطتتتع
 ، مبررا إجابتيkيساوي 

 الحل:

x y k   

1 1
' 0

2 2
y

x y
   

عن  النقطة ,a b 

'
y y b

y
x ax


      

 
b

y b x a
a

     

0
b

x y a b b ab
a

         

b
a b

a


    

 0
b

y b x a
a


      

x a ab   
x y a b b a b     

   a a b b b a    

  a b a b    

k k k   

 

يبتتين الشتتكل المجتتاور منحنيتتي الاقتتترانين:  :57ث  اماا
( )F x و( )G x :إذا كتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتام

( ) ( ) ( )P x F x G x وكتتام( )
( )

( )

F x
Q x

G x
 :

 فنج  ك  مما ينتي:

 
 

 1)  ' 2P  
   2 3 , 2 2F G   
 لايجاد المشتقة عن  اي نقطة علن النط المستقيم 

 تلوم المشتقة = ميل المستقيم
 ولايجاد الميل نج  نقطتين علن النط المستقيم ويكوم 

2الميل 1

2 1

y y

x x





 

 واذا كام المماس أفقي عن  نقطة فإم المشتقة = صفر
ليلج ' 2 0F  ولايجاد ' 2G 

ننتار النقطتين   4,3 , 2,2 
3 2 1

4 2 2
m


 


 

( ) ( ) ( )P x F x G x  
'( ) ( ) '( ) ( ) '( )P x F x G x G x F x   

'(2) (2) '(2) (2) '(2)P F G G F   

 
1 3

'(2) 3 2 0
2 2

P
 

   
 

 



 

- 104 - 

2)  ' 7Q  
 من الشكل

   7 5 , 7 1F G   
 لايجاد

 ' 7F ننتار   7,5 , 3,4 
5 4 1

7 3 4
m


 


 

 
1

' 7
4

F   

لايجاد ' 7G  ننتار   7,1 , 4,3 
1 3 2

7 4 3
m

 
 


 

 
2

' 7
3

G


  
( )

( )
( )

F x
Q x

G x
  

 
2

( ) '( ) ( ) '( )
'( )

( )

G x F x F x G x
Q x

G x


  

1 2
1 5

4 3
'(7)

1
Q

   
   

     

1 10 3 40 43

4 3 12 12


     

يبتتتين الشتتتكل المجتتتاور منحنيتتتي الاقتتتترانين:: 58ث  امااا
( ), ( )g x f x :إذا كتتتتتتتتتتتام( ) ( ) ( )u x f x g x 

)وكام: )
( )

( )

f x
v x

g x
 :فنج  ك  مما ينتي 

 

 

 

1)  ' 1u  
 من الشكل

   1 2 , 1 3f g   
   : 1, 2 , 4,3f  

2 3 1 1

1 4 3 3
m

 
  

 
 

 
1

' 1
3

f   

   : 1,3 , 2, 4g  
3 4

1
1 2

m


 


 

 ' 1 1g   
( ) ( ) ( )u x f x g x  
'( ) ( ) '( ) ( ) '( )u x f x g x g x f x   

1
'(1) 2 1 3 2 1 3

3
u         

2) '(4)v  
 من الشكل

   4 3 , 4 2f g   

 
1

' 4
3

f   نفس النط المستقيم     

    : 3,1 , 4, 2g  

1 2
1

3 4
m


 

  

 ' 4 1g   
( )

'( )
( )

f x
v x

g x
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2

( ) '( ) ( ) '( )
'( )

( )

g x f x f x g x
v x

g x


  

1
2 3 1

3'(4)
4

v

  

  

2 7
3

73 3'(4)
4 4 12

v





    

يبتتتتين الشتتتتكل : 59ث  اماااا
المجتتتتتتاور معتتتتتتتباحا علتتتتتتتن 

وحتتتتتتتتتتتت ة متتتتتتتتتتتتن  hارتفتتتتتتتتتتتتاع
إذا وقعتتتتتتتتتتتتتت   xالمحتتتتتتتتتتتتتتور

فتتتتتتتتي  (1.25,0)النقطتتتتتتتتة
 نهاية الشعاع العادر من

المعتبا،، التيي يمتس منحنتن الع قتة:
 

2 2 1x y  
 hفنج  ارتفاع المعبا،

 الحل:

نفرض نقطة التماس  ,x y 
0

1.25

y
m

x





 

 نج  ميل المماس من المستقيم

2 2 0
dy

x x
dx

   

2

2

dy x x

dx y y

 
   

0

1.25

x y

y x

 



 

2 2 1.25y x x     

2 2 1.25y x x    

2 2 1.25y x x   

1 1 4
1.25 1

51.25 5

4

x x      

 yنج  
2

24
1

5
y

 
  

 
 

2 16 9 3
1

25 25 5
y y      

4 3
,

5 5

 
 
 

 

4

45
3 3

5

dy x
m

dx y



 
     

3 4 4

5 3 5
y x

 
    

 
 

2xعن     

3 4 4
2

5 3 5
y

 
     

 
 

3 8 16 65

5 3 15 15
y y      

xyإذا كام مماس منحنن الاقترام: :60ث  ام x 
،  Bفي النقطة xيقطع المحور (4,16)عن  النقطة

 OBC، فنجتتت  مستتتاحة Cفتتتي النقطتتتة yوالمحتتتور
 نقطة الأصل Oحي 
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 الحل:
xy x  

ln lny x x  
' 1 1

ln
2

y
x x

y x x
     

1 1
' ln

2
y y x

x x

 
   

 
 

1 1
16 ln 4 8 4ln 4

2 4

 
     

 
 

  16 8 4ln 4 4y x     
0y عن ما xيقطع محور  

  16 4 2 ln 4 4x     

   16 4 2 ln 4 16 2 ln 4x      

 

 

16 2 ln 4 16

2 2 ln 4
x

 



 

0x عن ما yيقطع محور  
 16 16 2 ln 4y      

 16 16 2 ln 4y     
 

 
  

16 2 ln 4 161
16 16 2 2ln 4

2 2 2 ln 4
A

  
     

 

اجتتت  مستتتاحة الم لتتت  المكتتتوم متتتن الممتتتاس  :61ث  امااا

2لمنحنتن
y

x
 عنتت  النقطتة 1,2 وكتتل متن المحتتور

x والمحورy 
 الحل:

التماسنقطة  1,2
 

 ميل المماس = ميل المنحنن

2

2
m

x


  

2عوض  1m x    

 1 1y y m x x    

 2 2 1y x     

2 2 2 2 4y x y x         

 المماس متناقص لأم ميله سالب

 البيانينرسم خط يم ل المماس في المستوى 

 

0yنضع xتقاطع المماس مع المحور  

0 2 4x    

 2 4 2 2,0x x a     

0xنضع yتقاطع المماس مع المحور  

2 4y x    

 0 4 4 4,0y y b      

1مساحة الم ل 
|
2
( المقطعx( المقطع )y)| 

1
A = 2 4 4

2
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 xاج  مساحة الم ل  المتلوم من المحور :62ث  ام
وكل من المماس والعمودي لمنحنن  2f x x   عن

النقطة 2,4 
 الحل:

نقطة التماس 2,4
 

 ميل المماس = ميل المنحنن

2m x  
4عوض  2m x   

 1 1y y m x x    

 4 4 2y x    

4 8 4 4 4y x y x       
 المماس متزاي  لأم ميله موجب

 وكيلج معادلة العمودي

 1 1

1
y y x x

m


    

 
1

4 2
4

y x


    

1 1 1 9
4

4 2 4 2
y x y x

 
       

 العمودي متناقص لأم ميله سالب

 

0yنضع xتقاطع المماس مع المحور  

4 4 0 4 4y x x      

 4 4 1 1,0x x a     

0yنضع xتقاطع العمودي مع المحور  

1 9 1 9
0

4 2 4 2
x x


     

 
9

4 18 18,0
2

x x b      

1مساحة الم ل 

2
   القاع ة الارتفاع 

 
1

A = 18 1 4 34
2
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 نهاية الوحدة اختبار

 أختار رمز الإجابة الصحيحة في كل مما يأتي:
يمثل  لاقترلنلا   (1

 
( ) 3 sins t t    حنكل  والاقيةل

بسللة   سيسللةد  حللية لاموةلل  ومثلل  لاسللن   لاسلل   و للا  
 عنيه سنع  لاسيسةد لاسمريه  صفنلا 

a)
 

0t    b)
 4
t


  

c)
 2
t


   d)

 
t   

 الحل:

   ' cos 0
2

v t s t t t


      

yكللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللل    ذلا  (2 uv    وكللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللل
(1) 1, '(1) 1v v   (1) 2, '(1) 3u u   

 وس و   y(1)'قإ 

a)
 
1        b)

 
1       c)

 
4       d)

 
4  

 الحل:

' ' 'y uv vu   
2 1 1 3 1      

 ذلا ك    (3
 

1
( )f x x

x
   قإ ،''( )f x  ها 

a)
 

2

1
1

x
   b)

 
2

1
1

x
  

c)
 

3

2

x
  d)

 
3

2

x
  

 الحل:

11
( )f x x x x

x

     
2'( ) 1f x x   
3

3

2
''( ) 2f x x

x

 
    

 ذلا ك     (4
 

tan4y t  قإ ،dy

dt
 ها  

a)
 
4sec4 tan4t t   b)

 
sec4 tan4t t

c)
 

2sec (4 )t    d)
 

24sec (4 )t  

 الحل:

 24sec 4
dy

t
dt

  

 ذلا كللللل    (5
 

2 2 1y x     قلللللإ   مللللل  لاسممللللل ،
,1)سمنحنى لاسعلات  عني لاسنق    ها  (2

a)
 

1

2
  b)

 
2     c)

 

1

2
   d)

 
2  

 الحل:

2 ' 2 0yy x   

2
2 ' 2 '

2

x x
yy x y

y y
     

 1, 2

1

2

dy

dx
  

) ذلا كللللللللللللللللللللل    (6 ) log(2 3)f x x   قلللللللللللللللللللللإ ،
'( )f x  ها 

a)
 

2

(2 3) ln10x 
  b)

 

2

(2 3)x 
 

c)
 

1

(2 3) ln10x 
  d)

 

1

(2 3)x 
 

 الحل:

   
2 2

'( )
2 3 ln10 2 3

f x
x x
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 ذلا كلل    (7
 

12 xy   قللإ   ملل  لاسمملل   سمنحنللى ،
2xلاسعلات  عني     ها 

a)
 

1

2
    b)

 

1

2
 

c)
 

ln 2

2
   d)

 

ln 2

2
  

 الحل:

   1 1 ln 2
' ln 2 2 ln 2 2

2

xy   
      

 أجد مشتقة كل اقتران مما يأتي:

8)  ( ) xf x e x x x   

3

2( ) xf x e x x
 

  
 

 

1 3

2 2
3

'( ) 1
2

x xf x e x x x e
   

      
   

 

9)
 

( )
tan

x
f x

x
  

2

2

tan sec
'( )

tan

x x x
f x

x


  

10)
 

1
( ) 12secf x x

x
   

2

1
'( ) 12sec tanf x x x

x


   

11)
 

( )
ln

xe
f x

x
  

 
2

1
ln

'( )
ln

x xx e e
xf x

x

  

  

12)
 

4

ln
( )

x
f x

x
  

4 3

8

1
ln 4

'( )

x x x
xf x

x

  

  

13) 2( ) 5 xf x   

 2'( ) ln 5 5 xf x    

14) ( ) 10sin0.5f x x  

  '( ) 10 0.5 cos0.5f x x  

'( ) 5cos0.5f x x  

15)
 

3 2

2

1 1 1
( )f x x

x x x

   
     
   

 

2

2 2

2 2

2 2 3

1 1 1 1
'( ) 2 1

1 1 1 1 2
3

f x x
x x x x

x
x x x x x

     
        
     

      
                

 

16) 1.5 2( ) cosxf x e x  

    1.5 2 2 1.5'( ) sin 2 cos 1.5x xf x e x x x e       

)إذا كاااان )f x و( )g x   اقتااارا قا قاااالاشقا ل  اااتقا
2xعنااااااااادما  :(2)وكاااااااااان 1, '(2) 2g g  

(2) 3, '(2) 4f f  :فأجد ك  مما يأتي 
17) ( ) '(2)fg  

( ) '(2) (2) '(2) (2) '(2)fg f g g f   
3 2 1 4 6 4 2        
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18)
 

'(2)
f

g

 
 
 

 

 
2

(2) '(2) (2) '(2)
'(2)

(2)

f g f f g

g g

  
 

 
 

 
2

1 4 3 2 4 6
10

11

    
     

19) (3 4 ) '(2)f fg  

     3 ' 2 4 ' 2f fg   

   3 4 4 2 20      

 أجد المشتقة الثا ية لكل اقتران مما يأتي:

20) 7( ) lnf x x x  

7 61
'( ) ln 7f x x x x

x
     

6 6'( ) 7 lnf x x x x   

5 6 51
''( ) 6 7 ln 42f x x x x x

x
      

5 5 5''( ) 6 7 42 lnf x x x x x    
5 5''( ) 13 42 lnf x x x x   

21)
 

cos
( )

x
f x

x
  

 
2

sin cos
'( )

x x x
f x

x

 
  

2

sin cosx x x

x

 
  

   2

4

cos sin ( 1) sin sin cos 2
''( )

x x x x x x x x x
f x

x

     
  

22)
 

( )
1

x
f x

x



 

  

 
2

1
1 1

2
'( )

1

x x
x

f x

x

 
   

 


 

 
2

1
1

2'( )

1

x x
f x

x

 




 

 
2

1
1

2'( )

1

x
f x

x






 

    

 

2

4

1 1 1 1
1 1 2 1

2 22 2
''( )

1

x x x
x x

f x

x

   
      

  



 

23)
 

2

2

1
( )

1

x
f x

x





 

     

 

2 2

2
2

1 2 1 2
'( )

1

x x x x
f x

x

   



 

 

3 3

2
2

2 2 2
'( )

1

x x x
f x

x

  



 

 
2

2

4
'( )

1

x
f x

x





 

         
 

2
2 2

4
2

1 4 4 2 1 2
''( )

1

x x x x
f x

x
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أجد معادلة المماس لكل اقتاران مماا ياأتي عناد ال يماة 
 المعطاة:

24)
 

2

( ) , 1
1

x
f x x

x
 


 

1
(1)

2
f   

1
1,

2

 
 
 

 نق   لاسرم   

    

 

2

2

1 2 1
'( )

1

x x x
f x

x

 



 

 2 2 1 3
'(1)

4 4
f


   

 
1 3

1
2 4

y x     ع دس  لاسمم   

25)
 

2

( ) ,
cos 4

x
f x x

x


   

2

2

16 2
14 16

2

f


  

  
 

 

   

 

2

2

cos 2 sin
'( )

cos

x x x x
f x

x

 
  

21 2 1

4 162 2'
14

2

f

 


  

 
 

 
 

21 2 1
2

4 162 2

  
    

 
 

  ع دس  لاسمم  
2 22 1 2 1

2
16 4 16 42 2

y x
     

       
  

 

26) ( ) ln( 5), 0f x x x    

 (0) ln 5 0, ln 5f   

1
'( )

5
f x

x



 

1
'(0)

5
f   

 
1

ln5 0
5

y x     ع دس  لاسمم    

1
ln5

5
y x   

27)
 

( ) sin sin3 ,
4

f x x x x


    

1 1 4
3 2 2

4 2 2 2
f

 
    

 
 

'( ) cos 3cos3f x x x   

1 1 2
' 3 2

4 2 2 2
f

    
       

   
 

2 2 2
4

y x
 

    
 

  عيس  لاسمم   

أجد معادلاة الممااس لمنحنال كال معادلاة و ايطية مماا 
 يأتي عند النقطة المحددة ب يمة المعطاة:

28) 2 , 2 , 4x t y t t     
 16 , 6 , 16,6x y   

1 1

2 8

dy

dy dt
dxdx t

dt

    

 
1

6 16
8

y x     ع دس  لاسمم    
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29)
 

4cos , 3sin ,
4

x t y t t


    

1 4
4

2 2
x

 
  

 
 

1 3
3

2 2
y

 
  

 
 

4 3
,

2 2

 
 
 

 

1
3

3cos 32

14sin 4
4

2

dy
dy tdt

dxdx t

dt

 
       

  
 
 

 

3 3 4

42 2
y x

  
   

 
  ع دس  لاسمم   

إذا كاااان:
 

lny x x  0حقاااx   فأجقااان عاااا
 السؤالقا الآتققا تباعا:

 (1,0)أجي  ع دس  لاسمم   عني لاسنق   (30

 الحل:

1
' ln 1 lny x x x

x
      

 ' 1 1 ln1 1 0 1y       

 0 1 1 1y x y x       

أجللللي  حلللليلاطم  لاسنق لللل  لاسرلللل  ي للللا   ملللل  لاسمملللل    (31 
 2عنيه 
 الحل:

1 ln 2 ln 1y x x x e        

 ln ,y e e e e e    

dyأجد

dx
 لكل مما يأتي: 

32) 2( ) 2x x y y   
2 22x xy y   

2 ' 4 'x xy y yy    

2 4 ' 'x y yy xy    

2
'

4

x y
y

y x





 

33)
 

2

2y
x

x y



 

3 2x xy y   

 23 ' 1 2 'x xy y y     

23 2 ' 'x y y xy    
23

'
2

x y
y

x





 

34) 2 2cosy x x y   
   sin cos ' 2 2 'y x x y x yy     

sin 2 2 ' cos 'y x x yy xy     

2 sin
'

cos 2

x y x
y

x y





 

35) 2 3y xxe ye   
   2 ' 2 ' 0y y x xxe y e ye e y     

2 ' ' 2y x y xxe y e y e ye     

2
'

2

y x

y x

e ye
y

xe e
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أجااااد معادلااااة العماااااد  عشاااال المماااااس لمنحناااال  (36

الع قة:
3

2

2

x
y

x



,1)عند النقطة  1) 

 الحل:

    

 

2 3

2

2 3 1
2 '

2

x x x
yy

x

  



 

 
  

 
2

1 3 1
2 1 ' 4

2 1
y


  


 

4
' 2

2
y   


  م  لاسمم    

1 م  لاسعماد  

2
 

  ع دس  لاسعماد 

 
1 1 3

1 1
2 2 2

y x y x       

أجااد مشااتقة كاال اقتااران ممااا يااأتي با ااتعما  ا  ااتقا  
 الشاغاريتمي:

37)
 

( 1)( 2)

( 1)( 2)

x x
y

x x

 


 
 

ln ln( 1) ln( 2) ln( 1) ln( 2)y x x x x         

1 1 1 1 1
'

1 2 1 2
y

y x x x x
   

   
 

1 1 1 1
'

1 2 1 2
y y

x x x x

 
    

    
 

38) 
ln xy x  

 
2

ln ln ln lny x x x   

1 1 2
' 2ln ' lny x y y x

y x x

   
     

   
 

أجد معادلة المماس لمنحنل كل ع قاة مماا ياأتي عناد 
 النقطة المعطاة:

39) 2 23 3 ,(2, 1)x xy y x y      

 2 3 ' 3 2 ' 1 3 'x xy y yy y      

4 6 ' 3 2 ' 1 3 'y y y      

' 0y m   

 1 0 2 1y x y       

40) 2 1,(1,0)yx e   

   2 ' 2 0y yx e y e x   

   1 1 ' 1 2 0 ' 2y y      

 0 2 1 2 2y x y x         

)يباااقا الشاااجل المنااااور منحقاااي ا قتااارا قا: )f x و
( )g x :إذا كاااااااان( ) ( ) ( )p x f x g x :وكاااااااان
( )

( )
( )

f x
q x

g x
 :فأجد ك  مما يأتي 

 
 
 
 

41)
  

'(1)p  

(1) 2f   

   0,4 , 2,0  

 
4 0

2 ' 1 2
0 2

m f
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(1) 3g   
   0,2 , 2,4  

 
2 4

1 ' 1 1
0 2

m g


   


 

( ) ( ) ( )p x f x g x  
'(1) (1) '(1) (1) '(1)p f g g f   

2 1 3 2 4       

42) '(4)p  

(4) 1f   

   2,0 , 6,2  

 
0 2 1 1

' 4
2 6 2 2

m f


   


 

   4 8 , ' 4 0g g    م   أقق  

( ) ( ) ( )p x f x g x  

'(4) (4) '(4) (4) '(4)p f g g f   

1
1 0 8 4

2
      

43)
  

'(7)q  

(7) 4f   

   6,2 , 8,6  

 
2 6

2 ' 7 2
6 8

m f


   


 

(7) 4g   

   7,4 , 8,3  

 
4 3

1 ' 7 1
7 8

m g


     


 
( )

( )
( )

f x
q x

g x
  

 
2

(7) '(7) (7) '(7)
'(7)

(7)

g f f g
q

g


  

4 2 4 1 12 3

16 16 4

  
    

)بااالارا (  Rمااااد مشااتعة: يمجااا  مكجااة الكميااة( 44
مااا عنصاار مشاا   200gالمتب يااة مااا عقنااة كتشت ااا

)ياما با تعما  ا قتران: tبعد ) 200(0.9)tR t  

dRأجد

dt
2tعندما   

 الحل:

( ) 200(0.9)tR t   

200(0.9) ln(0.9)tdR

dt
   

2200(0.9) ln(0.9) 162ln0.9    

1يمثااال ا قتاااران: (45
( ) 10 sin(10 )

4
s t t  

الماق   sماق  جسيم يتحرك في مسار مست يم، حق 
الاازما بااالثاا ي أجااد  اارعة النساايم  tبالساانتمقراو و

 ثا ية. tالمتن ة وتسارعه بعد
 الحل:

1
( ) 10 sin(10 )

4
s t t   

1 10
( ) cos(10 )10 cos(10 )

4 4
v t t t


     

   
10

( ) sin 10 10
4

a t t t


    

 
2 2100

sin 10
4

t
t
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 عمل شاملة ورقة

 أختار رمز الإجابة الصحيحة في كل مما يأتي:

لاذلا كللل   (1 
3

ln
1

x
f x

x

 
  

 
، قلللإ   ' 3f 

 وس و   

a)
 

1

2
      b)

 
1       c)

 

1

2
          d)

 
2  

لاذلا ك   (2

    2

3ln ln 3 log 2 1f x x x x      

قإ  ' 1f   وس و 

a)
 
1       b)

 

1

3
      c)

 

2

3
      d)

 

5

3
 

لاذلا كلللللل   (3  6 3 25 xf x x   قللللللإ ، ' 2f 

 وس و  

a)
 
4 ln5    b)

 
4 3ln5  

c)
 

3ln5    d)
 
4 3ln5  

2لاذلا كلللللللل   لاقترللللللللنلا  (4 2x xy e e   قللللللللإ ،''y 

 وس و  

a)
 
y      b)

 
2y        c)

 
2y      d)

 
4y  

اذا كان   3 22 , 3f x x x g x x    أجقن

 عا السؤالقا الآتققا تباعاً:

قةم  (5   ' ' ' 1f g   وس و 

a)
 
108    b)

 
110  

c)
 
216    d)

 
648  

قةم  (6   ' ' ' 2f g   وس و 

a)
 
432    b)

 
72  

c)
 
216    d)

 
422  

لاذلا كللللللللللللللللللللللللللللللللللللل   (7  3 1f x ax    وكللللللللللللللللللللللللللللللللللللل

   ' 2 3, '' 2 1g g     وكلللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللل ،

   ' ' 2 9f g   قإ  قةم  لاسث بتa   وس و 

a)
 

1

3
      b)

 

10

27
      c)

 

9

8
     d)

 
9  

لاذلا كلللللللل   (8   
4 4

32x y y x     حملللللللل

x y  قإ ،dy

dx
 وس و   

a)
 

4        b)
 

1        c)
 
4     d)

 
1 

2لاذلا كللل   (9 2 5y xy   قلللإ ،'y   عنلللي لاسنق للل

 2,1   وس و 

a)
 

1

3
       b)

 

1

3
       c)

 

1

2
 d)

 

1

2
  

1لاذلا كللل   (10 1
41

x y
    حمللل, 0x y  قلللإ ،

dy

dx
 وس و   

a)
 

2

2

x

y

  b)
 

2

2

x

y
   c)

 

2

2

y

x

   d)
 

2

2

y

x
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لاذلا كلللللللل   (11 
1

f x
x





1xحملللللللل      قللللللللإ

قةم  ' 1f    وس و 

a)
 2

       b)
 4

        c)
 2

       d)
 4

  

كللللللللللللللللللللللللللللللللللللللل  لاذلا  (12 f x x x   وكللللللللللللللللللللللللللللللللللللللل

   4 8, ' 4 2h h    قللللللللللللللللللللللللللللللإ  قةملللللللللللللللللللللللللللللل ،

    4 ' ' 4h f   وس و 

a)
 
0          b)

 
3            c)

 
12      d)

 

3  

علملللللللللللللللللللللللللللللت أ لاذلا  (13   1 2, 1 1f h   ،

   ' 1 2, ' 1 6f h    قللللللللللللللللللللللللللللللللللإ  قةملللللللللللللللللللللللللللللللللل

 ( ) ' 1
f h

h

   وس و 

a)
 

2              b)
 
10         c)

 
2     d)

 
10  

كللللللللللللللللل  لاذلا  (14  2sin cosf x x x  قللللللللللللللللللإ ،

'
2

f
 
 
 

 وس و   

a)
 

1            b)
 
1         c)

 
0      d)

 
2  

لاذلا كلللل   (15 f x   لاترللللنلا  كثمللللن حلللليود  لللل  لاسي جلللل

لاسث نةلللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللل  وكلللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللل  

     1 2, ' 1 3, '' 1 2f f f      قلللللللللللللللإ ،

 ه   fت عية لاقترنلا 

a)
 

  2 5 6f x x x      
b)

 
  2 5 6f x x x    

c)
 

  2 5 6f x x x    

d)
 

  2 5 6f x x x    

لاذلا ك  ( 16   ,f x h x    لاترنلانم  تل بلم  سلاتلرق

1وكللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللل   1
'

2 2
f

  
 

 
 ،

   
1 1

2 , ' 2
2 4

h h
 

   قللللللللللللللللللللللللللللإ  قةملللللللللللللللللللللللللللل

   ' 2f h   وس و 

a)
 

1

8
      b)

 

1

8


 
      c)

 

1

4
    d)

 

1

4
  

لاذلا كلللللل   (17     2 0.5f x x h x     وكلللللل

 ملللللل  لاسعمللللللاد  علللللللى لاسمملللللل   سمنحنللللللى f x عنللللللي

2x    1يسللللللللللللللللللللللللللللللللللل و

5

  قلللللللللللللللللللللللللللللللللللإ  قةمللللللللللللللللللللللللللللللللللل ،

     0.5 ' 2 ' 2f h   وس و 

a)
 

5

2
      b)

 
2         c)

 

1

2
      d)

 
4  

لاذلا كللللللل   (18    
4

3
2 2f x x     قلللللللإ ،

قةم  ' 1f    وس و 

a)
 
81    b)

 
324  

c)
 
36     d)

 
4  
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2لاذلا كلللللللل  ( 19 2 1y x     قللللللللإ   ملللللللل  لاسمملللللللل ،

سمنحنى لاسعلات  عني لاسنق   1,  يس و   2

a)
 

1

2

   b)
 

2  

c)
 

1

2
  d)

 
2  

لاذلا كلللللل    ملللللل  لاسعمللللللاد  علللللللى لاسمملللللل   سمنحنللللللى (20

  3 2 5f x x ax   2عنيx    1يسل و

4

  

 وس و   aقإ  قةم 

a)
 

2      b)
 

49

16
      c)

 
8      d)

 
4  

 ملللللللللللللللللللللل  لاسمملللللللللللللللللللللل   سلمع دسلللللللللللللللللللللل  لاساسللللللللللللللللللللللة ة  (21

sin2 , siny t x t    عني نق   لاقص  يس و 

a)
 
2       b)

 
2        c)

 
0    d)

 
2, 2  

2لاذلا كلللللللللللل   (22 1
dx

t
dt

  ،2 2y t   قللللللللللللإ

2

2

d y

dx
2tعني     يس و 

a)
 

2

9
   b)

 

2

27
  

c)
 

2

9
   d)

 

2

27
 

لاذلا كلل   لاقترللنلا  (23  3 26 1, 0s t t t t    

يمث   اتع جسد يرحنك على خط  سريةد ، قلإ  لاسسلنع  

 عني   ينعيم لاسرس  ع يس و  

a)
 
12 m / s    b)

 
36 m/ s  

c)
 
36 m / s    d)

 
12 m/ s  

لاذلا كلللللللللللللل   (24 
3

1
ln

3 2

x
f x

x

 
  

 
، قللللللللللللللإ  

 '' 2f   وس و 

a)
 

75

16
   b)

 

3

4
 

c)
 

21

16
    d)

 

15

4
 

لاذلا كللللللللل   لاقترلللللللللنلا  (25  2 2 3

x
f x

x x


 
  ،

 لاسر  ويع  لاقترنلا  غمن ت ب  سلاترق   ه   xقإ  قةد

a)
 
0, 2,3    b)

 
2, 3  

c)
 
     d)

 
1,3  

لاذلا كللللللللللللللللللللللللللللللل   (26   3f x x l x    وكللللللللللللللللللللللللللللللل،

   2 3, ' 2 6l l   قإ  قةم ' 2f   وس و 

a)
 
84     b)

 
100  

c)
 
125    d)

 
120  

لاذلا كلللل   (27  2 16
f x kx

x
   0حملللللx  

وك نت '' 1 36f   قإ  قةم ،k   وس و 

a)
 
3     b)

 
21  

c)
 
12     d)

 
12  
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f,لاذلا كللللل   (28 g   لاترلللللنلانم  تللللل بلم  سلاتلللللرق   وكللللل

 
 

2 1

g x
f x

x



وكلللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللل   

   
1

1 , ' 1 0
2

f f   قللللللللللللإ  قةملللللللللللل ، ' 1g 

 وس و  

a)
 

1         b)
 
0        c)

 
2      d)

 
1 

لاذلا كللللللللللللللل   (29    1f x x f x   قلللللللللللللللإ ،

 ' 2f   وس و 

a)
 

1          b)
 
1        c)

 
0       d)

 
2  

1لاذلا كللل   (30

3

dx

dt
 ، cot 2y t  قلللإ  قةمللل

dy

dx
عني 

6
x


   وس و 

a)
 
1          b)

 
1       c)

 
9      d)

 
9  

sin3yلاذلا كلللل   (31 a x قللللإ  قةملللل  لاسث بللللت ،a 

''علمً  أ  5 4sin3y y x    وس و 

a)
 
2           b)

 
1        c)

 
1     d)

 

1

2
 

لاذلا كلللللللل   (32   2sin 2
d

f x x x
dx

  قللللللللإ ،

'
4

f
 
 
 

 وس و   

a)
 
2    b)

 
2  

c)
 
2 2    d)

 
2 2  

لاذلا كلللللللللللللل   (33    cos cosy f x f x  

وكللللل     , ' 5
2

f f


    قلللللإ ،'y عنلللللي

x    وس و 
a)

 
5        b)

 
5        c)

 
1     d)

 
0  

لاذلا كللللللللللللل   (34  3 23 5 2f x x x    قلللللللللللللإ ،

 ' 8f   وس و 

a)
 

1

3
       b)

 
1        c)

 

1

3
     d)

 
1 

3لاذلا كلللللللل   (35 4 8x y   قللللللللإ ،dy

dx
1yعنللللللللي   

 يس و  

a)
 

1

3
      b)

 

1

4
        c)

 

3

8
      d)

 

3

8
  

 

1 2 3 4 5 
a b d d c 
6 7 8 9 10 
a a d a d 
11 12 13 14 15 
d b b a b 
16 17 18 19 20 
a c b c a 
21 22 23 24 25 
d b d c d 
26 27 28 29 30 
a c d b d 
31 32 33 34 35 
b b b a d 
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 أستعد لدراسة الوحدة 

 :كثيرات الحدود المعادلاتحل 

 حل المعادلات التالية: ال:ــثــم

1) 2 8 0x   

2

2

x 8
4

2
x    

2) 2 5 9x   

2
2 9 5x   

2

x 4
2

2
x    

3) 3 8 7 1x x    

3 7 8 1x x    

9
4 9

4
x x


     

4) 
4

5 9
3

x    

4 4
4

3
x  

4

x 12
3

4
x    

5) 
2 25 0x    

2 25 5, 5x x     

6) 
2 6 0x x   

 6 0 0, 6x x x      

7) 
2 4 12 0x x    

  6 2 0 6,2x x x       

8)  
2

2 16 0x     

  2 4 2 4 0x x      

  2 6 0 2,6x x x       

9) 
2 5 7 0x x    

2 4 25 4 1 7 53b ac         

             

2 4

2

b b ac

a

  
 القانون العام 

5 53

2 1
x

 



 

10) 
2 9 14 0x x    

2 4 81 4 1 14 25b ac        
2 4

2

b b ac

a

  
  

9 25

2 1
x

 



 

9 5

2
x

 
  

2x    

9 5

2
x

 
  

7x    
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11) 
2 6

3
1

x

x





 

2 6 3 3x x    

3 3x x      

12) 
2

2

2
2

4 5

x x

x x

 
 

 
 

 1x   

 

2

1

x

x



  
2

5x
 


 

2
2

5

x

x


 


 

2 2 10x x     

3

3

x 12
4

3
x


     

13) 
3

2

1
5

3 3 3

x

x x




 
 

   21 1x x x  

 23 1x x 
5  

1
5 1 15 16

3

x
x x


       

 حل المعادلات التالية:  تدريب:

1) 
2 5

8
5

x x

x


 


 

2) 
2 2 3

4
1

x x

x

 



 

 درجة ثالثة  فأكثر:

 النسبية المحتملة لكثير الحدود وهي:نجد الاصفار 

 

ال:ـثـم
 
 :حل المعادلة التالية 

3 7 6 0x x    
 الحل:

 نجد الاصفار النسبية

1,2,3,6عوامل الحد الثابت 6 

1عوامل الحد الرئيسي 1 

,1الاصفار هي 2, 3, 6    

1نجرب 7 6 0 1x    c 

 1x هو جذر للمعادلة 

 1x احد العوامل 

 نستخدم القسمة التركيبية بطريقة الجدول

3 7 6 0x x    

  21 6 0x x x     

   1 3 2 0x x x     

1 , 3 , 2x x x     

 

 

 عوامل الحد الثابت
 عوامل المعامل الرئيسي
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 حل المعادلة:  تدريب:

 
3 22 2 3 7 0x x x      

 مثال:
 أحل كلًا من المعادلات الآتية:

1) 3 23 7 9 5 24x x x x     
 الحل:

أستتتتتعمل ن ريتتتتة انصتتتتفار النستتتتبية   جتتتتاد أحتتتتد أصتتتتفار 
 المعادلة على النحو الآتي:

     المعادلة المعطاة: 

  
3 23 7 9 5 24x x x x     

5بطرح ) 24xمن طرفي المعادلة ) 
3 23 7 14 24 0x x x     

2xبتعويض  

     
?

3 2
3 2 7 2 14 2 24 0     

 بالتبسيط

0 0 c  
2xإذن،  2هتتتتو أحتتتتد أصتتتتفار المعادلتتتتة وx  هتتتتو

أحتتتتتتد عوامتتتتتتل المقتتتتتتدار: 3 23 7 14 24x x x   
  جاد العامل الآخر، أقسم هذا المقدار على 2x  

 
 بالتحليل وفق نتيجة القسمة

  22 3 13 12 0x x x     
 خاصية الضرب الصفري 

23 13 12 0 2 0x x or x      

 المعادلة التربيعية الناتجة
23 13 12 0x x    

 بالتحليل إلى العوامل
  3 4 3 0x x    

3 0 3 4 0x or x     
 بحل كل من المعادلتين

4
3

3
x or x     

 حلول )أصفار(، هي: 3إذن، يوجد للمعادلة 

4
2, 3,

3
  

2) 2 4 12 0x x    
 الحل:

  6 2 0 6, 2x x x x        

 3) 3 22 6 7 60 0x x x   
 
 

 الحل:
4xبتجريب الاصفار النسبية المحتملة، نجد أن  

 حل لهذه المعادلة 
إذن 4x  عامتتتتتتتتتل متتتتتتتتتن عوامتتتتتتتتتل كثيتتتتتتتتتر الحتتتتتتتتتدود

3 22 6 7 60x x x  :نقسم فنحصل على ، 
  3 2 22 6 7 60 4 2 2 15x x x x x x        

3 22 6 7 60 0 4x x x x       
22ملاح ة: العبارة التربيعية 2 15x x  مميزها 

 سالب، أي ليس لها جذور حقيقية
4x فالحل الوحيد لهذه المعادلة هو:  
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 تمثيل المتجهات في المستوى الإحداثي والعمليات عليها

 :1مثال
اذا كانتتتتتتت  5,4A   وكانتتتتتتت 2,7B   فأكتتتتتتتت

 ثم أجد مقداره   𝑨𝑩⃑⃑⃑⃑⃑⃑الصورة الإحداثية للمتجه 
 الحل:

 صيغة الصورة ا حداثية للمتجه
 ,B A B AAB x x y y    

بتعويض 5,4A  و 2,7B والتبسيط 

 2 5 ,7 4 7,3      

1صيغة مقدار المتجه 2,a a a 
2 2

1 2a a a   
7,3aبتعويض AB  

3 27 3AB    
 بالتبسيط

58AB   
7,3ABإذن،  58ومقداره 

 :2مثال
اذا كان  4,2A  وكان 2,6B  فأكتت  الصتورة

 ثم أجد مقداره  𝑨𝑩⃑⃑⃑⃑⃑⃑الإحداثية للمتجه 

 الحل:

2 4,6 2 2,4AB       

4 16 20 2 5AB      

 :3مثال

اذا كانتتتتتتت  2,3A   وكانتتتتتتت 0,7B   فأكتتتتتتتت
 ثم أجد مقداره  𝑨𝑩⃑⃑⃑⃑⃑⃑الصورة الإحداثية للمتجه 

 الحل:
 0 2 ,7 3 2,4AB       

4 16 20 2 5AB      

 معادلة الدائرة:
 :1مثال

مركزهتتتتاأكتتتتت  معادلتتتتة دائتتتترة  3, 4  وتمتتتتر ة ق تتتتة
، وهتتو المستتافة ةتتين rالاصتتل أجتتد نتتول نصتت  الق تتر

 المركز ونق ة تمر ةها الدائرة
 صيغة المسافة بين نقطتين

   
2 2

2 1 2 1r x x y y     

بتعويض       2 1 2 1, 0,0 , , 3, 4x x y y   

   
2 2

3 0 4 0      
 بالتبسيط

9 16 5    

صيغة معادلة دائرة مركزها ,h k ونصف قطرهاr 
   

2 2 2x h y k r     

بتعويض   5, , 3, 4r h k   
   

2 2
3 4 25x y     

 :2مثال
أكتتتت  معادلتتتة دائتتترة مركزهتتتا 1,8   ونتتتول نصتتت

 وحدات 5ق رها 

 الحل:   
2 2

1 8 25x y    
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 :3مثال

أكتتتتت  معادلتتتتة دائتتتترة مركزهتتتتا 7,13 وتمتتتتر قال ق تتتتة
 5,4 

 الحل:

   
2 2

5 7 4 13r      

144 81 225 15     

   
2 2

7 13 225x y     

 حل نظام متباي ات خ ية
 :1مثال

أمثتتتل ةيانيتتتاً م  قتتتة حتتتل نظتتتام المتباي تتتات الآتتتتي، ثتتتم 
 أتحقق من صحة الحل:

3

2
1

3

x

y x



 
 

 أمثل بيانيا المستقيمين الحدوديين :1الخ وة
3xأمثتتتتتتتتتتتتتتل بيانيتتتتتتتتتتتتتتا المستتتتتتتتتتتتتتتقيمين الحتتتتتتتتتتتتتتدودين:  و

2
1

3
y x   في المستوى ا حداثي نفسه وبما أنه لا

توجتتتتتد مستتتتتاواة فتتتتتي رمتتتتتز المتباينتتتتتة الثانيتتتتتة فتتتتت نني أرستتتتتم 

2المستقيم:
1

3
y x  :3متقطعتا أمتا المستتقيمx  

فأرسمه متصلا، ن را إلى وجود مساواة في رمز المتباينة 
 في الشكل  انولى كما

 
 

 أحدد منطقة التقاطع بين حلي المتباينتين :2الخ وة
أظلتتل منطقتتة الحتتل لكتتل متباينتتة ومتتن ثتتم تكتتون المنطقتتة 
المشتتتتركة بتتتين منطقتتتتي حتتتل المتبتتتاينتين هتتتي حتتتل ن تتتام 

 المتباينات كما في الشكل المجاور

 أتحقق من صحة الحل: :3الخ وة
فتتتتي أتحقتتتتق متتتتن صتتتتحة الحتتتتل باختيتتتتار  و  مرتتتتتب  قتتتتع 

منطقتتتتتتة حتتتتتتل الن تتتتتتام، مثتتتتتتل 0,2  ثتتتتتتم أعو تتتتتته فتتتتتتي
 متباينات الن ام جميعها

3xالمتباينة انولى                                 

بالتعويض                                     
?

0 3 

0العبارة صحيحة                          3 

2المتباينة الثانية                        
1

3
y x  

بالتعويض                            
? 2

2 0 1
3

  

2                          العبارة صحيحة 1  
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 :2مثال
أمثتتتل ةيانيتتتا م  قتتتة حتتتل نظتتتام المت يانتتتات الآتتتتي، ثتتتم 

 أتحقق من صحة الحل:
4 3 12

2 0

x y

y x

 

 
 

 الحل:
4نرسم المستقيم 3 12x y  بخط متصل 
2ونرسم المستقيم 0y x   بخط متقطع على

 المستوى الد كارتي نفسه
التتتتتتي تحتتتتتوي النقتتتتتا  التتتتتتي تحقتتتتتق كتتتتتلا ون لتتتتل المنطقتتتتتة 

 المتباينتين
لتحقتتتتق متتتتن صتتتتحة الحتتتتل نعتتتتو  التتتتزو  2,0  فتتتتي

 المتباينتين
   4 2 3 0 12 8 12     

 0 2 2 0 2 0      
إذن الحتتل صتتحي  نن التتزو  2,0  متتن منطقتتة الحتتل
 الم للة حقق المتباينتين معا
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 : الأعداد المركبة1الدرس 

 :فكرة الدرس 

تعتتترل العتتتدد المركتتتب وه جتتتاد ستتتعته مقياستتته وتمثيلتتته 
 بيانيا في المستوى المركب

 المصطلحات : 

الوحدة التخيلية، العدد التخيلي، العدد المركب، الجزء 
التخيلتتتتتي، مرافتتتتتق العتتتتتدد المركتتتتتب، الحقيقتتتتتي، الجتتتتتزء 

مقيتتاا العتتتدد المركتتتب، ستتعة العتتتدد المركتتتب، الستتتعة 
 الرئيسة للعدد المركب، الصورة المثلثية للعدد المركب

 اليوم مسألة: 

افترض عالم الرياضيات الإي الي جيرولامو كتاردانو 
تمثتتتتتل حتتتتتلا للمعادلتتتتتة: 1قتتتتتديماً أي ال يمتتتتتة:

2 1 0x   هي ي دو ذلك م   ياً؟ 
 الحل:

في مجموعة من  -1اذا تصورنا وجود جذر تربيعي للعدد 
 مجموعات انعداد ف ن:

 
2

1 1 1 1 0       

2حلًا للمعادلة 1وبالتالي  كون  1 0x   

 التخيليالتخيلية والعدد  الوحدة: 

تعلمتتتتتت ستتتتتابقا أنتتتتته لا يوجتتتتتد حتتتتتل حقيقتتتتتي للمعادلتتتتتة 
 التربيعيتتة:

2 1x    نننتتي إذا حاولتتت حلهتتا، فتت ن
 الناتج سيكون:

2 1x   

1x    

وهذا غير ممكتن نن مربتع أي عتدد حقيقتي لا  كتون 
 سالبا

نتوا متن حتل هتذه المعادلتة لكن علمتاء الريا تيات تمك
بابتكتتتار توستتتعة للن تتتام العتتتددي، تمثلتتتت فتتتي إ تتتافة 

رمتتتتتز إليهتتتتتا بتتتتتالرمز وع رفتتتتتت لتحقتتتتتق  وحتتتتتدة تخيليتتتتتة
2المعادلة: 1i   بناء على تعريفi ف ن كلا من

i وi 1  عتتتتتتتتتتتتتد جتتتتتتتتتتتتتذراً تربيعيتتتتتتتتتتتتتاً للعتتتتتتتتتتتتتدد نن
 

22 1i i    إلا أنi  سمى الجذر الترئيس 
 -1للعدد 

  طلتق علتى العتدد التذي فتي صتورة:
k  حيتk 

ويمكن إ جتاد  التخيليالعدد عدد حقيقي موجب، اسم 
الجتتتذر التتترئيس للعتتتدد الحقيقتتتي الستتتالب k  علتتتى

 النحو الآتي:

1 1k k k i k        

 معلومة:

تمثل انعداد التخيلية ركيزة أساسية في علتم الهندستة 
 الكهربائية
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 :  1مثال 

 : 𝒊 أجد قيمة الجذر الرئيس في كل مما يأتي بدلالة 

1. √−𝟏𝟔  

𝟏𝟔−√                    بالتحليل : = √−𝟏 × 𝟏𝟔   

                                                  = √−𝟏√𝟏𝟔 

=        : -1تعريف الجذر الرئيس للعدد  𝒊 × 𝟒 =

𝟒𝒊 

 

2. √−𝟕𝟐   

              بالتحليل :

√−𝟕𝟐 = √−𝟏 × 𝟑𝟔 × 𝟐 

= √−𝟏 × √𝟑𝟔 × √𝟐                                      

         : -1تعريف الجذر الرئيس للعدد 

= 𝒊 × 𝟔 × √𝟐 = 𝟔𝒊√𝟐   

 

أجد قيمة الجذر الرئيس في كل مما يأتي  تدريب :

 : 𝒊 بدلالة 

a) √−𝟕𝟓  

 

= √−𝟏 × 𝟐𝟓 × 𝟑 = √−𝟏 × √𝟐𝟓 × √𝟑

= 𝟓𝒊√𝟑 

b) √−𝟒𝟗  

= √−𝟏 × 𝟒𝟗 = √−𝟏 × √𝟒𝟗 = 𝟕𝒊  

 :2مثال
 iالرئيس في كل مما يأتي ةدلالةأجد قيمة الجذر 

1) 128 1 2 64 8 2i       

2) 14 1 14 14i      

3) 81 1 81 9i      

4) 125 1 5 25 5 5i       

5) 3 32 3 1 2 16 12 2i       

6) 
28 7 4 2 7

1
9 9 3

i
      

 

 : 2مثال 

أجد ناتج كل مما يلي في أبسط صورة مفترضا أنّ 

√−𝟏 = 𝒊 : 

1. √−𝟖 × √−𝟏𝟖 

𝟖−√ بالتحليل : × √−𝟏𝟖 = √−𝟏 × 𝟖 ×

√−𝟏 × 𝟏𝟖  

= (√−𝟏 × √𝟖) × (√𝟏 −× √𝟏𝟖)  

𝟏−√بافتراض أن        = 𝒊        

 خاصيتا التبديل والتجميع للضرب :

= (𝒊 × 𝒊) × (√𝟖 × √𝟏𝟖) 

 خاصية ضرب الجذور التربيعية : 

= 𝒊𝟐 × √𝟏𝟒𝟒 

𝒊𝟐 :بالتبسيط = −𝟏 : 

= −𝟏 × 𝟏𝟐 = −𝟏𝟐 

2. 𝟓𝒊 × √−𝟒 

𝟓𝒊                  بالتحليل : × √−𝟒 = 𝟓𝒊 × √−𝟏 × 𝟒 

 خاصية ضرب الجذور التربيعية:  

= 𝟓𝒊 × √−𝟏 × √𝟒 

𝟏−√بافتراض أن     = 𝒊  :              = 𝟓𝒊 × 𝒊 ×

𝟐 

=   خاصيتا التبديل والتجميع :       (𝟐 × 𝟓) × 𝒊 ×

𝒊 



 

- 9 - 

                                                : بالضرب  

= 𝟏𝟎𝒊𝟐 

𝒊𝟐 :بالتبسيط = −𝟏         : = 𝟏𝟎 × −𝟏 =

−𝟏𝟎  

3. 𝒊𝟏𝟓 

𝒊𝟏𝟓                   خاصية قوّة القوّة : = (𝒊𝟐)𝟕 × 𝒊 

𝒊𝟐 : بالتبسيط = −𝟏 :    

      = (−𝟏)𝟕 × 𝒊 = −𝒊  

𝟕(𝟏−)               سيط: بالتب = −𝟏 

       

 :2مثال
أجتتد نتتات  كتتل ممتتا يتتأتي فتتي أقستت  صتتورة م ترضتتاً أي

1 i  
1)    

3 37 6 2 1i i i i i i i          

2)    
6 612 2 1 1i i     

3)    
49 4998 2 1 1i i      

4)    
60 60121 120 2 1i i i i i i i         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

= √−𝟏 × 𝟐𝟕 × √−𝟏 × 𝟒𝟖 

= 𝒊√𝟗 × 𝟑 × 𝒊√𝟏𝟔 × 𝟑 

= 𝒊𝟐√𝟗 × 𝟑 × 𝟏𝟔 × 𝟑 

= 𝟑𝟔𝒊𝟐 = −𝟑𝟔 

أجد ناتج كل مما يلي في أبسط صورة مفترضا 

𝟏−√أنّ  = 𝒊 : 

a) √−𝟐𝟕 × √−𝟒𝟖  

 

= √−𝟏 × 𝟓𝟎 × (−𝟒𝒊) 

= 𝟓𝒊√𝟐 × (−𝟒𝒊) = −𝟐𝟎√𝟐𝒊𝟐

= 𝟐𝟎√𝟐 

= (𝒊𝟐)𝟏𝟎𝟏𝟎 × 𝒊 = (−𝟏)𝟏𝟎𝟏𝟎 × 𝒊 = 𝒊 

 

b) √−𝟓𝟎 × −𝟒𝒊 

 

c) 𝒊𝟐𝟎𝟐𝟏 
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 المركبة الأعداد: 

 العتتدد المركتتتب هتتتو عتتدد  مكتتتن كتابتتتته فتتتي صتتورة:

a ib  حيتت,a b  عتتتددان حقيقيتتان يتكتتتون العتتتدد
وجتتزء تخيلتتي  aالمركتتب متتن جتتزء حقيقتتي هتتو العتتدد

 bهو العدد
 ibوليس bالجزء التخيلي هو 

عند كتابة العدد المركب في صورة a ib  ف نه
  كون مكتوباً بالصورة القياسية

ألاحتتتتتتل متتتتتتن الصتتتتتتورة القياستتتتتتية للعتتتتتتدد المركتتتتتتب أن 
انعداد الحقيقية هي أ ضاً أعتداد مركبتة، ننته  مكتن 

0aفتتتي صتتتورة: aحقيقتتتيكتابتتتة أي عتتتدد  i  وهتتتو
0bعدد مركب فيه  

ألاحتتل أ ضتتاً أن انعتتداد التخيليتتة هتتي أعتتداد مركبتتة 
 فتتي صتتورة: ibننتته  مكتتن كتابتتة أي عتتدد تخيلتتي

0 ib  0مركب فيهوهو عددa  

 

أستتتتتتنتج ممتتتتتا ستتتتتبق أن انعتتتتتداد الحقيقيتتتتتة وانعتتتتتداد 
التخيلية تمثل مجموعتين جزئيتين من الن ام العتددي 
وأن اتحادهما معاً إ افة إلى حاصل جمته أعتدادهما 

 ينتج منه مجموعة انعداد المركبة 

يبتتتتتتين المخطتتتتتتط الآتتتتتتتي العلاقتتتتتتات بتتتتتتين مجموعتتتتتتات 
 التي تعلمتها سابقاانعداد 

 
 المركبة الأعداد: 

يتستتتتتتتتاوى العتتتتتتتتددان المركبتتتتتتتتان إذا تستتتتتتتتاوى جز همتتتتتتتتتا 
 الحقيقيان وتساوى جز هما التخيليان

 م هوم أساسي )تساوي الأعداد المركبة(

 يتستتتتتاوى العتتتتتددان المركبتتتتتان: 
,a ib c id     

 إذا وفقط إذا كان:
,a c b d  

,حي   , ,a b c d أعداد حقيقية 
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 :6مثال

الح يقيتتين اللتتين تجعتلاي كتل  yوقيمة xأجد قيمة
 معادلة مما يأتي صحيحة:

1)    2 1 4 7 3x i i y      
 الحل:

2 1 7 , 4 3x y      
3 , 1x y    

2)  2 4 3 26 32i x y x y i      
 الحل:

3 26 , 2 4 32x y x y     
20 , 2x y  

 العدد المركب ومرافقه بيانيا تمثيل: 

a مكتتتتن تمثيتتتتل العتتتتدد المركتتتتب ib  فتتتتي المستتتتتوى
ا حداثي في صورة الزو  المرتتب ,a b  أو صتورة

a,المتجه b  عندئذ  سمى المحور انفقتي المحتور
الحقيقتتي ويرمتتز إليتته بتتالرمز Re  ويستتمى المحتتور

الرأستتتي المحتتتور التخيلتتتي ويرمتتتز إليتتته بتتتالرمز Im 
فتتي حتتين  ستتمى المستتتوى ا حتتداثي فتتي هتتذه الحالتتة 

 المستوى المركب

 
 :ملاحظة

 سمى المستوى المركب أ ضا مساوى أرجاند نسبة 
إلى عالم الريا يات جون  رجاند الذي ابتكره عام 

 م1806

المكتتتتتوب فتتتتي الصتتتتورة  مرافتتتتق العتتتتدد المركتتتت أمتتتتا 
zالقياستتتتتتتتتتتية: a ib :فهتتتتتتتتتتتو العتتتتتتتتتتتدد المركتتتتتتتتتتتتب

z a ib  وعنتتتتتد تمثيتتتتتلz  ومرافقتتتتته بيانيتتتتتاً فتتتتتي
المستتتوى ا حتتداثي نفستته، ألاحتتل أن كتتلا منهمتتا هتتو 

 : 3مثال  

الحقيقيتين اللتين   y، وقيمة  xأجد قيمة 

 تجعلان المعادلة :

 𝟐𝒙 − 𝟔 + (𝟑𝒚 + 𝟐)𝒊 = 𝟒𝒙 + 𝟖𝒊 

 صحيحة .
 

أساوي الجزأين الحقيقيين ، وأساوي 

الجزأين التخيلّيين، ثم أحل المعادلتين 

 الناتجتين : 

 

𝟑𝒚          التخيليينبمساواة الجزأين   + 𝟐 = 𝟖 

𝒚                                  بحل المعادلة  = 𝟐 

 

𝟐𝒙       بمساواة الجزأين الحقيقيين   − 𝟔 = 𝟒𝒙 

𝒙                               بحل المعادلة    = −𝟑  

 

𝒙إذن،    = −𝟑 , 𝒚 = 𝟐 

 → 𝒙 + 𝟓 = 𝟒𝒚 و 𝟏𝟐 − 𝟗 = −𝟓 

→ 𝒙 = 𝟕 , 𝒚 = 𝟏 

الحقيقيتين اللتين  yوقيمة  xأجد قيمة  تدريب :

𝒙تجعلان المعادلة  + 𝟓 + (𝟒𝒚 − 𝟗)𝒊 =

𝟏𝟐 − 𝟓𝒊 . صحيحة 
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انعكاا للآخر فتي المحتور الحقيقتي Re  كمتا فتي
 الشكل المجاور

 

 

 

 

 

 

 

 :ملاحظة

 رمزاً للعدد المركب بوجه عام z ستعمل الحرل

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
 
 

 :5مثال
 الجدول الآتي:أملا ال راغ قما هو م اس  في 

 
 الحل:

z  Re z  Im z 

4 6i  4 6 

3 3 0 

8i 0 8 

8 3i  8 3 

 
 :6مثال

أمثتتتل كتتتلا متتتن الأعتتتداد المركبتتتة الآتيتتتة فتتتي المستتتتوى 
 المجاور:المرك  

1) 5     2) 4  

3) 4i     4) 3i  

5) 4 2i    6) 3 5i   

7) 3 5i     8) i  

 : 4مثال  

أمثل العدد المركّب ومرافقه بيانيا في المستوى 

 المركب في كل مما يأتي : 

1. 𝒛 = −𝟑 + 𝟓𝒊 

�̅� مرافق العدد المركّب : = −𝟑 − 𝟓𝒊: 𝒛 هو =

−𝟑 + 𝟓𝒊 

، zالعدد المركّب ( -3, 5يمثل الزوج المرتب )

 .  �̅�( مرافقه -3,  -5ويمثل الزوج المرتب )

 

 

2. 𝒛 = 𝟔 − 𝟒𝒊 

�̅� مرافق العدد المركّب : = 𝟔 − 𝟒𝒊: 𝒛 هو =

𝟔 − 𝟒𝒊 

، zالعدد المركّب  (6, 4-)يمثل الزوج المرتب 

 .  �̅�مرافقه  (6,  4ويمثل الزوج المرتب )
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9) 7 4i    10) 5 4i   

11) 7 2i    12) 5 5i  

 الحل:

 
 
 العدد المركب مقياس: 

 المكتوب في الصورة القياسية: مقياا العدد المركب

z a ib  هتتتتتتتو المستتتتتتتافة بتتتتتتتين نقطتتتتتتتة انصتتتتتتتل
 0,0 والنقطتتتة ,a b ويرمتتتز إليتتته عتتتادة بتتتالرمز

z أو الرمزr 

 

 ستتتعمل قتتانون المستتافة بتتين نقطتتتين   جتتاد مقيتتاا 
 العدد المركب

 :ملاحظة

المركتتتتب فتتتتي صتتتتورة المتجتتتته فتتتت ن عنتتتتد تمثيتتتتل العتتتتدد 
 مقياا العدد المركب هو طول المتجه

 م ياس العدد المرك  م هوم أساسي:
zمقيتتتتتتتتتتتاا العتتتتتتتتتتتدد المركتتتتتتتتتتتب: a ib  :هتتتتتتتتتتتو

2 2z a b   حي,a b عددان حقيقيان 
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 العدد المركب سعة: 

المحصتتتورة بتتتين  هتتتي الزاويتتتة العتتتدد المركتتتبستتتعة 
المحتتتور الحقيقتتتي الموجتتتب والقطعتتتة المستتتتقيمة التتتتي 
تصل نقطة انصل بالنقطة التي تمثل العدد المركتب 

 zمقيستتة بالردا تتان ويرمتتز إلتتتى ستتعة العتتدد المركتتتب
بالرمز Arg z 

 

وبمتتا أنتته يوجتتد عتتدد لا نهتتائي متتن الزوا تتا المرستتومة 
في الو ع القياسي التي لها  لع الانتهاء نفسه فقد 

للعدد المركب بأنها السعة التتي  السعة الرئيسةع رفت 
 تقتع فتي الفتترة:

     ويرمتز إليهتا بتالرمز
 Arg z:أي أن ، 

    2 2Arg z Arg z n n      

 حي :
1, 2, 3,...n     

ويمكتتتن استتتتعمال النستتتب المثلثيتتتة فتتتي المثلتتت  القتتتائم 
 الزاويتتة   جتتاد ستتعة العتتدد المركتتب:

z a ib  
 الذي  قع في الربع انول

 :ملاحظة

تشتتتير كلمتتتة )الستتتعة( إلتتتى الستتتعة الرئيستتتة أينمتتتا ورد 
 ذكرها في الكتاب

 السعة في الربع الأول أساسي:م هوم 
 إذا كتان:

z a ib   عتدداً مركبتاً فتي الربتع انول
 ف ن سعته تعطى بالصيغة الآتية:

  1tan
b

Arg z
a

   
   

 
 

فتي الربتع الثتاني فت ن ستعته  zإذا وقع العدد المركتب
تكون  اوية منفرجة لذا تستعمل مكملتها   جادهتا إذا 

 'فت ن مكملتهتا كانت سعة هتي الزاويتة المنفرجتة
هي  اوية حادة لذا ي رستم فتي الربتع الثتاني مثلت  قتائم 

كمتتتتا فتتتتي الشتتتتكل  'هحتتتتدى  وا تتتتاهو  zأحتتتد رهوستتتته
 'المجاور وتستعمل النسب المثلثية   جاد قياا

 
 :ملاحظة

 كتتون قيتتاا الزاويتتة موجبتتاً عنتتد دوران  تتلع انتهائهتتا 
عكتتتتتس اتجتتتتتاه دوران عقتتتتتارب الستتتتتاعة، وستتتتتالباً عنتتتتتد 

 دورانه في اتجاه دوران عقارب الساعة
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أمتا إذا وقتتع العتتدد المركتتب فتتي الربتتع الثالتت  أو الربتتع 
الرابتتع فتت ن ستتعته تستتاوي معكتتوا ستتعة مرافقتته التتذي 
 قع في الربع انول أو الربع الثاني نن قياا الزاوية 
بتتتين المحتتتور الحقيقتتتي الموجتتتب والقطعتتتة المستتتتتقيمة 
التتتي تصتتل نقطتتة انصتتل بالنقطتتة التتتي تمثتتل العتتدد 

ويتتة بتتين المحتتور الحقيقتتي المركتتب  ستتاوي قيتتاا الزا
الموجب والقطعة المستقيمة التي تصل نقطة انصتل 
بالنقطتتة التتتي تمثتتل مرافتتق العتتدد المركتتب لكتتن اتجتتاه 
كتتل متتن هتتاتين التتزاويتين مختلتتف )إحتتداهما فتتي اتجتتاه 
دوران عقتتتارب الستتتاعة وانختتترى عكتتتس اتجتتتاه دوران 

 عقارب الساعة(

 :ملاحظة

,في الشكل المجاور 0a b  

 

 
 
 
 

 سعة العدد المرك  :الم هوم ملخص
a,إذا كان b :عددين حقيقيين موجبين ف ن 

 Arg z 
الربع 

الذي  قع 
 zفيه

 zالعدد المركب

1tan
b

a

  
 
 

z انول  a ib   
1tan

b

a
   
  

 
z الثاني  a ib    

1tan
b

a
   
    

  
z الثال   a ib    

1tan
b

a

  
  

 
z الرابع  a ib   

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

𝑨𝒓𝒈(𝒛) = 𝐭𝐚𝐧−𝟏 (
𝟐

𝟖
) ≈ 𝟎. 𝟐𝟒 

𝑨𝒓𝒈(𝒛) = 𝝅 − 𝐭𝐚𝐧−𝟏 (
𝟏𝟐

𝟓
) ≈ 𝟏. 𝟗𝟕 

𝑨𝒓𝒈(𝒛) = −(𝝅 − 𝐭𝐚𝐧−𝟏 (
𝟑

𝟐
))  ≈ −𝟐. 𝟏𝟔 

𝑨𝒓𝒈(𝒛) = − 𝐭𝐚𝐧−𝟏 (
𝟖√𝟑

𝟖
))  ≈ −

𝝅

𝟑
 

الآتية أجد سعة كل من الأعداد المركبة :  1مثال 

 ،مقرّبا إجابتي إلى أقرب منزلتين عشريتين :

 

a) 𝒛 = 𝟖 + 𝟐𝒊  

 

b) 𝒛 = −𝟓 + 𝟏𝟐𝒊 

 

c) 𝒛 = −𝟐 − 𝟑𝒊  

 

d) 𝒛 = 𝟖 − 𝟖𝒊√𝟑 
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 : 6مثال  

أجد سعة كل من الأعداد المركبة الآتية ،مقرّبا 

 إجابتي إلى أقرب منزلتين عشريتين : 

1. 𝒛 = 𝟒 + 𝟑𝒊  

بالنظر إلى التمثيل البياني للعدد المركّب 

𝒛 = 𝟒 + 𝟑𝒊  في الشكل المجاور ، ألاحظ أنه

 يقع في الربع الأوّل. 

 

 
 
 
 
 

𝑨𝒓𝒈(𝒛)إذن ،  ≈ 𝟎. 𝟔𝟒 

2. 𝒛 = −𝟑 + 𝟖𝒊  

 بالنظر إلى التمثيل البياني للعدد المركّب

 𝒛 = −𝟑 + 𝟖𝒊  في الشكل المجاور ، ألاحظ أنه يقع

في الربع 

 الثاني. 

 
 
 
 
 

 

𝒛 = −𝟏 − 𝟔𝒊     بالنظر إلى التمثيل البياني للعدد

 المركّب

في الشكل المجاور ،  

ألاحظ أنه يقع في 

 الربع الثالث. 

 
 

 :5مثال
الأعتتتداد المركبتتتة الممثلتتتة ةيانيتتتاً فتتتي  أكتتتت  كتتتلا متتتن

المستتتوى المركتت  المجتتاور قالصتتورة ال ياستتية ثتتم أجتتد 
 م ياسه وسعته

 
 الحل:

4 5 16 25 41A i A       

  1 5
tan 0.90

4
Arg A    

3 9 3i BB      

 
2

Arg B


  

2 6 4 36 2 10C i C       

  1tan 3 1.25Arg C      

2 4 2D i D      

 
2

Arg D


 
 

4 16 4EE       
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 Arg E   

5 4 25 16 41F i F        

  1 4
tan 2.47

5
Arg F   

     
 

 

3 4 9 16 5i GG         

  1 4
tan 2.21

3
Arg G      

 الصورة المثلثية للعدد المرك  م هوم أساسي:
 إذا كان:

z a ib   عدداً مركباً فت ن ستعته العتدد
المركتتتتتتتتتتتتتتتتتتتب  Arg z   و مقياستتتتتتتتتتتتتتتتتتتةz r  

  ستعملان لكتابة الصورة المثلثية كما يلي :
 cos sinz r i   

 

 : مثال

 الأعداد المركبة الآتية قالصورة المثلثية:أكت  كلا من 

1) 6   
 الحل:

6z   

  1 0
tan 0

6
Arg z    

 6 cos0 sin 0z i   

2) 5i  
 الحل:

5z   

 
2

Arg z


   

5 cos sin
2 2

z i
     

       
    

 

3) 2 3 2i   
 الحل:

12 4 4z     

  1 1 5
tan

63
Arg z


  

     
 

 

5 5
4 cos sin

6 6
z i

     
       

    
 

4) 1 i   
 الحل:

2z   

  1 3
tan 1

4
Arg z


     

3 3
2 cos sin

4 4
z i

  
  

 
 

 

5) 4 2i   
 الحل:

16 4 2 5z     

  1 1
tan 0.46

2
Arg z      

    2 5 cos 0.46 sin 0.46z i    
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6) 2 8i  

 الحل:
2 17z   

  1tan 4 1.33Arg z    

 2 17 cos1.33 sin1.33z i   

 :8مثال

 كلا من الأعداد المركبة الآتية قالصورة ال ياسية:أكت  

1) 6 cos sin
6 6

i
  
 

 
 

 الحل:

3 1
6 3 3 3

2 2
i i

 
    

 
 

2)  12 cos sini   
 الحل:

  12 1 0 12i     

 

 

3) 
2 2

8 cos sin
3 3

i
  
 

 
 

 الحل:
1 3

8 4 4 3
2 2

i i
 
      
 

 

4) 3 cos sin
4 4

i
   
 

 
 

 الحل:
1 1 3 3

3
2 2 2 2

i i
 

   
 

 

 :9مثال

أجتتد مرافتتق كتتل متتن الأعتتداد المركبتتة الآتيتتة، ثتتم أمثلهتتا 
 جميعاً في المستوى المرك  ن سه

1) 1 5 1 5i z i        

2) 9 9i z i     

3) 2 8 2 8i z i       

4) 9 9i z i    

5) 12 12z     

6) 8 8i z i     
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= √−𝟏 × 𝟐𝟕 × √−𝟏 × 𝟒𝟖 

= 𝒊√𝟗 × 𝟑 × 𝒊√𝟏𝟔 × 𝟑 

= 𝒊𝟐√𝟗 × 𝟑 × 𝟏𝟔 × 𝟑 

= 𝟑𝟔𝒊𝟐 = −𝟑𝟔 

= √−𝟏 × 𝟓𝟎 × (−𝟒𝒊) 

= 𝟓𝒊√𝟐 × (−𝟒𝒊) = −𝟐𝟎√𝟐𝒊𝟐 = 𝟐𝟎√𝟐 

= (𝒊𝟐)𝟏𝟎𝟏𝟎 × 𝒊 = (−𝟏)𝟏𝟎𝟏𝟎 × 𝒊 = 𝒊 

أجد ناتج كل مما يلي في أبسط صورة مفترضا  تدريب :

𝟏−√أنّ  = 𝒊 : 

a) √−𝟐𝟕 × √−𝟒𝟖  

 

b) √−𝟓𝟎 × −𝟒𝒊 

 

c) 𝒊𝟐𝟎𝟐𝟏 

 

 : 3مثال  

الحقيقيتين اللتين تجعلان   y، وقيمة  xأجد قيمة 

 المعادلة :

 𝟐𝒙 − 𝟔 + (𝟑𝒚 + 𝟐)𝒊 = 𝟒𝒙 + 𝟖𝒊  صحيحة. 
 

أساوي الجزأين الحقيقيين ، وأساوي الجزأين 

 التخيلّيين، ثم أحل المعادلتين الناتجتين : 

 

𝟑𝒚          بمساواة الجزأين التخيليين  + 𝟐 = 𝟖 

𝒚                                  بحل المعادلة  = 𝟐 

 

𝟐𝒙       بمساواة الجزأين الحقيقيين   − 𝟔 = 𝟒𝒙 

𝒙                               بحل المعادلة    = −𝟑  

 

𝒙إذن،    = −𝟑 , 𝒚 = 𝟐 

→ 𝒙 + 𝟓 = 𝟒𝒚 و 𝟏𝟐 − 𝟗 = −𝟓 

الحقيقيتين اللتين تجعلان  yوقيمة  xأجد قيمة  تدريب :

𝒙المعادلة  + 𝟓 + (𝟒𝒚 − 𝟗)𝒊 = 𝟏𝟐 − 𝟓𝒊 

 صحيحة .

→ 𝒙 = 𝟕 , 𝒚 = 𝟏  

 

 : 4مثال  

أمثل العدد المركّب ومرافقه بيانيا في المستوى 

 المركب في كل مما يأتي : 

1. 𝒛 = −𝟑 + 𝟓𝒊 

�̅� مرافق العدد المركّب : = −𝟑 − 𝟓𝒊: 𝒛 هو = −𝟑 + 𝟓𝒊 

، ويمثل zالعدد المركّب ( -3, 5يمثل الزوج المرتب )

 .  �̅�( مرافقه -3,  -5الزوج المرتب )

 

 

 

 

 

2. 𝒛 = 𝟔 − 𝟒𝒊 

�̅� المركّب :مرافق العدد  = 𝟔 − 𝟒𝒊: 𝒛 هو = 𝟔 − 𝟒𝒊 

، ويمثل zالعدد المركّب  (6, 4-)يمثل الزوج المرتب 

 .  �̅�مرافقه  (6,  4الزوج المرتب )

 

 
 

3. 𝒛 = 𝟐𝒊 

�̅�          مرافق العدد المركّب : = −𝟐𝒊: 𝒛 هو = 𝟐𝒊 

، ويمثل zالعدد المركّب  (0, 2يمثل الزوج المرتب )

 .  �̅�مرافقه ( 0,- 2الزوج المرتب )
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أمثل العدد المركّب ومرافقه بيانيا في المستوى  تدريب :

 المركب في كل مما يأتي : 

 

a) 𝒛 = 𝟐 + 𝟕𝒊 , �̅� = 𝟐 − 𝟕𝒊 

 

 

 

 

b) 𝒛 = −𝟑 − 𝟐𝒊 , �̅� =  −𝟑 + 𝟐𝒊 

 

 

 

 

 

 

c) 𝒛 = −𝟑𝒊 , �̅� = 𝟑𝒊 

 

→ |𝒛| = √(−𝟑)𝟐 + (−𝟔√𝟐)𝟐 = √𝟖𝟏 = 𝟗 

→ |𝒛| = √(𝟎)𝟐 + (−𝟐)𝟐 = √𝟒 = 𝟐 

= 𝟒 + √−𝟏 × √𝟐𝟎 = 𝟒 + 𝒊√𝟐𝟎 

→ |𝒛| = √(𝟒)𝟐 + (√𝟐𝟎)𝟐 = √𝟑𝟔 = 𝟔 

 : 5مثال  

 أجد مقياس كل عدد مركّب مما يأتي : 

 

1. 𝒛 = 𝟑 − 𝟒𝒊  

|𝒛|    : صيغة مقياس العدد المركب = √𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 

=:     a=3 , b=-4بتعويض  √𝟑𝟐 + (−𝟒)𝟐 

=بالتبسيط :                            √𝟐𝟓 = 𝟓 

 

 

2. 𝒛 = 𝟏𝟐𝒊  

|𝒛|    : المركبصيغة مقياس العدد  = √𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 

=:     a=3 , b=-4بتعويض  √𝟎𝟐 + (𝟏𝟐)𝟐 

=بالتبسيط :                            √𝟏𝟒𝟒 = 𝟏𝟐 

 

 

 أجد مقياس كل عدد مركّب مما يأتي :  تدريب :

a) 𝒛 = −𝟑 − 𝟔𝒊√𝟐  

 

b) 𝒛 = −𝟐𝒊 

 

c) 𝒛 = 𝟒 + √−𝟐𝟎 
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 : 6مثال  

أجد سعة كل من الأعداد المركبة الآتية ،مقرّبا 

 إجابتي إلى أقرب منزلتين عشريتين : 

1. 𝒛 = 𝟒 + 𝟑𝒊  

بالنظر إلى التمثيل البياني للعدد المركّب 

𝒛 = 𝟒 + 𝟑𝒊  في الشكل المجاور ، ألاحظ أنه يقع

 في الربع الأوّل. 

 

 

 

 

 سعة العدد المركب في

 الربع الأول :

 b=3,a=4بتعويض 

 

 باستعمال الآلة الحاسبة :

 

𝑨𝒓𝒈(𝒛)إذن ،  ≈ 𝟎. 𝟔𝟒 

2. 𝒛 = −𝟑 + 𝟖𝒊  

 بالنظر إلى التمثيل البياني للعدد المركّب

 𝒛 = −𝟑 + 𝟖𝒊  في الشكل المجاور ، ألاحظ أنه يقع في

 الربع الثاني. 

 

 

 

 

 سعة العدد المركب في

 : لثانيالربع ا

 b=8,a=3بتعويض 

 باستعمال الآلة الحاسبة :

 

𝑨𝒓𝒈(𝒛)إذن ،  ≈ 𝟏. 𝟗𝟑 

 

3. 𝒛 = −𝟏 − 𝟔𝒊  

 بالنظر إلى التمثيل البياني للعدد المركّب

 −𝟏 − 𝟔𝒊  في الشكل المجاور ، ألاحظ أنه يقع في

 الربع الثالث. 

 

 

 

 

 سعة العدد المركب في

 : ثالثالربع ال

 b=6,a=1بتعويض 

 

 باستعمال الآلة الحاسبة :

𝑨𝒓𝒈(𝒛)إذن ،  ≈ 𝟏. 𝟕𝟒 

 

 

4. 𝒛 = 𝟖 − 𝟒𝒊  

 بالنظر إلى التمثيل البياني للعدد المركّب

 𝒛 = 𝟖 − 𝟒𝒊  في الشكل المجاور ، ألاحظ أنه يقع في

 الربع الرابع . 

 

 

 

 

 

 سعة العدد المركب في

 : ثالثالربع ال

 b=8,a=4بتعويض 

 

 باستعمال الآلة الحاسبة :

𝑨𝒓𝒈(𝒛)إذن ،  ≈ −𝟎. 𝟒𝟔 
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𝑨𝒓𝒈(𝒛) = 𝐭𝐚𝐧−𝟏 (
𝟐

𝟖
) ≈ 𝟎. 𝟐𝟒 

𝑨𝒓𝒈(𝒛) = 𝝅 − 𝐭𝐚𝐧−𝟏 (
𝟏𝟐

𝟓
) ≈ 𝟏. 𝟗𝟕 

𝑨𝒓𝒈(𝒛) = −(𝝅 − 𝐭𝐚𝐧−𝟏 (
𝟑

𝟐
))  ≈ −𝟐. 𝟏𝟔 

𝑨𝒓𝒈(𝒛) = − 𝐭𝐚𝐧−𝟏 (
𝟖√𝟑

𝟖
))  ≈ −

𝝅

𝟑
  

= 𝟒(𝐜𝐨𝐬
𝝅

𝟔
+ 𝒊 𝐬𝐢𝐧

𝝅

𝟔
) 

𝒛 = 𝟒(𝐜𝐨𝐬
𝝅

𝟔
+ 𝒊 𝐬𝐢𝐧

𝝅

𝟔
) 

أجد سعة كل من الأعداد المركبة الآتية ،مقرّبا   تدريب :

 إجابتي إلى أقرب منزلتين عشريتين :

 

a) 𝒛 = 𝟖 + 𝟐𝒊  

 

b) 𝒛 = −𝟓 + 𝟏𝟐𝒊 

 

c) 𝒛 = −𝟐 − 𝟑𝒊  

 

d) 𝒛 = 𝟖 − 𝟖𝒊√𝟑 

 :  7مثال  

في كل مما يأتي بالصورة  zاكتب العدد المركب 

 المثلثية : 

1. |𝒛| = 𝟒, 𝑨𝒓𝒈(𝒛) =
𝝅

𝟔
 

  𝒛 = 𝒓(𝐜𝐨𝐬 𝜽 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝜽) 

 

 هي :  zإذن ، الصورة المثلثية للعدد 

 

𝒓 = √(−𝟐)𝟐 + (−𝟓)𝟐 = √𝟐𝟗 

𝑨𝒓𝒈(𝒛) = −(𝑨𝒓𝒈(𝒛)̅) 

= −(𝝅 − 𝐭𝐚𝐧−𝟏 (
𝟐

𝟓
)) 

𝒛 ≈ √𝟐𝟗(𝐜𝐨𝐬(−𝟏. 𝟗𝟓) + 𝒊 𝐬𝐢𝐧(−𝟏. 𝟗𝟓)) 

𝒛 = 𝒓(𝐜𝐨𝐬 𝜽 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝜽) 

= 𝟒√𝟐(𝐜𝐨𝐬 (−
𝟑𝝅

𝟒
) + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 (−

𝟑𝝅

𝟒
))  

→ 𝒓 = |𝒛| = √(−𝟒)𝟐 + (−𝟒)𝟐 = 𝟒√𝟐 

𝑨𝒓𝒈(𝒛) = −(𝝅 − 𝐭𝐚𝐧−𝟏 (
𝟒

𝟒
)) ≈ −

𝟑𝝅

𝟒
 

𝒛 = 𝒓(𝐜𝐨𝐬 𝜽 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝜽) 

= 𝟒√𝟐(𝐜𝐨𝐬 (−
𝟑𝝅

𝟒
) + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 (−

𝟑𝝅

𝟒
))  

2. 𝒛 = −𝟐 − 𝟓𝒊 

  z: أجد مقياس العدد  1الخطوة 

  z: أجد سعة العدد  2الخطوة 

 يقع في الربع الثالث ،فإنّ : zبما أنّ العدد 

 

 سعة العدد المركب في الربع الثالث :

 :  a=2 , b=5بتعويض 

≈باستعمال الآلة الحاسبة :  −𝟏. 𝟗𝟓 

𝑨𝒓𝒈(𝒛)إذن،  ≈ −𝟏. 𝟗𝟓 

 بالصورة المثلثية . z: أكتب  3الخطوة 

 

في كل مما يأتي  zاكتب العدد المركب   تدريب :

 بالصورة المثلثية : 

a) |𝒛| = 𝟒√𝟐, 𝑨𝒓𝒈(𝒛) = −
𝟑𝝅

𝟒
 

b) 𝒛 = −𝟒 − 𝟒𝒊 
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= √−𝟏 × 𝟏𝟗 = √−𝟏 × √𝟏𝟗

= 𝒊√𝟏𝟗 

= √−𝟏 ×
𝟗

𝟑𝟐
= √−𝟏 × √

𝟗

𝟑𝟐
=

𝟑

𝟒√𝟐
𝒊 

=  √−𝟏 × 𝟓𝟑 = √−𝟏 × √𝟓𝟑 = 𝒊√𝟓𝟑 

= (𝟐𝒊𝟐)(−𝟕𝒊) = (−𝟐)(−𝟕𝒊) = 𝟏𝟒𝒊 

= √−𝟏 × 𝟔 × √−𝟏 × 𝟔 

= 𝒊√𝟔 × 𝒊√𝟔 

= 𝟔𝒊𝟐 = −𝟔 

 مسائل :
 : 𝐢 أجد قيمة الجذر الرئيس في كل مما يأتي بدلالة -

1.√−𝟏𝟗 

2. √–
𝟏𝟐

𝟐𝟓
 

= √−𝟏 ×
𝟏𝟐

𝟐𝟓
= √−𝟏 × √

𝟏𝟐

𝟐𝟓
=

𝟐√𝟑

√𝟓
𝒊    

 

3. √–
𝟗

𝟑𝟐
  

 

4. √– 𝟓𝟑 

 

أجد ناتج كل مما يلي في أبسط صورة مفترضا أنّ  -

√−𝟏 = 𝒊 : 

5. 𝒊𝟐𝟔 = (𝒊𝟐)𝟏𝟑 = −𝟏 

 

6. 𝒊𝟑𝟗 = (𝒊𝟐)𝟏𝟗 × 𝒊 = (−𝟏)𝟏𝟗 × 𝒊 = −𝒊 

 

7. (𝒊)(𝟐𝒊)(−𝟕𝒊) 

 

8. √−𝟔 × √−𝟔 

 

 

 

  

= √−𝟏 × 𝟒 × √−𝟏 × 𝟖 

= 𝟐𝒊 × 𝟐√𝟐 𝒊  

= 𝟒√𝟐𝒊 = −𝟒√𝟐 

= 𝟐𝒊 × √−𝟏 × 𝟗 

= 𝟐𝒊 × 𝟑𝒊 

= 𝟔𝒊𝟐 = −𝟔 

→ 𝑹𝒆(𝒛) = 𝟐, 𝑰𝒎(𝒛) = 𝟏𝟓 

→ 𝑹𝒆(𝒛) = 𝟎, 𝑰𝒎(𝒛) = 𝟏𝟎 

→ 𝑹𝒆(𝒛) = −𝟏𝟔, 𝑰𝒎(𝒛) = −𝟐 

9. √– 𝟒 × √−𝟖 

10. 𝟐𝒊 × √−𝟗 

الصورة  zاكتب في كل مما يأتي العدد المركب  -

 القياسية : 

 

11. 
𝟐+√−𝟒

𝟐
=

𝟐+𝟐𝒊

𝟐
= 𝟏 + 𝒊 

12. 
𝟖+√−𝟏𝟔

𝟐
=

𝟖+𝟒𝒊

𝟐
= 𝟒 + 𝟐𝒊 

13. 
𝟏𝟎−√−𝟓𝟎

𝟓
=

𝟏𝟎−𝟓𝒊√𝟐

𝟓
= 𝟐 − 𝒊√𝟐 

أحدد الجزء الحقيقي والجزء التخيلي لكل من الأعداد  -

المركبة الآتية ،ثم أمثلها جميعا في المستوى المركب 

 نفسه: 

14. 𝒛 = 𝟐 + 𝟏𝟓𝒊 

15.𝒛 = 𝟏𝟎𝒊 

16. 𝒛 = −𝟏𝟔 − 𝟐𝒊 
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أمثل العدد المركب ومرافقه بيانيا في المستوى المركب  -

 في كل مما يأتي :

17. 𝒛 =  −𝟏𝟓 + 𝟑𝒊 , �̅� = −𝟏𝟓 − 𝟑𝒊 

 

 

 

 

 

18. 𝒛 = 𝟖 − 𝟕𝒊, �̅� = 𝟖 + 𝟕𝒊  

 

 

 

 

 

 

 

 

19. 𝒛 = 𝟏𝟐 + 𝟏𝟕𝒊, �̅� = 𝟏𝟐 − 𝟏𝟕𝒊 

�̅� = −𝟓 − 𝟓𝒊 

|𝒛| = √(−𝟓)𝟐 + (𝟓)𝟐 = 𝟓√𝟐 

�̅� = 𝟑 − 𝟑√𝟑𝒊 

|𝒛| = √(𝟑)𝟐 + (𝟑√𝟑)𝟐 = √𝟗 + 𝟐𝟕 = 𝟔 

�̅� = 𝟔 + 𝟖𝒊 

|𝒛| = √(𝟔)𝟐 + (−𝟖)𝟐 = √𝟑𝟔 + 𝟔𝟒 = 𝟏𝟎 

20. 𝒛 = −𝟑 − 𝟐𝟓𝒊, �̅� = −𝟑 + 𝟐𝟓𝒊 

 

 

 

 

21. 𝒛 = 𝟑𝒊, �̅� = −𝟑𝒊 

 

 

 

 

22. 𝒛 = 𝟏𝟓, �̅� = 𝟏𝟓 

 

 

 لكل مما يأتي :  |𝒛|و�̅�أجد  -

23. 𝒛 = −𝟓 + 𝟓𝒊 

24. 𝒛 = 𝟑 + 𝟑√𝟑𝒊 

25. 𝒛 = 𝟔 − 𝟖𝒊 
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→ 𝒙𝟐 − 𝟏 = 𝟐𝒚 و 𝟖 − 𝟓 = 𝟗 

→ 𝒙 = 𝒚 و ±𝟑 = 𝟕 

𝟐𝟕. 𝟐𝒙 + 𝟑𝒚 + 𝒊(𝒙 − 𝟐𝒚) = 𝟖 − 𝟑𝒊 

→ 𝟐𝒙 + 𝟑𝒚 = 𝒙 و 𝟖 − 𝟐𝒚 = −𝟑 

→ 𝒙 = 𝒚 و𝟏 = 𝟐  

𝟐𝟖. 𝒚 − 𝟑 + 𝒊(𝟑𝒙 + 𝟐) = 𝟗 + 𝒊(𝒚 − 𝟒) 

→ 𝒚 − 𝟑 = 𝟑𝒙 و 𝟗 + 𝟐 = 𝒚 − 𝟒 

→ 𝒙 = 𝒚  و 𝟐 = 𝟏𝟐 

𝑨𝒓𝒈(𝒛) = 𝐭𝐚𝐧−𝟏 (
𝟎

𝟏
) = 𝟎  

𝑨𝒓𝒈(𝒛) =
𝝅

𝟐
 

𝑨𝒓𝒈(𝒛) = −(𝝅 − 𝐭𝐚𝐧−𝟏 (
𝟓

𝟓
)) = −

𝟑𝝅

𝟒
  

𝑨𝒓𝒈(𝒛) = −𝐭𝐚𝐧−𝟏 (
√𝟑

𝟏
) = −

𝝅

𝟑
  

𝑨𝒓𝒈(𝒛) = 𝐭𝐚𝐧−𝟏 (
𝟔

𝟔√𝟑
) =

𝝅

𝟔
  

𝑨𝒓𝒈(𝒛) = 𝐭𝐚𝐧−𝟏 (
𝟒

𝟑
) ≈ −𝟎. 𝟗𝟑  

𝑨𝒓𝒈(𝒛) = 𝝅 − 𝐭𝐚𝐧−𝟏 (
𝟓

𝟏𝟐
) ≈ 𝟐. 𝟕𝟓  

الحقيقية التي تجعل كلا من  y،و  xأجد قيم كل من  -

 المعادلات الآتية صحيحة : 

26. 𝒙𝟐 − 𝟏 + 𝒊(𝟐𝒚 − 𝟓) = 𝟖 + 𝟗𝒊 

 

29)

(2 5 ) 3 5 7 3

2 5 3 ,3 5 7

1
2 ,

5

i x y x y i

x y x y

x y

    

    

  

 

أجد سعة كل من الأعداد المركبة الآتية ،مقربا إجابتي  -

 إلى أقرب منزلتين عشريتين : 

30. 𝒛 = 𝟏 

31. 𝒛 = 𝟑𝒊 

32. 𝒛 = −𝟓 − 𝟓𝒊 

33. 𝒛 = 𝟏 − 𝒊√𝟑 

34. 𝒛 = 𝟔√𝟑 + 𝟔𝒊 

35. 𝒛 = 𝟑 − 𝟒𝒊 

36. 𝒛 = −𝟏𝟐 + 𝟓𝒊 

𝑨𝒓𝒈(𝒛) = −(𝝅 − 𝐭𝐚𝐧−𝟏 (
𝟗𝟑

𝟓𝟖
)) ≈ −𝟐. 𝟏𝟑  

𝑨𝒓𝒈(𝒛) = 𝝅 − 𝐭𝐚𝐧−𝟏 (
𝟐

𝟒
) ≈ 𝟐. 𝟔𝟖  

𝒛 = 𝒓(𝐜𝐨𝐬 𝜽 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝜽) = 𝟐(𝐜𝐨𝐬(
𝝅

𝟐
) + 𝒊 𝐬𝐢𝐧(

𝝅

𝟐
) ) 

𝒛 = 𝒓(𝐜𝐨𝐬 𝜽 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝜽) = 𝟑(𝐜𝐨𝐬(
𝝅

𝟑
) + 𝒊 𝐬𝐢𝐧(

𝝅

𝟑
) ) 

𝒛 = 𝒓(𝐜𝐨𝐬 𝜽 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝜽) = 𝟕(𝐜𝐨𝐬(
𝟓𝝅

𝟔
) + 𝒊 𝐬𝐢𝐧(

𝟓𝝅

𝟔
) ) 

𝒛 = 𝒓(𝐜𝐨𝐬 𝜽 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝜽) = 𝟏(𝐜𝐨𝐬(
𝝅

𝟒
) + 𝒊 𝐬𝐢𝐧(

𝝅

𝟒
) ) 

= 𝐜𝐨𝐬 (
𝝅

𝟒
) + 𝒊 𝐬𝐢𝐧(

𝝅

𝟒
) 

→ 𝒓 = |𝒛| = √(𝟔 )𝟐 + (𝟎)𝟐 = 𝟔 

𝑨𝒓𝒈(𝒛) = 𝟎 

𝒛 = 𝒓(𝐜𝐨𝐬 𝜽 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝜽) = 𝟔(𝐜𝐨𝐬( 𝟎) + 𝒊 𝐬𝐢𝐧( 𝟎) ) 

→ 𝒓 = |𝒛| = √(𝟏 )𝟐 + (𝟏)𝟐 = √𝟐 

𝒛 = 𝒓(𝐜𝐨𝐬 𝜽 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝜽) = √𝟐(𝐜𝐨𝐬(
𝝅

𝟒
) + 𝒊 𝐬𝐢𝐧  (

𝝅

𝟒
) ) 

 

 

 

37. 𝒛 = −𝟓𝟖 − 𝟗𝟑𝒊 

38. 𝒛 = −𝟒 + 𝟐𝒊 

بالصورة  zأكتب في كل مما يأتي العدد المركب  -

 المثلثية : 

39. 𝒓 = |𝒛| = 𝟐, 𝑨𝒓𝒈(𝒛) =
𝝅

𝟐
 

40.𝒓 = |𝒛| = 𝟑, 𝑨𝒓𝒈(𝒛) =
𝝅

𝟑
 

41. 𝒓 = |𝒛| = 𝟕, 𝑨𝒓𝒈(𝒛) =
𝟓𝝅

𝟔
 

42. 𝒓 = |𝒛| = 𝟏, 𝑨𝒓𝒈(𝒛) =
𝝅

𝟒
 

43. 𝒛 = 𝟔 

44. 𝒛 = 𝟏 + 𝒊 

𝑨𝒓𝒈(𝒛) = 𝐭𝐚𝐧−𝟏 (
𝟏

𝟏
) =

𝝅

𝟒
 = 
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|𝒛𝟐| = 𝟒𝟎 𝒂𝒏𝒅 𝑨𝒓𝒈𝒛𝟐 = 𝑨𝒓𝒈𝒛𝟏̅̅ ̅ 

𝑨𝒓𝒈(𝒛𝟐) = 𝑨𝒓𝒈(𝒛𝟏̅̅ ̅) = 𝐭𝐚𝐧−𝟏 (
𝟒

𝟒√𝟑
) =

𝝅

𝟔
 

𝒛𝟐 = 𝒓(𝐜𝐨𝐬 𝜽 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝜽) = 𝟒𝟎(𝐜𝐨𝐬(
𝝅

𝟔
) + 𝒊 𝐬𝐢𝐧(

𝝅

𝟔
) ) 

= 𝟒𝟎 (
√𝟑

𝟐
+

𝟏

𝟐
𝒊) = 𝟐𝟎√𝟑 + 𝟐𝟎𝒊 

𝒛𝟐 = 𝟐𝟎√𝟑 + 𝟐𝟎𝒊 ,  إذن

𝒛 = 𝒓(𝐜𝐨𝐬 𝜽 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝜽) = 𝟏𝟎√𝟐 (𝐜𝐨𝐬(
𝟑𝝅

𝟒
) + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 (

𝟑𝝅

𝟒
))  

= 𝟏𝟎√𝟐 (−
𝟏

√𝟐
+

𝟏

√𝟐
𝒊) = −𝟏𝟎 + 𝟏𝟎𝒊 

𝒛 = −𝟏𝟎 + 𝟏𝟎𝒊 ,   إذن

يبين الشكل المجاور التمثيل البياني للعدد المركّب  -45

𝒛𝟏  ،في المستوى المركّب𝒛𝟐  : الذي يحقق ما يأتي 

𝒛بافتراض أن :  = 𝒂 + 𝒊𝒃 ،:حيث|𝒛| = 𝟏𝟎√𝟐  

𝑨𝒓𝒈(𝒛) :وأنّ  =
𝟑𝝅

𝟒
  

 

 

 

 

 

 

 𝒛𝟏 = 𝟒√𝟑 − 𝟒𝒊 → �̅�𝟏 = 𝟒√𝟑 + 𝟒𝒊 

 

 بالصورة القياسية :  z.أكتب العدد المركب 46

 

 𝒛 و�̅�. أجد قياس الزاوية المحصورة بين 47

 

 في الربع الثالث �̅� في الربع الثاني ، فإن  zبما أن 

فتكون الزاوية بينهما هي 
𝝅

𝟐
 . 

→ 𝑨𝒓𝒈(�̅�) = −(𝝅 − 𝐭𝐚𝐧−𝟏 (
𝟖

𝟖
 )) = −

𝟑𝝅

𝟒
 

𝑨𝒓𝒈(�̅�) = 𝑨𝒓𝒈(𝒛) = −
𝟑𝝅

𝟒
 

𝑨𝒓𝒈(𝟓 + 𝟐𝒊) = 𝜶 = 𝐭𝐚𝐧−𝟏 (
𝟐

𝟓
) 

𝑨𝒓𝒈(−𝟓 − 𝟐𝒊) = −(𝝅 − 𝐭𝐚𝐧−𝟏 (
𝟐

𝟓
)) = −(𝝅 − 𝜶) = −𝝅 + 𝜶 

𝑨𝒓𝒈(𝟓 − 𝟐𝒊) = − 𝐭𝐚𝐧−𝟏 (
𝟐

𝟓
) = −𝜶 

𝒛إذا كان :  = −𝟖 + 𝟖𝒊   : فأجد كل مما يأتي ، 

48. |𝒛| = √(−𝟖)𝟐 + (𝟖)𝟐 = 𝟖√𝟐 

49. 𝑨𝒓𝒈(𝒛) = 𝝅 − 𝐭𝐚𝐧−𝟏 (
𝟖

𝟖
) =

𝟑𝝅

𝟒
 

50. |�̅�| = |𝒛| = 𝟖√𝟐 

51.Arg(   

. �̅� = −𝟖 + 𝟖𝒊 

 أو نكتب مباشرة : 

𝑨𝒓𝒈(𝟓إذا كان ::   تبرير + 𝟐𝒊) = 𝜶  فأجد سعة كل

 مبررا إجابتي :  𝛂مما يأتي بدلالة 

52. −𝟓 − 𝟐𝒊 

53. 𝟓 − 𝟐𝒊 = 

54    -5+2i 

 𝑨𝒓𝒈(−𝟓 + 𝟐𝒊) = 𝝅 − 𝐭𝐚𝐧−𝟏 (
𝟐

𝟓
) = 𝝅 − 𝜶 
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𝒛 = 𝟐 + 𝟐𝒊 و 𝒛 = 𝟓 + 𝟐𝒊 

𝑨𝒓𝒈(𝟐 + 𝟓𝒊) = 𝐭𝐚𝐧−𝟏 (
𝟓

𝟐
) =

𝝅

𝟐
− 𝐭𝐚𝐧−𝟏 (

𝟐

𝟓
) =

𝝅

𝟐
− 𝜶 

𝑨𝒓𝒈(−𝟐 + 𝟓𝒊) = 𝝅 − 𝐭𝐚𝐧−𝟏 (
𝟓

𝟐
) = 𝝅 − (

𝝅

𝟐
− 𝜶) =

𝝅

𝟐
+ 𝜶 

|𝒛| = √(𝟓)𝟐 + (𝒎)𝟐 = √𝟐𝟓 + 𝒎𝟐 = 𝟔 

→ 𝟐𝟓 + 𝒎𝟐 = 𝟑𝟔 → 𝒎 = ±√𝟏𝟏 

|𝒛| = √(𝟓)𝟐 + (𝟑𝒌)𝟐 = √𝟐𝟓 + 𝟗𝒌𝟐 = 𝟏𝟑 

→ 𝟐𝟓 + 𝟗𝒌𝟐 = 𝟏𝟔𝟗 → 𝒌 = ±𝟒 

𝐭𝐚𝐧 𝜽 = 𝟐 → 𝐬𝐢𝐧 𝜽 =
𝟐

√𝟓
  , 𝐜𝐨𝐬 𝜽 =

𝟏

√𝟓
 

𝒛𝟏 = 𝒓(𝐜𝐨𝐬 𝜽 + 𝒊 𝐬𝐢𝐧 𝜽) = 𝟒√𝟓 (
𝟏

√𝟓
) + 𝒊

𝟐

√𝟓
= 𝟒 + 𝟖𝒊 

55. 𝟐 + 𝟓𝒊 

 يوضح الرسم المجاور العلاقة بين سعة كل من العددين :

 

 

 

 

56.−𝟐 + 𝟓𝒊  

 

𝒛إذا كان : تحد: = 𝟓 + 𝒊𝒎 : حيث|𝒛| =  57و   .  𝟔

𝟎 < 𝑨𝒓𝒈(𝒛) <
𝝅

𝟐
  mفأجد قيمة العدد الحقيقي  

𝟎لكن  < 𝑨𝒓𝒈(𝒛) <
𝝅

𝟐
   وهذا يعني أن  في الربع   

𝒎الأول ومنه  = √𝟏𝟏  . 

= 𝐳: كان إذا: تبرير.  58  𝟓 +  𝟑𝐢𝐤، حيث :

|𝒛| = الحقيقية الممكنة ، مبررا  𝐤قيم  جميع فأجد ،𝟏𝟑

 إجابتي .

بافتراض ان      .59
1 1

 z.......  

 .القياسية بالصورة𝒛𝟏 اكتب  

|𝒛𝟏| = 𝒓 = 𝟒√𝟓       , 𝑨𝒓𝒈(𝒛𝟏) = 𝐭𝐚𝐧−𝟏(𝟐) = 𝜽 
يقع في الربع الأول ، ففي الأرباع الأخرى تكون   𝒛𝟏 )نستنتج هنا أن

 (  𝛑السعة بإشارة سالبة أو تحتوي 

 

𝒛𝟏 = 𝟒 + 𝟖𝒊 , 𝒛𝟐 = 𝟕 − 𝟑𝒊 , 𝒛𝟑 = −𝟓 + 𝒊  

𝑨𝑪 = √(𝟒 − (−𝟓))𝟐 + (𝟖 − 𝟏)𝟐 = √𝟏𝟑𝟎 

𝑨𝑩 = √(𝟒 − 𝟕)𝟐 + (𝟖 − (−𝟑))𝟐 = √𝟏𝟑𝟎 

𝑩𝑪 = √(𝟕 − (−𝟓))𝟐 + (−𝟑 − 𝟏)𝟐

= √𝟏𝟔𝟎 

𝑫 (
𝟕 − 𝟓

𝟐
,
−𝟑 + 𝟏

𝟐
) → 𝑫(𝟏, −𝟏) 

𝑨𝑫 = √(𝟒 − 𝟏)𝟐 + (𝟖 − −𝟏)𝟐 = √𝟗𝟎 

𝒛𝟐. إذا كان : 60 = 𝟕 − 𝟑𝒊, 𝒛𝟑 = −𝟓 + 𝒊   فأجد

,𝒛𝟏مساحة المثلث الذي رؤوسه :  𝒛𝟐, 𝒛𝟑  في المستوى

 المركّب . 

 

 

 

 

 

 BCمتطابق الضلعين ، نتخذ  ABCومنه فإن المثلث 

نقطة منتصف  Dقاعدة له ونجد إحداثيي النقطة 

 :  BC القاعدة 

ارتفاع هذا المثلث هو القطعة المستقيمة الواصلة بين 

𝑨𝑫̅̅رأس ومنتصف القاعدة وهو  ̅̅  

 فإن : Aهي  ABCلتكن مساحة المثلث 

 𝑨 =
𝟏

𝟐
× √𝟏𝟔𝟎 × √𝟗𝟎 = 𝟔𝟎 

 وحدة مربعة .  60،تساوي  ABCإذن مساحة المثلث 
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 على الأعداد المركبة العمليات :2الدرس

 :فكرة الدرس 

    اجراء العمليات الحسابية الأربع )الجميعع  الرعر
 الضرب  القسمة( على الأعداد المركبة

  التربيعع  لععدد كركعإ جايجعاد الجعذجر إيجاد الجذر
 المركبة لمعادلات كثيرات الحدجد

 

 الأعداد المركبة وطرحها جمع: 

تشععبع عمليتععا جمععع الاعععداد المركبععة جتر  ععا عمليتعع  
ع الحعدجد المقعادرر الجررةعة جتر  عا   يعم تجمعجمع 

 المتشاب ة بعض ا كع بعض

لجمععععععع عععععععددرط كععععععركريط عج تر  مععععععا رتعععععععيط جمععععععع 
الحقيقيعععععععيط عج تر  معععععععا ججمعععععععع جزعر معععععععا جزعر معععععععا 

 التخيلييط عج تر  ما

 قاعدة:

1اذا كععععععععععا   2,z a ib z x iy     عععععععععععددرط
كععركريط نه ععع يميععط إيجععاد  ععاتو جمع مععا عج تر  مععا 

 على النحو الآت  

   1 2z z a x i b y     

   1 2z z a x i b y     

 ملاحظة:

التردرل نهذا كا يحقق جمع الأعداد المركبة خاصية 
,z w   عددرط كركريط  نه 

z w w z   

 :1مثال

 أجد ناتج كل مما يأتي:
1)    5 7 9 4i i     

 الحل:
   5 7 9 4 5 7 9 4i i i i         

   5 9 7 4 i     

4 3i    

2)    8 5 2 11i i    
 الحل:

   8 5 2 11 8 5 2 11i i i i      

 

   8 2 5 11 i      

6 6i   

3)    7 8 9 14i i     

  الحل:
   7 8 9 14 2 22i i i        

4)    11 9 4 6i i    
 الحل:

   11 9 4 6 7 22i i i      
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 ملاحظة:

zالنظيعععر الجمعععع  للععععدد المركعععإ  a bi   هعععو

z a bi    

 الأعداد المركبة ضرب 

يميط ضرب الأعداد المركبعة بررةقعة كشعاب ة لعمليعة 
ضعععرب المقعععادرر الجررةعععة  جذلعععا با عععتعما  خاصعععية 
 -1التوزةععع جبعععد إتمععاة عمليععة الضععرب روضععع العععدد 

 عرنما ظ رت 2iبد 

 : مثال

أجددددد ندددداتج كددددل ممددددا يددددأتي   دددد  أ   دددد   ال دددد    
 القياسية:

1)  5 3 7i i  
 الحل:

      5 3 7 5 3 5 7i i i i i     

  215 35i i    
 -1بالعدد  2iبا تردا 

  15 35 1 35 15i i       

2)    6 2 7 3i i   
 الحل:

          6 2 7 3 6 7 6 3 2 7 2 3i i i i i i         

242 18 14 6i i i     
 -1بالعدد  2iبا تردا 

 42 18 14 6 1i i      

   42 6 18 14 48 4i i        

3)    5 4 5 4i i   
 الحل:

          5 4 5 4 5 5 5 4 4 5 4 4i i i i i i         

225 20 20 16i i i     
 -1بالعدد  2iبا تردا 

25 20 20 16 41i i      
 ملاحظة:

لا ععأ ع  ع ععد العععددرط المععركريط المضععرجبيط كرانععق 
 للآخر جع   اتو الضرب عدد  قيق 

4)  3 4 5i i   
 الحل:

  23 4 5 12 15 15 12i i i i i         

5)    5 4 7 4i i   
 الحل:

   25 4 7 4 35 20 28 16i i i i i       

35 8 16 51 8i i      

6)  
2

3 6i  
 الحل:

 
2 23 6 9 36 36i i i     

9 36 36 27 36i i      
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 الأعداد المركبة: قسمة 

المثععا   ع   ععاتو ضععرب العععدد المركععإ نعع  لا ظعع  
5 4i  نعععععع  كرانقععععععع يسععععععاج  عععععععددا  قيقيععععععا جهععععععذا

zصحيح دائمعا لأ  ععدد كركعإ  a ib   ج عاتو
 الضعرب ييعو  دائمعا نع  صعور  

2 2a b   ع  إ 
2

zz z 

 ملاحظة:

zكرانق العدد المركإ a ib  هو العدد المركإ

z a ib  

يميععععط ا ععععتعما  هععععذي الحقيقيععععة  يجععععاد  ععععاتو  سععععمة 
ععععععددرط كعععععركريط جذلعععععا بضعععععرب كعععععل كعععععط المقسعععععوة 

فيصعععبح  نععع  المرانعععق المقسعععوة عليعععة جالمقسعععوة عليعععع
 المقسوة عليع عددا  قيقيا

 مثال:

أجددددد ندددداتج كددددل ممددددا يددددأتي   دددد  أ   دددد   ال دددد    
 القياسية:

1) 
8 5

3 2

i

i




 

 الحل:
8 5 8 5 3 2

3 2 3 2 3 2

i i i

i i i

  
 

  
 

224 16 15 10

9 4

i i i  



 

 -1بالعدد  2iبا تردا 

24 16 15 10

9 4

i i  



 

34 34 1

13 13 13

i
i


    

2) 
3 5

2

i

i


 

 الحل:
iبالضرب ن 

i
  

   

2

2

3 5 3 5 3 5

2 2 2

i i i i i

i i i i

  
    

 -1بالعدد  2iبا تردا 

3 5 5 3

2 2 2

i
i


  


 

 ملاحظة:

يميععط ايضععا ضععرب كععل كععط المقسععوة جالمقسععوة عليععع 

2ن 

2

i

i




iلكط الأ  ل هو الضرب ن  

i
 

3) 
4 3

1

i

i

 


 

4 3 4 3 1

1 1 1

i i i

i i i

    
 

  
 

2

2

4 4 3 3

1

i i i

i

   



 

4 7 3 1 7

1 2

i i

i

    
 


 

1 7

2 2
i    
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4) 
2 6

3

i

i




 

 الحل:
2

2

2 6 2 6 2 6

3 3 3

i i i i i

i i i i

  
  

  
 

2 6 2
2

3 3

i
i


    

5) 
7

4 4

i

i
 

 الحل:

7 7 4 4

4 4 4 4 4 4

i i i

i i i


 

  
 

2

2

28 28 28 28

16 16 16 16

i i i

i

 
 

 
 

28 28 7 7

32 8 8

i
i


     

 : مثال

 دددد  أ   دددد   ال دددد     أجددددد ندددداتج مددددل ممددددا يددددأتي  
 القياسية :

1)    7 2 3 11i i    
 الحل:

10 9i   

2)    5 9 4 7i i     
 الحل:

9 16i   

3)    4 3 1 3i i   
 الحل:

4 12 3 9 13 9i i i       

4)     4 6 1 2 2 3i i i    
 الحل:

  4 6 2 3 4 6i i i      
  4 6 4 7i i     

16 28 24 42 58 4i i i         

5)  
2

9 2i  
 الحل:

81 36 4 77 36i i      

 : مثال
 أجد ناتج كل مما يأتي    أ      ال     القياسية:

1)    6 8 3 5i i    
9 3i  

2)    6 3 8 2i i      
2 5i  

3)  4 7 3i i  
12 28i  

4)    8 6 8 6i i   
264 36 100i   
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5)  
2

2 2 3i   
8 24 3 72 24 3 64i i      

6) 
  2 1

4 3

i i

i

 


 

3 4 3 15 5 3 1

4 3 4 3 25 5 5

i i i
i

i i

  
   

 

 

 الأعداد المركبة المكتوبة بالصورة  ضرب

 المثلثية وقسمتها:

 إذا كا  
 1 1 1 1cos sinz r i   

 جكا  
 2 2 2 2cos sinz r i   

 نه  
 

   1 2 1 1 1 2 2 2cos sin cos sinz z r i r i        

  1 2 1 1 2 2cos sin cos sinr r i i     

 
 

    1 2 1 2 1 2cos sinr r i        

 قاعدة:

ضرب الاعداد المركبة المكتوبة 

 بالصورة المثلثية

 إذا كا  
 1 1 1 1cos sinz r i   

 جكا  
 2 2 2 2cos sinz r i   

 نه  

    1 2 1 2 1 2 1 2cos sinz z r r i       

 ملاحظة:

1 علا أ ع ع إذا كا   2         نه 

     1 2 1 2Arg z z Arg z Arg z  

2يميععععط بررةقععععة كشععععاب ة إ بععععات ع ععععع إذا كععععا  0z  
 نه  

    1 1
1 2 1 2

2 2

cos sin
z r

i
z r

        

 

 قاعدة:

قسمة الاعداد المركبة المكتوبة 

المثلثيةبالصورة   

 إذا كا  
 1 1 1 1cos sinz r i   

 جكا  
 2 2 2 2cos sinz r i   

 نه  
    1 1

1 2 1 2

2 2

cos sin
z r

i
z r

       

 ملاحظة:

1 علا أ ع ع إذا كا   2         نه 

   1
1 2

2

z
Arg Arg z Arg z

z
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 ملاحظة:

ه  السعة   ن  الصور  المثلثية يجإ ع  تكو  
 الرئيسة

 :5مثال

 إذا كان:

1

2 2
10 cos sin

7 7
z i

     
       

    
 

2 وكان:

6 6
2 cos sin

7 7
z i

  
  

 
  

 فأجد ناتج كل مما يأتي  ال     المثلثية:
1) 1 2z z  

 الحل:
    1 2 1 2 1 2 1 2cos sinz z r r i        

2 6 2 6
2 10 cos sin

7 7 7 7
i

         
        

    
 

4 4
20 cos sin

7 7
i

  
  

 
 

2)
 

1

2

z

z
 

 الحل:

    1 1
1 2 1 2

2 2

cos sin
z r

i
z r

        

10 2 6 2 6
cos sin

2 7 7 7 7
i

         
       

    
 

8 8
5 cos sin

7 7
i

     
       

    
 

 بحساب السعة الرئيسة

8 8
5 cos sin

7
2 2

7
i 

     
       

 





 
 

6 6
5 cos sin

7 7
i

  
  

 
 

 ملاحظة:

تقعععع السععععة الرئيسعععة نععع  ال تعععر       جةميعععط
2تحدرععدها برععر  n  عج إضععانتع الععى الزاجةععة الناتجععة

 كط الجمع عج الرر 

 : مثال

 أجد ناتج كل مما يأتي  ال     المثلثية:

1) 6 cos sin 2 cos sin
3 3 6 6

i i
      
     

   
 

 الحل:

6 2 cos sin
3 6 3 6

i
       

        
    

 

12 cos sin
2 2

i
  

  
 

 

2) 
5 5

6 cos sin 2 cos sin
3 3 6 6

i i
           

        
      

 

 الحل:

6 5 5
cos sin

2 3 6 3 6
i
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7 7
3 cos sin

6 6
i

     
       

    
 

7 7
3 cos 2 sin 2

6 6
i

 
 

    
         

    
 

5 5
3 cos sin

6 6
i

  
  

 
 

 :أتذكر

 
 : مثال

 أجد ناتج كلّ مما يأتي  ال     المثالية :

1)  6 cos sin 2 cos sin
4 4

i i
 

 
    

        
    

 

 الحل:
12 cos sin

4 4
i

 
 

    
       

    
 

3 3
12 cos sin

4 4
i

  
  

 
 

2) 
3 3 2 2

cos sin cos sin
10 10 5 5

i i
      
     

   
 

 الحل:

3 2 3 2
cos sin

10 5 10 5
i

      
      

   
 

cos sin
10 10

i
    

      
   

 

3) 12 cos sin 4 cos sin
4 4 3 3

i i
      
     

   
 

 الحل:
12

cos sin
4 4 3 4 3

i
       

       
    

 

3 cos sin
12 12

i
     

       
    

 

4) 
3 3

11 cos sin 2 cos sin
6 6 2 2

i i
           

        
      

 

 الحل:
3 3

22 cos sin
6 2 6 2

i
       

         
    

 

4 4
22 cos sin

3 3
i

     
     

    
 

4 4
22 cos 2 sin 2

3 3
i

 
 

    
       

    
 

2 2
22 cos sin

3 3
i
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 التربيعي للعدد المركب: الجذر 

خلانا للأعداد الحقيقية روجد لكل عدد كركإ جعذرا  
 نعععهذا كعععا  تربيعيعععا  جهمعععا ععععددا  كركبعععا  عيضعععا 

z x iy    نعه 
 

2
z x iy   جكععط  عم يميععط

x,إيجاد قيمة كل كعط y   الحقيقيتعيط بتربيعع الرعرنيط
 ععم المقار ععة بععيط الأجععزاء الحقيقيععة جالأجععزاء التخيليععة 

 ن  ترن  المعادلة

 : مثال

 :ة الآتيةالمرك  لأعدادأجد الجذ ين ال ربيعين 
1) 21 20z i   

 الحل:
zعنتععععععععععععر  ع   x iy يععععععععععععم ,x y  عععععععععععععددا

  قيقيا 
z x iy   

 
2

z x iy   

 
2

21 20i x iy        zعوض قيمة 
2 2 221 20 2i x ixy i y    الاقواسبفك   
2 221 20 2i x y ixy      

2 221 x y   

20 2xy   

إذ   رنععععععتو النظععععععاة الآتعععععع  الععععععذ  يحععععععو  كعععععععادلتيط 
 بمتغيرةط جةميط  لع بررةقة التعوةض 

 2 2 21 1x y   

 2 20 2xy    
  yبحل المعادلة الثا ية لع

10
y

x
   

10بتعوةض
y

x
   (1)ن  المعادلة 

2

2 10
21x

x

 
   
 

 

4 2100 21x x   

4 221 100 0x x    

  2 225 4 0x x    

2 225 4x or x    

 عدد  قيق   نه   xبما ع 
5x   

 نعع  المعادلععة  xجبتعععوةض قيمتعع 

10
y

x
    نععه

 الناتو

5 2x y     

5 2x y     

21إذ  الجعععععذرا  التربيعيعععععا  للععععععدد المركعععععإ  20i 
5هما  2 , 5 2i i   
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a, رتسعاج  الععددا  المركبعا   bi c di    إذا جنقع
a, إذا كا   c b d  

2) 5 12i   
 الحل:

5 12i x iy     
2 2 25 12 2i x ixy i y      

2 25 12 2i x y ixy      
2 25 , 12 2x y xy      

6
y

x
   

2 2 2

2

36
5 5x y x

x
        

4 25 36 0x x    

  2 29 4 0 2x x x       

2xعندكا   3نهy   

2xعندكا    3نهy  

5اذ  الجذرا  التربيعيا  للعدد المركإ 12i   هما 

2 3 , 2 3i i   

3) 9i  
  الحل:

9i x iy    
2 2 29 2i x ixy i y     

2 29 2i x y ixy     
2 20 , 9 2x y xy     

9

2
y

x
   

2 2 2

2

81
0 0

4
x y x

x
      
44 81 0x    

  2 2 3
2 9 2 9 0

2
x x x       

3عندكا

2
x   3نه

2
y   

3عندكا

2
x    3نه

2
y  

 هما  9iاذ  الجذرا  التربيعيا  للعدد المركإ

3 3 3 3
,

2 2 2 2
i i   

4) 
1 3

2 2
i   

 الحل:
1 3

2 2
i x iy     

2 2 21 3
2

2 2
i x ixy i y      

2 21 3
2

2 2
i x y ixy      

2 21 3
, 2

2 2
x y xy     
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3

4
y

x
  

2 2 2

2

1 3 1

2 16 2
x y x

x
        

4 216 8 3 0x x    

  2 2 1
4 1 4 3 0

2
x x x       

1عندكا

2
x   3نه

2
y  

1عندكا

2
x    3نه

2
y   

5للعدد المركإاذ  الجذرا  التربيعيا   12i   هما 

1 3 1 3
,

2 2 2 2
i i   

 المركبة لمعادلات كثيرات  الجذور

 الحدود:

تعلمععع   عععابقاع  عععل بععععض المععععادلات التربيعيعععة نععع  
 صععععور  

2 0ax bx c   يععععم , ,a b c  ععععععداد
  قيقية با تعما  القا و  العاة الذ  صيغتع 

2 4

2

a

a

b c
x

b  
 

ا تعمل  عيضا المميعز 2 4ab c    لتحدرعد إذا
كعععا  للمعادلعععة التربيعيعععة جعععذرا   قيقيعععا  عة لا  جاذا 
 كا  الجذرا  كتساجةيط عة لا كما ن  الجدج  الآت  

 

 ععالبا نه عععع رنععتو ععععددا   علا ععأ ع عععع إذا كععا  المميعععز
 كركبعععا  كترانقعععا  كعععط تععععوةض القعععيم 

, ,a b c   نععع
 القا و  العاة

جلكععط  جبعععد تعععرا الأعععداد المركبععة نعع  هععذي الو ععد  
يميععط القععو  إ ععع إذا كععا  المميععز  ععالبا نععه  للمعادلععة 
التربيعيعععععة جعععععذرةط كعععععركريط جكعععععط  عععععم يميعععععط تععععععدرل 

 حو الآت  الجدج  السابق على الن

 

fرريط كمعا  عرق ع عع إذا كعا  * ig  جعذرا لمعادلعة
 تربيعية ذات عواكل  قيقية نه  كرانقع 

f ig  هو
عيضععععععا جععععععذر للمعادلععععععة   سعععععع ا جةميععععععط تعمععععععيم هععععععذا 

 الا تنتاج ليشمل عيا كط كعادلات كثيرات الحدجد

 عععععدجد عكرعععععر كعععععط  إذا كا ععععع  درجعععععة كعادلعععععة كثيعععععر*
الصعع ر  نقععد لا توجععد ل ععا جععذجر  قيقيععة جا مععا توجععد 

 ل ا جذجر كركبة
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عادلعععة كعنععد التعاكععل كعععع الأعععداد المركبعععة نععه  ع  *
علععععى –كثيععععر  ععععدجد درجت ععععا عكرععععر كععععط الصعععع ر ل ععععا 

جذر كركإ جا د ن  كا يُعرا با عم النظرةعة  -الا ل
 الأ ا ية ن  الجرر

 :النظرية الأساسية في الجبر

لأ  كعادلععة  –علععى الأ ععل–روجععد جععذر كركععإ جا ععد 
 كثير  دجد درجت ا عكرر كط الص ر

صععحيح ع  النظرةععة الأ ا ععية نعع  الجرععر ت كععد ججععود 
لأ  كعادلععة كثيععر  -علععى الأ ععل–صعع ر كركععإ جا ععد 

 دجد درجت ا عكرر كعط الصع ر لكن عا لا تسعاعد علعى 
 إيجاد هذا الص ر

نمثلا  إذا كا     0p x   كعادلة كثير  عدجد كعط
1nالدرجعععععة   نعععععه  النظرةعععععة الأ ا عععععية نععععع  الجرعععععر

 -علعععععى الأ عععععل–تضعععععمط ججعععععود جعععععذر كركعععععإ جا عععععد 
 1z للمعادلة جلييط 

 ععععم إ   ظرةععععة العواكععععل التعععع  تعلمت ععععا  ععععابقا تضععععمط 
إكيا يععععععععععععععععععععععة تحليععععععععععععععععععععععل p x   نعععععععععععععععععععععع  صععععععععععععععععععععععور
     1 1p x x z q x  يععععععععععععععم  1q x  كثيععععععععععععععر

 1nالحدجد درجتع

 ملاحظة:

 1q x هو  اتو  سمة p x على 1x z 

نعهذا كا عع  درجععة 1q x  لا تسعاج  صعع را نه ععع يميععط
ترريعععق النظرةعععة الأ ا عععية نععع  الجرعععر عليعععع   بعععات 

جذر كركعإ خخعر لكثيعر الحعدجد جهيعذا  تعى  nججود
كط الجذجر المركبة لع (n)  بات ججود  p x 

 :التحليل المركب

0n يععم nلأ  كعادلععة كثيععر  ععدجد كععط الدرجععة  
كعععط الجعععذجر المركبعععة بمعععا نععع  ذلعععا الجعععذجر  nروجعععد
 الميرر 

 أمثلة: 
6              تة جذجر  52 7 0z z z                     

2        لاث جذجر     35 19 0z z z    

4اربع جذجر                2 34 0z z z   

 ملاحظة:

2للمعادلعععععة  0x   0جعععععذرا  همعععععا , 0x x    ع
 إ  ل ا جذراع كيرراع كرتيط

تسعععتعمل  ظرةعععة التحليعععل المركعععإ ج قيقعععة ع  الجعععذر 
المركبععة تععفت  نعع  صععور  عزجاج كععط الأعععداد المركبععة 
المترانقععة لتحدرععد ع ععواو الجععذجر الممينععة لمعادلععة كثيععر 

 الحدجد كما ن  الجدج  الآت  
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درجة كعادلة 
 كثير الحدجد

ععععععععععععععدد 
 ع واو الجذجر الممينة الجذجر

 جذر  قيق  جا د 1 1

جعععذرا   قيقيعععا  عج جعععذرا   2 2
 كركبا  كترانقا 

3 3 
جعععذجر  قيقيعععة عج جعععذر  3

 قيقعععععععععع  جا ععععععععععد ججععععععععععذرا  
 كترانقا كركبا  

4 4 

جذجر  قيقيعة عج جعذرا   4
 قيقيععععا  ججععععذرا  كركبععععا  

جععععععععععععععععذجر   4كترانقععععععععععععععععا  عج
)زججعععععععععععا  كعععععععععععط الجعععععععععععذجر 

 المركبة المترانقة(
رنررعق الجعدج  علععى كثيعرات الحعدجد ذات المعععادلات 

 الحقيقية نق .

يميط ا تعما   ظرةت  البا   جالعواكعل لتحليعل كثيعر 
 الآت  الحدجد ج ل كعادلتع كما ن  المثا  

 : مثال

أجددددد جميدددد  الجددددذو  الحقيقيددددة والجددددذو  المرك ددددة 
  للمعادلة:

3 24 26z z z   
 الحل:

كعععط ترنععع   26عجععععل الرعععرا الأيمعععط صععع راع برعععر  
 المعادلة 

3 24 26 0z z z    

بحسععععععإ  ظرةععععععة الأصعععععع ار النسععععععرية إذا كععععععا  ل ععععععذي 
الحعععد المعادلعععة جعععذر  سعععر  نه عععع ييعععو  ع عععد عواكعععل 

 ( جه  -26الثاب  )
1, 2 , 13 , 26    

 يحقق هذي المعادلة  2بالتعوةض عجد ع  العدد 

 
232 4 2 2 26 0     

2zإذ   هو ع د عواكل كثير الحدجد 

3ع سم 24 26z z z   2علىz   يجاد العاكل 
 التربيع  با تعما  ترةقة الجدج  على النحو الآت  

 
إذ  يميععط كتابععة المعادلععة نعع  صععور   اصععل ضععرب 

 المعاكل الخر  جالمعاكل التربيع  كما يات  

  3 2 24 26 2 6 13 0z z z z z z         

 با تعما  خاصية الضرب الص ر  نه  
2 6 13 0 2 0z z or z      

العاة نه  جذجر المعادلة التربيعية با تعما  القا و  
 ه  

6 36 52 6 16
3 2

2 2
z i

     
      

 جذجر  ه   3إذ  ل ذي المعادلة 

 2 , 3 2 , 3 2i i     
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 :أتذكر

تعلمععع  ترةقععععة الجعععدج  جهعععع  تعتمعععد بشععععيل ع ا عععع  
علععى ضععرب كثيععرات الحععدجد بوصعع  ا عمليععة عيسععية 

 لعملية القسمة

 
 

 : مثال

الحقيقيددددة والجددددذو  المرك ددددة أجددددد جميدددد  الجددددذو  
  للمعادلة:

3 2 7 15 0z z z    
 الحل:

3 2 7 15 0z z z     

,1 عواكل الحد الثاب   3 , 5 , 15    
 يحقق المعادلة لأ    -3بالتعوةض   جد ع  العدد 

     
3 2

3 3 7 3 15 0        
إذ  3z    هععععو ع ععععد عواكععععل كثيععععر الحععععدجد   جععععر

 عملية القسمة ننجد ع  
  3 2 27 15 0 3 4 5 0z z z z x z          

3z    

4 16 20
2

2
z i

 
    

3 جذجر ه   3إذا ل ذي المعادلة  , 2 , 2i i   

 ملاحظة :

إذا عُلععععم ع ععععد جععععذجر المعادلععععة نه ععععع يميععععط السععععير * 
عيسعععععية )بعععععدءاع بالجعععععذر المعلعععععوة(  يجعععععاد بخرعععععوات 

 المعادلة الأصلية عج ع د عواكل ا

تسعتعمل هعذي الررةقعة ع يا ععاع  يجعاد قعيم كعععاكلات * 
 كج ولة ن  المعادلة

 مثال:

3إذا كددددددان: 9i :هددددددد  أ ددددددد جدددددددذو  المعادلدددددددة
2 0x ax b   فأجد قيمة كل من,a b 

 الحل:
3بمععا ع   9i  هععو ع ععد جععذجر المعادلععة نععه  كرانععق

 هذا الجذر هو جذر خخر ل ذي المعادلة

 عتبع خروات عيسية  يجاد المعادلة التربيعية 

3 9i  3             هما جذرا  للمعادلة 9x i  

3           كط ترن  المعادلة  3برر   9x i   

 
2

3 81x     

2 6 90 0x x    
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بعد كقار ة  دجد المعادلة التربيعية الناتجة بالمعادلة 
 المعرا   ع تنتو ع  

6 , 90a b   

 ملاحظة:

1جععذراها كعرجنععا يميععط كتابععة كعادلععة تربيعيععة  2,z z 
 كما يفت  

   2

1 2 1 2 0z z z z z z     

يميعععط عيضعععا ا عععتعما  هعععذي ال كعععر  لحعععل هعععذا المثعععا  
 بررةقة عخر  كباشر 

 : مثال

2إذا كدددددددان: i :هددددددد  أ دددددددد جدددددددذو  المعادلدددددددة
2 0x ax b   فأجد قيمة كل من,a b 

 الحل:
2x i   
2x i    

 
2

2 1x     
2 4 4 1x x     
2 4 5 0x x    

 بمقار ة هذي المعادلة كع المعادلة المعرا  
2 0x ax b     جد ع  

4 , 5a b    

 

 

 

 

 : مثال

مع مدددددا الم دددد    المركددددذ المجدددداو  الددددذ    ددددين 
A,العدد ن المرك ين B  أجد ال عة والمقيدا  للعدد

 ABالمركذ

 

 الحل:
1 21 3 , 3z i z i      

   1 2 1 3 3z z i i     

3 9 3 6 8i i i         

1 2 36 64 10z z     

 1 2

8
tan 1 2.21

6
Arg z z 

 
    

 
 

  : مثال
فددي كددلاّ ممددا  b و a أجددد القددي  الحقيقيددة للثددا  ين

 يأتي :

1)    6 7 2 5a i ib i       
 الحل:

 7 6 2 5a b i i       
7 2 , 6 5a b      

9 , 1a b    
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2)    11 9 7 6ia b i i      
 الحل:

 11 9 7 6b a i i      
11 7 , 9 6b a      

4 , 15b a   

3)   2 5 5a ib i i     
 الحل:

 2 2 5 5a b b a i i      
2 5 , 2 5a b b a     

3 , 1b a   

 :طريقة آخر  للحل

5 5 5 5 2

2 2 2

i i i
a ib

i i i

  
   

  
 

10 5 10 5

4 1

i i  



 

5 15
1 3

5

i
i


    

3 , 1b a   

4) 
6

4
1 2

a i
b i

i


 


 

 الحل:

6 1 2
4

1 2 1 2

a i i
b i

i i

 
  

 
 

2 6 12
4

1 4

a ai i
b i

  
 


 

12 2 6
4

5 5

a a
i b i

 
    

12 2 6
, 4 13

5 5

a a
b a

 
     

 ن  المعادلة الاجلى رنتو ع   aبتعوةض قيمة
5b   

 :طريقة آخر  للحل

   6 4 1 2a i b i i     
 6 8 2 4a i b b i       

8 , 6 2 4a b b       
5 , 13b a   

 : مثال

8أَضرِب العدد المُركدذ cos sin
4 4

i
  
 

 
فدي  

 مُرافِق  

 الحل:

8 cos sin
4 4

z i
     

     
    

 

8 cos sin
4 4

i
     

       
    

 

8 cos sin
4 4

z i
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8 cos sin 8 cos sin
4 4 4 4

zz i i
             

             
          

 

2 264 cos sin 64
4 4

     
      

    
 

  ل  اني:
 كتإ كلا كط العددرط بالصور  المثلثية اجلا  م  ررق 

 القاعد  

8 cos sin
4 4

z i
     

     
    

 

8 cos sin
4 4

i
     

       
    

 

8 cos sin
4 4

z i
     

     
    

 

64 cos sin 64
4 4 4 4

zz i
       

          
    

 

  ل  الث:
كتابة العددرط بالصعور  القيا عية اجلا  عم اجعراء عمليعة 

 الضرب

8 cos sin
4 4

z i
     

     
    

 

1 1
8 4 2 4 2

2 2
i i

 
    

 
 

4 2 4 2z i   

  4 2 4 2 4 2 4 2zz i i    

32 32 64    

 : مثال

1 إذا : 22 3 2 , 5 15z i z i    

3 2 2z i    فأجدددد المقيدددا  وال دددعة وال دددعة
 الرئي ية لكلاّ ممّا يأتي :

1) 2

1

z

z
 

 الحل:
1 12 4 4z     

2 5 15 2 5z     

3 4 4 2 2z     

  1 1

1

2 1
tan tan

62 3 3
Arg z

    
        

   
 

   1 1

2

15
tan tan 3

35
Arg z

 
 

       
 

 

   1 1

3

2
tan tan 1

2 4
Arg z

  
      

 
 

22

1 1

2 5 5

4 2

zz

z z
    

   2
2 1

1

z
Arg Arg z Arg z

z

 
  

 
 

3 6 6

   
      

 
 

2) 
3

1

z
 

 الحل:

3 3

11 1

2 2z z
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   2
2

1

1
z

Arg Arg Arg z
z

 
  

 
 

0
4 4

  
    

 
 

3) 3

2

z

z
 

 الحل:

2 5 15z i   

2 2 2 5z z   

   2 2
3

Arg z Arg z


    

33

2 2

2 2 2

2 5 5

zz

z z
    

   3
3 2

2

z
Arg Arg z Arg z

z

 
  

 
 

7

4 3 12

  
      

 : مثال

 إذا كدددددددان:
2 2

8 cos sin
3 3

z i
  

  
 

 

 فأجيذ عن ال ؤالين الآتيين ت اعًا  :
 بيا يعا ن  المستو  المُركإ zعُكث ِّل العدد (1

 الحل:
2 2

8 cos sin
3 3

z i
  

  
 

 

2 2
8 cos sin

3 3
z i

       
     

    
 

2ج عتع 8يساج   xاذ  كقياس

3

 

 
 zعجد الجذرةط التربيعييط للعدد (2

 الحل:
2 2

8 cos sin
3 3

z i
  

  
 

 

1 3
8 4 4 3

2 3
i i

 
       

 
 

4 4 3i x iy     
2 2 24 4 3 2i x ixy i y      
2 24 4 3 2i x y ixy      

2 24 , 4 3 2x y xy      

2 3
y

x


  

2 2 4x y    

2

2

12
4x

x
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4 24 12 0x x    

  2 26 2 0 2x x x       

2xعندكا   6نهy   

2xجعندكا    6نهy  

 هما  zإذ  الجذرا  التربيعيا  للعدد المركإ

2 6 , 2 6i i    

 : مثال

 أجد الجذ ين ال ربيعيين لكلاّ من الأعداد الآتية :
1) 3 4i  

 الحل:
3 4i x iy    

2 2 23 4 2i x ixy i y     
2 23 4 2i x y ixy     

2 23 , 4 2x y xy     
2

y
x

   

2 2 3x y   

2

2

4
3x

x
   

4 23 4 0x x    

  2 21 4 0 2x x x       

2xعندكا   1نهy   

2xجعندكا    1نهy  

3إذ  الجذرا  التربيعيا  للعدد المركإ 4i  هما 
2 , 2i i    

2) 15 8i   
 الحل:

15 8i x iy     
2 2 215 8 2i x ixy i y      
2 215 8 2i x y ixy      

2 215 , 8 2x y xy     
4

y
x

  

2 2 15x y    

2

2

16
15x

x
    

4 215 16 0x x    

  2 216 1 0 1x x x       

1xعندكا   4نهy  

1xجعندكا    4نهy   

15إذ  الجععععذرا  التربيعيععععا  للعععععدد المركععععإ 8i  
هما 

 
1 4 , 1 4i i   
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3) 5 12i  
 الحل:

5 12i x iy    
2 2 25 12 2i x ixy i y     
2 25 12 2i x y ixy     

2 25 , 12 2x y xy     
6

y
x

   

2 2 5x y   

2

2

36
5x

x
   

4 25 36 0x x    

  2 24 9 0 3x x x       

3xعندكا   2نهy   

3xجعندكا    2نهy  

5إذ  الجععععععذرا  التربيعيععععععا  للعععععععدد المركععععععإ 12i 
هما 

 
3 2 , 3 2i i   

4) 7 24i   
 الحل:

7 24i x iy     
2 2 27 24 2i x ixy i y      
2 27 24 2i x y ixy      

2 27 , 24 2x y xy      
12

y
x

   

2 2 7x y    

2

2

144
7x

x
    

4 27 144 0x x    

  2 216 9 0 3x x x       

3xعندكا   4نهy   

3xجعندكا    4نهy  

7إذ  الجذرا  التربيعيا  للعدد المركإ 24i  
هما 

 
3 4 , 3 4i i   

 : مثال

 إذا كدددان: 3a i و b ic  همدددا الجدددذ ين
55 ال ربيعيين للعدد المركدذ: 48i   فأجدد قيمدة  

  c  وb   وa لاّ من الث ا ت الحقيقية : 
 الحل:
3aبما ع  i 55هو جذر للعدد المركإ 48i  
 اذ  

 
2

3 55 48a i i    
2 6 9 55 48a ia i     
2 9 55 , 6 48 8a a i a        
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bبما ع  ic 55هو جذر للعدد المركإ 48i  
 اذ  

 
2

55 48b ic i    
2 22 55 48b ibc c i     
2 2 55 , 2 48b c bc     

2

2

24 576
55c b

b b
      

4 255 576 0b b    

  2 264 9 0 8b b b       

8bعندكا   3نهc   

8bجعندكا    3نهc  

 جذرا هذا العدد المركإ هما 
8 3 , 8 3i i   

الجعععععذرةط المعريعععععيط جبمقار عععععة هعععععذرط الجعععععذرةط كعععععع
 3 ,a i b ic    لا أ ع  

8 , 8 , 3a b c     
 الحل الأ  ل هو 

3aبمععا ع  i 55جععذر للعععد المركععإ 48i  إذ
3a i   هو ايضا جذر لع جكنع 

3aبالمقار عة كعع الجعذرةط i جb ic   جعد ع  

b a  3جc 
 

 جكنع 
 

2
3 55 48a i i    

2 6 9 55 48a ia i     
2 9 55 , 6 48 8 8a a a b         

 

:9مثال  

 إذا كددددددددددان:
2 cos sin

3 3
w i

  
  

 

2 cos sin
4 4

z i
  

  
 

فأجدددددد كُدددددً  ممّدددددا  

 يأتي  ال     المثلية : 
1) zw  

 الحل:
2 cos sin

4 4
z i

  
  

 
 

2 cos sin
4 4

z i
     

       
    

 

2 cos sin
3 3

w i
  

  
 

 

4 cos sin
4 3 4 3

zw i
       

         
    

4 cos sin
12 12

i
  

  
 

 

2) 
z

w
 

 الحل:

1 cos sin
4 3 4 3

z
i

w

       
         

    
 

7 7
cos sin

12 12
i
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3) 
w

z
 

 الحل:

1 cos sin
3 4 3 4

w
i

z

         
       

    
 

7 7
cos sin

12 12
i

    
    

   
 

4) 
1

z
 

 الحل:
 1 1 cos 0 sin 0i   

1 1
cos 0 sin 0

2 4 4
i

z

       
       

    
 

1
cos sin

2 4 4
i

  
  

 
 

5) 2w  
 الحل:

2w ww  

4 cos sin
3 3 3 3

i
       

       
    

 

2 2
4 cos sin

3 3
i

  
  

 
 

6) 5iz  
 الحل:

5 5 cos sin
2 2

i i
  

  
 

 

5 5 cos sin 2 cos sin
2 2 4 4

iz i i
       

      
   

 

10 cos sin
2 4 2 4

i
         

       
    

 

10 cos sin
4 4

i
  

  
 

 

 : مثال

 أُ لُّ كًُ  من المعادلات الآتية :
1) 2 104 20z z   

 الحل:

2 20 104 0z z    
2 4

2

b b ac
z

a

  
  

20 400 416 20 16

2 2

   
   

20 4
10 2

2

i
z i


    

 المعادلة جذرا  هما اذ  ل ذي 
10 2 , 10 2i i   

2) 2 18 202 0z z    
 الحل:

2 18 202 0z z    
2 4

2

b b ac
z

a

  
  

18 324 808 18 484

2 2
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18 22
9 11

2

i
z i

 
     

 اذ  ل ذي المعادلة جذرا  هما 
9 11 , 9 11i i     

3) 29 68 0z    
 الحل:

2 6868 68

9 9 3
z z i


      

 

 اذ  ل ذي المعادلة جذرا  هما 
68 68

,
3 3

i i  

4) 3 23 2 2 1 0z z z     
 الحل:

 الاص ار النسرية المحتملة ه  
1

1 ,
3

  

1بععالتعوةض  جععد ع  العععدد

3
z    يحقععق المعادلععة

 لأ  
3 2

1 1 1
3 2 2 1 0

3 3 3

     
           
     

 
1

3 1 3 1 0
3

z z z         

اذ  3 1z    هععو ع ععد عواكععل كثيععر الحععدجد  جععر
 عملية القسمة ننجد ع  

  3 2 23 2 2 1 3 1 1 0z z z z z z         
1

3
z    

1 1 4 1 3 1 3

2 2 2 2

i
z i

  
     

 هما   لو  )جذجر( 3اذ  ل ذي المعادلة 

1 1 3 1 3
, ,

3 2 2 2 2
i i    

5) 3 24 10 5z z z    
 الحل:

3 25 4 10 0z z z     
 الاص ار النسرية المحتملة ه  

 1, 2 , 5 , 10     

1zبعععالتعوةض  جعععد ع  الععععدد    يحقعععق المعادلعععة
 لأ  

     
3 2

1 5 1 4 1 10 0        
اذ  1z    هعععو ع عععد عواكعععل كثيعععر الحعععدجد  جعععر

 عملية القسمة ننجد ع  
  3 2 25 4 10 1 6 10 0z z z z z z         

1z    
6 36 40 6 2

3
2 2

i
z i

  
     

  لو  )جذجر( هما  3اذ  ل ذي المعادلة 

1 , 3 , 3i i    
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6) 3 22 8 13 87z z z    
 الحل:

 الاص ار النسرية المحتملة ه  

 
1 3 29 87

1, , , 3 , 29 , , , 87
2 2 2 2

         

3zبعععالتعوةض  جعععد ع  الععععدد    يحقعععق المعادلعععة
 لأ  

     
2 2

2 3 8 3 13 3 87 0        
اذ  3z    هععو ع ععد عواكععل كثيععر الحععدجد  جعععر

 عملية القسمة ننجد ع  
  3 2 22 8 13 87 3 2 14 29 0z z z z z z         

14 196 232

4
z

 
  

3z    

14 36 14 6 7 3

4 4 2 2

i
z i

  
     

  لو  )جذجر( هما  3اذ  ل ذي المعادلة 
7 3 7 3

3 , ,
2 2 2 2

i i    

 : مثال

الجذ ان المُركَّ دان المُعييدان أجد معادلة تربيعية لها 
 في كُلًّ ممّا يأتي :

1) 2 5i  
 الحل:

2 5x i   
2 5x i    

 
2

2 25x     
2 4 4 25x x     
2 4 29 0x x    

 طريقة آخر  للحل:
 هما جذرا المعادلة التربيعية kج h علم ع ع اذا كا 

2 0x bx c    
c,نه     hk b h k   

  4كجموو الجذرةط يساج  
4ج اتو ضرب ما يساج    25 29  

 اذ  المعادلة ه  
2 4 29 0x x   

2) 7 4i  
 الحل:

7 4x i   
7 4x i    

 
2

7 16x     
2 14 49 16x x     
2 14 65 0x x    

 طريقة آخر  للحل:
  14كجموو الجذرةط يساج  
49ج اتو ضرب ما يساج    16 65  

 اذ  المعادلة ه  
2 14 65 0x x   

3) 8 20i   
 الحل:

8 20x i    
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8 20x i    

 
2

8 400x     
2 16 64 400x x     
2 16 464 0x x    

 طريقة آخر  للحل:
  -16كجموو الجذرةط يساج  
64ج اتو ضرب ما يساج    400 464  

 اذ  المعادلة ه  
2 16 464 0x x   

4) 3 2i   
 الحل:

3 2x i    
3 2x i    

 
2

3 4x     
2 6 9 4x x     
2 6 13 0x x    

 طريقة آخر  للحل:
  -6كجموو الجذرةط يساج  
9ج اتو ضرب ما يساج    4 13  

 اذ  المعادلة ه  
2 6 13 0x x   

 

 

 

 

 

 :مثال

 أُ ددلُّ المعادلدددة المعيدددو أ دددد جدددذو ها فدددي كُدددلاّ ممدددا 
 يأتي :

1) 3 2 15 225,5x x x    
 الحل:

3 2 15 225x x x    
3 2 15 225 0x x x     

جذر ل ذي المعادلة اذ  5بما ع   5x   عواكل
 كثير الحدجد بالقسمة عليع  حصل على 

  3 2 215 225 5 6 45 0x x x x x x         

5x   

6 36 180

2
x

  
  

6 144 6 12
3 6

2 2

i
i

    
      

  لو  هذي المعادلة ه  
5 , 3 6 , 3 6x x i x i        

2) 3 27 13 45 0, 9x x x      
 الحل:

3 27 13 45 0x x x     

جذر ل ذي المعادلة اذ  -9بما ع   9x   عواكل
 كثير الحدجد بالقسمة عليع  حصل على 

  3 2 27 13 45 9 2 5 0x x x x x x         

9x    
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2 4 20

2
x

 
  

2 16 2 4
1 2

2 2

i
i

  
     

   i لو  هذي المعادلة 
9 , 1 2 , 1 2x x i x i       

3)    2 23 45 2 19 37 ,6x x x i     
 الحل:

   2 23 45 2 19 37x x x    

3 23 38 135 74 0x x x     

بمععععا ع   6 i جععععذر ل ععععذي المعادلععععة اذ  كرانقععععع
 6 i  هو ايضا جذر ل ذي المعادلة 

  كو  المعادلة التربيعية الت  جذراها 
   6 , 6i i   

6x i   
6x i    

 
2

6 1x     
2 12 36 1x x     
2 12 37 0x x    

 ععععععععععععععععععععععععععععععععععم  قسععععععععععععععععععععععععععععععععععم كثيععععععععععععععععععععععععععععععععععر الحععععععععععععععععععععععععععععععععععدجد
3 23 38 135 74x x x   علععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععى

2 12 37x x    ننجد ع 
3 23 38 135 74x x x     

  2 12 37 3 2 0x x x     

2
, 6

3
x x i    

  لو  هذي المعادلة ه  
2

, 6 , 6
3

x x i x i      

4) 3 210 29 30 0, 2x x x i       
 الحل:

3 210 29 30 0x x x     

بمععا ع   2 i  جعععذر ل عععذي المعادلعععة اذ  كرانقعععع
 2 i   هو ايضا جذر ل ذي المعادلة 

  كو  المعادلة التربيعية الت  جذراها 
   2 , 2i i     

2x i    
2x i    

 
2

2 1x     
2 4 4 1x x     
2 4 5 0x x    

3 م  قسم كثير الحعدجد 210 29 30x x x   
2على 4 5x x    ننجد ع 

3 210 29 30x x x     

  2 4 5 6 0x x x     

6 , 2x x i      
  لو  هذي المعادلة ه  

6 , 2 , 2x x i x i         
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 :مثال

 إذا كددان : 4 11i:هدد  أ ددد جددذ   المعادلددة 
2 8 0z z k   يدددددث   k    عددددددد  قيقدددددي

 فأُجيذ عن ال ؤالين الآتيين تِ اعًا : 
 
 عجد الجذر الآخر للمعادلة  (1

 الحل:
4الجذر الآخر هو كرانق الجذر الأج   ع  11i 

 kعجد قيمة الثاب   (2
 الحل:

  4 11 4 11k i i    
216 121 16 121 137i      

 : مثال

ً ا أجيدددذ عدددن الأسددد لة  الث  دددة الآتيدددة ت اعًدددا   مُ دددرِّ
  إجا  ي :

 عجعد  عاتو   (1 
2

p iq يعم     pجq   ععددا
  قيقيا 

 الحل:
 

2 2 2 22p iq p ipq i q     
2 22p ipq q    

 إذا كعا   (2 
2

45p iq im   يعم   p 

  نفجعععععد  p>qععععععددا  صعععععحيحا  كوجبعععععا    ج  qج
   m لاث قيم كُمينة للعدد الحقيق  

 الحل:

 
2 2 245 2p iq im p q ipq       

2 2 45 , 2p q m pq    
  2 2 45 45p q p q p q       

ععععععععععددا  صعععععععععحيحا  كوجبعععععععععا  ج qج pبمعععععععععا ع 
p q  نععععععععععه p q ج p q   عععععععععععددا

صعععععععععععععععععععععععععععععععععععععحيحا  كوجبعععععععععععععععععععععععععععععععععععععا  ايضعععععععععععععععععععععععععععععععععععععا ج
   p q p q    جكنععع يي عع  تحليععل العععدد

الى عاكليط صحيحيط كوجريط ا دهما اكرر كط  45
العععععى ععععععاكليط  45 عععععالات لتحليعععععل  3الآخععععر  لعععععدرنا 

 صحيحيط كوجريط ه  
 الحالة الاولو:

45 45 1  
 نه  

1 , 45p q p q    
 جكنع 

22 , 23q p  
 ع  ع  

2 1012m pq  

 الحالة الثانية:
45 15 3  

 نه  
3 , 15p q p q    

 جكنع 
6 , 9q p  

 ع  ع  
2 108m pq  

 الحالة الثالثة:
45 9 5  

 نه  
5 , 9p q p q    

 جكنع 
2 , 7q p  

 ع  ع  
2 28m pq  

 1012 , 108 , 28المرلوبة ه    mقيم
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السعععابق  يجعععاد الجعععذرةط ع عععتعمل إجابعععة السععع ا   (3
45 التربيعييط للعدد المُركإ   108i 

 الحل:
المرلعععوب ايجعععاد الجعععذرةط التعععربيعييط للععععدد المركعععإ

45 108i 

2بما ع  108m pq   

كختل ا  بالاشار    كط السع ا   qج pاذ  العددا 
 السابق  جد ع  

9 , 6p q   9عج , 6p q   

9 الجذرا  المرلوبا  هما  6 , 9 6i i   

 :مثال

 أُ  ت أنّ:
2

zz z لأ  عدد مُركذz . 
 الحل:
zلييط z iy   اذz x iy  

  zz x iy x iy    

2 2 2x y i   
2 2x y   

 
2 22 2x y z    

 

 

 :مثال

عدددددددددددددددددًا مُركً دددددددددددددددا    يددددددددددددددددث: zإذا كدددددددددددددددان 

  1 1
5 5 , tan

2
z Arg z   
   

 
  

وكدددددددددددددددددان:
3 4

z
p q

i
 


  فأُ  ددددددددددددددددددت أن:

1p q  
 الحل:
zلييط x iy  

بما ع   1 1
tan

2
Arg z   

  
 

 

نععع  الربعععع الاج  جةيععععو   zاذ  يقعععع الععععدد المركعععإ
2x y 

2z y iy   

5 5z   

 
2 22 125y y   

2 25 5, 10y y x     

10اذ  5z y  

10 5 10 5 3 4

3 4 3 4 3 4 3 4

z i i i

i i i i

  
  

   
 

30 40 15 20

9 16

i i
p iq

  
 


 

50 25
2

25

i
i


    

,2اذ  1p q     1جةيوp q  
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 :مثال

 العددد المُركدذ:   10 2 7z i i      هد
أ ددددددددددددددددددددددددددددددد جددددددددددددددددددددددددددددددذو  المعادلددددددددددددددددددددددددددددددة:

3 220 164 400 0z z z    
أجددد  قيددة جددذو  هددذل المعادلددة   دد  أ ددل المعددادلات 

 الآتية: 6 2 4164 20 20x x x   
 الحل:

3 220 164 400 0z z z     

بمعععا ع   8 6i جعععذر ل عععذي المعادلعععة اذ  كرانقعععع
 8 6i  هو ايضا جذر ل ذي المعادلة 

  كو  المعادلة التربيعية الت  جذراها 
   8 6 , 8 6i i   
   8 6 8 6 16i i     
   8 6 8 6 64 36 100i i       

2 16 100 0z z    

 ععععععععععععععععععععععععععععععععععم  قسععععععععععععععععععععععععععععععععععم كثيععععععععععععععععععععععععععععععععععر الحععععععععععععععععععععععععععععععععععدجد
3 220 164 400z z z   علعععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععى

2 16 100z z    ننجد ع 
3 220 164 400z z z     
  2 16 100 4 0z z z     

4 , 8 6z z i    
  لو  هذي المعادلة ه  

4 , 8 6 , 8 6z z i z i      

 المعادلة الجدرد  ه  

6 4 220 164 400 0x x x     

2zاذا عوضنا x تتحو  هذي المعادلة الى 
3 220 164 400 0z z z     

اذ   لعععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععو  المعادلعععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععة
6 4 220 164 400 0x x x      هعععععععععععععععععععععع

الجععععععععععععععععععععععذجر التربيعيععععععععععععععععععععععة لحلععععععععععععععععععععععو  المعادلععععععععععععععععععععععة
3 220 164 400 0x z z    

 اذ   لو  هذي المعادلة ه  
8 6 , 8 6 , 2x i x i x         

8 جد الجذرةط التربعيييط للعدد 6i 
8 6i h ik    

2 28 6 2i h k ihk     
2 28 , 6 2h k hk    

3
h

k
  

2 2 8h k   

2

2

9
8h

k
   

4 28 9 0h h    

  2 21 9 0h h    

3 1h k      

8اذ  الجذرا  التربيعيا  للعدد المركإ 6i  هما 
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3 , 3i i    
بالمثععععل  جععععد ع  الجععععذرةط التععععربيعييط للعععععدد المركععععإ

8 6i هما  
3 , 3i i    

جةيععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععو  للمعادلععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععععة
6 4 220 164 400 0x x x     ععععععععععععععععععععتة 

  لو  ه  
2 , 2x x    
3 , 3x i x i     

3 , 3x i x i       
 

 : مثال

مع مدداً الم د    المركدذ المجدداو  الدذ    دين العدددد ن 
أجيددذ عددن الأسدد لة الث  ددة الآتيددة  wو zالمددرك ين

 ت اعاً:

 
 بالصور  القيا ية wج zعكتإ كلا كط العددرط  (1

 الحل:
1 3 , 1z i w i     

عجععععد السعععععة جالمقيععععاس لكععععل كععععط العععععددرط المععععركريط  (2

wz ج
w

z
 

 الحل:
4 2wz i   

16 4 2 5wz     

  1 1
tan 0.46

2
Arg wz      

1 1 3 2 4 1 2

1 3 1 3 10 5 5

w i i i
i

z i i

   
     

 
 

1 4 1

25 25 5

w

z
    

1tan 2 2.03
w

Arg
z

  
   

   
 

ج wzعكثل العددرط  (3
w

z
 ن  المستو  المركإ 

 الحل:

1 2
4 2 ,

5 5

w
wz i i

z
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 : مثال

3ا كددددددددددددددددددددددددددددان:إذ 3 3z i   :وكددددددددددددددددددددددددددددان

 18,Arg
6

w w


    فأجددد ندداتج كددل ممددا
 يأتي:

1)  Arg z   
 الحل:

  1 2
tan 3

3 3
Arg z

 
       

2) z  
 الحل:

   
22

3 3 3 9 27 6z        

3)  Arg zw  
 الحل:

     
2

3 6 2
Arg zw Arg z Arg w

  
      

4) zw  
 الحل:

6 18 108zw z w      

 : مثال
 أجد الجذ ين ال ربيعين لكل عدد مركذ مما يأتي:

1) 15 8i   
 الحل:

15 8i x iy     

 
2

15 8i x iy     

2 215 8 2i x y ixy      

2 2 4
15 , 2 8x y xy y

x
       

2

2

16
15x

x
    

4 215 16 0x x    

  2 216 1 0 1, 4x x x y         

 15 8 1 4i i      

2) 7 24i   
 الحل:

7 24i x iy     

 
2

7 24i x iy     

2 27 24 2i x y ixy      

2 2 12
7 , 2 24x y xy y

x
         

2

2

144
7x

x
    

4 27 144 0x x    

  2 216 9 0 3 , 4x x x y         

 7 24 3 4i i      

3) 105 88i  
 الحل:

105 88i x iy    
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2

105 88i x iy    

2 2105 88 2i x y ixy     

2 2 44
105 , 2 88x y xy y

x
      

2

2

1936
105x

x
   

4 2105 1936 0x x    

  2 216 121 0 11, 4x x x y         

 105 88 11 4i i     

 : مثال

 إذا كددان:
1 3

2 2
i    فأ   دد   ال دد    المثلثيددة

3م يناً أن 1   

 الحل:

   
3

1 12

1
2

tan tan 3Arg   
 

  
 

 

22
1 3

1
2 2


  

         
 

1 3
1 cos sin

2 2 3 3
i i

 


 
    

 
 

3 1 1 1 1           

       3

3 3 3
Arg Arg Arg Arg

  
            

 3 1 cos sin 1i      

 :6مثال

1إذا كدددددددددان: 3 cos sin
5 5

z i
  

  
 

وكدددددددددان: 

2 2 cos sin
3 3

z i
  

  
 

فأجددد كدد  ممددا يددأتي  

  ال     المثلثية:

1) 1 2z z  
 الحل:

1 2 3 2 cos sin
5 3 5 3

z z i
       

        
    

 

8 8
6 cos sin

15 15
i

  
  

 
 

2)  1 1z z  
 الحل:

1 3 cos sin
5 5

z i
  

  
 

 

1 3 cos sin
5 5

z i
   

  
 

 

1 1 3 3 cos sin
5 5 5 5

z z i
       

        
    

 

 9 cos 0 sin 0 9i    

3) 3

2z   
 الحل:

3 2

2 2 2z z z   

2

22 cos sin
3 3 3 3

i z
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2 2
4 cos sin 2 cos sin

3 3 3 3
i i

      
      

   
 

2 2
8 cos sin

3 3 3 3
i

       
       

    
 

 8 cos sin 8i      

4) 2

1

z

z
 

 الحل:

2

1

2
cos sin

3 3 5 3 5

z
i

z

       
       

    
 

2 2 2
cos sin

3 15 15
i

  
  

 
 

 : مثال

 إذا كدددان:
9

5
3

u i

i





علمدددا  أنهدددا  uفمدددا قيمدددة 

 سال ة؟

 الحل:

99
5 5

3 3

u iu i

i i


  

 
 

2 81
5

9 1

u 



 

2 81 5 10u    
2 281 250 169 13u u u        

13u البة  سإ المعريات  إذ  uلكط   

  ل آخر:

9يميعععععععط كتابعععععععة الصعععععععور  القيا عععععععية للععععععععدد

3

u i

i




جهععععععع  

3 9 27

10 10

u u
i

 
 م ايجاد كقياس هذا العدد  

9 3 9 27

3 10 10

u i u u
i

i

  
 


 

2 2
3 9 27

5
10 10

u u    
     

   
 

2 2
3 9 27

25
10 10

u u    
     

   
 

   
2 2

3 9 27 2500u u     

2 29 54 81 54 729 2500u u u u       
2 210 1690 169 13u u u       

13u البة  سإ المعريات  إذ  uلكط   

 : مثال

إذا كددددددددددددددددددددان: 1 4i :جددددددددددددددددددددذ اً للمعادلددددددددددددددددددددة
3 25 0x x ax b     فأجدددددد قيمدددددة كدددددل مدددددن

a,العدددددد ن الحقيقيددددين b  والجددددذ ين الآخددددرين لهددددذل
 المعادلة

 الحل:

بمعععععععععععععععععععععععععععععععععععععععا ع  1 4i جعععععععععععععععععععععععععععععععععععععععذر للمعادلعععععععععععععععععععععععععععععععععععععععة
3 25 0x x ax b      نه عععععععع يحقعععععععق المعادلعععععععة  ع

 ع  

     
3 2

1 4 5 1 4 1 4 0i i a i b        
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      2 21 8 16 1 4 5 1 8 16 1 4 0i i i i i a i b           

      15 8 1 4 5 15 8 1 4 0i i i a i b           

15 52 32 75 40 4 0i i a ia b          

 122 4 12 0a b i a       

122 0 , 4 12 0a b a       

3 , 119a b   

3نالمعادلة ه    25 3 119 0x x x    

بما ع  1 4i  1جذر للمعادلة نه 4i  جذر خخر ل ا
  كو  كعادلة تربيعية ل ا هذا  الجذرا  

        1 4 1 4 1 4 1 4x i x i x i x i          

2 2 17x x    

3 عععععم  قسعععععم كثيعععععر الحعععععدجد 25 3 119x x x   علعععععى
2 2 17x x   ننحصل على   

  3 2 25 3 119 2 17 7x x x x x x        
 الجذرا  الآخرا  ل ذي المعادلة هما 

7 , 1 4x x i     

 : مثال

 أجد قيم ي الجذ  ال ربيعي:
362 153

2 3

i

i




 

 الحل:

362 بس  153

2 3

i

i




 

362 153 362 153 2 3

2 3 2 3 2 3

i i i

i i i

  
 

  
 

1183 780
91 60

13

i
i


    

362 153
91 60

2 3

i
i x iy

i


   


 

2 291 60 2i x y ixy     

2 2 30
91, 2 60x y xy y

x
       

2

2

900
91x

x
   

4 291 900 0x x    

  2 29 100 0 10 , 3x x x y         

 
362 153

10 3
2 3

i
i

i


  


 

 

 : مثال

 للعدددد:أ  ددت أن أ ددد الجددذ ين ال ددربعيين  7 24i 
ه  4 3i أجد الجذ  ال ربيعي الآخر    

 الحل:

اذا كا  4 3i جذرا تربيعيا للعدد 7 24i 
 فيجإ ع  تكو  العبار  الآتية صحيحة 

 
2

4 3 7 24i i    
 ذلا بالحساب  ستريع التفكد كط 

 
2

4 3 16 24 9 7 24i i i       
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إذ  هععععو نعععععلاع ع ععععد جععععذر   7 24i  جةيععععو  الجععععذر
4 الآخر هو  3i  

 مثال:

أ  دددددت أن سدددددعة 7 24i ت ددددداو  ضدددددع  سدددددعة
 4 3i 

 الحل:

  1

1

24
7 24 tan 1.287

7
Arg i      

  1

2

3
4 3 tan 0.6435

4
Arg i      

 2 12 2 0.6435 1.287      

   7 24 4 3Arg i Arg i     

 مثال:

أ  دددت أن مقيدددا  7 24i  ي ددداو  مربددد  مقيدددا
 4 3i 

 الحل:

7 24 49 576 625 25i      

4 3 16 9 25 5i      
2

7 24 4 3i i     

 مثال:

1 إذا كددان:
3 1 2

a b
i

i i
  

 
فأجددد قيمددة كددل  

a,من العدد ن الحقيقيين b 

 الحل:

1
3 1 2

a b
i

i i
  

 
 

3 1 2
1

3 3 1 2 1 2

a i b i
i

i i i i

 
    

   
 

3 2
1

10 5

a ia b ib
i

 
    

3 2
1

10 10 5 5

a b b
a i i i      

3 2
1 , 1

10 5 10 5

b a b
a      

3 2 10 , 4 10a b a b     

2 , 2b a   

 

 مثال:

 أ ل كل معادلة مما يأتي:

1) 3 22 8 13 8z z z z    
 الحل:

3 22 8 13 87 0z z z     

 الاص ار النسرية المحتملة ه  
3 29 87

1, 3, 29, , , 87,
2 2 2

        

3zبالتعوةض  جد ع  العدد     يحقق المعادلة لأ 
     

3 2
2 3 8 3 13 3 87 0        
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إذ  3z   هو ع د العواكل   جر  عملية القسمة ننجد
 ع  

  3 2 22 8 13 87 3 2 14 29 0z z z z z z         

3z    

14 36 3 6 3 3

4 4 4 2

i
z i

  
     

  لو  ه   3إذ  ل ذي المعادلة 
3 3 3 3

3 , ,
4 2 4 2

i i    

2) 3 24 10 12 0x z z     
 الحل:

3 24 10 12 0z z z     

 الاص ار النسرية المحتملة ه  
1, 2, 3, 4, 6, 12       

6zبالتعوةض  جد ع  العدد     يحقق المعادلة لأ 
     

3 2
6 4 6 10 6 12 0        

إذ  6z   هعععو ع عععد العواكعععل   جعععر  عمليعععة القسعععمة
 ننجد ع  

  3 2 24 10 12 6 2 2 0z z z z z z         

6z    

2 4 2 2
1

2 2

i
z i

  
     

  لو  ه   3إذ  ل ذي المعادلة 
6 , 1 , 1i i    

 :مثال

2إذا كددددددددان: i  :هدددددددد  أ ددددددددد جددددددددذو  المعادلددددددددة
4 3 2 10 25 0z az bz z     فأجددددد قيمددددة

a وقيمةb   أجد جميد  الجدذو  الحقيقيدة والجدذو   
 المرك ة للمعادلة

 الحل:

بمععععععععععععععععععععععععععععععععععععا ع  2 i  جععععععععععععععععععععععععععععععععععععذر للمعادلععععععععععععععععععععععععععععععععععععة
4 3 2 10 25 0z az bz z       نه 

       
4 3 2

2 2 2 10 2 25 0i a i b i i              

   7 24 2 11 3 4 20 10 25 0i a i b i i            

 7 2 3 20 25 24 11 4 10 0a b i a b            

2 2 3 0 , 14 11 4 0a b a b         

2 , 2a b   

 المعادلة ه  
4 3 22 2 10 25 0z z b z     

بمععا ع  2 i   جععذر ل ععذي المعادلععة نععه 2 i  
 جذر خخر ل ا .  كو  كعادلة ل ا هذا  الجذرا  

        2 2 2 2z i z i z i z i            
2 4 5z z    

4 عععععععم  قسعععععععم 3 22 2 10 25z z z z     علعععععععى
2 4 5z z   ننحصل على 
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  4 3 2 2 22 2 10 25 4 5 2 5z z z z z z z z          
2 2 5 0z z    

2 16 2 4
1 2

2 2

i
z i

  
     

 جذجر المعادلة ه  
1 2 , 1 2 , 2 , 2x i x i x i x i           
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المستوى  في الهندسي المحل :3الدرس

 المركب

 :فكرة الدرس 

تعرررررلمحل الهرررررفل المسترررررملررررررمل ال ررررر   ل ال ل ررررر ل ل
ُ     مررررر  لررررررمل ررررر  ل ورترررررل و ل لوتلنطرررررفلُمبارررررفل رررررفل

ل ال     ل.

 المصطلحات: 

رررررررر ل اعلرررررررر   لاابعررررررررفل  الهررررررررفل المستررررررررمل ل ال معة 
لُ  قيلفل ل اشع عل.

 :الدائرة 

 رر لُول  ررفل امارر للرررمل ال رر   للالمحللالالدسي:لل  
ُ  هل ررفل ررل ةلشررللل ول ال ل رر ل ا ررملن لنررةلامابررفل

ل اس ئلةلل.(ل نلتك نلُمل شلولل)ُع  اف لُ    مف رلنلًا
ل ررررملُهررررفل مستررررملامابررررفلت هررررل لرررررملُ رررر رل  عررررس

ُ هس  ل.ةل ةلنابفلث ب فل ملُل زل اس ئلةُ  رفل

ررررررمل ال ررررر   ل ال ل ررررر  ل
ت عررررررسل ا ررررررس  ل ال ل  ررررررفل
 ا ررررررملت هارررررر ل الع  اررررررف 

z rرررررررررررررررررررررررر رفل ُrل
و سةل ةلنابفل اصف؛ل

لُملررر ل ررر  رررةلثررر  لرررر نللrانلُقيررر لل رررفة  و رررسة.لوُ
 الهررفل المستررمل ارر  لت لن ررول رر  ل الع  اررفل رر ل  ئررلةل

 لرر للrُل ز رر لنابررفل  صررف لوفرر رلنعرر ل بل رر 
ل.ر  لرمل اشنفل الو ول

فلررررمل ال ررر   ل ال ل ررر ل إذ ل ررر نلُل رررزل  ئرررلةلُلترررُ 
)اررريقلنابرررفل اصرررف( لوفررر رلنعررر لل0z ررر ل اعرررس 

و ررسةل لرر لرررمل اشررنفل الورر ور لر نررولن لنررةللr بل رر 
 ت عل رلنظليفلرطنر و روللاك  ةرفلُع  ارفلتلنرفل ر  ل

ل الهفل المستمل  ىل امه ل لآتم ل

ل

لنظريةلفيثاغوروس

   
2 2

0 0x x y y r     ل

0zن رر و ل   ررأل نلفررلحل الع  اررفل ان ررلل zل 
ل طث ل

   0 0 0z z x x i y y      

0zب ع يض z0رمل الع  افللz z r ل

إذنل الهررررررررررفل المستررررررررررمل ارررررررررر  لتلن ررررررررررول الع  اررررررررررف 
0z z r 0  ل  ئلةلُل ز ر لzلوفر رلنعر ل 

 r  بل  

 

 

ل
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 معادلة الدائرة في المستوى المركب: 

 الهرررفل المسترررملررررمل ال ررر   ل الل ررر ل اررر  لتلن رررول
 الع  اررررف  z a ib r  رررر ل  ئررررلةلُل ز رررر ل 
 ,a b  لوف رلنع ل بل rلو سةلل

ل

 الييكارت لللةمللملا للللةلالللليا ر لالصللل اةلالس ا:للل ةل(
الت لمركزها ,h kونصفلقطرهالrله  ل

   
2 2 2x h y k r     

 

ل 2مثال
أجللللليلالمحلللللالالدسي:للللل لالللللل  لتمث للللل لالملا للللللة 

2 8 3z i  ثللللتلأاتللللللالملا لللللةل الصلللل اةلل
لالييكارت ة

لالحا 
ل الهفل المستم  جسل

ل مسُ ل ك  ل الع  افلرملص رة 

 
 z a ib r    ل

لللللللللللللللللللللللر ن 2 8 3z i  ل

و رر  لُع  اررفل  ئررلةلُل ز رر  2, 8لوفرر رلنعرر ل 
لو س  ل3 بل  ل

لك  ل الع  افلة اعيغفل اسنن رتيف 
 2 8 3z i    

 2 8 3z i     
xة اعيغفلzة ت بس ر iyلل

2 8 3z iy i     

   2 8 3x y i     

   
2 2

2 8 3x y     

ل    رررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررأل نل الع  ارررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررف
   

2 2
2 8 9x y    مل نضا لُع  افل 

  ئررررلةلُل ز ررررر  2, 8ل3 لوفررررر رلنعررررر ل بل ررررر ل
لو س  

ل 3مثال
أجللللليلالمحلللللالالدسي:للللل لالللللل  لتمث للللل لالملا للللللة 

5 4 7z i  ثللتلأاتللللالملا لللةل الصلل اةلل
لالييكارت ة

لالحا 
5 4 7z i    

 5 4 7z i     

ُع  افل  ئلةلرمل ال    ل الل  لُل ز  و   ل 5,4ل
ل7وف رلنع ل بل  ل
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5 4 7z i    

5 4 7x iy i     

   5 4 7x y i     

   

   

2 2

2 2

5 4 7

5 4 49

x y

x y

   

   
 

و رررر  لُع  ارررررفل  ئرررررلةلُل ز ررررر  5,4لللللوفررررر رلنعررررر ل

ل7 بل  ل

 يُمكللللتلا:للللتلمالل لللللهلاليصللللا  لالدسي:لللل ةل
ل للليا ر لومما:لللاتدالفللل لييةلللا لالس ملللةلاللظمللل ل
لسللةلاعدليا لالمُرك للةلالتل لتُحاللةلملا للةل ا للر ل

لملطا ل.

ل 4مثال
5يذالكانل:  3 3z i  فأجيللللدلتلالسللنالييتل

لالآتييتلت ادًال ل

 الع  ارررفلررررمل رتررر ل الهرررفل المسترررمل اررر  لتلن ررروللم1
ل ال    ل ال ل  .

لالحا 
   مسُ ل ك  ل الع  افلرملص رة 

 z a bi r    
للللللللللللللللللللللللر ن  5 3 3z i  لل

و رررر  لُع  اررررفل  ئررررلةلُل ز رررر  5,3وفرررر رلنعرررر لل
و ررررس   لوي لنممررررملتلنط لرررر لرررررمل ال رررر   لل3 بل رررر ل

ل ال ل  ل ل لرمل اشنفل الو ور.

ل

  z جررررسل اقيلررررفل اعظلررررىلا ررررعفل ا ررررس  ل ال ل  ررررفللم2

ل ا ملت ها ل الع  اف
 الحا 

ت ررر و لسيررر لل از ويرررفللz كبرررللترررعفلا عرررس ل الل ررر ل
BOAالهعرررررر رةلبررررررطةلُلرررررر لل اررررررس ئلةلل OAل

لو اله رل اهقيامل ال ج ل ل لرمل اشنفل الو ور

ل

mن لنممررررررملإنورررررر   BOAة ترررررر عل رل عرررررر ئ لل
ل الن ن  ل  ىل امه ل لآتم 

ُ ب ةاررر نلررررملثلًثرررفللOBCولOACةلررر ل ن
لBOA  معرررررر لOC  ررررررلًع لررررررر ن .لوبلرررررر ل ن 
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 للBC لررر   ل  رررىلنعررر ل اا برررللOB اللررر ل
لB  ئ ل از ويفلرمللOBCر ن

لوب اك لر ن 

تعليفلظفل از ويف
2

للللل
       

3
tan

2 5

 
 

 
ل

ُعن للظفل از ويف
2

لللل
     

1 3
tan

2 5

   
  

 
ل

لل2ةضلبلفلرمل الع  افلرمل

لللل 1 3
2 tan 1.08

5
   
  

 
 

 ا رررمللzإذنل اقيلرررفل اعظلرررىلا رررعفل ا رررس  ل الل  رررفل
لتالي  للrad1.08 تها ل الع  افل م ل

ل 5مثال
4كانللللل: يذال 4 3 4z i  لفأجيلللللللدلللللتل،

لالسنالييتلالآتييتلت ادًا ل
 رتررر ل الهرررفل المسترررمل اررر  لتلن رررول الع  ارررفلررررمللم1

ل ال    ل الل  ل.
لالحا 

4 4 3 4z i    

 4 4 3 4z i     

 رررررر  لُع  ارررررررفل  ئرررررررلةلرررررررمل ال  ررررررر  ل الل ررررررر لُل ز ررررررر و

 4,4 3ل4وف رلنع ل بل  لل

ل

 ا مللz جسل اقيلفل اعظلىلا عفل ا س  ل الل  فللم2
لالع  افلتها ل 
لالحا 

ت رررررر و لسيرررررر لل از ويررررررفلz كبررررررللتررررررعفلا عررررررس ل الل رررررر 
FOEالهعرررررررررر رةلبررررررررررطةلُلرررررررررر لل اررررررررررس ئلةل OEل

لو اله رل اهقيامل ال ج 
 ل  نررررر نل  رررررىل ا لتطررررر للOEولOGُل تررررر ل ارررررس ئلة

لDEولDG  ىلنعفمل اابلية
لنلًثفل  لًعلُ ب ةا نلبلOEDولOGD الن ن ن

لُ ب ةا  نلEODولGOD ذنل از وي  ن

4 1
tan

4 3 3
GOD    

6
GOD


   

 
5

2 6 6 6
Arg z

   
     

 ا ررررملتهارررر للz اقيلرررفل اعظلررررىلا رررعفل   ررررس  ل الل  رررف

5 الع  افل العب ةل م

6
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 :المنصف العمودي على القطعة المستقيمة

 ا ررملت هرررل للzن ب رر ل  ررىل الهرررفل المستررملا مابرررفل
رررمل ال رر   ل ال ل رر  لوتظررفل  ررىلةعررس ةلُ  رر ويطةل

1 ةل اماب رررطةل انررر ب  طة ُررر 2,z zل تررر ل ال معررر ل 
ا ابعررررفل ال رررر قيلفل ا  صرررر فلبررررطةل رررر تططةلل اعلرررر   
ل ان ب  طةل ل لرمل اشنفل الو ورل اماب طة

ل

1zت لنرررررررررف zال ررررررررر رفلبرررررررررطةلل z1ولzلوتلنرررررررررفل 
2z zال رررررررر رفلبررررررررطةل z1 ولzلرررررررر ل نل رررررررر تطةلوبل

 لzعرررلحل امظرررلل رررةلُ  ررر  ال ررر ر طةلُ  ررر وي  نلة
لر نو لن عبلل ةلذاكلة الع  افل لآتيف 

1 2z z z z   

 المنصف العمودي: 

 ال معررر ل اعلررر    ل الهرررفل المسترررملررررمل ال  ررر   ل
 ا رررررررررررررملت هاررررررررررررر ل الع  ارررررررررررررف  z ال ل ررررررررررررر لا مابرررررررررررررفل

   z a ib z c id    ر ل ال معر لل 
  اعلر   لا ابعرفل ال  ر قيلفل ا  صر فلبرطةل اماب رطة 

   , , ,c d a bلل
ل

 

ل 6مثال
أجللللليلالمحلللللالالدسي:للللل لالللللل  لتُمث  ُ للللل لالملا للللللة 

3 2z z i  تللللالملا لللةل الصلل اةلثُللتلأالل
لالييكارت ة

لالحا 

ل جسل الهفل المستم
ل مسُ ل ك  ل الع  افلرملص رة 

    z a ib z c id      

للللللللر ن  ل
 

   3 0 0 2z i z i    لل

و ررر  لُع  ارررفل ال معررر ل اعلررر   لا ابعرررفل ال ررر قيلفل
(ل لو رررر ل0,2(لو)3,0 ا ررررملتعررررفلبررررطةل اماب ررررطة ل)

لة ا  نل ا لللرمل اشنفل الو ورلنظلل

ل

اك  ةرررررررررفل الع  ارررررررررفلة اعررررررررريغفل اسنن رتيرررررررررف ل   ررررررررر  
z x iy ثرررر ل جررررسلُقيرررر لل اعررررس ل ال ل رررر  لثرررر لل

ط  ل ة ة 
3 2z z i    

لx+iyة اعيغفللzة ت بس ر
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   3 2x iy x y i      

 صيغة مقياس العدد المركب

   
2 22 23 2x y x y      

 بتربيع الطرفين وفك الاقواس

2 2 2 26 9 4 4x x y x y y        

𝑦2𝑥2 من الطرفين بطرح       
6 9 4 4x y      ل

للAx+By+C=0ص رةلل  ى الع  افللنك  
6 4 5 0x y    

إذنل لُع  اررفل ال معرر ل اعلرر   لا ابعررفل ال رر قيلفل
6ة اعيغفل اسنن رتيفل م ل 4 5 0x y  ل

ل 7مثال
الملا للللللة أجللللليلالمحلللللالالدسي:للللل لالللللل  لتمث للللل ل

1 5z z i  ةل الصلل اةل،لثللتلأاتللللالملا لللل
لالييكارت ة

لالحا 

1 5z z i    

   1 5z z i     

 رررررر  لُع  اررررررفل المعرررررر ل اعلرررررر   لا ابعررررررفل ال رررررر قيلفل
 ا  ص فلبطةل اماب طة   1,0 , 0,5ل

1 5z z i    

1 5x iy x iy i      

   1 5x iy x i y      

   
2 22 21 5x y x y      

   
2 22 21 5x y x y      

2 2 2 22 1 10 25x x y x y y        

2 10 24 0x y    

ل ذنلُع  ارررررررفل المعررررررر ل اعلررررررر   لا ابعرررررررفل ال رررررررر قيلف
5 لة اعيغفل اسنن رتيفل م  12 0x y  ل

  (0,0)الشعاع الذي يبدأ بالنقطة: 

لتعفلجلي ل ا س  ل ال ل  رفل ا رملت هاة ر ل الع  ارف  إن 
  0Arg z 0 رررررمل؛لاررررر  لر نلررررر لتاررررر ل  رررررىلل

لر  نررر نلُررر ل الهررر رل0نعرررم لي ويرررفلسي ترررل لشرررع ع
(لبمابررفل اصررفل ل اهقيارمل ال جرر ل لويبررس ل) اشررع ع

 ررررسل تو كيررررول لرررر لرررررملويل ررررسلةعرررر رةل نل ئيررررفلرررررمل 
ل اشنفل الو ور

ل
ررةلثرر لررر نل الهررفل المستررمل ارر  لتلن ررول الع  اررف  وُ

  0Arg z ررر لشرررع عل برررس لبمابرررفل اصرررفل لل 
لوايقلاولنل نفل.ل

لتعفل اعس ل ال ل    0z ةل ل ن  عل رفل رر نل ُ وطلل
 اشررررع عل لنهرررر  لنابررررفل اصررررف لوي عبة ررررلل ررررةلذارررركل

ع عل. ُ فلوفلرملبس نفل اش  لبس ئلةل
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 ملاحظة:

تكرررر نلتررررعفل ا ررررس  ل ال ل  ررررفل ا   عررررفل  ررررىل ابررررلحل
0  لآ ررللُررةلل ال رر قي   لارر  ل ترر  نمطهل رر  ل 

 المسترررررررررررررملا لع  ارررررررررررررف  ا رررررررررررررس  لُرررررررررررررةل الهرررررررررررررفل
  0Arg z لرلمل لت ها ل الع  اف.ل

  الشعاع الذي يبدأ بالنقطة(a,b): 

1إذ ل رررر ن  1 1 2 2 2,z x iy z x iy   ررررس  ةل 
لُ ل بطة لر ن 

   2 1 2 1 2 1z z x x i y y    ل
2 ن لنةل   بلتعفل اعس ل الل    1z zال   حل 

  الو ورل  ىل امه ل لآتم رمل اشنفل

 

  1 2 1
2 1

2 1

tan 0
y y

Arg z z
x x

  
   

 
 

لتررعفل اعررس ل ال ل رر        ررألُررةل اشررنفل الورر ورل ن 

 2 1z zت ررر و لسيررر لل از ويرررفا رررملنعرررمعل لل 
 ُررر  z2 و z1    ال رر قي ل ا  صررفلبررطةل اعرررس  ةل 

لُ  قي ل   ي ل اله رل اهقيام.
رررررةلثرررررر ل لررررررر نل ا رررررس  ل ال ل  ررررررف  ا ررررررملتهارررررر للzوُ

 الع  اف    0Arg z a ib  تا لجليعل لل
  رىل اشررع عل ار  لنابررفلبس   رو ,a bو رر لنعررم لل

 رلر  نررر نلُررر لُ ررر قي ل ررر  ي ل الهرررلي ويرررفلسي ترررل 
لنرررر ت ل لرررر لرررررمل اشررررنفل الورررر ور اهقياررررمل .لوبلرررر ل ن 

تعرررررر يضلنابررررررفلبس نررررررفل اشررررررع علرررررررمل الع  اررررررفل رررررر 
 0Argلنابرررفلبس نرررفلل ررررف( لرررر ن  ُ عل  )سيلرررفلوطرررلل

ُ فلوف. ل اشع علت   نمىل لوي عبلل مل لبس ئلةل

ل
 الشعاع: 

 الهفل المستملررمل ال ر   ل ال ل ر ل ار  لت لن رو ل
 الع  ارررررف   Arg z a ib   ررررر لل 

شع عل بس لة امابف ,a b لويعم لي ويفلسي ترل 
لر  ن نلُ لُ  قي ل   ي ل اله رل اهقياملل

ل 8مثال
للال أجلليلالمحللالالدسي:لل لاللل  لتمث لل لكللالملا لللةلمم 

ليأت ل،لثتلأر:م لف لالمستوىلالمُركل 

1)  4 0Arg z i   
لالحا 

(لو ل0,4ت لنرررفل ررر  ل الع  ارررفلشرررع  ا ل برررس لة امابرررفل)
ُرر ل ال رر قي ل ارر  لل0نشررل ل  لويعررم لي ويررفلسي تررل ل
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 رل ررررر  ي ل الهررررر رل اهقيارررررم؛ل  لإنرررررول ررررر  ي ل الهررررر
ل اهقيامل ل لرمل اشنفل الو ور

ل

2)  
3

1 2
4

Arg z i


    

لالحا 

لرملص رة  ل ك  ل الع  افلمسُ 
  Arg z a ib     

للللللللللللللر ن 

  
3

1 2
4

Arg z i


   ل

(لو ل2-,1-و رررررر  لُع  اررررررفلشررررررع عل بررررررس لة امابررررررفل)ل

3نشررررل ل  لويعررررم لي ويررررفلسي تررررل 

4

ُرررر ل ال رررر قي لل

ل ا  ل   ي ل اله رل اهقيامل ل لرمل اشنفل الو ور

ل

3)  
3

Arg z


  
لالحا 

  0
3

Arg z


   

 ررررر  لُع  ارررررفلشرررررع عل برررررس لة امابرررررف 0,0و لنشرررررل ل لل

ويعم لي ويفلسي تل 
3

لُ ل اله رل اهقيامل

ل

4)  
2

5
3

Arg z


    
لالحا 

  
2

5
3

Arg z


    

ُع  ارررررفلشرررررع عل برررررس لة امابرررررفل ررررر   5,0و لنشرررررل ل لل

2ويعم لي ويفلسي تل 

3


لُ ل اله رل اهقيامل

ل
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 تمثيل المتبيانات في المستوى المركب: 

ل مستريا ل ن عسل فل ال    مفلرمل ال    ل ال ل ر لُهرلًا
ُ  شررررر بلفل ا لنطرررررفل رررررفلن لنرررررةلتلنط رررررولبي نياررررر لةعررررر رةل

ل ال    مفلرمل ال    ل لإ س ثمل.
لة ال    مررررفللبس نررررفال ل  لترررر لُمهمررررىل الع  اررررفل اللت بررررف

ررررزل لُررررةلرُ ررررزل ال رررر و ةل)ل ل(لبررررس ا ةعررررسل ترررر عل رلرُ
 ال     مررررررررفل , , ,   ل طررررررررثلت لنررررررررفل الع  اررررررررفل 

 ام تورررررفلُمهمارررررىلنا رررررلىل المهمرررررىل اهرررررسو  ؛لو ررررر ل
 ال ل رر لإاررىلجررز  ة ل  ررس ل للُمهمررىلن ا رر ل ال رر   ل

لنه  لجلي ل ا س  ل ال ل  فل ا ملت ها ل ال     مف.

رر* ع  ا ل ررسلننرر نل المهمررىل اهررسو  لُ رر قيللا ل ل ولش 
ل ول  ئلةل ول  لُمهمىلآ لل

 رررررسلننررررر نل المهمرررررىل اهرررررسو  لجرررررز ا لُرررررةل الهرررررفل*
ررز ررزل المستررملإذ لتضررل مهل ال    مررفل الُ  ل ول الُ

ل.لو رررررسل لل ؛لرط لتررررر ل المهمرررررىل اهرررررسو  لُ عرررررلًا
ننرر نل المهمررىل اهررسو  لجررز ا لُررةل الهررفل المستررمل

رز رز؛لرطالترل ل ولإذ لتضلمهل ال    مفل الُ  ل الُ
عا . ُ  اب  ل المهمىل اهسو  ل

ل 9مثال
أُمثالف للالمستوىلالمُركللالمحلالالدسي:ل لل سالا ل

لالت لتحاةلكالمت ايسةلمماليأت  ل
1) 3 5z    

لالحا 
ل   س ل المهمىل اهسو  

3نلنرررررررفلُمهمرررررررىل الع  ارررررررف  5z  المهمرررررررىلل 
3 اهرررررررسو  لا ل    مرررررررف  5z  ؛لو ررررررر ل  ئرررررررلةلل

و ررررس  .لل5(للوفرررر رلنعرررر ل بل رررر ل3,0ُل ز رررر ل)
ررزل ال    مررفل لررر نم ملوبلرر ل ن ررو ل لت جررسلُ رر و ةلرررملرُ

ُ  ابعا  ل رت ل المهمىل اهسو  ل

ل  س لُمبافل اه  رل اللنمف 
ت عررررررررسل ا ررررررررس  ل ال ل  ررررررررفل ا ررررررررملت هاة رررررررر ل ال    مررررررررف 

3 5z  ةلو ررررس  ل ررررل5ُ رررر رفلتزيررررسل  ررررىلل
ُل ررزل اررس ئلةل.لإذنلُمباررفل اه رر رل ال لنمررفلا ل    مررفل

 تاررر ل ررر ر لُهررريطل ارررس ئلة 
3 5z  لررر لررررملل 

ل اشنفل الو ور.

ل

2) 7 3z z i    
لالحا 

لل   س ل المهمىل اهسو   
7ن لنررفلُمهمررىل الع  اررف  3z z i  المهمررىل 

7ا ل    مررررررررررف  اهررررررررررسو  ل 3z z i  ؛لو رررررررررر ل
 ال معرر ل اعلررر   لا ابعرررفل ال رر قيلفل ا  صررر فلبرررطة
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   0, 3 , 7,0رزل .لوبل ل ةن و لت جرسلُ ر و ةلررملرُ
.ل ل ال    مف لر نممل رت ل المهمىل اهسو  لُ علًا

ل   س لُمبافل اه  رل ال لنمف 
7ت هاررررر ل ال    مرررررف  3z z i  ررررررملإ رررررس لل

جل ررمل المهمررىل اهررسو   لوي لنررةلتهس ررس  لة    رر رل
ُ ل  ل ش  ئيا لرمل ال    مف  لس ل

0   رررررررر رل اعررررررررس   0z i ارررررررر  لتلن ررررررررولنابررررررررفلل 
ل اصف 

7 3z z i    

0ب ع يض 0z i لل
?

0 7 0 3i    
? ?

49 9 7 3     

ل اعس   0ةل ل ن  0z i لل لن ها ل ال    مرفل ل رر ن 
ُمباررفل اه رر رل ال لنمررفل ررمل المباررفل ا ررمل لتهرر  ل

لنابفل اصفل ل لرمل اشنفل الو ور.

ل

 

3)   
6 2

Arg z
 
   

لالحا 
لل   س ل المهمىل اهسو   

 الع  اف ن لنفلُمهمىل 
6

Arg z


ع  ا ل برس لل ش 

بمابفل اصف لويعم لي ويفلسي ترل 
6

ُر ل الهر رلل

 اهقياررررررررررمل ال جرررررررررر .لويلنررررررررررفلُمهمررررررررررىل الع  اررررررررررف 

 
2

Arg z


شررع  ا لآ ررلل بررس لبمابررفل اصررف لل

ويعررررررم لي ويررررررفلسي تررررررل 
2

ُرررررر ل الهرررررر رل اهقياررررررملل

ل ال ج .

رر لُمهمررىل ررسو نا لا ل    مررف  إذن لن لنررفل اشررع   نلُعا

 
6 2

Arg z
 
 وبلرر ل ن ررولت جررسلُ رر و ةلرررملل

رررررز ل ال    مرررررف لرررررر نممل رتررررر ل المهمرررررىل اهرررررسو  ل رُ
. لُ علًا

ل   س لُمبافل اه  رل ال لنمف 
 المبارررررررررررررررررررررررررفل ا رررررررررررررررررررررررررملت لن لررررررررررررررررررررررررر ل ال    مرررررررررررررررررررررررررف 

 
6 2

Arg z
 
 رررررررملجرررررررز لُرررررررةل ال ررررررر   ل 

لو لةشع  طةل ل لرمل اشنفل الو ور ال ل  لُهس
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ل
 ملاحظة:

ُ فلوفلرملبس نفل اشع عل لت   نمىلنابفل اصفلبس ئلةل
ل

4) 3 6z i    
لالحا 

 المهمرررررررررررررررىل اهرررررررررررررررسو  لالررررررررررررررر  ل ال    مرررررررررررررررفلُع  ا رررررررررررررررو
3 6z i  ل

و رر ل  ئررلةلُل ز رر  3, 1 ل6وفرر رلنعرر ل بل رر لل
لو س  

ررررزل ال    مررررفلر نمرررر لنلترررر ل وبلرررر ل نررررولت جررررسلُ رررر و ةلرررررملرُ
ل المهمىل اهسو  لُ علً

 ُرررر لُمباررررفل الهررررفل المستررررملرلررررمل   ررررفل اررررس ئلةلو  ررررىل
ُهيبلر لواريقل  رجلر لانل   رس  ل الل  رفل ا رملتهار ل

 ررررزلو ررررس  ل ررررةلُللل6 ال    مررررفلت عررررسلُ رررر رفلتاررررفل ررررةل
ل اس ئلةل ولت  ويل 

ل

5) 3 4z i z     
لالحا 

 المهمرررررررررررررررىل اهرررررررررررررررسو  لالررررررررررررررر  ل ال    مرررررررررررررررفلُع  ا رررررررررررررررو
3 4z i z   ل

و رر ل المعرر ل اعلرر   لا ابعررفل ال رر قيلفل ا  صرر فلبررطةل
   4,0 , 3, 1 لل

رررزل ال    مرررفلر نمررر لنلتررر ل وبلرر ل نرررول لت جرررسلُ ررر و ةلررررملرُ
ل المهمىل اهسو  لُ ابع 

نهرررررس لجلرررررفل المهمرررررىل اهرررررسو  ل ا رررررملتهاررررر ل ال    مرررررفل
لة   ي رلنابفل  صفلُنلًلوتع يضل لرمل ال    مف

0 3 0 4 10 4i       
ةل ل نلنابرفل  صرفلتهار ل ال    مرفلرر نلُمبارفل اه ر رل

ل اللنمفل مل المبافل ا ملته  لنابفل  صف

ل
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6)  5
4 2

Arg z
 
    

لالحا 

نلنرررفلُمهمرررىل الع  ارررف 5
2

Arg z


 شرررع   لل

)نلتررلولُ عررلًلة ررب لوجرر  لُ رر و ةلرررمل ال    مررف(ل بررس ل
ُررةل امابررف 5,0و لنشررل ل لويعررم لي ويررفلسي تررل ل

2

لُ ل اله رل اهقيامل

 الع  اررفويلنررفلُمهمررىل 5
4

Arg z


 شررع   لل

)نلتررلولُ ابعرر لة ررب ل ررسسلوجرر  لُ رر و ةلرررمل ال    مررف(ل
 بررررس لُررررةل امابررررف 5,0و لنشررررل ل لويعررررم لي ويررررفلل

سي تل 
4

لُ ل اله رل اهقيامل

 ل الهفل المستملا ما لل ا ملتها ل ال    مفل الب  بفل ر
  اوز ل الظ فلُةل ال    ل الل  ل  لآتم 

ل

 يُمكللتلأياًللالتمثيللالمسطاللةل للا لنظللا لمت ايسللا ل
ب انً لللالفللل لالمسلللتوىلالمُركللللل صلللور لمُ لللابدةل

 المت ايسا لف لالمستوىلالإ ياث للتمثيالأنظمةل

 

ل 10مثال
أُمثالفل لالمسلتوىلالمُركلللالمحلالالدسي:ل لل سالا ل

1التللللللللللل لتُحالللللللللللةلالمت ايسلللللللللللة  2 5z i  ل

والمُت ايسة  
2

1 2
4 3

Arg z i
 
   لل

لالحا 
ل ل ال مهمىل اهسو  لاكفلُ    مفل    س
  ت لنررررررفل الع  اررررررف 

1 2 5z i  ئررررررلةلل  
ل5(ل لوفرر رلنعرر ل  بل رر ل1,2ُل ز رر ل امابررفل)

رزل ال     مرفل و س  ل.لوبل لَ ن ولت جسلُ ر و ةلررملرُ
ل. لر نممل ُ  علًا ل رت ل المهمىل اهسو  ل

  ت لنرررررررررررررفل الع  ارررررررررررررف 1 2
4

Arg z i


  ل

ع  ا ل بس لة امابفل) (ل لويعم لي ويفلسي تل 1,2ش 

4

لُ  قي ل   ي ل اله رل اهقيام.لوبلر ل ةن رو لل ُ

رررزل ال     مرررف لرررر نممل رتررر ل  لت جرررسلُ ررر و ةلررررملرُ
ُ  ابعا . ل اشع عل

  ت لنررررررررررفل الع  اررررررررررف 
2

1 2
3

Arg z i


  ل

ع  ا ل بس لة امابفل) (ل لويعم لي ويفلسي تل 1,2ش 
2

3

ُرر لُ رر قي ل رر  ي ل الهرر رل اهقياررم.لوبلرر لل

زل ال     مف لر نممل رتر ل  ةن و ل لت جسلُ  و ةلرملرُ
ُ  ابعا . ل اشع عل

ل   س لُمبافل اه  رل اللنمف 
1فل ال     مرررررف ت لن ررررر 2 5z i  اماررررر لل ا   عرررررفلل 

   ررررررررررررررررررررررررفل اررررررررررررررررررررررررس ئلةل لوت لنررررررررررررررررررررررررفل ال     مررررررررررررررررررررررررف 
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2

1 2
4 3

Arg z i
 
   اماررر لل ا   عرررفلل 

لبطةل اشع  طة
إذنل الهرررفل المسترررملا ماررر لل ا رررملت هاررر ل ال  ررر  م طةل

رر ل رر ل اوررز ل ا   رر ل   ررفل اابرر  عل اررس ئل ل لرر لرررملُعا
ل اشنفل الو ور

ل

ل 11مثال
أُمثالفل لالمسلتوىلالمُركلللالمحلالالدسي:ل لل سالا ل

3التلللللللللل لتُحا  للللللللللةلالمت ايسللللللللللة  2 4z i  ل

والمُت ايسة  2
2 4

Arg z i
 

    ل

لالحا 
3تلنرررررررررفل الع  اررررررررررفل 2 4z i   ئرررررررررلةلُل ز رررررررررر  

 3,2لو س  ل4وف رلنع ل بل  لل
ررررزل ال    مررررفلر نمرررر لنلترررر لوبلرررر ل  نررررولت جررررسلُ رررر و ةلرررررملرُ

ل المهمىل اهسو  لُ علً

تلنررفل الع  اررف 2
4

Arg z i


  شررع   ل بررس لل

ُررررةل امابررررف 2, 1ويعررررم لي ويررررفلسي تررررل ل
4

ُرررر لل

ُ  قي ل   ي ل الهر رل اهقيارملوبلر ل نرول لت جرسلُ ر و ةل
زل ال    مفلر نم لنلت ل اشع علُ ابع ل لرملرُ

تلنررفل الع  اررف 2
2

Arg z i


   شررع   لل

 بس لُةل امابف 2, 1ويعرم لي ويرفلسي ترل ل
2

ُر لل

ملوبلر ل نرول لت جرسلُ ر و ةلُ  قي ل   ي ل الهر رل اهقيار
زل ال    مفلر نم لنلت ل اشع علُ ابع ل لرملرُ

3تلنررفل ال    مررف 2 4z i  امارر لل ا   عررفل  ررىلل 
ل اس ئلةل ول  رجل ل

تلنرررررررفل ال    مررررررررف 2
2 4

Arg z i
 

    ل

ل اما لل ا   عفلبطةل اشع  طةل
 الظ رررفلررررملل المبارررفل ا رررملتهاررر ل ال  ررر  م طةل رررمل اورررز 

ل الت ل  ن  

 

 أتدرب وأحل المسائل 

ل 1مثال
للال أجلليلالمحللالالدسي:لل لاللل  لتُمث  ُ لل لكللالملا لللةلمم 
يلللأت ،لثلللتلأُمث  ُ للل لفللل لالمسلللتوىلالمُركلللل،لثلللتلأجللليل

لالييكارت ةل للملا لت ل
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1) 10z   
لالحا 

10x iy   
2 2 100x y   

 الهررررفل المستررررمل ارررر  لتلن ررررول رررر  ل الع  اررررفل رررر ل  ئررررلةل
ُل ز   0,0لو س  ل10وف رلنع ل بل  لل

ل
2) 9 4z    

لالحا 
 9 16x iy    

 
2 29 16x y    

 الهررررفل المستررررمل ارررر  لتلن ررررول رررر  ل الع  اررررفل رررر ل  ئررررلةل
ُل ز   9,0لو س  ل4وف رلنع ل بل  لل

 

3) 2 8z i   
لالحا 

 2 8x i y    

 
22 2 64x y    

 الهررررفل المستررررمل ارررر  لتلن ررررول رررر  ل الع  اررررفل رررر ل  ئررررلةل
ُل ز   0, 2لو س  ل8وف رلنع ل بل  لل

 
ل

 

4) 5 6 2z i    
لالحا 

   5 6 2x i y     

   
2 2

5 6 4x y     
 الهررررفل المستررررمل ارررر  لتلن ررررول رررر  ل الع  اررررفل رررر ل  ئررررلةل

ُل ز   5, 6لوف رلنع ل بل  لو ست نل

ل

5) 2 2 2z i    
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لالحا 
   2 2 2x i y     

   
2 2

2 2 4x y     
 الهررررفل المستررررمل ارررر  لتلن ررررول رررر  ل الع  اررررفل رررر ل  ئررررلةل

ُل ز   2, 2 لوف رلنع ل بل  لو ست نل

ل

6) 6 7z i    
لالحا 

   6 1 7x i y     

   
2 2

6 1 49x y     
 الع  اررررفل رررر ل  ئررررلةل الهررررفل المستررررمل ارررر  لتلن ررررول رررر  ل

ُل ز   6,1لو س  ل7وف رلنع ل بل  لل

 

7) 5 3z z i    
لالحا 

   5 3z z i    
 رررررر  لُع  اررررررفل المعرررررر ل اعلرررررر   لا ابعررررررفل ال رررررر قيلفل

 ا  ص فلبطةل اماب طة   5,0 , ل0,3
5 3z z i    

   5 3x iy x i y      

   
2 22 25 3x y x y      

   
2 22 25 3x y x y      

2 2 2 210 25 6 9x x y x y y        
10 6 16 0x y    

 ذنلُع  ارررررررفل المعررررررر ل اعلررررررر   لا ابعرررررررفل ال رررررررر قيلفل
5 ة اعيغفل اسنن رتيفل م  3 8 0x y  ل

ل

8) 3 3z i z i    
لالحا 

   3 7z i z i     
   لُع  افل المع ل اعل   لا ابعفل ال  قيلفل ا  ص فل

بطةل اماب طة   0, 3 , 0,7ل
3 7z i z i    
   3 7x i y x i y      
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2 22 23 7x y x y      

   
2 22 23 7x y x y      

2 2 2 26 9 14 49x y y x y y        
20 40 0y    

 ذنلُع  افل المع ل اعل   لا ابعفل ال  قيلفلة اعيغفل
2y  اسنن رتيفل م  ل

 

9) 5 2 7z i z     
لالحا 

   5 2 7z i z      
 رررررر  لُع  اررررررفل المعرررررر ل اعلرررررر   لا ابعررررررفل ال رررررر قيلفل

 ا  ص فلبطةل اماب طة   5, 2 , 7,0 ل
5 2 7z i z     

   5 2 7x i y x iy       

     
2 2 2 25 2 7x y x y       

     
2 2 2 25 2 7x y x y       

2 2 2 210 25 4 4 14 49x x y y x y y          
24 4 20 0x y    

 ذنلُع  ارررررررفل المعررررررر ل اعلررررررر   لا ابعرررررررفل ال رررررررر قيلفل
6 ة اعيغفل اسنن رتيفل م  5 0x y  ل

ل

10) 3 2z z i     
لالحا 

   3 2z z i     
 رررررر  لُع  اررررررفل المعرررررر ل اعلرررررر   لا ابعررررررفل ال رررررر قيلفل

 ا  ص فلبطةل اماب طة   3,0 , ل2,1
3 2z z i     

     3 2 1x iy x i y       

     
2 2 223 2 1x y x y       

     
2 2 223 2 1x y x y       

2 2 2 26 9 4 4 2 1x x y x x y y          
2 2 4 0x y    

 ذنلُع  ارررررررفل المعررررررر ل اعلررررررر   لا ابعرررررررفل ال رررررررر قيلفل
2 ة اعيغفل اسنن رتيفل م  0x y  ل
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ل

11) 
6

1
10 5

z i

z i

 


 
 

لالحا 
6 10 5z i z i      

 رررررر  لُع  اررررررفل المعرررررر ل اعلرررررر   لا ابعررررررفل ال رررررر قيلفل
 ا  ص فلبطةل اماب طة   6,1 , 10,5ل

6 10 5z i z i      
       6 1 10 5x i y x i y        

       
2 2 2 2

6 1 10 5x y x y        

       
2 2 2 2

6 1 10 5x y x y        
2 2 2 212 36 2 1 20 100 10 25x x y y x x y y            

32 8 88 0x y    
 ذنلُع  ارررررررفل المعررررررر ل اعلررررررر   لا ابعرررررررفل ال رررررررر قيلفل

4 ة اعيغفل اسنن رتيفل م  11 0x y  ل

ل

12) 7 2 4 3z i z i      

لالحا 
   7 2 4 3z i z i       

 رررررر  لُع  اررررررفل المعرررررر ل اعلرررررر   لا ابعررررررفل ال رررررر قيلفل
 ا  ص فلبطةل اماب طة   7, 2 , 4,3 ل

7 2 4 3z i z i      
       7 2 4 3x i y x i y      

 

       
2 2 2 2

7 2 4 3x y x y        

       
2 2 2 2

7 2 4 3x y x y        
2 2 2 214 49 4 4 8 16 6 9x x y y x x y y            

22 10 28 0x y    
 ذنلُع  ارررررررفل المعررررررر ل اعلررررررر   لا ابعرررررررفل ال رررررررر قيلفل

11 ة اعيغفل اسنن رتيفل م  5 14 0x y  ل

 
ل 2مثال

أجيلالمحالالدسي: لال  لتمث ل لكلالملتلالمللا   ل
لالآت ة،لثتلأر:م لف لالمستوىلالمُركل 

1)  2 5
4

Arg z i


    
لالحا 

  2 5
4

Arg z i
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 الهرررفل المسترررملالرررر  ل الع  ارررفل ررر لشررررع عل مب ررر لُررررةل

 امابررف 2,5و لنشررل ل لويعررم لي ويررفلسي تررل ل
4

ل

لُ لُ  قي ل   ي ل اله رل اهقيام

 

2)   2
1 3

3
Arg z i


    

لالحا 

   2
1 3

3
Arg z i


    

 الهرررفل المسترررملالرررر  ل الع  ارررفل ررر لشررررع عل مب ررر لُررررةل

 امابررررف 1, 3و لنشررررل ل لويعررررم لي ويررررفلسي تررررل ل
2

3

لُ لُ  قي ل   ي ل اله رل اهقيامل

ل

3)  
3

4
4

Arg z i


    
لالحا 

  
3

4
4

Arg z i


    

 الهرررفل المسترررملالرررر  ل الع  ارررفل ررر لشررررع عل مب ررر لُررررةل
 امابررررررررف 0,4و لنشررررررررل ل لويعررررررررم لي ويررررررررفلسي تررررررررل ل

3

4


لُ لُ  قي ل   ي ل اله رل اهقيامل

ل

ل 3مثال
أُمث  الف لالمُستوىلالمُركللالمسطاةلالت لتُحي هالكال

لمُت ايسةلمم اليأت ل ل
1) 2 2z z    

لالحا 
 المهمرررررررررررررررىل اهرررررررررررررررسو  لالررررررررررررررر  ل ال    مرررررررررررررررفلُع  ا رررررررررررررررو

2 2z z  ل
و رر ل المعرر ل اعلرر   لا ابعررفل ال رر قيلفل ا  صرر فلبررطةل

   2,0 , 2,0لل
رررزل ال    مرررفلر نمررر لنلتررر ل وبلرر ل نرررول لت جرررسلُ ررر و ةلررررملرُ

ل المهمىل اهسو  لُ ابع 
نهرررررس لجلرررررفل المهمرررررىل اهرررررسو  ل ا رررررملتهاررررر ل ال    مرررررفل

1zة   ي ر i لوتع يضولرمل ال    مفل
1 2 1 2i i      

1 3 2 10i i       
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1zةلرر ل ن i ارر ل ال    مررفلررر نلُمباررفل اه رر رلل 
1z اللنمفل مل المبافل ا ملته  ل i ل

  لنخ  رل اولفل ا ملننر نلرطلر لةعرسل امار لل رةل امابرف
 2,0فلُةلةعس  ل ةل امابفل   2,0ل

 

2) 4 2 2z i    
لالحا 

 4 2 2z i    

 المهمرررررررررررررررىل اهرررررررررررررررسو  لالررررررررررررررر  ل ال    مرررررررررررررررفلُع  ا رررررررررررررررو
4 2 2z i  ل

لوف رلنع ل بل  لو ست نلل(4,2)و  ل  ئلةلُل ز  
ررررزل ال    مررررفلر نمرررر لنلترررر ل وبلرررر ل نررررولت جررررسلُ رررر و ةلرررررملرُ

ل المهمىل اهسو  لُ علً
 ُرررر لُمباررررفل الهررررفل المستررررملرلررررمل   ررررفل اررررس ئلةلو  ررررىل
ُهيبلر لواريقل  رجلر ل نل   رس  ل الل  رفل ا رملتهار ل
 ال    مرررفلت عرررسل رررةلُل رررزل ارررس ئلةلُ ررر رفلتارررفل رررةلفررر رل

لل لنع ل اابلل ولت  وي

ل

3) 4 6z z    
لالحا 

 المهمرررررررررررررررىل اهرررررررررررررررسو  لالررررررررررررررر  ل ال    مرررررررررررررررفلُع  ا رررررررررررررررو
4 6z z  ل

و رر ل المعرر ل اعلرر   لا ابعررفل ال رر قيلفل ا  صرر فلبررطةل
   4,0 , لل6,0

رررزل ال    مرررفلر نمررر لنلتررر ل وبلرر ل نرررول لت جرررسلُ ررر و ةلررررملرُ
لُ ابع  المهمىل اهسو  ل

نهرررررس لجلرررررفل المهمرررررىل اهرررررسو  ل ا رررررملتهاررررر ل ال    مرررررفل
0zة   ي ر لوتع يضولرمل ال    مفل

0 4 0 6 2 6      
ةلررررر ل نل اعرررررس ل لنهاررررر ل ال    مرررررفلرررررر نلُمبارررررفل اه ررررر رل

0z اللنمفل مل المبافل ا ملته  ل ل
 ا ملننر نلرطلر لةعرسل امار لل رةل امابرف  لنخ  رل اولفل

 4,0كبللُةلةعس  ل ةل امابفل  6,0ل

ل

ل
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4)  0 2 2
4

Arg z i


     
لالحا 

تلنررررررفل الع  اررررررف 2 2
4

Arg z i


  شررررررع   لل

)نلتررلولُ ابعرر لة ررب ل ررسسلوجرر  لُ رر و ةلرررمل ال    مررف(ل
 بس لُةل امابف 2,2و لنشل ل لويعم لي ويفلسي تل ل

4

لُ لُ  قي ل   ي ل اله رل اهقياملل

ويلنررررررفلُمهمررررررىل الع  اررررررف 2 2 0Arg z i  ل
وجررر  لُ ررر و ةلررررمللسس رررلشرررع   ل)نلترررلولُ ابعررر لة رررب 

 ال    مرررف(ل برررس لُرررةل امابرررف 2,2و لنشرررل ل لويررر  ي لل
ل اله رل اهقيامل

 الهفل المستملا ما لل ا ملتها ل ال    مفل الب  بفل ر ل
 اورررررز لُررررررةل ال رررررر   ل الل رررررر ل الهعرررررر رلبررررررطةل رررررر  ةلل

ل اشع  طةل

ل

5)  3 4
4 4

Arg z i
 

      
لالحا 

 الع  اررررررفتلنررررررفل 3 4
4

Arg z i


  شررررررع   لل

)نلتررلولُ عررلًلة ررب ل ررسسلوجرر  لُ رر و ةلرررمل ال    مررف(ل
 بررررس لُررررةل امابررررف 3, 4و لنشررررل ل لويعررررم لي ويررررفلل

سي تل 
4

لُ لُ  قي ل   ي ل اله رل اهقياملل

ويلنرررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررفلُمهمرررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررىل الع  ارررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررف

 3 4
4

Arg z i


   شررررررررررررررع   ل)نلتررررررررررررررلولل

ُ علًلة ب لوج  لُ  و ةلرمل ال    مف(ل بس لُةل امابف

 3, 4و لنشررل ل لويعررم لي ويررفلسي تررل ل
4


ُرر لل

لُ  قي ل   ي ل اله رل اهقيام

ل الهفل المستملا ما لل ا ملتها ل ال    مفل الب  بفل ر 
ل اوز لُةل ال    ل الل  ل

ل

6) 2 3 4 4z i     
لالحا 

 2 3 4 4z i     
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نلنفلُمهمىل الع  افل 3 4 2z i  و  ل  ئلةل
ُل ز   3,4لوف رلنع ل بل  لو ست نلل

ررررزل ال    مررررفلر نمرررر لنلترررر ل وبلرررر ل نررررولت جررررسلُ رررر و ةلرررررملرُ
ل المهمىل اهسو  لُ علً

نلنفلُمهمىل الع  افل 3 4 4z i  و  ل  ئلةل
ُل ز   3,4لو س  لل4وف رلنع ل بل  لل

ررررزل ال    مررررفلر نمرررر لنلترررر ل وبلرررر ل نررررولت جررررسلُ رررر و ةلرررررملرُ
ل المهمىل اهسو  لُ علً

 ُررر لُمبارررفل الهرررفل المسترررملرلرررمل المبارررفل ا رررملتهررر  ل
ل   س  ل ا   عفل  ىل اس ئلتطةل ولبطملل لجلي 

ل

ل 4مثال
5 يذالكانللل:  2 2z i  لفأجيلللللدلللتل،

لالسناليتلالآتييتلت ادًال ل
 رررول الع  ارررفلررررمل رتررر ل الهرررفل المسترررمل اررر  لت لنة للم1

ل ال     ل ال ل  
لالحا 

5 2 2z i    

 5 2 2z i    

 المستررررمل ارررر  لتلن ررررول رررر  ل الع  اررررفل رررر ل  ئررررلةل الهررررفل

ُل ز   5,2لوف رلنع ل بل  لو ست نل

ل

لz جررررسل اقيلررررفل اعظلررررىلا ررررعفل ا ررررس  ل ال ل  ررررفللم2
ل ا ملتهاة  ل الع  اف

لالحا 

 

ت رررررر و لسيرررررر لل از ويررررررفلz كبررررررللتررررررعفلا عررررررس ل الل رررررر 
JOBالهع رةلبطةلُل لل ارس ئلةل OBو الهر رلل

ل اهقيامل ال ج 
 ل  ن نل  ىل ا لتط ل  ىللOBولOJُل ت ل اس ئلة

لCBولCJنعفمل اابلية
لُ ب ةا نلبنلًثفل  لًعللOBCولOJC الن ن ن

لُ ب ةا  نلBOCولJOC ذنل از وي  ن
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12 2
tan tan

5 5
       

1 2
2 tan 1.46

5
JOB      

 ا ررررملتهارررر للz اقيلرررفل اعظلررررىلا رررعفل   ررررس  ل الل  رررف
ل1.46 الع  افل العب ةل م

ل 5مثال
أُمث  للالفلل لالمسللتوىلالمُركللللنلسلل لالمحللالالدسي:لل ل
الللللللللللللل  لتُمث   للللللللللللل لكلللللللللللللا لملللللللللللللتلالملا للللللللللللللة 

3 2 10z i   لوالملا لللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللة،
6 7z i z i   ل،لثللتلأجلليلاعدلليا لالمُرك للة

للالت لتُحاةلالملا لتيتلملًا
لالحا 

 الهرررررررررررررررررررفل المسترررررررررررررررررررمل اررررررررررررررررررر  لتلن رررررررررررررررررررول الع  ارررررررررررررررررررف
3 2 10z i  ررر ل  ئرررلةلُل ز ررر ل  3, 2ل
لو س  ل10وف رلنع ل بل  

ع  ا ل ل اسنن رتيفل م  لوُ

   
2 2

3 2 10x y     
تلن رررررررررررررررررررول الع  ارررررررررررررررررررف الهرررررررررررررررررررفل المسترررررررررررررررررررمل اررررررررررررررررررر  ل

6 7z i z i   رررررررر ل المعرررررررر ل اعلرررررررر   لل 
ا ابعفل ال  قيلفل ا ملفلر      7, 1 , 0,6ل

ن رررررر بي ل نورررررر  لُع  ا ررررررول اسنن رتيررررررفل ررررررةلفليرررررر لُطررررررفل
ل اعل   لونابفلُم ع ل اابعفل ال  قيلف

5 7
1 1

2 2
m y x y x         

 
 العرر  ا طةلُعرر لنوررسلل نورر  ل   ررس  ل الل  ررفل ا ررملتهارر 

لنا للتا ف ل المهمططة
   

2 2
3 2 10 , 1x y y x        

لة ا ع يض

   
2 2

3 2 10x y     

   
2 2

3 1 2 10x x      
22 4 0x x   
 2 2 0x x    
0, 2 1, 1x x y y       

لُع ل ل   اعس  نل الل   نل ا  نلنهاا نل الع  ا طةل

1 2, 2z i z i     

ل 6مثال
أجللليلالللللي لالمُركلللللالللل  ليُحا  لللةلكُلللً لملللتلالمحلللال

3الدسي:لل   2z z i    لوالمحللالالدسي:لل،
3 1 5z i z i    لل

لالحا 
3 2z z i    
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   3 2x iy x i y      

   
2 22 23 2x y x y      

6 9 4 4x y     
 6 4 5 1x y   

3 1 5z i z i      
       3 1 1 5x i y x i y        

       
2 2 2 2

3 1 1 5x y x y        
2 2 2 26 9 2 1 2 1 10 25x x y y x x y y            

8 12 16 0x y    
 2 3 4 2x y   

ل(لنوس 2(لو)1ةهفل الع  ا طةل)
31 7

,
26 13

x y    

وينررر نل اعرررس ل الل ررر ل اررر  لنهاررر ل رررلًلُرررةل العررر  ا طةل
ل   

31 7

26 13
z i   

نلنررررررفلُمهمررررررىل الع  اررررررف 2 5
4

Arg z i


  ل

شرررع   ل برررس لُرررةل امابرررف 2,5و لنشرررل ل لويعرررم لل

ي ويفلسي تل 
4

لُ  قي ل   ي ل اله رل اهقيامُ لل

ويلنرررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررفلُمهمرررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررىل الع  ارررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررف

 2 5
2

Arg z i


   شرررررررررع   ل برررررررررس لُرررررررررةلل

 امابررررررف 2,5و لنشررررررل ل لويعررررررم لي ويررررررفلسي تررررررل ل

4


لُ لُ  قي ل   ي ل اله رل اهقيامل

2ويلنررررفلُمهمررررىل الع  اررررف 5 29z i  رررر لل 
  ئلةلُل ز   2,5لل29وف رلنع ل بل  ل

ل

ل 7مثال
أُمث  للالفلل لالمسللتوىلالمُركللللنلسلل لالمحللالالدسي:لل ل

للال  لتُمث    لكا لمتلالملا   لالآت ة 

 2 5
4

Arg z i


    

 2 5
2

Arg z i


     

2 5 29z i    
لالحا 

ل

ل

ل

ل

ل

ل
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ل

ل

ل

ل

ل

ل

ل

ل

ل

ل

ل

ل

ل

ل

ل

ل

ل

ل

ل

ل 8مثال
لللالمحلالالدسي:ل لل سالا ل أُمث  الفل لالمُسلتوىلالمُرك 

لالمت ايسلللللللللة  3التللللللللل لتُحا  لللللللللة  2z z i  

3 والمت ايسة  1 5z i z i    ل
لالحا 

3 2z z i    

 المهمرررررررررررررررىل اهرررررررررررررررسو  لالررررررررررررررر  ل ال    مرررررررررررررررفلُع  ا رررررررررررررررو
3 2z z i  ل

و رر ل المعرر ل اعلرر   لا ابعررفل ال رر قيلفل ا ررملفلر  رر ل
   3,0 , 0, 2لل

رررزل ال    مرررفلر نمررر لنلتررر ل وبلرر ل نرررول لت جرررسلُ ررر و ةلررررملرُ
ل المهمىل اهسو  لُ ابع 

نهرررررس لجلرررررفل المهمرررررىل اهرررررسو  ل ا رررررملتهاررررر ل ال    مرررررفل
0zة   ي رل لُنلًلوتع يضولرمل ال    مفل

0 3 0 2 3 2i      
نهاررررر ل ال    مرررررفلرررررر نلُمبارررررفل اه ررررر رلل0ةلررررر ل نل اعرررررس ل

0z اللنمفل مل المبافل ا ملته  ل ل

3 1 5z i z i      

 المهمرررررررررررررررىل اهرررررررررررررررسو  لالررررررررررررررر  ل ال    مرررررررررررررررفلُع  ا رررررررررررررررو
3 1 5z i z i    ل

و رر ل المعرر ل اعلرر   لا ابعررفل ال رر قيلفل ا ررملفلر  رر ل
   3,1 , 1, 5 لل

رررزل ال    مرررفلر نمررر لنلتررر ل وبلرر ل نرررول لت جرررسلُ ررر و ةلررررملرُ
ل المهمىل اهسو  لُ ابع 
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نهرررررس لجلرررررفل المهمرررررىل اهرررررسو  ل ا رررررملتهاررررر ل ال    مرررررفل
0zة   ي رل لُنلًلوتع يضولرمل ال    مفل

0 3 0 1 5 10 26i i        
نهاررررر ل ال    مرررررفلرررررر نلُمبارررررفل اه ررررر رلل0ةلررررر ل نل اعرررررس ل

0z اللنمررررررفل ررررررمل المباررررررفل ا ررررررملتهرررررر  ل  نقطةةةةةةة(

لالاصل(

 الهررفل المستررملا مارر لل ا ررملتهارر ل ال  رر  م طةلُعرر ل رر ل
ل المبافل الظ  فلرمل اشنفل  ن  

ل

ل 9مثال
المُركلللالمحلالالدسي:ل لل سالا لأُمث  اُلفل لالمسلتوىل

التللللللللللللللللللللللللللللل لتُحا  لللللللللللللللللللللللللللللةلالمُت ايسلللللللللللللللللللللللللللللة 

 2 5
2 4

Arg z i
 

    والمُت ايسللللللللة ل

2 5 29z i  لل
لالحا 
لاو  

 2 5
2 4

Arg z i
 

      

نلنررررررفلُمهمررررررىل الع  اررررررف 2 5
4

Arg z i


  ل

شرررع   ل)نلترررلولُ ابعررر لة رررب ل رررسسلوجررر  لُ ررر و ةلررررمل
 ال    مف(ل بس لُرةل امابرف 2,5و لنشرل ل لويعرم لل

ي ويفلسي تل 
4

لُ لُ  قي لُ  يلا له رل اهقيامل

ويلنرررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررفلُمهمرررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررىل الع  ارررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررف

 2 5
2

Arg z i


   شررررررررررررررع   ل)نلتررررررررررررررلولل

سسلوجر  لُ ر و ةلرررمل ال    مرف(ل برس لُررةلُ ابعر لة رب ل رر
 امابررررررف 2,5و لنشررررررل ل لويعررررررم لي ويررررررفلسي تررررررل ل

2


لُ لُ  قي لُ  يلا له رل اهقيامل

لث ني  
2 5 29z i    

2نلنررررفلُمهمررررىل الع  اررررفل 5 29z i  ئررررلةل  
ُل ز   2,5ل29وف رلنع ل بل  لل

لنلتلل لُ ابعفلة ب ل سسلوج  لُ  و ةلرمل ال    مفل
 ل ررللمستررملا مارر لل ا ررملتهارر ل ال  رر  م طةلُعرر  الهررفل ا

ل المبافل الظ  ولرمل اشنف.
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ل 10مثال
لللالمحلالالدسي:ل لل سالا ل أُمث  الفل لالمُسلتوىلالمُرك 
التللللللللللللللللللللللللللللل لتُحا  لللللللللللللللللللللللللللللةُلالمُت ايسلللللللللللللللللللللللللللللة 

 2
4 3

Arg z i
 

   والم ت ايسلللللللللللللللللللللة ل

2 3 5z i   ل
لالحا 
لاو  

 2
4 3

Arg z i
 

     

نلنررررررررررفلُمهمررررررررررىل الع  اررررررررررف 2
4

Arg z i


  ل

شع   ل)نلتلولُ علًلة ب لوج  لُ  و ةلرمل ال    مف(ل
 بس لُةل امابف 0,2و لنشل ل لويعم لي ويفلسي تل ل

4


لُ لُ  قي لُ  يلا له رل اهقيامل

ويلنفلُمهمىل الع  اف 2
3

Arg z i


 شع   لل

)نلتررلولُ عررلًلة ررب لوجرر  لُ رر و ةلرررمل ال    مررف(ل بررس ل

ُةل امابف 0,2ل ل لويعم لي ويفلسي تل و لنشل
3

ل

لُ لُ  قي لُ  يلا له رل اهقيام

لث ني  

2 3 5z i     

3نلنرررفلُمهمرررىل الع  ارررفل 5z i   ئرررلةلُل ز ررر  
 3, 1لو س  ل5وف رلنع ل بل  لل

لنلتلل لُ ع فلة ب لوج  لُ  و ةلرمل ال    مفل

3ويلنرررفلُمهمرررىل 2z i  ئرررلةلُل ز ررر ل   3, 1ل
لو س  ل2وف رلنع ل بل  ل

لوج  لُ  و ةلرمل ال    مف سسلة ب للُ ابعفلنلتلل ل
 ال    مفل الب  بفل ر ل الهفل المستملا ما لل ا ملتها ل

ل اوز ل الظ فلُةل ال    ل الل  ل  لآتم 

ل

ل 11مثال
ململا لللةلالمحللالالدسي:لل لالمُمثللالzأاتلللل)بي لللة

لمم اليأت   لب انً الف لكُا ٍّ
1) 

ل
لالحا 

 1 3z i    

2) 
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ل
لالحا 

رعررلًل اعلرر  لنبررس لةرر ا ها لُررةل نل ال رر قي ل اللترر سل رر ل
 المعررررررررررررررر لا ابعرررررررررررررررفل ال ررررررررررررررر قيلفل ا رررررررررررررررملفلر  ررررررررررررررر 

   1,0 , 3, 2ل

1ُطفل اابعفل ال  قيلفلن  و ل

2
طفل ال  قي لن ر و لل وُ

لرلل لُ ع ُس نل-2
3ُع  ارررفل ال ررر قي ل ررررم 2y x ونابرررفلُم عرررر لل
 اابعفل ال  قيلفل م 1,1و ملو  عفل  ىل ال ر قي لل

ل نل  س ثططل لنهاا نلُع  ا و
 ذنل ال ررر قي ل اللتررر سل ررر ل المعررر ل اعلررر   لا ابعرررفل

ع  ا و لوُ
   3 2 1z i z      

ل 12مثال
أاتللللللملا لللللةلفلللل ل للللور   Arg z a  ل

دي لمُركل،لولa يث    تُمث  الالمحالل
للدسي: لالمُبيتلف لال كالالمةاورا

ل
لالحا 

 
3

1 2
4

Arg z i


     

ل 13مثال
ملمت ايسلللةلالمحلللالالدسي:للل لالللل  لzأاتللللل)بي للللة

لتمث  لالمسطاةلالمُظ  ةلف لكالمم اليأت  
1) 

 
لالحا 

   
2 2

4 0 1 7 52r       

 4 52z i    

ل
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2) 

 
لالحا 

سيرررر لل از ويررررفلبررررطةل اشررررع علو ال رررر قي ل الرررر  ي لا لهرررر رل

 اهقيامل  
4


ل-1انلُطفل اشع علل

 2 0
4

Arg z i


      

ل 14مثال
مت ايسللللا ليُمث  للللالالمحللللالملنظللللا لzأاتلللللل)بي لللللة

للدسي: لالمُبيتلف لال كالالمةاورا

ل
لالحا 

2 3z i    

6 4z z i    

ل 15مثال
ملاللللي يتلالمُللركبيتلaأجلليل)بي لللةلالثابلل:لالحس الل ل

اانلالملا لة  2z ال  يتليُحا   a a  والملا لة 
 2z a z a i   لل

لالحا 
0aنفل ل ن ل

 2z a z a i     

 2x a iy x a i y a       

     
2 2 22 2x a y x a y a       

 3 2 1y x a    

2z a a   

2x a iy a    

   
2 2 24 2x a y a    

   
2 2 23 2 4x a x a a      

2 2 2 2 22 9 12 4 4x ax a x ax a a       
2 210 10 0x ax a    

2 210 100 40

20

a a a
x

  
  

210 60 10 2 15

20 20

a a a a
x

   
   

15

2 10

a a
x     
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15 3 15
3 2

2 10 2 10

a a a a
y a

 
      

 
 

0a ذ ل  ن لر نل اعس  ةل الب  بطةل ل  ل

15 3 15

2 10 2 10

a a a a
i

 
     

 
 

15 3 15

2 10 2 10

a a a a
i

 
     

 
 

0a ُرررر ل ذ ل رررر ن رط جررررسل ررررس لُل رررر لو طررررسلنهارررر لل

0z  الع  ا طةلو    ل

ل 16مثال
يُحا  لللللللةلالملا للللللللة لzيذالكلللللللانلالللللللللي لالمُركلللللللل

3 4 2z i  لفأجلليلأابللرل  مللةلللللل،zوأقللالل
رًاليجابت . ل  مةلل ،لمُبر  

لالحا 
3 4 2z i    

 3 4 2z i    

zنارررر ل  رررررىل اررررس ئلةل ا رررررملُل ز رررر ل 3, 4وفررررر رلل
ل2نع ل بل  ل

zنفرررل  x iy رررر ن للz2ن ررر و لل 2x yل

و  لنلنفل ا عسلبطةل امابرف ,x yونابرفل  صرفلررملل

ل ال    ل اسنن رتم

ل
لُةل اشنفل  لً لنوسل ن 

9 16 5OC     
ل م لz  فلسيلفلار

5 2 3z OC r      
ل م لz كبللسيلفلار

5 2 7z OC r      

ل 17مثال
5يذالكانللللل:  2z i لفأُجيلللللللدلللللتلالسلللللناليتل،

للالآتييتلت ادًال 

   بطةلَ ن  لم1 
1

21 20
29

z
i

z
 ل

لالحا 
5 2 5 2z i z i      
5 2 5 2

5 2 5 2

z i i

i iz

 
 

 
 

25 20 4 21 20

25 4 29

i i  
 


 

 
1

21 20
29

i   

ل
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لُررررةل ا ررررس  للم2 بمرررر  ال  ررررىل ا هررررثلرررررملتررررعفل ررررفة 

, ال ل  رررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررف  ,
z

z z
z

  بررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررطةل ن  ل

1 12 20
2 tan tan

5 21

    
   

    
لالحا 

  1 2
tan

5
Arg z   

  1 2
tan

5
Arg z    

1 20
tan

21

z
Arg

z

 
  

 
 

   
z

Arg Arg z Arg z
z

 
  

 
 

1 1 120 2 2
tan tan tan

21 5 5

   
   

 
 

1 120 2
tan 2 tan

21 5

   

ل 18مثال
لالملا لللللللللة  6أُثبلللللللل:لأان  2 6 9z z i   ل

ل.تُمث  ال ا  ر ،لثُتلأجيلمركزهالوطوللنصفلقُطرها
لالحا 

6 2 6 9z z i     

   6 2 6 9x iy x i y       

      2 2 226 4 6 9x y x y       

 2 2 2 212 36 4 12 36 18 81x x y x x y y          

2 2 20 24 144 0x y x y      

   
2 2

10 12 100x y     

و ررملُع  اررفل  ئررلةلُل ز رر  10,12وفرر رلنعرر لل

ل10 بل  ل

ل 19مثال
لالآت للةلهلللولالمحلللالالدسي:للل لالللل  لملا لتللل    أ ُّ

 2 3
8

Arg z i


   رًاليجابت ل،لمُبر  

ل

ل
ل
ل
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ل

ل

لالحا 
 2 3

8
Arg z i


    

 الهرررفل المسترررملالرررر  ل الع  ارررفل ررر لشررررع عل مب ررر لُررررةل
 امابررف 2, 3م لي ويررفلسي تررل لُرر ليعررو لنشررل ل لولل

للbُ  قي ل   ي ل اله رل اهقياملو  ل اللنفلة اشنف

لر امابفلبس نفل اشع علاي هلصهيهفلa ُ ل اشنف

ر امابررررفلبس نررررفل اشررررع علُشررررل افلو رررر لارررريقللcو اشررررنف
لصهيه ل

ر عفل اعس ل الل  ل رملdو اشنف
8


و ر لُخر ا لل

لا  عفل العب ةلة الع  اف

لمثال 
 جم للللألاعدللليا لتُحاادلللال، zأاتلللللمت ايسلللةلبي للللةل

المُّرك ةلالت لتاللألفل لالمسطالةلالمُظ  لةلالمُبيسلةلفل ل
لالمستوىلالمُركللف لال كالالمةاور.

ل

لالحا 
 المبارررفل الظ  رررفلتلنرررفل   رررس  ل الل  رررفل ا رررملت عرررسل رررةل

2 اعرررررررس  3iو رررررررس  لر كررررررر نلل4ُ ررررررر رفلتارررررررفل رررررررةلل
ل ال    مفل الب  بفل م 

 2 3 4z i  ل
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لاتابلالتماريت

ل 1مثالل

أجيلالمحالالدسي: لالل  لتمث ل لكلالملا للةلمملاليلأت ل
لالمستوىلالمركللوأجيلملا لت لالييكارت ة ثتلأمث  لف ل

1) 5 3 1z i    
لالحا 

 5 3 1 5 4z i z i        

 الهررررفل المستررررمل ارررر  لتلن ررررول رررر  ل الع  اررررفل رررر ل  ئررررلةل
ُل ز   0, 5لو س  ل4وف رلنع ل بل  لل

ل
ل الع  افل اسنن رتيف 

 5 3 1 5 4z i x i y        

 
22 5 16x y     

2) 2 8 13z i    
لالحا 

 2 8 13 2 8 13z i z i        

 الهررررفل المستررررمل ارررر  لتلن ررررول رررر  ل الع  اررررفل رررر ل  ئررررلةل
ُل ز   2, 8لو سةل13وف رلنع ل بل  لل

ل
ل الع  افل اسنن رتيف 
 2 8 13 2 8 13z i x i y         

   
2 2

2 8 169x y      

3) 4 3 7z i    
لالحا 

 4 3 7 4 3 7z i z i         

 الهررررفل المستررررمل ارررر  لتلن ررررول رررر  ل الع  اررررفل رررر ل  ئررررلةل
ُل ز   4,3لو س  ل7وف رلنع ل بل  لل

ل
ل الع  افل اسنن رتيف 
 4 3 7 4 3 7z i x i y         

   
2 2

4 3 49x y      
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4) 3 5z i z i     
لالحا 

3 5z i z i     

 3 5z i z i      

 رررررر  لُع  اررررررفل المعرررررر ل اعلرررررر   لا ابعررررررفل ال رررررر قيلفل
 ا  ص فلبطةل اماب طة   3, 5 , 0,1 لل

ل
3 5z i z i     

     3 5 1x i y x i y       

     
2 2 223 5 1x y x y       

     
2 2 223 5 1x y x y       

2 2 2 26 9 10 25 2 1x x y y x y y          

6 12 33 0x y    

 ذنلُع  ارررررررفل المعررررررر ل اعلررررررر   لا ابعرررررررفل ال رررررررر قيلفل
لة اعيغفل اسنن رتيفل م 

2 4 11 0x y    

 

 

5) 
3

1
6

z i

z i





 

لالحا 
3

1 3 6
6

z i
z i z i

z i


    


 

 3 6z i z i     
   لُع  افل المع ل اعل   لا ابعفل ال  قيلفل ا  ص فل

بطةل اماب طة   0, 3 , 0,6لل

ل
3 6z i z i    

   3 6x i y x i y      

   
2 22 23 6x y x y      

   
2 22 23 6x y x y      

2 2 2 26 9 12 36x y y x y y        

18 27 0y   

 ذنلُع  ارررررررفل المعررررررر ل اعلررررررر   لا ابعرررررررفل ال رررررررر قيلفل
لة اعيغفل اسنن رتيفل م 
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2 3 0 1.5y y     

6) 6 2 4i z z i     
لالحا 

6 2 4i z z i     

6 2 4z i z i     

   6 2 4z i z i      

 رررررر  لُع  اررررررفل المعرررررر ل اعلرررررر   لا ابعررررررفل ال رررررر قيلفل
 ا  ص فلبطةل اماب طة   6, 2 , 0, 4 لل

ل
6 2 4z i z i     

   6 2 4x i y x i y       

     
2 2 226 2 4x y x y       

     
2 2 226 2 4x y x y       

2 2 2 212 36 4 4 8 16x x y y x y y          

3 6 0x y    

 ذنلُع  ارررررررفل المعررررررر ل اعلررررررر   لا ابعرررررررفل ال رررررررر قيلفل
لة اعيغفل اسنن رتيفل م 

3 6 0x y    

ل 2مثال
 جسل الهفل المستمل ا  لتلن ول فلُةل الع    ل لآتيفل

لث ل ُن ولرمل ال    ل الل   

1)  Arg 3
4

z


   
لالحا 

    3 3
4 4

Arg z Arg z
 

       

 الهرررفل المسترررملالرررر  ل الع  ارررفل ررر لشررررع عل مب ررر لُررررةل

 امابرررف 3,0و لنشررررل ل لويعرررم لي ويررررفلسي تررررل ل
4

ل

لُ ل اله رل اهقيامل ال ج ل

ل

2)  
2

Arg 3 2
3

z i


    
لالحا 

    
2 2

3 2 3 2
3 3

Arg z i Arg z i
 

         

 الهرررفل المسترررملالرررر  ل الع  ارررفل ررر لشررررع عل مب ررر لُررررةل

 امابررف 3,22و لنشررل ل لويعررم لي ويررفلسي تررل ل

3

ل

لُ لُ  قي ل   ي ل اله رل اهقيامل ال ج ل
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ل

3)  Arg 2 2
4

z i


   
 

لالحا 

    2 2 2 2
4 4

Arg z i Arg z i
 

           

 الهرررفل المسترررملالرررر  ل الع  ارررفل ررر لشررررع عل مب ررر لُررررةل
 امابرررررف 2, 2 و لنشرررررل ل لويعرررررم لي ويرررررفلسي ترررررل ل

4


لُ لُ  قي ل   ي ل اله رل اهقيامل ال ج لل

ل

ل 3مثال

أمثالف لالمستوىلالمركللالمحالالدسي: لالل  لتمث ل ل
لاالمت ايسةلمماليأت  

1)  
3

0 Arg 3
4

z i


    
لالحا 

نلنرررفلُمهمرررىل الع  ارررف 
3

3
4

Arg z i


 شرررع   لل

)نلتررلولُ عررلًلة ررب لوجرر  لُ رر و ةلرررمل ال    مررف(ل بررس ل

ُررررةل امابررررف 0,3و لنشررررل ل لويعررررم لي ويررررفلسي تررررل ل

3

4

لُ لُ  قي ل   ي ل اله رل اهقيامل ال ج ل

نلنررررررفلُمهمررررررىل الع  اررررررف 3 0Arg z i شررررررع   لل

)نلتررلولُ عررلًلة ررب لوجرر  لُ رر و ةلرررمل ال    مررف(ل بررس ل

ُةل امابرف 0,3ل0و لنشرل ل لويعرم لي ويرفلسي ترل لل

ل اهقيامل ال ج ُ لُ  قي ل   ي ل اله رل

 الهفل المستملا ما لل ا ملتها ل ال    مفل الب  بفل ر ل

ل اوز ل الظ فلُةل ال    ل الل  ل ل لرمل اشنف

ل
2) 2 2z i   

لالحا 
 2 2 2 2z i z i      

2 المهمررىل اهررسو  لالرر  ل ال ي  مررفلُع  ا ررو 2z i ل
و  ل  ئلةلُل ز   0,2لوف رلنع ل بل  لو ست نل
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رررزل ال    مرررفلر نمررر لنلتررر ل وبلرر ل نرررول لت جرررسلُ ررر و ةلررررملرُ
ل المهمىل اهسو  لُ ابع 

 ُررررر لُمبارررررفل الهرررررفل المسترررررملرلرررررمل ررررر ر ل ارررررس ئلةلانل
 ا رررس  ل الل  رررفل ا رررملتهاررر ل ال    مرررفلت عرررسل رررةلُل رررزل

لف رلنع ل اابلل اس ئلةلُ  رفل كبللُة

ل

3) 8z   
لالحا 

8z المهمررىل اهررسو  لالرر  ل ال ي  مررفلُع  ا ررو و رر لل
  ئلةلُل ز   0,0لو س  ل8وف رلنع لل

ررررزل ال    مررررفلر نمرررر لنلترررر ل وبلرررر ل نررررولت جررررسلُ رررر و ةلرررررملرُ
ل المهمىل اهسو  لُ علً

و  ررررىل ُرررر لُمباررررفل الهررررفل المستررررملرلررررمل   ررررفل اررررس ئلةل
انل ا رس  ل الل  رفل ا رملتهار لُهيبلر لواريقل  رجلر ل

 ال    مرررفلت عرررسل رررةلُل رررزل ارررس ئلةلُ ررر رفلتارررفل رررةلفررر رل
لنع ل اابلل ولت  ويل 

ل
ل 4مثال

5 يذالكان:  3z i فأجيللدتلالسناليتلالآتيليتلل
لت اداً 

 رتررررر ل الهرررررفل المسترررررمل اررررر  لتلن رررررول الع  ارررررفلررررررمللم1
ل ال    ل الل  

لالحا 

 5 3 5 3z i z i      

 الهفل المستملال  ل الع  افل  ل  ئل  لُل ز ر  0,5ل
لو س  لل3وف رلنع ل بل  ل

ل

 جررررسل اقيلررررفل اعظلررررىلا ررررعفل ا ررررس  ل الل  ررررفل ا ررررمللم2
لتها ل الع  اف

لالحا 
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ت رررررر و لسيرررررر لل از ويررررررفلz كبررررررللتررررررعفلا عررررررس ل الل رررررر 

EOAالهعرر رةلبررطةلُلرر لل اررس ئلةل OAو الهرر رلل
ل اهقيامل ال ج 

رمللOA ل   ل  ىل الل للABنع ل بلل اس ئلة
لAنابفل ا ل ل

   
2 2

25 9 4OA OB AB      
3

tan
4

BOA   

1 3
tan 0.64

4
BOA     

0.64 2.21
2

m EOB


     

 ا ررررملتهارررر للz اقيلررررفل اعظلررررىلا ررررعفل ا ررررس  ل الل  ررررف

ل2.21 الع  افل العب ةل مل

ل 5مثال
أمثالف لالمستوىلالمركللالمحالالدسي: لل ساا لالتل ل

1تحاللللللللللةلالمت ايسللللللللللة  1z i  والمت ايسللللللللللة ل

 Arg 0
3

z


  ل

لالحا 

1 1z i    

 المهمرررررررررررررررىل اهرررررررررررررررسو  لالررررررررررررررر  ل ال ي  مرررررررررررررررفلُع  ا رررررررررررررررو
1 1z i  و  ل  ئلةل)تلت لةخطلُ عرف(لُل ز ر ل
 1, 1لوف رلنع ل بل  لو سةلو  سةل

 ُر لُمباررفل الهرفل المستررملالول  رفل امارر لل ا رملتهارر ل
ل   ل ال    مفلرلمل   فل اس ئلةلو  ىلُهيبل ل

( ) 0
3

Arg

  ل 

نلنفلُمهمىل الع  اف 
3

Arg z


 شرع   ل)ةخرطلل

ُ ابرررر (ل برررررس لُررررةل امابرررررف 0,0و لنشررررل ل لويعرررررم لل

ي ويفلسي تل 
3


لُ ل اله رل اهقيامل ال ج ل

نلنرررفلُمهمرررىل الع  ارررف  0Arg z شرررع   ل)نلترررلولل
ُ ابعر لة رب ل ررسسلوجر  لُ ر و ةلرررمل ال    مرف(ل برس لُررةل

 امابررف 0,0ُرر لل0و لنشررل ل لويعررم لي ويررفلسي تررل لل
ل اله رل اهقيامل ال ج 

 الهفل المستملا ما لل ا ملتها ل ال    مفل الب  بفل ر ل
 اورررررز لُررررررةل ال رررررر   ل الل رررررر ل الهعرررررر رلبررررررطةل رررررر  ةل

ل اشع  طة
طةلُعرر ل ُرر ل الهررفل المستررملا مارر لل ا ررملتهارر ل ال  رر  م 

لرل ل ل لرمل اشنفل الو ور 

ل
ل 6مثال
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ململا لللةلالمحللالالدسي:لل للمةمودللةلzأاتلللل)بي لللة
لالساا لالممث ةلف لالمستوىلالمركللالمةاور

ل
لالحا 

 
3

2
4

Arg z i


   

ل 7مثال

7 يذالكانللل:  7u i  7 وكانللل: ل 7v i ل
1z فأجيل ص اة  z r ملا للةلالليا ر لالتل لتملرلل

بساطللللةلاع للللا،لوالساطتلللليتلال تلللليتلتمللللث نلاللللللي يتل
u,المركبيت vل

لالحا 
7 7 , 7 7u i v i      

  1 7
tan

7
Arg u    

   
 

 

 1 3
tan 1

4 4

 
       

   1 17
tan tan 1

7 4
Arg v

  
   

 
 

 

3ت ررررر و للvولu از ويرررررفلبرررررطة

4 4 2

  
 ر اابعرررررفلل

ل ز رررر ل رررر لنابرررررفلuv ال رررر قيلف ل بررررللالرررر  ل اررررس ئلةلوُ

7ُم عرررر ل ررررر  ل اابعررررفلو رررررم 7 7 7
,

2 2

   
 
 

  ل

 0,7لوف رلنع ل بل  لن  و لل

   
2 2

7 0 7 7 7     

7 إذنلُع  افل اس ئلةل الب  بفل م  7z i ل

ل 8مثال

1u يذالكانلللل:  i  2فأجلللليلuثللللتلأمثللللالفلللل لل
المسللتوىلالمركللللالمحللالالدسي:لل لل ساللا لالتلل لتحاللةل

2z المت ايسة  والمت ايسة ل 
2z u z u  ل

لالحا 

 
221 1 2u i u i i        

2z   

2z المهمررىل اهررسو  لالرر  ل ال ي  مررفلُع  ا ررو و رر لل
  ئلةلُل ز   0,0لوف رلنع ل بل  لو ست نل
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رررزل ال    مرررفلر نمررر لنلتررر ل وبلرر ل نرررول لت جرررسلُ ررر و ةلررررملرُ
ل المهمىل اهسو  لُ ابع 

 ُر لُمباررفل الهرفل المستررملالول  رفل امارر لل ا رملتهارر ل
   ل ال    مفلرلمل   فل اس ئلةلانل ا س  ل الل  فل ا مل

ل ي  مررفلت عررسل ررةلُل ررزل اررس ئلةلُ رر رفلتاررفل ررةلتهارر ل ا
لف رلنع ل اابلل

2z u z u    

 2 1z i z i      

ل المهمىل اهسو  لال  ل ال    مفلُع  ا و
 2 1z i z i      

و رر ل المعرر ل اعلرر   لا ابعررفل ال رر قيلفل ا ررملفلر  رر ل
   0,2 , 1, 1 ل

رررزل ال    مرررفلر نمررر لنلتررر للوبلرر   نرررول لت جرررسلُ ررر و ةلررررملرُ
ل المهمىل اهسو  لُ ابع 

نهرررررس لجلرررررفل المهمرررررىل اهرررررسو  ل ا رررررملتهاررررر ل ال    مرررررفل
0zة   ي ر لُنلًلوتع يضولرمل ال    مفل

0 2 0 1 2 2i i       

 صحيحة 

نهارررر ل ال    مررررفلررررر نلُمباررررفل اه رررر رلل0وبلرررر ل نل اعررررس 
0z اللنمرررفل رررمل المبارررفل ا رررملتهررر  ل الظ  رررفلررررملل 

ل الت ل  ن  
ل

 

ل 9مثال

3 أمثلالفل لالمسلتوىلالمركلللالملا للة  13z i ل

 والملا لة  Arg 4
4

z


 ثتلأجيلالللي لالمركلل

zلال  ليحاادمالملال
لالحا 

3 13z i   

 الهررررفل المستررررمل ارررر  لتلن ررررول رررر  ل الع  اررررفل رررر ل  ئررررلةل
ُل ز   0,3لو سةل13وف رلنع ل بل  لل

 4
4

Arg z


   

 الهرررفل المسترررملالرررر  ل الع  ارررفل ررر لشررررع عل مب ررر لُررررةل

 امابررف 4,0و لنشررل ل لويعررم لي ويررفلسي تررل ل
4

ُرر لل

ل1 الهررررررررر رل اهقيارررررررررمل ال جررررررررر ل  ل نلُط رررررررررولن ررررررررر و ل
ع  ا ول م  لوُ

 0 1 4y x    

4y  ل ن لللللللللللللللللللللللللللللللللل x ل
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ل
 الل  ررفل ا ررملتهارر ل العرر  ا طةلُعرر لنوررسلل نورر  ل   ررس  

لنا للتا ف ل المهمططة
4 , 0 , 0y x y x   لل

ول 
22 3 169x y  لة ا ع يض ل

 
22 4 3 169x x     

22 14 49 169x x    
2 7 60 0x x    

  5 12 0 12 8x x x y        
ل الع  ا طةلُع ل   ل اعس ل الل  ل ا  لنها 

12 8z i   

ل 10مثال

أمثلللللللللللالفللللللللللل لالمسلللللللللللتوىلالمركلللللللللللللالملا للللللللللللة 
3 2 5z i  والملا للللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللللة ل

6 7z i z i   ثلللتلأجللليلالللللي يتلالملللركبيتلل
لال  يتليحااانلالملا لتيتلملا

لالحا 
3 2 5z i    

تلن ررررول رررر  ل الع  اررررفل رررر ل  ئررررلةل الهررررفل المستررررمل ارررر  ل
ُل ز ررررررررر  3,2و رررررررررس  لل5وفررررررررر رلنعررررررررر ل بل ررررررررر لل
ع  ا ل  لوُ

   
2 2

3 2 25x y     

6 7z i z i     

 ررر  ل رررملُع  ارررفل المعررر ل اعلررر   لا ابعرررفل ال ررر قيلفل
 ا  صررررر فلبرررررطةل اماب رررررطة   0,6 , 7, 1اررررر  لنلرررررللل 

ة امابف 3.5, ط ولل2.5 ع  ا ول م ل1وُ لوُ
 2.5 1 3.5y x    

1yللللللللللللللللللللللللللللللللللل  ل ن  x ل
ل

 نورر  ل   ررس  ل الل  ررفل ا ررملتهارر ل العرر  ا طةلُعرر لنوررسل
لنا للتا ف ل المهمططة 

1y x لل
ول   

2 2
3 2 25x y   لة ا ع يض ل

   
2 2

3 1 2 25x x      
22 12 18 25x x    
22 12 7 0x x    
6 5 2 4 5 2

,
2 2

x y
 

   

ل اعس  نل الل   نل ا  نلنهاا نل الع  ا طةلُع ل ل  

1

6 5 2 4 5 2

2 2
z i
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2

6 5 2 4 5 2

2 2
z i

 
 

 
ل 11مثال

ملمت ايسلةلالمحلالالدسي:ل لالل  لتمث ل لzأاتلل)بي لة
لالمسطاةلالمظ  ةلف لكالمماليأت  

ل
1) 

 
لالحا 

 المهمرررىل اهرررسو  ل مررر ل ررر ل المعررر ل اعلررر   لا ابعرررفل
 ال ررررررررر قيلفل ا  صررررررررر فلبرررررررررطةل اماب رررررررررطة   4,1 , ل1,6

ع  ا ول م ل لوُ
4 1 6z i z i      

وانل المباررفل الظ  ررفلتشررلفل امارر لل ا ررلبلإاررىل امابررف
 4,1لو اخطل اهسو  لُ اب لر نل ال    مفل م ل

4 1 6z i z i      
 

2) 

 
لالحا 

 المهمىل اهسو  ل م ل ر ل  ئرلةلُل ز ر ل 0,3وفر رلل
ع  ا ل ل م لل4نع ل بل  ل لو س  لوُ

3 4z i   
وانل المباررفل الظ  ررفلتشررلفل امارر لل ا   عررفل   ررفل اررس ئلةل

لوانل المهمىل اهسو  لُ اب لر نل ال    مفل م 
3 4z i   

ل 12مثال

يمثلالالمحلالالدسي:ل لملنظا لمت ايسا لzأاتلل)بي لة
لال  لتمث  لالمسطاةلالمظ  ةلف لال كالالآت  

ل

لالحا 



 

- 107 - 

ُل زل اس ئلةل   1,4و رس  لل4وف رلنع ل بل ر لل
فلُ عررر فلر ال    مرررفل ا رررمل و ا ظ طرررفل    لررر لو رررملُلترررُ 

لتعفل ل م 
1 4 4z i    

 امابرررفوارررس م لشرررع   نلُ عرررلًنلُمب اررر نلُرررةل 2,3ل

 ا ف ملنعم لي ويفلسي تل 
4

ل اخطل اراملو اع ر  لل ُ

نعرررم لي ويرررفلسي ترررل 
2

ُررر ل اخرررطل ارارررملوتررر لتظ طرررفلل

 المبارررفل الهعررر رةلبطمللررر لر ال    مرررفل ا رررملتعررر ل ررر  ل
ل المبافل م 

 2 3
4 2

Arg z i
 
     

ل م  ل ا  لتلن ول المبافل الظ  فل   نظ سل ال   ل ذن
1 4 4z i    

 2 3
4 2

Arg z i
 
     

 

 

 

 

 

 

 

 

ل
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 اختبار نهاية الوحدة

 :1سؤال
 أختار رمز الإجابة الصحيحة في كُلٍّّ ممّا يأتي :

1i إذا كان: (1     343، فإنi : تُساوي 
a) -1    b) 1 
c) - i    d) i 

ناتج (2 
3

1 i : هو 
a) -2+2i   b) -2-2i  
c) 2-2i   d) 2+2i 

:هاااااااااااو معااااااااااا   ااااااااااا و  ا   ا  ااااااااااا 2i :إذا كاااااااااااان (3
3 25 8 20 0az z z      فإن قيa  هي : 

a)-8    b) -2  
c) 2    d) 8 

 ا صاااااااااااو ل ا   ا يااااااااااا   ا ااااااااااا   ا ُ  كااااااااااا : (4

1 3z i  هي: 

a) 2 cos sin
3 3

i
  
 

 
  

b) 
2 2

2 cos sin
3 3

i
  
 

 
   

c) 2 cos sin
3 3

i
  
 

 
 

d) 
2 2

2 cos sin
3 3

i
  
 

 
  

 ا صو ل ا قياسي   ناتج: (5
3 3

8 cos sin 2 cos sin
4 4 4 4

i i
      
     

   

  هي: 
a) 4i     b) 4   
c) 4 4i     d) 4 4i  

إعا   اتتياا  نصاان ا  نلماا  ا ُ  اااا  فااي ا  اا    (6
 :ا  جاو 

 

a) 1 2 3 4z i z i       
b) 1 2 3 4z i z i        
c) 1 2 3 4z i z i      
d) 1 2 3 4z i z i      

 الحل:

1 2 3 4 5 6 
C b c b a d 
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 :2سؤال
أجددددددددي اللدددددددد رلعد التدددددددد  ي ععد ل  ددددددددي  المُ كدددددددد :

45 28z i  
 الحل:

45 28i x iy    
2 245 28 2i x y ixy     

2 2 48 , 2 28x y xy     

14
y

x
   

2

2

196
45x

x
   

4 245 196 0x x    

  2 249 4 0x x    
7, 2 7, 2x y or x y       

45ا جااااااااااااااااااا  ان ا    ي ياااااااااااااااااااان  ا ااااااااااااااااااا   28i :ه اااااااااااااااااااا 

7 2 , 7 2i i   

 :3سؤال

3أجدددي مسيددداد ال دددي  المُ كددد : 1

3 2
w i   

 وس ته
 الحل:

2 2
3 1 7

3 2 12
w

   
           

 

  1

1

2tan
3

3

Arg w  

  
  
    
  

  
  

 

1 3
tan 2.28

2
 
  

        
  

 

 :4سؤال
8 إذا كددا : 8z i  : 2 ، وكدداw a i  ،
0aحعددددددد  فأجدددددددي  يمدددددددة ،a: ، ع مًدددددددا بدددددددأ  

26z w   
 الحل:

8 10z w a i     

 
2

8 100 26z w a      

 
2

8 100 676a     

 
2

8 576a    

8 24 16a a       

 :5سؤال

14إذا كدددا : 21

3 2

i
w

i





، فأُجعددد  عدددد ال دددؤالعد 

 الآتععد تباعًا: 
 في صو ل : wمك   ا      (1

x iy    
 الحل:

14 31 3 2

3 2 3 2

i i
w

i i
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104 65
8 5

9 4

i
i


  


 

هااااااو معاااااا   اااااا و  ا   ا  اااااا : wإذا كااااااان ا  اااااا    (2
2 0z cz d       فأ ااا  قي ااا  كااا دد نااا  ا  ااا ،

c,ا حقيميي  d  
 الحل:

   
2 2

8 5 8 5 0i c i d      

64 80 25 8 5 0i c ci d       

 39 8 80 5 0d c i c      
39 8 0 , 80 5 0d c c      

16 , 89c d    
 حل آخ :

8 5 8 5w i w i      

  16c w w      

64 25 89d w w      

 :6سؤال
أُمثِّّل في المُ توى المُ ك  المنطقة التي تُحيِّ ها كل 

 متباينة ممّا يأتي : 
1) 6 6z    

 الحل:
6ا  نحنى ا حا و ي  ذا ا ا   يا نا  ن ا   ا  6z   

وهاااااو  ارااااا ل ن ك هاااااا 6,0  3وطاااااو  نصااااان  ل هاااااا 
 وع ات

نساااااوال فااااي  ناااا  ا   يا ناااا  فإننااااا ن ساااا  و  ااااا مناااا  تو اااا  
 ا  نحنى ا ح و ي ن صلا

منااااا ننلماااا  ا  حاااا  ا ذن سااااي فذااااي  ا اااا  ا اااا ار ل و اااااى 
نحيلذاا و ايخ  ا  ذاا ان اا ا ا  ا   كيا  ا  اي تحما  
ا   يا نااا  تي ااا   ااا  ن كااا  ا ااا ار ل نسااااف  تمااا   ااا  طاااو  

 نصن ا مل  مو تساويذا

 

2)  
2

2
4 3

Arg z
 
    

 الحل:

ي  ااا  ننحنااااى ا   ا  ااا  2
4

Arg z


    شاااا ا ا

)ن س   ن صالا  سسا   و او  ا  سااوال فاي ا   يا نا     ا م 

ن  ا نمل  2,0 ولا ي  اذا ويصنع زاوي  قياسذا
4

 

 نع ا  حو  ا حقيمي

وي  ااااااااااا  ننحناااااااااااى ا   ا  ااااااااااا  
2

2
3

Arg z


  

شاااااا ا ا  )ن ساااااا   ن صاااااالا  سساااااا   و ااااااو  ا  ساااااااوال فااااااي 
ا   يا نااا     ااا م نااا  ا نملااا  2,0  ولا ي ااا اذا ويصااانع

2زاوي  قياسذا

3

 نع ا  حو  ا حقيمي 

ا  ح  ا ذن سي  انماا  ا  اي تحما  ا   يا نا  هاو ا  نلما  
 ي ا     م ناا:ا   اا  ف
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3) 1 3 3z i z i      
 الحل:

 ا  نحنى ا ح و ي  ذ ا ا   يا ن  ن ا    
1 3 3z i z i      

وهااو ا  نصاان ا   ااو ي  امل اا  ا  ساا قي   ا  ااي ط فاهااا
   1, 1 , 3,3  

و  ااا منااا  لا تو ااا  نسااااوال فاااي  نااا  ا   يا نااا  فإنناااا ن سااا  
 ا ح و ي ن مل ا  ا  نحنى 

نحااااا    ذااااا  ا  نحناااااى ا حااااا و ي ا  اااااي تحمااااا  ا   يا نااااا  
0zسا  يا   : ن لا وت ويض  في ا   يا ن 

0 1 0 3 3 2 18i i       d  
س اااااا من ا  ااااا   لا يحمااااا  ا   يا نااااا  فاااااإن ننلمااااا  ا حااااااو  

0zا    ن  هي ا  نلم  ا  ي لا تحوي   

 

 

 :7سؤال
1 ال دي : Mإذا مث  د  النقطدة  1 8z i   ومث د ،

2 ال ددي : Nالنقطددة  4 7z i   وكاندد ،O  هددي
 نقطة الأصل ، فأجع  عد الأسئ ة الآتية تباعًا:

 ن لاب  ا ضا ي . OMNمبي  من  ا   اث  (1
 الحل:

16 49 65NO     

1 64 65MO     

 متطابق الض  عد OMNاذ  المث  

4يساوي  MONمُبي  من   ي  ت ام ا  اوي   (2

5
  

 الحل:
 OMNباستخيام قانو  جعوب التمام في المث  

        
2 2 2

2 cosNM N O M O N O M O M O N     

234 130 4
cos

130 5
MON


      

  OMNم   نساع  ا   اث  (3
 الحل:

  
1

sin
2

A NO MO MON   

1 3 39
65

2 5 2
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 :8سؤال
أمثل فدي الم دتوى المُ كد  المحدل الينيسدي ل نقدا  

 التدددددي تُحقدددددق المُتبايندددددة:
8 2z z i   

والمُتباينة: 3 6
4 4

Arg z i
 

     

 الحل:
8 2z z i    

 ا  نحنى ا ح و ي  ذ ا ا   يا ن  ن ا    
8 2z z i    

وهااو ا  نصاان ا   ااو ي  امل اا  ا  ساا قي   ا  ااي ط فاهااا
   8,0 , 0. 2 

و  ااا منااا  لا تو ااا  نسااااوال فاااي  نااا  ا   يا نااا  فإنناااا ن سااا  
 ا  نحنى ا ح و ي ن مل ا  

 3 6
4 4

Arg z i
 

      

ي  اااااا  ننحنااااااى ا   ا  اااااا  3 6
4

Arg z i


   

شاااااا ا ا  )ن ساااااا   ن صاااااالا  سساااااا   و ااااااو  ا  ساااااااوال فااااااي 
ا   يا ن      م نا  ا نملا  3,6  ولا ي ا اذا ويصانع

زاوي  قياسذا
4

 نع نس قي  نواز  ا حو  ا حقيمي 

ي  ااا  ننحناااى ا   ا  ااا  
2

3 6
3

Arg z i


   

شاااااا ا ا  )ن ساااااا   ن صاااااالا  سساااااا   و ااااااو  ا  ساااااااوال فااااااي 
ا   يا ن      م ن  ا نملا  3,6 ولصدن   ولا ي ا اذا

زاولة  ياسيا
4


 م  م تسيم مواز ل محور الحسيقي 

تحمااااا  ا   ياااااا ن ي  هاااااو ا  حااااا  ا ذن ساااااي  انماااااا  ا  اااااي 
 ا  نلم  ا   اا  في ا     م ناا:

 

 :9سؤال
تقددد  ر ود مث ددد  متطدددابق الأاددد   ع ددد   ا ددد   
م كزها نقطة الأصل في الم دتوى المُ كد إ إذا كدا  

 أحي ه ه ال  ود يُمثِّّل ال ي  المُ كد : 4 2i ،
ال أسدددا  فأجدددي ال دددي يد المُددد كنعد ال ددد يد يُمثُِّ يمدددا 
 الآخدد ا ،  ددم أاتدد  الإجابددة فددي صددور :

x iy 
x,حع  y عي ا  حسيسيا 
 الحل:

4 2r i   

1 2 316 4 20 z z z       
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اذا و  ت  ؤوس ن اث ن لاب  الاضلاع  اى  ار ل فإن 
ي اا ان ب مسااي  ناا  قياااس ا  اوياا  ا   ك ياا  ا  ااي ضااا اها 

2 ؤوس ه ا ا   اث يساوي 

3

  

1نفاااا   2 3, ,z z z  اا ااااا ا  ا   كيااااا  ا  ااااي ت  ااااا  هااااا ا
1ا  ؤوس عيث 4 2z i   وهو في ا   ع ااو 

يمااع فااي  3zيمااع فااي ا   ااع ا  اااني وا  اا   2zفااإن ا  اا  
 ا   ع ا  ا ث

   2 1

2

3
Arg z Arg z


   

   3 1

2

3
Arg z Arg z


   

 س ا من:

   2 1

2

3
Arg z Arg z


   

1 2z z  
فاااي ا  ااا   ا   كااا  ا ااا ي  1zهاااو نااااتج ضااا   2zفاااإن

2وس    1نقياس  

3

 :وهو 

2 2 1 3
1 cos sin

3 3 2 2
z i i

  
     

 

 

 2

1 3
4 2

2 2
z i i

 
     

 
 

2 2 3 2 3i i      

   2 2 3 2 3 1 i      
 س ا من:

   3 1

2

3
Arg z Arg z


   

1 3z z  

1 اى ا      1zهو ناتج  س   3zفإن 3

2 2
i  

3

4 2

1 3

2 2

i
z

i




 
 

1 3
4 2 2 2

1 3 1 3

2 2 2 2

i
i

i i

 


 

   
 

22

2 2 3 3

1 3

2 2

i i   


  
    
   

 

2 2 3 3

1

i i   
  

 2 3 2 3 1 i      

 :10سؤال
ددددل  , النقددددا :تُمثِّّ , ,A B C D:جدددد ور الم ا لددددة

2 36 14 2 64 680 0z z z z     

 إذا كاااااان ا  ااااا  : (1 2 4i  هاااااو معااااا  هااااا ا
 ا ج و  فأ   ا ج و  ا  لاث  اا     ذ ا ا   ا   .

 الحل:
4 3 26 14 64 680 0z z z z      

2س ا من ا     4i     هو ع   ذ ا ا   ا 

2إذن ن افم  4i   ي ون علا  ايضا  ذا 
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وي ااون ناااتج ضاا  ذ ا معاا   واناا  ك ياا  ا حاا و  ا  اا تي  
 بذ ا ا   ا   

      22 4 2 4 4 20z i z i z z          

4نمسااااااااا  3 26 14 64 680z z z z    ااااااااااى 
2 4 20z z  :فج  من 

4 3 26 14 64 680z z z z      

  2 24 20 10 34 0z z z z      

2لايجااااا   اااا و  ا   ا  اااا  10 34 0z z    نساااا   م
 ا مانون ا  ام  ح  ا   ا    ا    ي ي 

10 36 10 6
5 3

2 2

i
z i

  
     

 ف كون ا ج و  ا  لاث  ا  لاو   هي:
5 3 , 5 3 , 2 4i i i     

مُن دِّاا  ا جاا و  اا   اا  فااي ا  ساا و  ا ُ  كاا  ، ثاا   (2
 .ABCDم   نساع  ا     ا   ا ي 

 الحل:

 
هو شاي  ننحا م نسااع   سا وعا ات  ABCDا   ا ي

 ا       تساوي:

  
1

7 6 8 49
2

A     

 :11سؤال
ا  حااااا  ا ذن ساااااي   ن يا نااااا  تُ  ااااا  zمك ااااا  )ب لا ااااا 

 ا   لى في ا     اتتي :

 
 الحل:

 0 3
3

Arg z i


    

 :12سؤال
 إذا كددددا :

2 2 10 0z z   فأُجعدددد  عددددد ،
 ال ؤالعد الآتععد تباعًا:

 مُبي  من   ج  ي ا   ا    ا  قياس نفس  . (1
 الحل:

2 2 10 0z z    
4 40 36      

ن ي  ا   ا    ا    ي ي  سا  ، إذن  ذ ا ا   ا     ا  ان 
ن كيااان ن  افمااان وعساا  ا ن  ياا  فااإن ا  اا  ان ا   كيااان 

 ا    افمان  ذ ا ا  قياس نفس 
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 م   س   ك      ن     ي ا   ا    . (2
 الحل:

1

2 36
1 3

2
z i

  
     

   1

1 tan 3Arg z     

2

2 36
1 3

2
z i

  
     

    1

2 tan 3Arg z      

 :13سؤال

 إذا كددا : 
2

22 4

2

i
w

i





فأٌجعدد  عددد ال ددؤالعد  

 الآتععد تباعًا: 
مبااااااي  من ا صااااااو ل ا قياسااااااي   ذاااااا ا ا  اااااا   هااااااي: (1

2 4w i   

 الحل:

 
2

22 4 22 4 3 4

3 4 3 42

i i i
w

i ii

  
  

 
 

50 100
2 4

25

i
i


    

 إذا كان: (2
 

3

4 4
Arg w p

 
     فأ ،

  pنج و   ا قي  ا ُ   ن   ا    ا  ابت

 الحل:

 
3

4 4
Arg w p

 
    

 
3

2 4
4 4

Arg i p
 
     

 
3

2 4
4 4

Arg p i
 
     

2نف   من ا     4p i  هوz 
ا    ياااااااااااااااااااااااااااااا  ا  يااااااااااااااااااااااااااااااني  ا  يا ناااااااااااااااااااااااااااااا في اااااااااااااااااااااااااااااون 

 
3

4 4
Arg z

 
   ك ا في ا     ا  جاو 

 
والا اا ا  ا  ااي تحماا  هاا ا ا   يا ناا  هااي الا اا ا  ا وا  اا  
بي  ا   ا ي  ا  ا ي  بنمل  الاص  ونلاعا  نا  ا  سا  

ا ااا ي يحمااا  هااا ا ا   يا نااا   zان ا جااا ل ا حقيماااي  ا ااا  
 4و -4ي   نحص  ب

4 اذن:        2 4 6 2p p       

 :14سؤال
u,يُحقدددددددددق ال دددددددددي ا  المُ كبدددددددددا  v :الم ا لدددددددددة

3iu v    والم ا لددة : أحددل الم ددا لتعد لإيلددا،
 vوال ي  uال ي 
 الحل:

 2 2 1u v i   

 3 3iu v   

     2 1 2 5i v i i     
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5 2 10 5
1 2

2 2 4 1

i i i
v i

i i

 
    

  
 

 2 2 1 2 2 2u i i i       

 :15سؤال
أمثل فدي الم دتوى المُ كد  المحدل الينيسدي ل نقدا  

 التددددي تُحقددددق المتباينددددة:
2

2 3
Arg z

 
  

 والمتباينة:
2 2z i   

 الحل:
ا   يا ن  الاو ى ت  اذا ا  نلم  بي  ا  ا ا ي  ا  نلاماي  

ناا  نملاا  الاصاا  يصاانع اعاا ه ا زاوياا  قياسااذا
2

  نااع

ا  حاااو  ا حقيماااي ا  و ااا  ويصااانع الا ااا  زاويااا  قياساااذا
2

3

   نع ا  حو  ا حقيمي ا  و 

وا   يا ن  ا  اني  ت  اذاا ا نماا  ا وا  ا   ااى  ارا ل ن ك هاا
 0,2  ا نملااااا  وطاااااو  نصااااان  ل هاااااا وعااااا تان ناااااع

 ا نما  ا وا     ا   ا  ار ل
فا  ح  ا ذن سي  انما  ا  ي تحم  ا   يا ن ي  هاو ا جا ل 

 ا   ا  في ا  س  ا  جاو 
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 قوانين حفظ

 الهندسة

 (V، الحجمC، المحيط Aصيغ هندسية )المساحة

 المثلث 

1

2
A bh  

1
sin

2
ab   

 الدائرة 

2A r  

2C r  

  القطاع الدائري 

21

2
A r   

 radians r   

 الكرة 
34

3
V r  

24A r  

 الاسطوانة 

3V r h  

22 2A rh r    

 

 المخروط 
21

3
V r h  

2 2A r r h   

 الاقترانات المثلثية في المثلث القائم الزاوية 

sin   

cos   

tan   

csc   

sec   

cot   

 قانون جيوب التمام 

 2 2 2 2 cosa b c bc A    

 2 2 2 2 cosb a c ac B    

 2 2 2 2 cosc a b ab C    

 

 المقابل

 الوتر

 المجاور

 الوتر

 المقابل

 المجاور

 المجاور

 الوتر

 الوتر

 المجاور

 المجاور

 المقابل



 
 
 
 

1 
 

 المعدلات المرتبطة في الزمن

 

 خطوات حل السؤال:

 رسم الشكل ان امكن -1

 تحديد المتغيرات والثوابت -2

 اختيار العلاقات المناسبة -3

 استخدام علاقات مساعدة في الحل -4

الاشتقاق بالنسبة الى الزمن والتعويض في  -5

 العلاقة

 

 :ملاحظة 

ة نقوم باشتقاق جميع المتغيرات طفي المعدلات المرتب

 بالنسبة الى الزمن .

: اشتق المعادلة التالية بالنسبة الى الزمنمثال 

1
2

A X Y   

1 1

2 2

dyda dx
X y

dt dt dt
     

 المعدلات المرتبطة بالزمنمسائل على            

 (:1مثال )

تغير الابعاد بحيث يتناقص الطول بمعدل ممستطيل  

3 /cm s    2ويزداد العرض بمعدل /cm s  احسب

عندما يكون الطول  والمحيط معدل التغير في المساحة

50 cm30والعرض cm   

 :الحل  

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 :2مثال 

تحرك شخص  Aطريقان مستقيمان متعامدان ملتقيان في  

وفي نفس  m/s 4   على أحد الطريقين بسرعة Aمن 

على الطريق الثاني  Aالوقت  تحرك شخص آخر من 

   m/s 3 بسرعة

 احسب معدل تغير المسافة بين الشخصين بعد مرور أ (

 ثواني   5

 الطريقين ب( حل المثال اذا كانت الزاوية بين 
3


  

 الحل :

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1 صفيحة مثلثة الشكل ارتفاعها ( 3
 ، طول القاعدة 2

بمعدل  تتمدد فتزداد مساحتها  20.09 /cm s  احسب ،

  معدل التغير في طول قاعدة الصفيحة عندما طولها

9 cm   

  الحل :

1
2

A القاعدة الارتفاع 

1
2

b w  A 

1 1
2 2

21
4

A s s

A s

  


 

1
2

da ds
S

dt dt


 



 
 
 
 

2 
 

1
0.09 9

2

ds

dt
    

0.09

4.5

ds

dt
   

 يرتكز سللم طولل  (4 h cm  عللى حلائط ، اذا انزللق

 الطرف السلفلي بمعلدل 1
5

/m s  احسلب معلدل ،

هبوط الطرف المرتكز على الحائط عندما يكون السلم 

 مائل عن الارض بزاوية 60 

  الحل :

2 2y h x  

2 2

2

2

dx
xdy dt

dt h x






 

 

2
2

1
2

2 5

2
4

h

h
h

  




 

1

5 3




  

 
1
5

dx
dt

 

cos60
x
h


1
2 2
h x

x
h

   

 

 تدريب:

فللي الوقللت نفسلل ،  Bو السلليارة  Aتحركللت السلليارة ( 5

نحللو  Aومللن النقطللة نفسللها، بحيللث اتجهللت السلليارة 

45  الشمال بسرعة /km h  واتجهت السيارة ،B  نحو

40 الشرق بسرعة /km h أجد معدل تغيلر البعلد بلين .

 .السيارتين بعد ساعتين من انطلاقهما

 فللي المثلللث المجللاور اذا كللان معللدل تزايللد (6 s هللو    

 1 /cm h ومعلللللللللللدل تنلللللللللللاقص  w هلللللللللللو            

 0 25  احسب سرعة تغير الزاوية ،  i  عنلدما

 يكون 2 w s 

  الحل :

tan
w

i
s
 

 

0 25
dw
dt

   

2

2
sec

dw ds
s w

di dt dti
dt s

 
 

2 2 0 25 1 2
sec

4 16
di
dt

    
  

1 5
16
 

  

 

1
ds
dt

 

 2 w s 
  4 i 

 

 يمسللللك خالللللد بيللللدو خلللليط طللللائرة ورقيللللة ارتفاعهللللا (7

 120 m وتتحرك افقي بمعدل  8 /m s  كلم ،

ا تبعلللد مطلللي بهلللا خاللللد للخللليط عنلللدالسلللرعة التلللي يع

 الطائرة عن  200 m 

  الحل :

2 2(120)y x   

2 2

2

2 (120)

dx
xdy dt

dt x




 

2 2

2 160 8

2 (120) (160)

 


 

 


32
5

  

 
2 2 2120 (200)x  

160 x 

8
dx
dt

 

 

 

 سلك طول  (8 10 m يتحلرك بحيلث طرفلاو ,A B 

 علللى المحللاور ، اذا كللان A  يتحللرك مبتعللدا عللن

(2) الاصل بسرعة /m s ما يلي ، احسب : 

8 عندما y أ( سرعة الطرف x 

 لسلك والمحاوربين ا حةالمسا ب( معدل تغير

  الحل :

2أ(  2(10)y x  

2 2

0 2

2 (10)

dx
xdy dt

dx x




 

  
 

 
 

 

 



 
 
 
 

3 
 

8 32 2 8 2
3 12 6 2

    
  


 

1                            ب( 
2

A X Y   

1 1

2 2

dydx
y x

dt dt
    

1 8 1 14
2 6 8

2 3 2 3

 
       

  سفينتان تسير الاولى شمالا بسرعة (9

( km/h30)   (20) بسلللللللرعة للشلللللللرق والأخلللللللر   ،

 احسب معدل البعد بينهم بعد ساعتين

  الحل :

2 2w x y  

2 2

2 2

2

dydx
x y

dw dt dt
dt x y




 

 

   
2 2

30 60 2 20 40 2

2 60 40

    


  

 

4400

2 120




  

 

 

20
dx
dt

 

 بعد ساعتين :

40 2 20 x   

60 2 30 y   

 

بحيلث تحركلت  عللى شلارع مسلتقيمتحركت كرتلان  (10

 بسلرعة الاولى  15 /m s  قلذفت حسلب  والأخلر

 العلاقة :
2( ) 40 5s t t t   احسب معدل تغيلر ،

 الكلللرة الثانيلللة المسلللافة بلللين الكلللرتين عنلللدما تصلللل

 ارتفاع لأقصى

  الحل :

2 2y x s  

2 2

2 2

2

dx ds
x sdy dt dt

dt x s






 

4 عندما t  

60 4 15 x   

 
 : عند اقصى ارتفاع

0
ds
dt

 

80 (4)s 

15 60 2
9

200

dy

dt
 

   

40 10 0t  

4 t  

 

 

 سللقط جسلليم مللن بللره ارتفاعلل  (11 90 m ،  بحيللث

 كانت المسافة
2( ) 5s t t ، نفس اللحظة تحرك في

 رجل يبعد 22 m .عن قاعدة البره نحوو بسلرعة 

 3 /m s  ارتفلللاع  ، احسلللب معلللدل تغيلللر زاويلللة

4 عندماالجسيم بالنسبة للرجل  t 

 

  الحل :

290 5
tan

22 3
t
t

 



 

2
2

2

(22 3 ) 10 (90 5 ) 3
sec

(22 3 )

t t td
dt t


    




 

tanلكن  1   عندماt=4 

2 2sec 1 tan
1 1 2

  
 

 

37

20

d
dt
 
 

 

مصللعدان واقفللان فللي الطللابق الاراللي مللن عمللارة  (12

 والمسلللافة بينهملللا 8 m ،  بلللدأ المصلللعد الاول يرتفلللع

 بسللرعة 2 /m s  وبعللد ثللانيتين بللدأ المصللعد الثللاني

 يرتفع عموديا بسرعة 1 /m s  احسب معلدل تغيلر ،

المسللافة بللين المصللعدين بعللد مللرور ثللانيتين مللن تحللرك 

 المصعد الثاني

  الحل :

1
dx
dt

     2
dy

dt
     

2 1 2 x   8 2 4 y   



 
 
 
 

4 
 

 

2 2

2 2

(8) ( )

2( )( )

2 (8) ( )

2(8 2)(2 1)
0.6

20

v y x

dy dx
y x

dv dx dt

dt y x

  

 


 

 
 

  

 من نقطة تبعد مسافة (13 50 m ، انطللق  عن رجلل

 بسللرعة للأعلللىبللالون  4 /m s   وكانللت الريللا

 مبتعللللدا عللللن الرجللللل بسللللرعةلون افقيللللا االبلللل تأخللللذ

 6 /m s  احسب معدل التغير في زاوية ارتفلاع ،

( ثلللواني ملللن 5البلللالون بالنسلللبة للرجلللل بعلللد ملللرور )

 الحركة

إلللى الأعلللى بمعللدل ثابللت قللدرو ارتفللع بللالون رأسلليي( 14

40m/ min  رصدو مشاهد يقف على الأرض ويبعد و

120m  عللن موقلللع البللالون عللللى الأرض جللد معلللدل

 دقائق 3للبالون بعد مرور  تغير زاوية نظر المشاهد

 

مسك ولد ببكرة خيط طائرة ورقية تحلق على ( أ15

فوق سطح الأرض، وتتحرك أفقيا :  50mارتفاع 

 2m/sبسرعة 

أجد معدل تغير الزاوية بين الخيط والمستو  الأفقي     

. علما بأن ارتفاع يد 100mعندما يكون طول الخيط 

 m 1.5 الولد عن الأرض

 

د مسلاحت  اقرص دائري يتملدد بلالحرارة بحيلث تلزد (16

 بمعدل
2(21 ) /m sاحسلب معلدل التغيلر فلي  د ،

 المحيط عندما يكون نصف القطر هو 7 m 

  الحل :

2c r 

2
dr

dt
   

2A r 

3
2

2  

3 /m s   

2
da dr

r
dt dt

 

21 2 7
dr

dt
    

3

2

dr

dt
  

 
 

 لبمعد هواء داخل بالون کروي الشكل فخ الين ( 17

1000cm3/s   معدل التغير في نصف القطر  احسب

    20cmوفي مساحة السطح  عندما يكون نصف القطر  

 

 ليتمدد بالحرارة فيزدد الع  بمعد مكعب( 18
 /cm s  0 01  ، اذا كان معدل التغير في الحجم 

312هو /cm s : احسب ما يلي ، 

 أ( طول المكعب  
 معدل التغير في المساحة الكلية للمكعبب( 

  الحل :
3أ(  23

dv dx
v x x

dt dt
  

 

212 0 01 3
20

x
x
  

 
 

 ب(

      
26

12

A x
da dx

x
dt dt




 

0 01 20 12 2.4    

 

ربعة الشكل الارتفاع يساوي ثلاث صندوق قاعدت  م (19

 الالللع يللزداد بمعللدلامثللال طللول الالللع ، اذا كللان 

 1
، احسلللب معلللدل التغيلللر فلللي الحجلللم ومسلللاحة  4

 cm (8) السطح عندما طول الالع

  الحل :

1
8 / 3 /

4
dx

x h x
dt

   



 
 
 
 

5 
 

2

v x h 

3

2

3

9

v x
dv dx

x
dt dt



 

 
2 1

9 8
4

  

144 

2

2

2 2

2

2 4
2 4 3
2 12
14

28

1
28(8)( ) 56

4

A x xh
x x x
x x
x

da dx
x

dt dt

 
  
 




 

 

 

 

 اسلللطوانة نصلللف قطرهلللا (20 5
 يلللزداد، ارتفاعهلللا  7

(0.0021)3 بمعللللدل ارتفاعهللللا /cm s احسللللب معللللدل ،

 cm (14) التغير في الحجم عندما الارتفاع

  الحل :

5
7

14 0 0021
dh

h h r
dt

    

2

2 3

2

5 25
( )
7 49

25
3

49

v r h

h h h

dv dh
h

dt dt



 





 

   

 

 
2 25

0 0021 14 3 0 63
49

         

(1000)3 يلزداد حجلم بللالون كلروي بمعللدل (21 /cm s  ،

احسب معدل الزيلادة فلي مسلاحة السلطح عنلدما يكلون 

 cm (10)نصف القطر

  : الحل

1000 ?? 10
dv da

r
dt dt

    

24

8

A r
da dr

r
dt dt









1000
10 8

400



  

2200 /cm s  

3

2

2

4
3

4
3

3
4

1000 3(10)
3

1000
400

v r

dv dr
r

dt dt
dr
dt

dr
dt











  

  



 

 

 

 يخره من  الماء بمعدل للأسفلمخروط دائري رأس   (22
3(2) /cm s  ، حنفية تصب الماء بمعدلوكانت  
3(6) /cm s .   في لحظة ما كان ارتفاع المخروط     

(8) cm : احسب ما يلي ، 

 أ( معدل التغير في ارتفاع الماء بالمخروط  
 القطر الماء العلوي للمخروطب( معدل التغير في نصف 

 ه( معدل التغير في مساحة سطح الماء
ونصف القطر  cm(40المخروط )علما بان ارتفاع 

(20)cm 

  الحل :

6 2 4
dv

dt
    

 أ(

2

2

3
3

1
3
1

( )
3 2

12

v r h

h
v h

v h













 

3

3

3
12

4 3(8)
12

4 16

1

4

dh dh
h

dt dt

dh

dt

dh

dt

dh

dt









 

 

 



 

1 ب( 1
(8) 4

2 2
r h  

 

1
2

1

2
1 1 1

2 4 8

r h

dh
dt

 

 

 

  

 

  ه(

2

2

2

1
2 4 1 /

8

A r

da dr
r

dt dt

cm s
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(1)3    بمعدل يتساقط الرمل (23  /m s مكون كومة   

 احسب ما يلي :مخروط ارتفاعها يساوي قطرها ، 

12h أ( معدل التغير في ارتفاع الكومة عندما    

عندما  المخروط قاعدة ب( معدل التغير في محيط

12h  

 

وفلي مركلزو   rطريق للسباق دائري نصف قطلرو  (24

كشاف اوئي ويوجد جدار مستقيم يملس الطريلق فلي 

احللد  النقللاط وتسللير السلليارة علللى الطريللق بسللرعة    

/km h (150 وفللي لحظللة مللا كانللت السلليارة عنللد )

نقطة التماس ، احسب سرعة ظل السيارة على الجدار 

 عندما تكون السيارة قطعت 1
 دورة 8

  الحل :

 

 

 

 

1
2

8 4


                     والمطلوب

dx

dt
  

3 1
( ) 1

24 16

dy

dt


   

2tan sec

dx

x d dt

r dt r


      

لايجاد 
d

dt


 الزاوية×القطر  ف:  طول القوس = نص 

150
150

ds d
s r r

dt dt

d d
r

dt dt r




 

    

   

  

  لكن 

2sec 2
4

150 1
2 300

dx dx

r r dt dt




    

  

 

 

 

 :25مـثـال

تُستتتتتتتتتتدلة    ةل   تتتتتتتتتت 
19

hm
S      حستتتتتتتتتت     ةستتتتتتتتتت 

طو تتتتتتتتت   h  دقريبيتتتتتتتتت   ستتتتتتتتتث   ستتتتتتتتت     ستتتتتتتتت       تتتتتتتتت 
يدَّبتتتتل    تتتت   ةيتتتتت  كدلدتتتت  بتتتت    لو ر     mب  ستتتتتدة در   

شتتيري.   تتت  تُلتت َّ   2kg  ذ ئيتت  تلللتت   مستتر تتت   دلدتت 
  تقصتتتتتتت   ةتتتتتتتم تستتتتتتت     تتتتتتتث   ستتتتتتتة   تتتتتتتت ت  تصتتتتتتتب  

 ؟ cm 170شيري.    لة.  ب   طو     70kgكدلد 

 الحل:

170 170

60 60 60

hw w
S w    

2 kg / month
dw

dt
   تل     دغ ر   ةلثى   

70

?
w

dS

dt 

  تل     دغ ر   ةثلو                

   للاق  ب      دل   تس     ث    لس 

170

60

w
S   

170

120

dS dw

dt dtw
  

70

170
2

120 70w

dS

dt 

   

30.03 cm / month   

 

 

 

 



 
 
 
 

7 
 

 :26مـثـال
 ت   قوط قثرة ت ء تُسثَّ  ت ئم   تد وَّ  تو  ت   ئري  

  ةر تت   ا    تت    صتت  قُثتتر ا تت ي   تت   ئر يتت     تُدحتت ة 
   ةأ   ُ لاَّ تةّ   أتم:  cm/s 3بةُل  

تُلتت   تغ  تتر تحتتيئ   تت  ئرة  تتت ت   طتتو   صتت  قُثرُ تت   (1
5cm  

 الحل:

2C r  

3تٌل َّ    دغ  ر   ةلثى:                      
dr

dt
  

   ةثلو :                                 
5r

dC

dt 

 

2C r  

2
dC dr

dt dt
   

3بدلويض
dr

dt
  

 2 3 6    

 تت ت   طتو   6 cm/sا     يت     تحتيئ   ت  ئرة بعةُلت َّ  
  cm 5 ص  قثر   

تُل   تغ  تر تست      ت  ئرة  تت ت   طتو   صت  قُثرُ ت   (2
9cm   

2A r  

3 تُل َّ    دغ  ر   ةلثى:                      
dr

dt
 

   ةثلو :
9r

dA

dt 

 

2A r  

2
dA dr

dt dt
   

,9بدلويض 3
dr

r
dt

   

  2 9 3 54    

54 cmا    تتتت     تستتت      تتت  ئرة بةُلتتت   
2
/s   تتتت ت 

 cm 9 طو   ص  قُثرُ   

 :27مثال

  80km/hالغررررسر ة ررررس    ةتتتتم  تلتتت   Aتدحتتترل   ستتتيّ  ة 
  100km/hفي اتجره  المرلهب ة رس    B تدحرل   سي  ة 

  ةتت  تدليتت    حتتو تقتت طل تتتر  ل  غ تت  تلتت   تغ تتر   بلتت  
 لتى بلت   B    سي  ة Aب     سي  ت    ت ت  ت و    سي  ة 

0.3km  0.4و km )ت    دق طل   ) لى   درت ب 

 الحل:

 
2 2z x y   

 تل     دغ ر   ةلثى: 

80, 100
dx dy

dt dt
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0.3   ةثلو :
0.4

x
y

dz

dt 


 

2 2z x y   

 
2 2

2 2

2

dx dy
x y

dz dt dt

dt x y






 

,0.3 بدلويض 80
dx

x
dt

    

     

   
2 2

2 0.3 80 2 0.4 100
128

2 0.3 0.4

  
  


 

 ا    تقدتتتتتتتر    ستتتتتتتي  ت   ا تتتتتتت   ة  تتتتتتتت     تتتتتتتري بةلتتتتتتت  

128km/h  ت ت  ت و    سي  ة A   وال راهةB   لتى بلت 
0.3 km 0.4و km  لى   درت ب( ت    دق طل ( 

 :28مثال

ةتتتتم   وقتتتتس   ستتتت    تتتتت   B   ستتتتي  ة  Aتحر تتتتس   ستتتتي  ة 
 حتتتتو    تتتتة    A  تقثتتتت    ستتتتي   بح تتتت   تليتتتتس   ستتتتي  ة 

 حو    رق بسر    B    تليس   سي  ة km/h 45بسر   
40 km/h  غ تتت  تلتتت   تغ تتتر   بلتتت  بتتت     ستتتي  ت   بلتتت  

    د   ت    ثلاقية  

 الحل:

    B بل  x    قث   لا ثلاق  س  ل  Aبل  يط  
 z س  ل  A  B   بل  ب   y قث   لا ثلاق  س  ل 

 
 تل لات   دغ ر   ةلث ة:

45 km / h , 40 km / h
dx dy

dt dt
   

2

?
t

dZ

dt 

  تل     دغ ر   ةثلو                   

 بل     د   ت    حر    طو :
45 2 90 kmx     
40 2 80 kmy     

 ت   ظري  ة ث  و س:
2 2 2z x y   

2 2z x y   

2 2

dx dy
x y

dz dt dt

dt x y






 

2 2
2t

dx dy
x y

dz dt dt

dt x y






 

90 45 80 40

8100 6400

  



 

7250 725
60.21 km / s

10 145 145
    

 الحل بطريقة آخرى:

بل  t : ت    حر    طو      
45 km , 40 kmx t y t   

2 2 2z x y   

   
2 2

45 40 3625z t t t    

3625 60.21
dz

dt
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2

60.21 km / h
t

dz

dt 

  

 :29مثال

 صتتت ت  تتت ت ر  تثبدتتت   تتتت  تستتتدوي  تتتث        حظتتت  
اطتتتتتتلاق صتتتتتت      غ تتتتتتي.  ا تتتتتتتى    لتتتتتتى   ةتتتتتت   لاقدتتتتتتتر  :

2( ) 50s t t تتتتت    s      ةوقتتتتتل ب  قتتتتت  t   تتتتت ت  
 تتتتت   2000ftبتتتت  ثو  م  ا      تتتتتس    تتتتت ت ر  تبلتتتت  تستتتتت ة  

تتص    طلاق  ةأ ت  تلت   تغ تر ي  يت    ت ت ا   صت     
 ثو   ت    ثلاق   10بل  

 الحل:

 

 

 

 s م ي  ي    ت  ا   ص       غ     ةل    : غةدر  غ  
 s  توقتتتتتتتل   صتتتتتتت       تتتتتتتت  ثتتتتتتت    ةطتتتتتتت    تتتتتتتربئ بتتتتتتت   

 ب  دلة     ةل      لآتي : 

tan
2000

s
   

تُلتتتتتت     دغ  تتتتتتر   ةلثتتتتتتى: بةتتتتتت  غ  توقتتتتتتل   صتتتتتت      تتتتتتو
2( ) 50s t t:ةإ   ر د   م   

( ) 100
ds

v t t
dt

    

   ةثلو :
10t

d

dt





 

tan
2000

s
   

2 1
sec

2000

d ds

dt dt


     

2cos

2000

d ds

dt dt

 
   

 
22

2000
cos

2000s
 


 

250sبدلويض t  

   
2 22

2000
cos

50 2000t

 


 

10tبدلويض   

    
2

2 2

2000 2

29
50 10 2000

 


 

2ا   
cos

29
    ثتتتتتتتتو  لا تتتتتتتتت    ثتتتتتتتتلاق10بلتتتتتتت 

   ص     
2cos

2000

d ds

dt dt

 
   

2بدلويض 2
cos , 100

29

ds
t

dt
    

2
2

29
100

2000
t

 
 
    

10tبدلويض   

 

2

2

229
100 10 rad / s

2000 29
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10tا    تلتت   تغ تتر ي  يتت    ت تت ا   صتت      تتت ت   

  و:
2

29
 

 :30مثال

ةتوق  50mغتسك     ببطرة  يئ   قي  تُحل   لى   ت  ا 
  غ تت  تلتتت   2m/s تتث         تدحتترل غة ي.تت  بستتر   

تغ تتتر      يتتت  بتتت     متتتيئ    ةستتتدوي   ةقتتتم  تتتت ت   طتتتو  
تتتت  بتتتتأ    ت تتتت ا يتتتت    و تتتت   تتتت  100mطتتتتو    متتتتيئ     لة.

     1.5m  

 الحل:

 يط  طو    ميئ L قي س      ي  ب     ميئ    ةقم 
  بُل    ث ئرة غة ي   و  x 

 
2 m / s

dx

dt
    ةلثى                           

100

?
L

d

dt





    ةثلو                            

50 1.5 48.5
tan

x x



   

 

2

2

48.5

sec

dx

d dt

dt x


    

2

2 2

48.5
dx

L d dt

x dt x


    

2

2 2 2

48.5 48.5
dx dx

d xdt dt

dt x L L


     

 

 
2

100

48.5 2
0.0097 rad / s

100L

d

dt





     

 :31مثال

تتتتنس تتتتتت  ة  لتتتتى   يتتتترة صتتتتغ رة   بح تتتت     تتتتس  لتتتتى  غُ  ع
 تت  غقتتر   2kmتستتدوي  تتث    بحتتر    تتم تبلتت  تستت ة  

 قث   لى      تسد ي    ا       تصتب     ةتت  ة ُ  ةت  
    ت ةتتتم    قيقتتت    ةأ تتت   تتتر   تحتتترل بقلتتت     تتتوء  3

   تتتت  4km لتتتى  تتتتئ   ستتتت     تتتتت   قثتتتت  تبلتتتت  تستتتت ة  
 غقر   قث  ا ى   ةت  ة 

 الحل:

 

 ت  x  تبلت  تست ة   p   ةل     : غةدتر  غ َّ بقلت     توء
A    غ    م      ي ALP    تت  ثت    ةطت    تربئ بت   
x   : ب  دلة     ةل      لآتي 

tan 2 tan
2

x
x     
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ب  تستب  ا تى  تلت َّ    دغ  تر   ةلثتى: تُلت َّ  تغ  تر      يت  
    ت  ُ ةثعّ    سر        ي  

  سدلة  تلثي ت   سؤ     ل     سر        ي    لآتم:

    ت  3    ذ   لتم غ    2قي س      ة     تل 
3تُق ب  ي  ي            دم قي  ي  2  6غ:       

  سر        ي                 
        

d
w

dt t

 
   

6بدلويض , 1mint   

6

1 min


  

ا      ستتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتر        يتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتت   بقلتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتت     تتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتوء:

6 rad /1 min
d

dt


  تتتم تةثعّتتت  تُلتتت َّ    دغ  تتتر  

   ةُلثى  

   ةثلو :
4x

dx

dt 

 

2tanx   

22sec
dx d

dt dt


   

22sec  ل  غ دلة  تدث بق ت    4 ت تx  : 

4xبدلويض   

2tanx   
4 2tan  
tan 2   

2 2sec 1 tan    

tanبدلويض 2   
21 2 5    

22sec
dx d

dt dt


   

2secبدلويض 5, 6
d

dt


    

 
4

2 5 6 60
x

dx

dt
 



    

 تتت ت   60 km/minا    تدحتترل بقلتت     تتوء بةلتت   
 4km     .Aتبل  تس ة  

 :32مثال

تتتتنس تتتتتت  ة  لتتتتى   يتتتترة صتتتتغ رة  بح تتتت     تتتتس  لتتتتى  غ  ع
   ت  غقتر  3kmتسدوي  ث    بحر    تم تبلت  تست ة  

 قثت   لتتى  ت    تستتد ي   ا    ت   تصتتب     ةتت  ة  طةتت  
    ت ةم    قيق   ةأ    ر   تحرل بقل     وء  لى  4

 تتت  غقتتتر   قثتتت   1km تتتئ   ستتت     تتتت ت  تبلتتت  تستتت ة  
 ا ى   ةت  ة 

 الحل:

  لابل       ي   ت  ة  ةم    ط  د   
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 4 2 8 rad / s
d

dt


        ةلثى   

1

?
x

dx

dt 

    ةثلو                               

tan
3

x
   

2 1
sec

3

d dx

dt dt


   

 2 29 1 9

3 3 1

x d dx dx x d

dt dt dt dt

  
    

  
1

1 9 8 80 km / min
x

dx

dt
 



    

80   تتتتوء  لتتتتى   ستتتت    تتتتر   بقلتتتت   km / min 
 km    A 1 ت ت  تبل  

 :33مثال 

يُب عّ     ط   لآتم تُحترعّل  تير  ة  حدتول  لتى    ا توصت   
  ا   in 3  تم تُثبَّدت  بلةتو  ترةقتم طو ت   ، in 7طو يت 

      لةتتتو    ةرةقتتتم  طتتتو  تلتتت          قتتت      ستتت    
   ة ةتتتتتتتتم    قيقتتتتتتتت   ةةتتتتتتتت   تتتتتتتتر     ةطتتتتتتتتبو  تتتتتتتتت ت  200

3


 ؟ 

 

 
 الحل:

 
 تتتو   ةستتت ة  بتتت     ةطتتتبو   غس  x  ةل   تتت : غةدتتتر  غ  

  لةتتو    ةرةقتتم   تتت  ثتت  َّ ُ ةطتت   لا تتدل    بقتت  و    تتو  
 ب  دلة     ةل      لآتي :  x      دة    لربئ ب  

 2 2 27 3 6 cosx x     

 تلتتتتت     دغ  تتتتتر   ةلثتتتتتى: بةتتتتت  غ  تُلتتتتت َّ  تغ  تتتتتر      يتتتتت  
ب  تستتب  ا تتى   تت ت  ُ ةثعّتت    ستتر        يتت  ةإ َّتت  ُ ةطعتت  ا لتت   

   سر        ي  ت  تلثي ت   سؤ      تم:

   ة  200    تتذ   لتتتم غ ر  تت   2قيتت س   تت   ة     تلتت  
 400 غ   2002تق بتتتت  ي  يتتتت    تتتت        دتتتتم قي  تتتتي  

:       

                          سر        ي :
d

w
dt t

 
  

6بدلويض , 1mint   

400

1 min
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 ا    تل     دغ ر   ةلثى  و:

 400 rad / min
d

dt


   

   ةثلو :
3

dx

dt 
 

 

249 9 6 cosx x     

0 2 6 sin 6cos
dx d d

x x
dt dt dt

 
     

 6cos 2 6 sin
dx d

x x
dt dt


    

6 sin

6cos 2

d
x

dx dt

dt x






 
 
 


 

غ و  
3


    ةم   ةل       صلي    ل   قية x: 

249 9 6 cosx x     

بدلويض
3


  

249 9 6 cos
3

x x


    

2 1
49 9 6

2
x x

 
    

 
 

2 3 40 0x x    
  8 5 0x x    

8 0 5 0x or x      

8 5x or x    

بعّر  ت  تست ة   ةتإ تم غ دت     حتّ    ةو تب  ُ لّ  x بة  غ َّ 
8x  و  : 

6 sin

6cos 2

d
x

dx dt

dt x






 
 
 


 

,بدلويض 400 , 8
3

d
x

dt

 
    

   

 3

6 8 sin 400
3

6cos 2 8
3

dx

dt 











 

9600 3
4018

13


  


 

ا     تتتتتتتتتتتتتتتتتتر     ةطتتتتتتتتتتتتتتتتتتبو  تتتتتتتتتتتتتتتتتتت ت 
3


  :تتتتتتتتتتتتتتتتتتم             

4018 in/m     ةم  تل     يس 

 :34مثال

 ت  تتتتتتتتت  تيط  يطيتتتتتتتتت : 
يبتت      تتط    ةلتت    
تتتتتتتتتتتتتتتتتتتتت  تل  يتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتت   .     

 1mتُدحر تتتتتتت  طو يتتتتتتت 
 إ تتتتتتتتت  ثي ت  ي يديتتتتتتتتت 
   0, , ,0y x  

1 يُةثعّتت   لاقدتتر  :
( ) sin

2 6

t
x t


 توقتتل طتترذ   تتذ  ا

    ت  ب  ثو  م  x    t لى   ةحو 
 
  صلي  طرذ   ذ  ا  yغ   غ لى  قث   لى   ةحو  (1
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 تت ت   yغ    ر   طرذ   ذ  ا   و قل  لتى   ةحتو  (2

1 طو    ثرذ  لآ ر  ت    تقث 
,0

4

 
 
 

  

 الحل:

 صتتت    ثتتترذ   للتتتول  لتتتذ  ا ا تتتى غ لتتتى  قثتتت   تتتت ت   (1
 طتتتتو   لتتتتل   تتتتذ  ا  غ تتتتي   ت تتتتو    تقثتتتت    ةثلوبتتتت   تتتتم

 0,1  

            ةلثى( 2
           

 
1

sin
2 6

x t t


  

1

4

?
x

dy

dt 

    ةثلو                               

1 ت ت 

4
x  : ةإ   

1 1
sin

2 6 4
t


  

1
sin 1

6 2 6 6
t t t

  
      

 
1

sin
2 6

x t t


  

cos
12 6

dx
t

dt

 
  

1
1

4

3
cos

12 6 24x t

dx dx

dt dt

  

 

    

2ت   ظري  ة ث  و س 2 1x y  

2 2 0
dx dy

x y
dt dt

   

22 2 1 0
dx dy

x x
dt dt

    

21

dx
x

dy dt

dt x
 


 

1

4

1 3

4 24

1
1

16

x

dy

dt





  
  

   


 

3 4
m / s

96 15 24 5

 
     

 لا تت    y    يدحتترل طتترذ   تتذ  ا   و قتتل  لتتى   ةحتتو 

mبةل   / s
24 5

  1 ت ت

4
x  

 :35مثال

   5m تّ    تت ء  لتى شتط  تمتر ط   ئترل قت ئ     ت   ت 
    غ تتت  ا تتتى    تتت    تستتترَّ  2m  صتتت  قُثتتتر ق   تتتت  

m  ةت ء تت    مت    بعةُلت َّ  
3
/min 1

12
  تت  تُلت َّ  تغ  تر 

 ؟4m   ت  ا   ة ء ةم   مّ     ت ت   طو    ت    

 الحل:

 

 تتو  صتت  قُثتتر  تتث    ةتت ء ةتتم  r  ةل   تت : غةدتتر  غ  
 لت    ةت ء ةتم  V     ت ت ا   ةت ء ةتم   متّ    h  م      



 
 
 
 

15 
 

ب  تتتدلة    r  h  V  متتتّ      تتتت  ثتُتت َّ  ُ ةطعتتت    تتتربئ بتتت   
   ةل      لآتي :

21

3
V r h  

 تٌل َّ    دغ  ر   ةلثى:                  
1

12

dV

dt
  

   ةثلو :
4h

dh

dt 

 

 ب  دلة   ت  ب    ةثلث ت: 
2 2

5 5

r h
r

h
    

  بذ ك   يةط   د ب    ةل      لى   تحو  لآتم:
2

31 2 4

3 5 75

h
V h h



 

  
 

 

34

75
V h


  

34
3

75

dV dh
h

dt dt


     

1بدلويض
, 4

12

dV
h

dt
    

 
21 4

3 4
12 75

dh

dt


     

25

768

dh

dt 
   

 ا    يدتتتتتتتتتتت قل   ت تتتتتتتتتت ا   ةتتتتتتتتتت ء ةتتتتتتتتتتم   متتتتتتتتتت    بعةُلتتتتتتتتتت        

m/min 25

768
 4m ت ت   طو    ت  ا   ة ء  

 

 
 :36مثال

 تتتتّ    تتتتت ء  لتتتتى شتتتتط  تمتتتتر ط   ئتتتترل قتتتت ئ   غ تتتت  ا تتتتى 
  5m    صتتتتت  قُثتتتتتر ق   تتتتتت  10m   تتتتت       ت   تتتتت  

 mصُتتبَّ   ةتتت ء ةتتم   متتت    بعةُلتت َّ  
3
/min  َّ تتتت  تُلتتت  

 ؟ 8mتغ  ر   ت  ا   ة ء   م     ت ت   طو    ت     

 الحل:

 تتيط   لتت    ةتت ء ةتتم   متت    V  صتت  قثتتر ق   تتت  
 r     ت    h 

 
3m  ةلثى                      / min

dV

dt
 

  ةثلو                                
8

?
h

dh

dt 

 

5ت    د  ب                   1

10 2

r
r h

h
   

2

21 1 1

3 3 2
V r h h h 

 
   

 
 

3

12
V h


  

2

4

dV dh
h

dt dt


  

 
2

8
4

dh

dt


   



 
 
 
 

16 
 

8

1
m / min

16h

dh

dt 

  

    يتتتتتتتتتتتتت       ت تتتتتتتتتتتتت ا   ةتتتتتتتتتتتتت ء ةتتتتتتتتتتتتتم   متتتتتتتتتتتتت    بةلتتتتتتتتتتتتت  
1

m / min
16

8 ت ت   طو    ت      m 

 :37مثال

   يقت   2cm/s يت     طتو  غ ت  غلتلاا تستدث   بعةُلت َّ 
  بح تتتتتتت   حتتتتتتت ة  3cm/sطتتتتتتتو  لتتتتتتتلل   لآ تتتتتتتر بةُلتتتتتتت   

  ةستتتتدث    لتتتتى شتتتتطل     ةتتتتم  حظتتتت  تُل تتتتت  بلتتتت  طتتتتو  
 :50cm   طو     لل   ث  م 20cm    لل     

 ت  تُل َّ  تغ  ر تس      ةُسدث   ةم تعلكر   لحظ ؟ (1

 الحل:

 تتتتيط  طتتتتو    ةستتتتدث    x  رلتتتت   y  تستتتتت  د 
 A  تحيث  C  طو  قثر  R 

3:    ةلثى cm / s, 2 cm / s
dy dx

dt dt
   

  ةثلو                        
20, 50

?
x y

dA

dt  

                                  

A xy  

dA dy dx
x y

dt dt dt
   

   
20, 50

20 3 50 2
x y

dA

dt  

    

240 cm / s  

 

 ت  تُل َّ  تغ  ر تحيئ   ةُسدث   ةم تعلكر   لحظ ؟ (2

 الحل:

2 2C x y   

2 2
dC dx dy

dt dt dt
   

   
20, 50

2 2 2 3 2 cm / s
x y

dC

dt  

      

 ت  تُل َّ  تغ  ر طو  قٌثر   ةسدث   ةم تعلكر   لحظ ؟ (3

 الحل:

2 2 2R x y   

2 2 2
dR dx dy

R x y
dt dt dt

   

       
2 2

20, 50

20 50 20 2 50 3
x y

dR

dt  

     

20, 50

110 11
cm / s

10 29 29x y

dR

dt  

    

غل    ةي ت ةم   ةسأ   تُد  يت ة؟ غي يت  تُدت قصت ؟ غُبعّتر   (4
 ا  بدم  

 الحل:

ةتتتم   لحظتتت    ةتتتذ و ة ت تتتو    ةستتت    تد  يتتت ة )   تلتتت   
تغ ر تتتت  تو تتتتب( ب تةتتتت  يدتتتتت قل  تتتت  تتتتت    ةحتتتتيئ  طتتتتو  

 تتية     ب(  قثر )   تل   تغ ر    
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 :38مثال

بتتتت غ   ةُ لتتتتب يدةتتتت َّ   ةتتتت      10cmتُ لتتتتب طتتتتو  لتتتتلل  
ظر َّ تُح ةعظ.   لى شطل :6cm/sطو  للل  بعةُل َّ       ر

 ت  بع ء تة   ع    4sغ   تُل َّ  تغ  ر  ل    ةُ لَّب بل   (1

 الحل:

 يط   ل    ةطلب V  ) طو  للل  ) رة x  

6  ةلثى                            cm / s
dx

dt
 

  ةثلو                                
4

?
t

dV

dt 

 

بل  تر   t                 ث  ي   صب  طو  للل   ةطلب 

10 6x t   

 
33 10 6V x t    

 
2

3 10 6 6
dV

t
dt

    

   
2 3

4

3 34 6 20808 cm / s
t

dV

dt 

  

تتت   6s غ تت  تُلتت َّ  تغ  تتر تستت     تتث    ةُ لّتتب بلتت  (2
 بع ء تة     

 الحل:

 يط  تس     ث    ةطلب A  
بل  تر   t                 ث  ي  تصب  تس     ث    ةطلب 

 
226 6 10 6A x t    

 12 10 6 6
dA

t
dt

    

   2

6

12 46 6 3312 cm / s
t

dA

dt 

   

 :39مثال

   قُثْتتتتر ق   تتتتت  15m تتتتّ    غ تتتتثو  م    تتتتط     ت   تتتت  
2m  َّ 500  تُلعئر   مّ    ب  وقو  بعةُلL/min  

   وقو  ةم   م     ت  غل  حظ  غ   تُل َّ    ت  ا  (1

 الحل:

 يط    ت  ا   وقو  ةتم   مت    h   تيطو  طتو   صت 
قثر ق   ت  1 m   يطو   لة  

2V r h h    
   ةلثى

3500 L / min 0.5 m / min
dV

dt
           

                   

?  ةثلو                                     
dh

dt
 

   للاق    دم تربئ   حل  ب لا ت  ا 

V h  
dV dh

dt dt
  

0.5
dh

dt
  

1
m / min

2

dh

dt 
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 لوقتتتتو   تتتتت  غلَّ غ تتتت  تُلتتتت َّ  ترغ  تتتتر   ةستتتت      ل  بيتتتت   (2
  حظ  

 الحل:

2 2A rh h    

2
dA dh

dt dt
  

21
2 1m / min

2



    

 :40مثال

 طب: تُةثعّ    ةل    :

  223125
0.0005

6
V R   

 تر     ت   ةتم غ ت     ايت     تويت  بت  ةليةدر   ت  ث  يت   
طتتتتو   صتتتت  قُثتتتتر   و تتتت ء بتتتت  ةليةدر  ا    تتتت    R   تتتت 

  و تتتتتتت ء يت تتتتتتتيض بح تتتتتتت  يتتتتتتتتقل  صتتتتتتت  قثتتتتتتتر  بعةُلتتتتتتت   
0.0002mm/s ةأ ع  تُل َّ  تغ  ر  ر     ت   ةتم   و ت ء  

ةتتتتتتتم   لحظتتتتتتت    دتتتتتتتم  طتتتتتتتو  ة يتتتتتتت  طتتتتتتتو   صتتتتتتت  قثتتتتتتتر  
0.075mm  

 الحل:

0.0002  ةلثى               mm / s
dR

dt
  

  ةثلو                          
0.075

?
R

dV

dt 

 

   للاق    ةلث ة

  223125
0.0005

6
V R 

 

 

3125
2

6

dV dR
R

dt dt

 
  

 
 

   
0.075

3125
2 0.075 0.0002

6R

dV

dt 

   

20.0156 mm / s   

 :41مثال

تتتتتتتتتتتت   لاقدتتتتتتتتتتتتر  : 2ُ ةثعّ

200
( )

1
T x

x



   تتتتتتتتتتتت    حتتتتتتتتتتتتر  ة 

تدتتر.   x)ب  س ليستت وس(   دتتم   تتلر بيتت  شتتمل  لتتى بُلتت  
 2m/sت    ت    ا          مل يبدل       ت   بعةُل َّ  

  ةأ    ر   تغ  ر        حر  ة   دم   تلُر بيت     تمل 
 ت    ت     5m ت ت   طو   لى بُل  

 الحل:

2  ةلثى                             m / s
dx

dt
 

  ةثلو                                
5

?
x

dr

dt 

 

  2

200

1
T x

x



 

 
2

2

400

1

dx
x

dT dt

dt x
 


 

  

  
2

2
5

400 5 2
5.9 C / s

1 5x

dT

dt 

   


 

غل غ     تتتتتت    حتتتتتتر  ة   دتتتتتتم   تتتتتتلر بيتتتتتت   تتتتتتدق  بةلتتتتتتت  
6 C / s   غتدتتت   تتتت   5تقريبتتت   تتتت ت   طتتتو   لتتتى بلتتت
 تص     ت  
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 :42مثال

تتتت    ستتتتحب   تتتتت  بتتتتت ء  و .
ا تتتتتتى   5m  تتتتتتبي.  طو تتتتتت  

   لتتتتى بل  تتتتب تبتتتتتى  تتتت  
 طدةتتت  ا  تتت ،  بلتتت      تتتك 

ب  تتدلة    بتت  ُ بعتتئر بعتت  غ تت  طرةتتم   لتتو   ةتت  ةتتم    تتط  
  ةلتتت     ا    ةدرلتتتتس غّ  طتتترذ   لتتتتو    ةربتتتوط ب  حبتتتت  
يدبل تس  .   ةو  .   لى        ةبتى   غ َّ   ل ت   ستحب 

تت     بح    رظَّتُ    ثترذ   للتول 0.15m/s  حب  بعةُل َّ  
تتت     ةةتتت   تتتر     تتت لاق   ثتتترذ  لآ تتتر  تتت   للع   لتتتو  تُلاتعس.

تت   ت      3m لو   لى       تت ت   طتو   لتى بُلت  
   ةبتى؟

 الحل:

  تر  غ  بلتت    ثتترذ   ستت لم  تت    لتت     تتو x   غ 
بل    ثرذ   للول     لا    و y 

 
0.15  ةلثى                        m / s

dy

dt
 

  ةثلو                               
3

?
x

dx

dt 

 

2ت   ظري  ة ث  و س 2 25x y  

2 2 0
dx dy

x y
dt dt

   

dy
y

dx dt

dt x
   

3x ت ت     طو  

2 25 9 16 4y y      

 

3

4 0.15
0.2 m / s

3x

dx

dt 

     

    يدحتتتتترل   ثتتتتترذ   ستتتتت لم ةتتتتتم تلتتتتتك   لحظتتتتت  بستتتتتر  
0.2 m / s    حو   يس   تقدرب  ت    ل  

 :43مثال

10m ستتتقئ   رتتتت  تتتت   تتت      قتتت  بةُلتتت   
3
/min   لتتتى 

تتتتت   وتتتتتت  تمر طيتتتتت     تتتتتط   ا    تتتتت     ت تتتتت ا    وتتتتتت   قعةَّ
تت  ثلاثتت  غثةتت   طتتو  قُثتتر ق  تت تي    ةأ تت  ُ تتلا.   ستت  ل   ئعة.

 تةّ   أتم :
  4m ر   تغ  ر   ت  ا    وّت   ت ت   طو    ت   ي   (1

 الحل:

 تتتيط   لتتت   وتتتت    رتتتت   V   ت   يتتت    h   طتتتو 
 ص  قثر ق   تي  r  

   ةلثى

 3 3
10 m / min , 2

8

dV
h r

dt
          

  ةثلو                               
4

?
h

dh

dt 

 

 
3 4

2
8 3

h r r h    
2

21 1 4

3 3 3
V r h h h 
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316

27
V h  

216

9

dV dh
h

dt dt
  

 
216

10 4
9

dh

dt
  

4

45
m / min

128h

dh

dt 

  

    يتتتت       ت تتتت ا    وتتتتت    ةمر طيتتتت   تتتتت  تلتتتتك   لحظتتتت  

 ( تدر     ث  ي  تقريب 112 0بةل   )

 تتتر   تغّ تتتر طتتتو   صتتت  قُثتتتر ق  تتت ة    وتتتت   تتتت ت   (2
   4m  طو    ت   ي 

 الحل:

4

3
r h  

4

3

dr dh

dt dt
  

4 4

4 4 45 15
m / min

3 3 128 32h h

dr dh

dt dt   

     

( 149 0    ي      ص    قثر  ت  تلك   لحظ  بةلت   )
 تدر     ث  ي  تقريب 

 
 
 
 
 
 

 :44مثال

 صتت  تُر قتتب   حر تت    لويتت  ةتتم غ تت    ةثتت   ت طتت ئرت   
تُحلعقتتت    لتتتى  لا ت تتت ا   ستتت     تقدربتتت   تتتت   قثتتت    دقتتت ء 
تس    ر د ية  ةم ي  يت  ق ئةت   ةت  ةتم    تط    ةلت     

 ت    تقثت    225kmك  س ا  ي   ث ئرت   تبل  تست ة  
  ةتتتتتتم  تتتتتت      تتتتتتس   ثتتتتتت ئرة 450km/h تستتتتتت ر بستتتتتتر   
      تقث    تس ر بسر    300kmس ة   ُ  ري تبل  ت

600km/h : 

 

أجدددُ دل دددُ  لمسددد  ين ادددئرت ندددست ين دددئ  لست رددد  ل ددد   (1
   ين حظت

 الحل:

 تتيط  بلتت    ثتت ئرة  لا  تتى  تت   قثتت    دقتت ء   ةستت  ي  ةتتم 
 حظتت  تتت   تتو x  بلتت    ثتت ئرة   ث  يتت   تت   قثتت    دقتت ء 

  ةس  ي  ةم تلك   لحظت   تو y    بلت  بت     ثت ئرت   
 و s 

   ةلثى

450 km / h , 600 km / h
dx dy

dt dt
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  ةثلو                      
225, 300

?
x y

ds

dt  

 

2 2 2s x y   

2 2 2
ds dx dy

s x y
dt dt dt

   

2 2

dx dy dx dy
x y x y

ds dt dt dt dt

dt s x y

 

 


 

   

   
2 2

225, 300

225 450 300 600

225 300x y

ds

dt  

  



 

750 km / h   

    ةتتم تلتتك   لحظتت  تقتت    ةستت ة  بتت     ثتت ئرت   بةلتت   
 (   لوتدر ةم   س   750)

 تتت   لتتتب  لتتتى تُر قتتتب   حر تتت    لويتتت  تو يتتت  ا تتت ي  (2
 تمدل  ؟ غبرّ  ا  بدم   ث ئرت   لاتم   تس   

 الحل:

 حستتب   وقتتس   تتذل تحد  تت   تت  تتت    ثتت ئرت    لوصتتو  
  تقث    دق ء   ةس  ي 

1

225
0.5

450x

x
t h

v
    

2

300
0.5

600y

y
t h

v
    

بةتتت  غ    ثتتت ئرت    دصتتتلا   تقثتتت    دقتتت ء   ةستتت  ي  بلتتت  
 ص       ت   حظ   صت  ة  تت  قبت    ةر قتب   لتول 
ةتتتتتإ   صتتتتتث  تية  تدوقتتتتتل   يلتتتتتب  لتتتتتى تر قتتتتتب   حر تتتتت  
  لويتت    دو يتت  بتت  دغ  ر   تتلاي  ةتتم تستت     تت   ة  غ  ةتتم 

 تتتتر دي   لتتتتى  لاقتتتت   دتتتتى لا تصتتتتلا  ا تتتتى  قثتتتت    دقتتتت ء 
 قس   س   ةس  ي  تل  ةم   و 

 :45مثال

تحرَّكتتتس  ّ   دتتت   ةتتتم   وقتتتس   ستتت    تتتت    تقثتتت    ستتتي   

 rad لتتى طتتريق   تستتد ية    قيتت س      يتت  ب تيةتت  
3

  

    تتتتتتتر   15km/h ا      تتتتتتتس  تتتتتتتر      ّ   تتتتتتت      تتتتتتتى
  ةأ تت   تتر    بدلتت    تتّ  تتيةتت  20km/h   ّ   تت    ث  يتت  

 ت    ثلاقية       ُ  ري بل     د  

 الحل:

  د     ةس ة ت  ة  ةم    ط       

 
   ةلثى

15 km / h , 20 km / h
dx dy

dt dt
         

  ةثلو                                
2

?
t

dz

dt 

 

15     ت    ثلاقية   طو   tبل  , 20x t y t  

2 2 2 cos
3

z x y xy


    

      
2 2 1

15 20 2 15 5 13
2

z t t t y t
 

    
 

 

5 13 km / h
dz

dt
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    بلتتتت   تتتت  د   تتتتت    ثلاقيةتتتت  تدب  تتتت    تتتت    د    تتتت  
5تتية      لا ري بسر   13 km / h  

 :46مثال

يُبتتتت      تتتتط    ةلتتتت    تستتتتدثيلا. تر تتتتوت.     تتتت  تتحتتتتتى 
  لاقدتر  :

2 /2( ) xf x e   ا    تx    يدغّ تر تتل   ت ت
تُغّ ر.  تل  تولل   ةسدث    ةأ  ب      سؤ      لآت    

 تب  . :

 

 

 

 

   xغ   تس      ةسدث   ب لا    (1 

 الحل:

 
2

2

x

f x e


  
2

22
x

A xe


  

4xغ تت  تُلتت   تغ  تتر تستت      ةستتدث    تتت ت   (2    

cm/min 4   ت ت 
dx

dt
  

 الحل:

4  ةلثى                                    
dx

dt
 

  ةثلو                               
4

?
x

dA

dt 

 

2

22
x

A xe  

 
2 2

2 22 2
x x

dA dx dx
x xe e

dt dt dt

    
             

 

 
2

222 1
x

dx
e x

dt
   

 

   

2
4

2
2

4

2 1 4 4
x

dA
e

dt 

   

8 2120 cm / mine   

 :48مثال

  1R لةقت  تد   () بت     R تلثى   ةق  تت    ةط ةنت 

2R   ةوصتتتتتتتو د    لتتتتتتتتى   دتتتتتتتتو يل    ةتتتتتتت  ةتتتتتتتتم    تتتتتتتتط  
   ةل     ب  للاق   لآتي :

1 2

1 1 1

R R R
   

 0.3/s  0.2/s ت       بعةُلّ   1R  2R ا      س
1 تتت ت R  لتى   درت تب  ةأ ت  تُلتتّ   تغُ تر 80R   

 2 100R   

 الحل:

1 ت ت  280 , 100R R    طو  

1 2

1 1 1 1 1 180

80 100 8000R R R
      

800 400

18 9
R     

1  ةلثى                20.3 , 0.2
dR dR

dt dt
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  ةثلو                      
1 280, 100

?
R R

dR

dt  

 

                    للاق    ةلث ة :
1 2

1 1 1

R R R
  

1 2

2 2 2

1 2

dR dRdR

dt dt dt

R R R

 

   

1 2

2

2 2

1 2

dR dR

dR dt dtR
dt R R

 
 

  
 
 

 

1 280, 100

160000 0.3 0.2

81 6400 10000R R

dR

dt  

 
  

 
 

0.132 / s   

 :49مثال

 ستتتحب  ةتتت   ق  بتتت  ا تتتى  صتتتيم  لاصتتتث  ذ ب  تتتدلة   
   تق ت    ق     ا   طوت   بطرة  1m بطرة  حب ترت ل

    تتتتت     قتتتتت    يبلتتتتت   تتتتت  1m/s بتتتتت    ستتتتتحب بستتتتتر   
ةتتتم  حظتتت  تتتت   ةةتتت   تتتر    قدتتتر    8m  رصتتتيم تستتت ة  

   ق    ت    رصيم  ت ئذ؟

 
 الحل:

  د    لابل    ة  ةم    ط 
 
 

 

1  ةلثى                           m / s
dL

dt
  

  ةثلو                               
8

?
x

dx

dt 

 

2 2 1L x   

2 2
dL dx

L x
dt dt

  

2 1dx L dL x dL

dt x dt x dt


     

2

8

8 1 65
1 m / s

8 8x

dx

dt 


     

    ةتتم تلتتك   لحظتت   قدتتر    قتت    تتت    رصتتيم  ستتر   
65

m / s
8

 

 :50مثال

 ترصتتتت   تتتتيّ  ة  132ftترت تتتتل  تتتت ت ر   تتتت       تستتتت ة  
 ةت   264ft/sتدحرل  لى ت تة    تب ق   تبلت   تر دي  

 ةم    ط    ةل   :
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 ت ت  ت و    سيّ  ة غ ت    غ    ر   تغّ ثر      ي    (1
     ت ر  تة ت.  

 الحل:

  د    لابل    ة  ةم    ط 

 

264                         ةلثى ft / s
dx

dt
  

                                ةثلو 
0

?
d

dt 





 

tan
132

x
   

2 1
sec

132

d dx

dt dt


   

21
cos

132

d dx

dt dt


   

  2

0

1
264 cos 0 2 rad / s

132

d

dt 





     

بلت   صت  ث  يت  تت  تتر    غ    ر   تغّ ر      ي   (2
   سيّ  ة غ        ت ر  

 الحل:

  ة  ةم    ط  x د  
 
 

  ت   صتب  xبل  تلت      ستي  ة    ت ت ر  تد  يت    ةست ة 

264 ft / s
dx

dt
 

  ةثلو                              
0.5

?
t

d

dt





 

 بل   ص  ث  ي 

0.5 264 132x     

tan 1
4


     

tan
132

x
   

2 1
sec

132

d dx

dt dt


   

  2

0.5

1
264 cos

132 4t

d

dt

 



 
   

 
 

2
1

2 1 rad / s
2

 
  

 
 

1radبستتر   ةتتم تلتتك   لحظتت      قيتت س      يتت  / s 
 تلك   لحظ  

 :51مثال

يدحتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتترل ُ ستتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتي   لتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتى تتحتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتى  لاقدتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتر  : 

( ) 2sin
2

x
f x


  1  تتتت  تتتتر    ب  تقثتتت

,1
3

 
 
 

 

  تت ة طتتو   10 ةوقلتت  يتت     بةلتت   xةتتإ     تت  ثم
  تت  ث  يتت   غ تت  تُلتت   تغ  تتر   ةستت ة  بتت     لُستتي    قثتت  

   ص  ةم  ذ    لحظ  

 الحل:
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, تتيط    لستتي   تتت    تقثتت  2sin
2

P x x
 

 
 

ةتتم غل  

PO قث   لاص    يط  O حظ     L 

                 ةلثى
1

3

10 units / s
x

dx

dt 

 

                                ةثلو 
1

3

?
x

dL

dt 

 

 
2

22 0 2sin 0
2

L x x
 

    
 

 

2 2 24sin
2

L x x


   

2 2 8 sin cos
2 2 2

dL dx dx
L x x x

dt dt dt

     
     

   
 

1
2 sin

2

dL dx
x x

dt L dt




  
    

  
 

1 ت ت 

3
x   ةإ 

2

21 10
4sin

3 6 3
L

   
     

   
 

1

3

1 1
2 sin 10

3 2 310

3

x

dL

dt

 



      
       

      
 

3 3
1

2


   

    ي     بلت    لستي   ت   قثت   لاصت  ةتم تلتك   لحظت  

3بسر   3
1

2


  ة/ث  ي    

 :52مثال

تصب   تُثبس ب        و   ئ  لتى  ت    يبلت   تت  
تتتتتتتت  توقتتتتتتتل  2m  ا    تتتتتتت     تتتتتتت  طو تتتتتتت  12m تستتتتتتت ة 

ةأ تت  تلتتّ   تغّ تتر  1.6m/s  ةصتتب   ا تتى   لتت    بستتر   
تتت   4mطتتو  ظلّتت   لتتى   لتت     تتت ت   طتتو   لتتى بُلتت  

   ل    
 الحل:

 طتتو  ظلتت   لتتى  x تتيط  بلتت    ر تت   تت    ةصتتب   غة يتت 
  L  ل    

 

1.6  ةلثى                           m / s
dx

dt
 

  ةثلو                               
8

?
x

dL

dt 

 

 ت  ت  ب    ةثلث ت
12 24

2

L
L

x x
    

2

24
dx

dL dt

dt x



  

 

8

24 1.6
0.6 m / s

64x

dL

dt 


    

  لحظتتت  بةلتتت      يدتتتت قل طتتتو  ظتتت    ر تتت   تتتت  تلتتتك 
 تدر    ث  ي   0.6

 :53مثال
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    تتتم 30cm للتت   تتتيّ  ة طتتو   صتتت  قُثر تت    تتت   لم 
 P    ت ةتتتتم   ث  يتتتت   ُ  تتتتةس   تقثتتتت   10تتتتت    بةلتتتت   

  لى   ة    للل   ة  ةم    ط    ةل   : 

dxغ   (1

dt
  ب لا    

 الحل:

   ةلثى

10 2 20 rad / s
d

dt


       

?  ةثلو 
dx

dt
 

cos 30cos
30

x
x     

30sin
dx d

dt dt


   

 30 20 sin 600 sin        

dxغ   (2

dt
45ب لا       

 الحل:

45

600 sin 45
dx

dt 




   

600
cm / s

2


  

 :54مثال

 للتتتتتتتتتت   ّ   ة ةتتتتتتتتتتم ةتتتتتتتتتتم ت يتتتتتتتتتتت  
   لتتتتتت    طتتتتتتو   صتتتتتت  قُثر تتتتتت  

10m تتتتتم تتتتتت    بعةُلتتتتت      ة    

   تتت ة  تتت   قيقدتتت    غ تتت   تتتر   تغ تتتر   ت تتت ا   كتتتب ة يتتت  
ةتتتتتوق  تتتتتث         16m تتتتتت ت   طتتتتتو   لتتتتتى   ت تتتتت ا 

 )غُ ةع    ت  ا   لرب         ( 
 الحل:

   ت  ا   ر كب     ث   لا    L يط 

 

2  ةلثى            
rad / min

2

d

dt

 
  

  ةثلو                              
16

?
h

dh

dt 

 

10بة  غ  
sin

10

h



  

16hةلت ت   
sin طو   0.6   
cos تت  0.8  

10 10sinh    

10cos
dh d

dt dt


  

16

10 0.8 8 m / min
h

dh

dt
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16 يةط  غ   طو   لا ت  ا m    لرب    ي ت  بلت   كةت   

cos صتتتت     ة   ت ئتتتتذ  طتتتتو   0.8     ت تتتتو   
 ي  ي  تت ر    يطو : 

16

10 0.8 8 m / min
h

dh

dt
 



      

16     لى   ت  ا m   طو    ر كب ةم      صتلو  غ 
8ةم       بوط بسر   تق      m / min  

 :55مثال

    تتتو  ةتتترّ 12m بحبتتت  طو تتت  A    Bُ بعثتتتس   لربدتتت   
 Qكةتت  ةتتم    تتط    ةلتت     ا      تتس   تقثتت    Pبتت  بطرة 

تب شتتترة   تبلتتت   Pتقتتتل  لتتتى      بتتت     لتتترب د   غ تتت   
تدحتتتترل بل تتتت .   تتتت   A      تتتتس   لربتتتت  4m تيتتتت  تستتتت ة  

 B  ةأ ت   تر    قدتر     لربت  0.5m/sبسر    Q   تقث 
 لتى  A ةم   لحظ    دتم ت تو  ة يت    لربت  Q ت    تقث 

 بر .  ا  بدم   تُ Qت    تقث   3mل  بُ 

 

 

 

 الحل:

  د    لابل    ة  ةم    ط 

 

0.5  ةلثى                           m / s
dx

dt
 

  ةثلو                                
3

?
x

dy

dt 

 

 طو    لب  

2 216 16 12AP BP x y       

3x ت ت    ةإ 

29 16 16 12y     

2 16 7 33x y     

2 2
0

16 16

dx dy
x y

dt dt

x y
 

 
 

2

2

16

16

x ydy dx

dt dty x





 

3

3 33 16 21
0.5 m /

33 25 10 33x

dy
s

dt 


     

بستتتتتر   تقتتتتت      Qتتتتتت    تقثتتتتت  B    تقدتتتتتر    لربتتتتت 
21

m /
10 33

s  

 

 :56مثال
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يتتتتر ض  تتتت  ء ةتتتتم ت تتتتة     ئتتتترل  طتتتتو   صتتتت  قثتتتتر  
100m      7  بستتر   ث بدتت  تقتتm/s يقتت   تت  ء   تتر   

تت  تر ت  ت تة     تر ض  غ ت  تلت    200m لى بُل  
تغ  تتر   ةستت ة  بتت     لتت  ءي   تتت ت  ت تتو    ةستت ة  ب تيةتت  

200m   
 الحل:

 x   بلتت  ب تيةتت  B   لتت  ء   ثتت  م A  لتت  ء  لا    تتيط 
 AD و طو    قتوس  لاصتغر Lكة  ةم    ط    يط 

  ة  ةم   ر ة    لآت    Aتو      د    ةوقل   ل  ء

 
 

 
 B  ى  ة   A  ل  ء ينحئنت يلأونى:

 تدت قص (  يطو : L  ةلثى )ت و  

7 m / s
dL

dt
   

                  ةثلو 
              200

?
x

dx

dt 

 

100L r    

100
dL d

dt dt


  

0.07 rad / s
d

dt


   

      
2 22 200 100 2 200 100 cosx     

2 50000 40000cosx    

2 40000sin
dx d

x
dt dt


  

20000sin

2

dx d

dt x dt

 
  

250000
cos

40000

x



  

200x ت ت    ةإ 

50000 40000 1
cos

40000 4



   

15 تت 
sin

4
  

200

15
20000

4 0.07
200x

dx

dt 

   

7 15
m / s

4
   

 B  ى  س   A  ل  ء ينحئنت ينثئنيت:

7 يطو   L ت ئذ يد  ي  طو    قوس
dL

dt
  

0.07 يطو   rad / s
d

dt


 : لي  ةإ   
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200

15
20000

4 0.07
200x

dx

dt 

   

7 15
m / s

4
  

فإنهملللا  200mاذن عنلللدما تكلللون المسلللافة بلللين العلللدائين 

يقتربللان مللن بعاللهما أو يتباعللدان عللن بعاللهما بسللرعة 

مقدارها
7 15

m / s
4 

 :57مثال

  80m تثلس    تتةو ةتتم غ تت     ت   ةتتوق تبتتتى   ت   تت  
 ةتت  ةتتتم  60mة تت   طتتو  ظتتت    ةبتتتى ةتتتم  تتذ    لحظتتت  

   تتط    ةلتت     غ تت  تلتت   تغ تتر طتتو  ظتت    ةبتتتى ةتتم 
تُقرب.  ا  بدم ا ى غقر    ء  cm/min ذ    لحظ  بو  ة 

تت  بتتأ     تتةو ةتتم  تتذ     تتو   تتدةر ةتتوق  تتت    تترة   لة.
   ةبتى تة ت.  

 24: ت. ة          ة   تل   و    سي     ا ش  
      

 
 الحل:

  x يط  طو  ظ    ةبتى 

   ي  ي    ت  ا    ةو 

 
   تتةو ةتتم  تتذ     تتو   تتدةر ةتتوق   ةبتتتى تة تتت   لتتتم غ  

 تد  ي ة       ي 
   ةلثى 

2 rad rad rad
= rad / min

24 12 h 12 60 min 720

d

dt h

    
  


 

  ةثلو                              
60

?
x

dx

dt 

 

   للاق    دم تربئ ب     ةدغ ري   م:

80
tan

x
   

2

2

80
sec

d dx

dt x dt


    

2 2sec

80

dx x d

dt dt

 
   

60x ت ت    ةإ 
   ق ئ  ةم    ط    لا   س  ل  طو   تر   ةثل 

2 260 80 100   

100 تت  5
sec

60 3
   

2

60

25
60

259
= m / min

80 720 144x

dx

dt

 



 
 
      

cm دحويتتتتت    و تتتتت ة   تتتتتى / min تتتتتر    ستتتتتر   ةتتتتتم  
 ةد و   100

60

2500
cm / min

144x

dx

dt
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  بت  تتت  ةتتتم تلتتتك   لحظتتت  بستتتر       يدتتتت قل طتتتو  ظتتت  
54.5تق      cm / min  تقريب 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ح و  كتئب ينت ئريت: ين  ُلات ين  لب ت بئنزدت
8cmدل ىء بئنون ك وي بئنهس سوم ب  ُ  

3
/s   ُأجدُ د د

 لمس  نصف ق   ينبئنون ر  كل دت ينحئلات يلآليت:
 12cm ت ت   طو  طو   ص  قثر   ❶

 الحل:

8  ةلثى                                   
dV

dt
 

  ةثلو                                     
12r

dr

dt 

 

3 24
4

3

dV dr
V r r

dt dt
     

12 12

576 8
r r

dV dr

dt dt


 

    

12

8 1
cm / s

576 72r

dr

dt  

    

1435cm تتت ت   طتتو   لةتت   ❷
)غقتتر  ا تت بدم ا تتى  3

 غقر    ء ت  تن ( 
 الحل:

  ةثلو                                  
1435V

dr

dt 
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1

3
3

3 3

4 4

V V
r

 

 
   

 
 

2

3

1435 12

1 3 3

3 4 4V r

dr V dV

dt dt 



 

 
  

 
 

 
2

33 14351 3
8

3 4 4 



 
   

 
 

2 2

3 32 4305 2 4

4 4305



  



   
    

   
 

2

3
2 4

0.01cm / s
4305





 
  

 
 

 حل آخر:

(  طو  طو   ص    قثر cm3 1435 ت ت   طو    حل  )

 
3

3 1435
7 cm

4
 

   س ب  1 سدلة    للاق  ب     ةل     ت    سؤ   

24
dV dr

r
dt dt

  

7 7

196 8
r r

dV dr

dt dt


 

   

8
0.01cm / s

196
   

 33.5sا   تُلىء ت ة  ❸
 الحل:

 33.5t   
38 33.5 238 cmV     

(  طتتتو  طتتتو   صتتت  cm3 268 تتتت ت   طتتتو    حلتتت  )

  قثر 
 

3
3 268

4 cm
4

 

4 4

64 8
r r

dV dr

dt dt


 

   

8 1
0.04 cm / s

64 8 
    

تةثتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتت    ةل   تتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتت : ❹
V IR  يتتتتتتتتتتتتتتت    تتتتتتتتتتتتتتت   ة 

   يرب ئيتتتت  )ب   و تتتتس(   ةب تتتتت  
 Iةم    ط    ةل       ت 
 Rشتت ة   ديتت   بتت  تب ر     

  ةق  تتتتتتتت  بتتتتتتت     ا    تتتتتتت    يتتتتتتت    تتتتتتت   ة يتتتتتتت     بةلتتتتتتت   

1volt/sec    شتتت ة   ديتتت   تقتتت  بةلتتت   amp/sec 1

3
  

12V ت ت  Rةأ   تل   تغ ر     2I   

 الحل:

 V IR  
dV dR dI

I R
dt dt dt

   

1  ةلثى                     
1,

3

dV dI

dt dt
   

dR  ةثلو 

dt
2 ت ت    , 12I V  

2 ت ت  , 12I V  : 6  ةإR   

 ب  دلويض ةم   ةل     غ لا  يتدج غ :
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1
1 2 6 1.5 / s

3

dR dR

dt dt

 
      

 
 

 

ينزيويت ين حصورة نست ينض  ست ين دينت ودو   إذي كئنت 
ردد  دث ددط دت ددئنع ينضدد  ستع ر جسدد   ددت  sكددل دمه ددئ 

 يناؤينست يلآلسست لبئ ئً:

 غثبس غ  تس      ةثل  تلثى ب  ةل    : ❺

 21
sin

2
A s   

 الحل:

 
تللو  غ  تس      ةثل  تس  ل  ص    تج لر  طو م 

 غل للل   ةم   ب      ي    ةحصو ة ب تية 
1

sin
2

A ab C  

a,يذي كئن b s C    :رإن 
21
sin

2
A s  

rad/min 1     يتتتتت  تتتتتت     بةلتتتتت           تتتتتس  ❻

2
  

ةأ   تل   تغ ر تس      ةثل   ت ت 
6


   . لةت 

 بأ  طو     لل     ةدث بق   ث بس 

 الحل:

1  ةلثى                                 

2

d

dt


 

  ةثلو  
6

dA

dt 
 

     s ث بس 

21
sin

2
A s   

21
cos

2

dA d
s

dt dt


  

2 2

6

1 1 3
cos s

2 6 2 8

dA
s

dt 






  
   

  
 

يدحتتتتتتتتتتتتتتتترل  ستتتتتتتتتتتتتتتتي   لتتتتتتتتتتتتتتتتى تتحتتتتتتتتتتتتتتتتتى  لاقدتتتتتتتتتتتتتتتتر  :❼ 

2

10
( )

1
f x

x



 xا    تتت   تلتتتت   تغ تتتتر  لا تتتت  ثم 

 تتتتتتتتت ت yةأ تتتتتتتت  تلتتتتتتتت   تغ تتتتتتتر  لا تتتتتتتت  ثم 3cm/s تتتتتتتو 

20x   

 الحل:

3  ةلثى                                     
dx

dt
 

  ةثلو                                    
20x

dy

dt 

  

2

10

1
y

x



 

 
2

2

20

1

dy x dx

dt dtx





 

 
2

20

1200
0.007 cm / s

401x

dy

dt 
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 لقتتس طتت ئرة  لتتى  ❽
 ترت ةم  7km  ت  ا 

غثتتتتتتت ء تحليقيتتتتتت  تب شتتتتتترة 
ةتتتتتتتتتوق        ةتتتتتتتتت  ةتتتتتتتتتم 
   تتط    ةلتت      تتت ت  

 صتتتت    تتتتر      10kmغصتتتتب    بلتتتت  ب تيتتتت   بتتتت     تتتتر     
 300km/hتلتتت   تغ تتتر   بلتتت  ب تتتت   بتتت     ثتتت ئرة  ة تتت   

 غ    ر     ث ئرة ةم  ذ    لحظ 

 الحل:

300  ةلثى
dL

dt
 

  ةثلو 
10L

dx

dt 

  

2 2 49L x   
2 49x L   

2 49

dL
L

dx dt

dt L



 

10

10 300 3000
420 km / h

100 49 51L

dx

dt 


  


 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 تمارين وتدريبات :

 

1) 

 (60) وزاويلللة رأسللل  للأسلللفلخلللزان مخروطلللي رأسللل  

 الللى حللوض اسللطواني دائللري قللائميتسللرب منلل  المللاء 

، احسللب معللدل ارتفللاع  cm(4نصللف قطللر قاعدتلل  )

الماء فلي الاسلطوانة عنلدما يكلون معلدل هبلوط سلطح 

 (3) وارتفلاع الملاء فلي المخلروط  cm/s (1)   الماء

cm 

 

   سلللم وارتفاعللل  (80) مخلللروط نصلللف قطلللر قاعدتللل  (2

 سم يتسرب الماء فلي اسلطوانة نصلف قطرهلا (160)

سللم ، احسللب ارتفللاع المللاء فللي المخللروط فللي  (50)

اللحظلللة التلللي يكلللون فيهلللا معلللدل هبلللوط الملللاء فلللي 

 المخروط مساويا لمعدل ارتفاع الماء في الاسطوانة

 

ماسورة مجوفة طولها ثابلت ونصلف قطرهلا اللداخلي  (3

والخارجي يتغيران بحيث يبقى الحجم ثابلت ، اذا كلان 

 نصللف قطرهللا الللداخلي يللزداد بمعللدل 1
2 cm/s  ،

احسب معدل التغير في نصف القطر الخلارجي عنلدما 

( 8)والخلارجي   cm (6) يكون نصف القطر الداخلي

cm 

 

بطبقة من الجليد  مغطاة  cm (8) كرة حديدية قطرها (4

3  (10) يذوب بمعدل 3/cm s  ، احسب ما يلي : 
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a ( 2)  الجليد عندما السمك( ما سرعة نقصان سمك

bما سرعة نقصان مساحة السطح الخارجي ) 

 

مخروط ارتفاع  يساوي نصف القطر ، احسب طول  (5 

نصف القطر عنلدما يكلون معلدل زيلادة نصلف القطلر 

 يساوي 3
 ومعدل زيادة الحجم يساوي 4 2 

 

 

 

 (4) يللزداد طللول الللع  بمعللدل ثمربللع يتمللدد بحيلل (6

cm/s  مرسوم داخل  دائرة تتمدد مع  ، احسلب معلدل

التغير في المسلاحة بلين المربلع واللدائرة عنلدما طلول 

 cm (20) الع المربع

 

 

 

 

 

والع داخلهلا مخلروط  cm (10) كرة نصف قطرها (7

اع فلبحيث رأس  ومحيطل  يلاملس الكلرة ، اذا كلان ارت

 يزداد بمعلدل المخروط 1
32 cm/s  احسلب معلدل ،

تغيلللر حجلللم المخلللروط فلللي اللحظلللة التلللي يكلللون فيهلللا 

 cm (8)   ارتفاع 

 

مثلث متساوي الاالاع يقلع داخلل دائلرة بحيلث تقلع  (8 

رؤوسللل  عللللى اللللدائرة ، تتملللدد اللللدائرة بحيلللث يلللزداد 

، احسلللب معلللدل  cm/s (2) نصلللف قطرهلللا بمعلللدل

 ي مسلاحة المثللث عنلدما يصلبح نصلف القطلرالتغير ف

(10) cm 

 

 (2) تتمللدد االللاع مثلللث متسللاوي الاالللاع بمعللدل (9 

cm/s  رسلللمت داخلللل  دائلللرة ، احسلللب معلللدل تملللدد

المساحة المحصورة بين المثلث والدائرة عنلدما يكلون 

 cm (12) طول الع المثلث

 

 

 يمشي رجل طول  (10 1 8cm  على رصيف بمعدل 

 2 /cm s مبتعللدا عللن مصللبا  يرتفللع  5  عللن

 ، احسب ما يلي : الرصيف

 أ( معدل التغير في ظل الرجل على الارض  

 ب( سرعة رأس الظل

  

 

 

 

مصللبا  معلللق فللوق مناللدة دائريللة افقيللة ارتفاعهللا  (11

،  cm (20) ونصلف قطرهلا  cm (90) عن الارض

 نحلو المنالدة بسلرعة للأسلفلتحرك المصبا  رأسليا 

6 /cm s  احسب معلدل التغيلر فلي نصلف قطلر ،

دارة ظل المنادة عنلدما يكلون ارتفلاع المصلبا  علن 

 cm (60)  المنادة

 

بلدأ شلخص   (60) طريقان متقاطعين الزاوية بينهما (12

2 الحركة على احلد الطلريقين بسلرعة /cm s  وفلي

نفللس الوقللت بللدأ شللخص ثللاني الحركللة علللى الطريللق 

3 بسرعة مبتعدا الاخر /cm s  احسب معدل تغير ،

 ( ثواني من الحركة4المسافة بين الشخصين بعد )

 

13) ab c  مثللللللللللللث متسلللللللللللاوي السلللللللللللاقين فيللللللللللل      

8ab bc cm    ،12ac cm ، 

مللللن  تحركللللت نقطللللة a  باتجللللاو  b بسللللرعة 

cm/s(4)   انيلة ملنثوفي نفس الوقلت تحركلت نقطلة 

 b باتجاو c (3) بسرعة cm/s  احسب معدل ،

 التغير في المسافة بين النقطتين بعد مرور ثانية واحدة

 

 بلللدأت نقطلللة الحركلللة ملللن الاصلللل عللللى المسلللتقيم (14

1

3
y x  في الربع الاول بسرعة 
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، احسللب معللدل التغيللر فللي المسللافة بللين /sوحللدات( 4)

 والنقطلة الثابتلةالنقطلة المتحركلة  0,5  بعلد مللرور

 ثانيتين من الحركة

 

2 بسلللرعة للأعللللىبلللدأ بلللالون بالصلللعود  (15 /cm s 

 30 نحللرف مسللارو بزاويللة تميلللا( ثللواني 10وبعللد )

لون اعللن الافللق ، احسللب معللدل تغيللر المسللافة بللين البلل

 ( ثواني عن انحراف 5البداية بعد مرور )ونقطة 

 

بدأت نقطة الحركة على دائرة مركزهلا الاصلل ملن  (15

 النقطللة 0,10  بعكللس اتجللاو عقللارب السللاعة بحيللث

يللزداد طللول قللوس الللدائرة الللذي ترسللم  اثنللاء حركتهللا 

8 بمعللللدل /cm s   احسلللللب معلللللدل ابتعلللللاد النقطلللللة ،

 المتحركلللة علللن 0,10  عنلللدما يقابلللل القلللوس اللللذي

 مركزها ترسم  زاوية  
3 

 

 اذا كانلللت (16 10,0 بلللدأت الحركلللة ملللن A  عللللى

( وحللدات فللي الثانيللة باتجللاو 4محللور السللينات بسللرعة )

الاصل وفي نفس الوقت تحركت اخر  من الاصل عللى 

y منحنللى x فمللا  2 فللي الربللع الاول بسللرعة ،

 معدل تغير المسافة بين النقطتين بعد مرور ثانيتين

 

من الاصل فلي الاتجلاو الموجلب  بدأت نقطة الحركة (17

، احسللب معللدل  cm/s(3) الصللادات بسللرعةلمحللور 

 تغيللر البعللد بينهللا وبللين النقطللة 2,5  بعللد مللرور

 ثانيتين من الحركة

 

)2 تتحرك نقطلة عللى منحنلى (18 ) 5f x x  

3 بحيث يزداد احداثي السيني بمعدل 10 /cm s  ،

 احسلللللب معلللللدل تغيلللللر البعلللللد علللللن النقطلللللة 0,1           

2x عندما  
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 الحرجة القيم

 هي :

 اصفار المشتقة الاولى( 1

   المشتقة غير موجودة( 2

 

  امثلة :    

 الحرجة للاقترانات التالية : القيماحسب 

1)2( ) 6 12f x x x    علىىىىىى الفتىىىىىرة

0,5      

  الحل :

/ ( ) 2 6 0 3f x x x     

الحرجة :  القيم 3 

2) 
3

( ) 4 12
3
xf x x   علىىىى الفتىىىرة  

 1,6  

  الحل :

/ 2( ) 4 0 2, 2f x x x      

    x=-2 تهمل

الحرجة :  قيمال 2 

3)  2( ) 6f x x x  

  الحل :

 نجد المجال :
2 6 0
( 6) 0

0, 6

x x
x x
x

 
 



 

 

  ,0 6,  

/

2

2 6
( )

2 6

x
f x

x x




 

 

 البسط :
2 6 0

3
x

x
 


 

 تهمل

 المقام :
2 6 0

0 ,6
x x
x

 


 

 

الحرجة :  القيم 0,6 

 

 اذا كانت 
3 2( ) 2 2 6 9f x x a x x   وكان ، 

2xله قيمة حرجة عندما   فما قيم ،  a 

 
 

   التزايد والتناقص              

 

 الحرجة ( نجد القيم1

 ( نعين خط الاعداد2

/( نختبر الاشارات على اقتران 3 ( )f x 

4 ) متزايد   ،  ،  متناقص 

0 ثابت 

 

 امثلة :

 اوجد فترات التزايد والتناقص لكل مما يلي:

1) 2( ) 5 18f x x x   

  الحل :

/ 5( ) 2 5 0
2

f x x x     

 

متناقص 
 5

,
2


 

متزايد  5
,
2
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3

(2) ( ) 2 15 12, 5,7
3
xf x x x       

 

  الحل :

 
  

/ 2 2 15 0

5 3 0
5, 3

f x x x

x x
x

   

  
 

 

 

 متزايد    5, 3 5,7  

متناقص   3,5   

  3(3) 3 9f x x x   

  الحل :

 / 2

2

3 2 0
3

2

f x x

x

ة ض و مرف

  


 

 f xمتزايد على  

 
 
 

    3 21 6f x x x  

    1
2 2 , 0

2
f x x x

x
   

 

 4 ( ) 5cos , 0,2f x x     

  الحل :

/ ( ) 5sin 0
sin 0 ,2
f x x

x x  
  
  

 

 

متزايد على  ,2  

متناقص 0, 

` 

 لقيم القصوىا                   

 

  يقصد بالقيم القصوى إذا لم يحدد السؤال
القيم العظمى والصغرى المحلية و  يه

 المطلقة .

  القيم المحلية تحدث في الداخل فقط والقيم
وعلى المطلقة تحدث في الداخل 

 الأطراف.

    عند القيم القصوى الداخلية تكون
 المشتقة تساوي صفر او غير موجودة

   أي أن نقط القيم القصوى المحلية هي
 نقط حرجة.

    نلاحظ أنه عندما يتحول الاقتران من
متناقص إلى متزايد فإنه يمر بقيمة 

يتحول من متزايد إلى   صغرى وعندما
 متناقص فإنه يمر بقيمة عظمی

    على أي اقتران متصل ,a b  فإنه يوجد
 مطلقة.  له قيم قصوى

   ايجاد القيم القصوى للاقتران )عندf(x 

الحرجة والتزايد والتناقص مع  جد القيمن
 . لاطراف الفترة الانتباه

 
 امثلة :

 

 احسب القيم القصوى لكل مما يلي :
2

/

(1)

( ) 2 2 0 1

( ) 2 5

f

f x x x

x x x  










 

     1 s 0 2 s 2 s R 

1xصغرى محلية عندما   

(1)بحيث  1 2 5 4f     

 
  2  
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3(2) ( ) 3f x x x  

  الحل :

/ 2

2

( ) 3 3 0
1 1, 1

f x x
x x

  
   

 

 

 

1x   عظمى محلية 

( 1) 2f   

1x  (1)،  صغرى محلية 2f   

3   )2( ) 4f x x x   على 2,5 

  الحل :

/ ( ) 4 2 0 2f x x x     

 

 

(2) 4f   عظمى محلية مطلقة 

( 2) 12f     صغرى مطلقة 

(5) 5f    صغرى 

4) 3( ) 12 , 3,3f x x x x       

  الحل :

212 3 0 2
dy

x x
dx

      

 

( 3) 9f     عظمى 

(2) 16f   عظمى محلية مطلقة 

( 2) 16f     صغرى محلية مطلقة 

(3) 9f   صغرى 

2 23(5) ( ) ( 4 )f x x x  

  الحل :

2
2 3( ) ( 4 )f x x x  

1
/ 2 32
( ) ( 4 ) (2 4)

3
f x x x x



   

1

2 3

2(2 4)

3( 4 )

x

x x






  

 البسط :
2(2 4) 0x   

2x  

 المقام :
2 4 0x x  

( 4) 0x x   

0,4x  

 

 

0x   (0)صغرى محلية 0f  

2x   (2)3عظمى محلية 16f  

4x   (4)صغرى محلية 0f  

  
1

3 3(6) ( ) ( 9 )f x x x  

  الحل :

2
/ 3 231
( ) ( 9 ) (3 9)

3
f x x x x



   

2
/

3 23

3 9
( )

3 ( 9 )

x
f x

x x






 

 

 البسط :
23 9 0x   

3x   

 المقام :
3

2

9 0
( 9) 0

0, 3

x x
x x
x
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 الحرجة  القيم 0, 3, 3   

 لان المقام موجب ندرس اشارة البسط

 

)متزايد  , 3) ( 3, )   

)متناقص  3, 3) 

3x   محلية  عظمى 

3x  محلية  صغرى 

   2

(7) ( ) , 1
1

xf x x
x

 


 

  الحل :
2

/

2
/

3
2

2 1
2 1( )

1
3 4

( )

2( 1)

x
x x

xf x
x

x x
f x

x

  









 

 

اصفار البسط : 
23 4 0

4
,0

3

x x

x

 


 

4
3

x  (حرجة)   

4د متزاي
( , )
3
   

4متناقص 
(1, )

3
 

4
3

x   صغرى محلية  

 4 2(8) ( ) 6 8 3f x x x x    

  الحل :

/( ) 4 3 12 8 0f x x x    

1xبالتجريب :   : تركيبية 

2( 1)( 2) 0
( 1)( 2)( 1) 0

2, 1

x x x
x x x

x

   
   
 

 

 

,2)متزايد  ) 

)متناقص  ,2) 

2x  (2) مطلقة محلية صغرى 21f   

9) 2( ) 4f x x bx  يوجىىد قيمىىة صىىغرى

1xعندما    فما قيمة ،b 

  الحل :

/ ( ) 0f x  

8 0 8b b    

   تدريب ( ) cos sin , 0,2f x x x   

  

10) ( ) sin cos 0,f x x x x     

 :الحل

/ ( ) cos sin sin

cos 0 0,
2

f x x x x x

x x x


  

  
 

 

 

(2)
2

f


   عظمى محلية ومطلقة 

(0) 1f  صغرى 

( ) 1f    صغرى محلية ومطلقة 

2(11) ( ) cos sin

, 0,

f x x x
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 :الحل

/ ( ) sin 2sin cos

sin ( 1 2 ) 0

sin 0 0, , 2

1
2cos 1 0 cos

2

60

f x x x x

x cisx

x x

x x

x

 

  

   

  

   



 

 

 

 

5
( )
3 4

f


 ,  محلية ومطلقةعظمى 

(0) 1f   صغرى 

( ) 1f      صغرى مطلقة 

 تدريب :

 احسب القيم القصوى لكل مما يلي :

3 2

3

2

3 3

2

3

23

2

2

(1) ( ) 6 5 , 3,5

(2) ( ) , 8,8

(3) ( ) sin cos , 0,2

(4) ( ) 3

(5) ( ) 6

(6) ( ) 3

(7) ( ) ( 3) 5 , 3,3

(8) ( ) , 2,2
1

f x x x

f x x

f x x x

f x x x

f x x x

f x x

f x x

x
f x

x



  

  

  

  

  

   

 

 

 

 

 

   

 


  

  (12) ( ) ( 1) xf x x e  

  الحل :

/

/

( ) ( 1)
( ) ( 1 1) 0

0

x x

x x

x

f x x e e
f x e x xe

e

  
    

 0x 

 

 

0(0) (0 1) 1f e      قيمىىىة صىىىغرى محليىىىة

 ومطلقة

 0,3   2
(13) ( )

1

,

xe
f x

x


 

2
/

2 2

2

2

2

2

(1 ) 2
( ) 0

(1 )

(1 ) 2 0

((1 ) 2 ) 0

0, ((1 ) 2 ) 0

2 1 0

( 1)( 1) 0 1

x x

x x

x

x

x e e x
f x

x

x e e x

e x x

e x x

x x

x x x

 
 



  

  

   

  

    

  

 

(0) 1f   قيمة صغرى مطلقة 

3

(3)
10

e
f   قيمة عظمى مطلقة 

 

2

ln 1
(14) ( ) , ,4

2

x
f x

x

 
 
 

  

  الحل :
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2

/

4

/

1

2

1
ln (2 )

( ) 0

( ) 2 ln 0

0

1
(1 2ln ) 0 ln

2

x x x
xf x

x

f x x x x

x ل هم ت

x x x x e

 
 

  



     

  

1

2( ) 2f e  عظمى مطلقة 

1 0.7
( )
2 0.25

f


  صغرى مطلقة 

ln 4
(4)

16
f   صغرى 

2)( n15) ( lf x x x  

  الحل :

 x>0نلاحظ ان المجال هو 

/ 2

1

2

1
( ) ( ) ln (2 ) 0

2 ln 0

(1 2ln ) 0

0

1
1 2ln 0 ln

2

f x x x x
x

x x x

x x

x ل هم ت

x x x e


  

 

 




     

  

 

متناقص على  
1

20,e
 

 
 

متزايد على    
1

2 ,e
 
 

 
  

1

12
1

( )
2

f e e



  قيمة صغرى محلية ومطلقة 

(16) ( ) ln ( 3), 0,3f x x x      

  الحل :

/ ( ) ln( 3) 0
3

x
f x x

x
   


  

 

(0) 0f   مطلقة صغرى 

(3) 3ln6f   عظمى مطلقة 

2(17) ( ) ln ( 3 4)f x x x    

  الحل :

/

2

2 3
( )

3 4

3
2 3 0

2

x
f x

x x

x x




 

   
  

3 7
( ) ln
2 4

f  صغرى محلية ومطلقة 

متناقص على 
3

,
2

 
 
 
متزايد على  

3
,

2

 
 

 
  

2

(18) ( ) xf x e    

 :الحل

2/ ( ) 2 0

0

xf x xe

x

  


  

)متزايد على  ,0).   0)متناقص على, )  

 (0) 1f   عظمى محلية مطلقة  
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2 3(19) ( ) 2xf x   

 :الحل

2/ 3( ) 2 (ln 2)2 0 0xf x x x     

,0)متزايد على  )  

)متناقص على  ,0)  

1
(0)

8
f   صغرى محلية ومطلقة    

 (20) ( ) 5 , 1,2x xf x e e    

  الحل :

/ ( ) 5 2 (5 2 ) 0

0

5 5
5 2 0 ln

2 2

x x x x

x

x x

f x e e e e

e

e e x

    



       

 
 

عظمى مطلقة
1 2

2 4

5 15
(ln )

2 2

( 1) 5

(2) 5

f

f e e

f e e

 



  

 

 

 صغرى مطلقة
 

(21) ( ) 2cos sin 2 , 0,
2

f x x x
 

   
 

  

 

 :الحل
 

/

2

2

( ) 2sin 2cos2

sin cos2 0

sin 1 2sin 0

2sin sin 1 0

(2sin 1)(sin 1) 0

1
2sin 1 0 sin

2 6

3
sin 1

2

f x x x

x x

x x

x x

x x

x x x

x x





  

   

    

   

   

     

   

  

 
 

( ) 0
2

f


   صغرى مطلقة 

(0) 2f  صغرى 

3 3
( )
6 2

f


  عظمى محلية ومطلقة 

 

(22) ( ) sec , ,
6 3

f x x
  

  
 

  

 :الحل

 

/ ( ) sec tan 0

sec 0

tan 0 0

f x x x

x

x x

 



  
  

( ) 2
3

f


  عظمى مطلقة 

2
( )

6 3
f


 عظمى 

(0) 1f   صغرى مطلقة 
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  : تدريب

احسب فترات التزايد والتناقص والقيم القصوى 
 المحلية والمطلقة ان وجدت  لكل مما يلي :

 

 

 

 

 

3 2

2

2

2

3

2

2

2 3

(1) ( ) 6 135

2
(2) ( )

9

(3) ( ) 2 2

(4) ( ) ( 3)

(5) ( ) sin sin , 0,2

(6) ( ) sin , 0, 2

(7) ( ) 1 cos , ,
4

(8) ( ) ( 4) , 2,3

(9) ( ) 2sin , 2 ,2

4
(10) ( ) , 8, 1

f x x x

x
f x

x

f x x x

f x x x

f x x x

f x x x

f x x

f x x

f x x x

f x x
x








 

  




  

 

 

 

 
   

 

  

  

   

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 التقعر ونقاط الانعطاف        

 

 قاعدة:

/اذا كانت  / ( ) 0f x  فإن الاقتران مقعر للاعلى 

/اذا كانت  / ( ) 0f x  فإن الاقتران مقعر للاسفل 

 امثلة :

اوجىىىد فتىىىرات التقعىىىر لفعلىىىى ولفسىىىفل ونقىىىاط 

 لكل مما يلي :الانعطاف 

1) 4 3 2( ) 6 12f x x x x   علىىىىىىىىى

 5,5 

  الحل :

/ 3 2

// 2

2

( ) 4 18 24
( ) 12 36 24 0

3 2 0
( 2)( 1) 0

2,1

f x x x x
f x x x

x x
x x

x

  
   
   
   

 

 

 

 

)مقعر لفعلى  5,1) (2,5) 

 (1,2)مقعر لفسفل

2) 
2
3( )f x x 

 الحل :

1
/ 3

4
// 3

3 4

2
( )

3
2 2

( ) 0
9 9

0

f x x

f x x
x

x







 
  



 

 مقعر لفسفل 

)على  , )  
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3 )3 4( ) 6f x x x  

  الحل :

/ 2 3

// 2

( ) 18 4
( ) 36 12 0

12 (3 ) 0 0,3

f x x x
f x x x

x x x

 
  
   

 

 

 

(0,0)نقاط الانعطاف  (3,81) 

 

4) 1
( ) 2cos sin 2

2
f x x x  على 

  الحل :

/

/ /

1
( ) 2sin 2cos2

2

( ) 2cos 2sin 2 0

2cos 2(2sin cos ) 0

f x x x

f x x x

x x x

  

   

   

  

2cos (1 2sin ) 0

3
cos 0 ,

2 2

1
1 2sin 0 sin

2

7 11
,

6 6

x x

x x

x x

x

 

 

  

   


   



  

 

 

 

نقاط الانعطاف : 

7 3 3
( ,0) ( , )
2 6 4
3 11 3 3

( ,0) ( , )
2 6 4

 

 



 

 2(5) ( ) sin cos , 0,2
2
x

f x x  

 
  الحل :

/ 1
( ) 2sin cos ( ) sin

2 2 2
1 3

sin sin sin
2 2

x x
f x x

x x x

 

  

 

// 3
( ) cos 0

2
3

cos 0 ,
2 2

f x x

x x
 

 

  

 

 

 

مقعر لفسفل  3
,

2 2
  

مقعر لفعلى   3
0, ,2

2 2
   

4
(6) ( )f x x

x
   

 :الحل

 f(x)  غير معرف عندx=0  

/

2

/ /

4 3

4
( ) 1

8 8
( )

0

f x
x

x
f x

x x

x


 

 

 

  

)مقعر لفسفل  ,0) 

,0)مقعر لفعلى ) 

 لا يوجد انعطاف
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2(7) ( ) ln (1 )f x x   

  الحل :

/

2

2
/ /

2 2

2
( )

1

( 1)(2) 2 (2 )
( )

( 1)

x
f x

x

x x x
f x

x




 




  

2

2 2

2 2

2 2
0

( 1)

2 2 0 1 1, 1

x

x

x x x


 



      

  

 

 

)مقعر لفعلى  1,1) 

)مقعر لفسفل , 1) (1, )   

)الانعطاف  1, ln2) ((1, ln2)  

2

2(8) ( )
x

f x e


  

 :الحل

2

2 2

2 2 2

2

/ 2

/ / 2 2

2 22 2 2

2

2

( )

( ) ( )( ) ( 1)

( 1) 0

0

1 0 1,1

x

x x

x x x

x

f x xe

f x x x e e

x e e e x

e

x x



 

  



 

    

    



    

  

 

 

)مقعر لفعلى  , 1) (1, )   

)لفسفلمقعر  1,1) 

  الانعطاف
1 1

2 2( 1, ) (1, )e e
 

 

3(9) ( ) ( 2) ( 1)f x x x    

 الحل :

 

/ 3 2

2

( ) ( 2) (1) ( 1) 3( 2)

( 2) (4 5)

f x x x x

x x

     

  
  

/ / 2( ) ( 2) (4) (4 5)2( 2)

( 2)( 2)(4) (4 5) 2

( 2)(12 18) 0

3
2,

2

f x x x x

x x x

x x

x

    

     

   



  

 

 

3مقعر لفعلى 
( , ) (2, )

2
  

3مقعر لفسفل
( ,2)
2

 

  الانعطاف
3 1

( , ) (2,0)
2 16


 

(10) ( )
1

x
f x

x



  

 الحل :

/

2

/ /

4

1
( )

( 1)

2( 1)
( )

( 1)

1

f x
x

x
f x

x

x













  

,1)مقعر لفعلى  ) 
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) مقعر لفسفل ,1)   

 لا يوجد  الانعطاف

2 2(11) ( ) (2 2 )f x x x     

 :الحل

/ 2

/ / 2

2

( ) 2(2 2 )(2 2 )

( ) 2(2 2 )( 2) (2 2 )(2)(2 )

12 24 0

12 ( 2) 0

0 , 2

f x x x x

f x x x x x

x x

x x

x

   

      

  

  



  

 

 

مقعر لاعلى  ,0 (2, )   

 (0,2)مقعر للاسفل 

(2,4)نقطة الانعطاف  (2,4)  

 2(12) ( ) 4f x x x      

 الحل :

1

2 2

1 1

/ 2 22 2

1 1

2 2 22 2

( ) (4 )

1
( ) ( )(4 ) ( 2 ) (4 )

2

(4 ) (4 )

f x x x

f x x x x x

x x x







 

    

    

  

3

/ / 2 2 2

1 1

2 22 2

1
( ) ( )(4 ) ( 2 )

2

1
(4 ) ( 2 ) (4 ) 0

2

0,2, 2

f x x x x

x x x

x



 

    

     

 

  

 (0,0)الانعطاف 

 

2 2(13) ( )f x x x    

 الحل :

/ 3

/ / 4

4

( ) 2 2

( ) 2 6

1

3

f x x x

f x x

x





 

 

 

  

مقعر لفعلى 
4 4

1 1
(0, ) ( , )

3 3
  

 مقعر لفسفل
4 4

1 1
(0, ) ( ,0)

3 3
   

  الانعطاف
4 4 4 4

1 1 1 1
( , ( )) ( , ( ))

3 3 3 3
f f 

(14) ( ) 2 tan , ( , )
2 2

f x x x
 

   

 :الحل

/ 2

/ / 2

( ) 2 sec

( ) 2sec tan 0

sec 0 tan 0

0

f x x

f x x x

x x

x

 

  

  



  

 

 

مقعر لفسفل 
(0, )

2


 

مقعر لفعلى 

( ,0)
2




  

  الانعطاف
(0,0)
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 : تدريب 

اوجىىد فتىىرات التقعىىر لفعلىىى ولفسىىفل ونقىىاط الانعطىىاف 

 لكل مما يلي :

3(1) ( ) 12 1f x x x    

 الجواب :

,0)مقعر لفعلى  ) 

) مقعر لفسفل ,0)   

  (0,1)  الانعطاف

 (2) ( ) sin , 0,f x x   

  الجواب :

,0)مقعر للاسفل  ) 

2

3
(3) ( )

1
f x

x



 

 الجواب : 

1مقعر لفعلى  1
( , ) ( , )

3 3


  

 مقعر لفسفل
1 1

( , )
3 3


  

1  الانعطاف 9 1 9
( , ) ( , )

4 43 3


  

2(4) ( ) ln( 5)f x x   

 الجواب :

)مقعر لفعلى  5, 5) 

) مقعر لفسفل 5, ) ( , 5)     

)  الانعطاف 5, ln10) ( 5, ln10)  

 

(5) ( ) ( 3)f x x x   

 الجواب :

,1)مقعر لفعلى  ) 

(0,1) مقعر لفسفل   

 (1,4)  الانعطاف

(6) ( ) xf x xe  

 الجواب :

)مقعر لفعلى  2, )  

) مقعر لفسفل ,2)   

)2  الانعطاف 2, 2 )e   

6 4(7) ( ) 4f x x x   

 الجواب :

6مقعر لفعلى  6
( , ) ( , )

5 5
   

 مقعر لفسفل
6 6

( , )
5 5
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 اختبار المشتقة الثانية لايجاد القيم القصوى

  قاعدة:

/اذا كانت  ( ) 0f a   

  اذا كانت/ / ( ) 0f a   فان( )f a 

 قيمة صغرى محلية.   

  اذا كانىت/ / ( ) 0f a   فىان( )f a             

 قيمة عظمى  محلية.

  اذا كانىت/ / ( ) 0f a  ,                        

يفشىىىل اختبىىىار المشىىىتقة الثانيىىىة ونلجىىى  الىىىى 

 المشتقة الاولى

 : (1) مثال

3( ) 12 3f x x x    فما القيم القصىوى ،

 المشتقة الثانية اختبار  باستخدام

  الحل :

/ 2

//

//

( ) 3 12 0
2

( ) 6
2 (2) 12 0

f x x
x
f x x
x f

  
 


   

 

  صىىىغرى محليىىىة للاقتىىىرانf  2عنىىىدماx         

(2)وهي  13f   
//2 ( 2) 12 0x f       

  عظمىىىىىىىىىىى محليىىىىىىىىىىة للاقتىىىىىىىىىىرانf  وهىىىىىىىىىىي

( 2) 19f   

 

 

 

 ( :2) مثال

3( ) 12f x x x   فمىىىىىىىىا القىىىىىىىىيم القصىىىىىىىىوى ،

 المشتقة الثانية اختبار  باستخدام

  الحل :

/ 2

/ /

/ /

( ) 12 3 0 2

( ) 6

2 (2) 12 0

f x x x

f x x

x f

     

 

    

  

  عظمى محلية للاقترانf  (2)وهي 12f   

/ /2 ( 2) 12 0x f       

  محليىىىىىىىىىىىىة للاقتىىىىىىىىىىىىران  صىىىىىىىىىىىىغرىf  وهىىىىىىىىىىىىي

( 2) 16f    

 ( :3) مثال

( ) sin cosf x x x   فمىىىىىىىىىىا القىىىىىىىىىىيم ،

 القصوى باستخدام المشتقة الثانية

  الحل :

/

//

//

( ) cos sin 0
3 7

,
4 4

( ) sin cos
3 3 2

( )
4 4 2

f x x x

x

f x x x

x f

 

 

  



  


  

 

عظمى محلية عندما 
3
4

x


 

3 2
( )

4 2
f


 

//7 7 2
( )

4 4 2
x f

 
   

صغرى محلية وهي 
7 2

( )
4 2

f
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 ( :4) مثال

 2 128
( )f x x

x
   فمىىىىىىىا القىىىىىىىيم القصىىىىىىىوى ،

 باستخدام المشتقة الثانية

  الحل :

/

2

2

//

4

//

128
( ) 2 0

128
2 4

128 2
( ) 2

(4) 6 0

f x x
x

x x
x

x
f x

x
f

  

  


 

 

 

  4صىىىىىىىىىغرى محليىىىىىىىىىة عنىىىىىىىىىدماx   وهىىىىىىىىىي

(4) 48f  

 ( :5) مثال

 ( ) xf x xe   فمىىىىا القىىىىيم القصىىىىوى باسىىىىتخدام ،

 المشتقة الثانية

  الحل :

/ ( )

(1 ) 0

0 , 1

x x

x

x

f x xe e

e x

e x

 





  

  

 

  

/ /

/ / 1 1 1

1

( ) ( 1)

2

(1) 2 0

(1)

x x x

x x

f x xe e e

xe e

f e e e

f e

  

 

  



    

 

    



  

 1xمحلية عندما  عظمى     

 ( :6) مثال

 
4( ) 2f x x   فمىىا القىىيم القصىىوى باسىىتخدام ،

 المشتقة الثانية

  الحل :

/ 3

/ / 2

/ /

( ) 4 0 0

( ) 12

(0) 0

f x x x

f x x

f

   




  

 يفشل اختبار المشتقة الثانية ونستخدم المشتقة الاولى

 

  x  =0صغرى محلية عند

 ( :7) مثال

 ( ) lnf x x x  فمىىا القىىيم القصىىوى باسىىتخدام ،

 المشتقة الثانية

  الحل :

/

1

1
( ) ( ) ln 1 ln 0

ln 1

f x x x x
x

x x e 

    

   
  

/ /

/ / 1

1

1
( )

1
( ) 0

f x
x

f e
e







 
  

  صىىىىىىىىغرى محليىىىىىىىىة عنىىىىىىىىدما
1x e   وهىىىىىىىىي

1 1
( )f e

e
 

 

 ( :8) مثال

  ( )
2x

x
f x   فما القيم القصوى باستخدام المشتقة ،

 الثانية

  الحل :

/

2

2

2 (2 )ln 2
( )

(2 )

2 (1 ln 2) 1 ln 2

(2 ) (2 )

x x

x

x

x x

x
f x

x x




 
 

  

1
1 ln 2 0

ln 2
x x     
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/ /

2

/ /

2 ( ln 2) (1 ln 2)(ln 2(2 ))
( )

2

1
( ) 0
ln 2

x x

x

x
f x

f

  




  

 محلية عندما  عظمى
1

ln 2
x   

 ( :9) مثال

 
2
3( ) 3f x x   فمىىا القىىيم القصىىوى باسىىتخدام ،

 المشتقة الثانية

  الحل :

1
/ 3

2
( )

3
f x x



     لايوجد اصفار للمشتقة الاولى 

 يفشل اختبار المشتقة الثانية

 تدريب :

ما القيم القصوى المحليىة باسىتخدام المشىتقة الثانيىة لكىل   

 اقتران مما يلي : 

2

2

3

2

(1) ( )

(2) ( ) 6

(3) ( ) cos , 0,4

(4) ( )
1

(5) ( ) 2sin cos2 , 0,2

1
(6) ( )

(7) ( ) ( 3)

x

x

f x xe

f x x x

f x x x

x
f x

x

f x x x

f x x
x

f x e x





  

  



 

 




 

 

 

  

 

 مسائل حياتية

 

 :(1مثال )

 يمثل الاقتران 

2 3( ) 305 1830 ,0 0.16A x x x x     

والنىىاتم مىىن تنىىاول  mmghضىىغط الىىدم المقىىيس بوحىىدة  

جرعة دواء مقدارها 
3x cm  

اوجىىد الحىىد الاقصىىى لضىىغط الىىدم النىىاتم مىىن هىىذا الىىدواء 

 محددا جرعة الدواء التي يحدث عندها .

 الحل:

/ 2( ) 610 5490 0

(610 5490 ) 0

A x x x

x x

  

 
   

0 , 0.11x x   

0.11 عظمى عند  (0.11) 1.25x A     

 الاقتران  يمثل   (2مثال )

2

1500
( ) 150

6 10
f x

x x
 

 
  

 xالىىربا الاسىىبوعي لاحىىد المصىىانع مىىن انتاجىىة .حيىىث 

عىىىدد مكبىىىرات الصىىىوت المبيعىىىة . اجىىىد عىىىدد مكبىىىرات 

 اكبر ربا ممكن .الذي يحقق الصوت 

 :الحل

/

2 2

1500 (2 6)
( )

( 6 10)

3

x
f x

x x

x

 


 

 

  

3اكبر قيمة عند 

(3) 1350

x

f
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 التطبيقات الفيزيائية

 قاعدة:

  اذا كانىىت( ) 0v t    فىىإن الجسىىم يتحىىر  فىىي

 الاتجاه الموجب.

  اذا كانىىت( ) 0v t    فىىإن الجسىىم يتحىىر  فىىي

 الاتجاه السالب.

  اذا كانىىىت( ) 0a t    فىىىإن السىىىرعة المتجهىىىه

 متزايدة

  اذا كانىىىت( ) 0a t    فىىىإن السىىىرعة المتجهىىىه

 متناقصة

 ( :1) مثال

يمثل الاقتران 
3( ) 3 3 , 0s t t t t    

الزمن  tموقع جسم يتحر  فيمسار مستقيم ، حيث 

 الموقع بالامتار: sبالثواني ،و 

ما الفترات الزمنية التي يتحر  فيها الجسم في  ( أ
 الاتجاة الموجب والسالب؟

ما الفترات التي تتزايد و تتناقص  فيها سرعة الجسم  ( ب
 المتجهه؟

 الحل :

  ( أ
2( ) 3 3 0

1 1

v t t

t t

  

   
  

 

 

في الاتجاه الموجب  1,  

  (0,1)في الاتجاه السالب 

 ( ب
/( ) ( ) 6 0

0

a t v t t

t

  

 
  

 

 

السىىرعة متزايىىدة علىىى  0,  ولايوجىىد فتىىرات تتنىىاقص

 فيها السرعة  

 

 ( :2) مثال

يمثل الاقتران
23( ) 6 5s t t t         موقع جسم

 sالزمن بالثواني ،و  tيتحر  فيمسار مستقيم ، حيث 

 الموقع بالامتار:

ما الفترات الزمنية التي يتحر  فيها الجسم في الاتجاة 

 الموجب والسالب؟

ما الفترات التي تتزايد و تتناقص  فيها سرعة الجسم 

 المتجهه؟

 الحل :

2(1) ( ) 3 12 0

3 ( 4) 0 0,4

v t t t

t t t

  

   
  

 

 

في الاتجاه الموجب  4,  

 (0,4)في الاتجاه السالب 

(2) ( ) 6 12 0 2a t t t      

 

السرعة متزايدة على         2,  

السرعة متناقصة  على  0,2 
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 ( :3) مثال

يمثل الاقتران 
3 2( ) 5 4 , 0s t t t t t    

الزمن  tموقع جسم يتحر  فيمسار مستقيم ، حيث 

 الموقع بالامتار: sو  بالثواني ،

ما الفترات الزمنية التي يتحر  فيها الجسم في  (1
 الاتجاة الموجب والسالب؟

ما الفترات التي تتزايد و تتناقص  فيها سرعة  (2
 الجسم المتجهه؟

 الحل :

 

2(1) ( ) 3 10 4 0

100 4(3)(4) 52

10 52
2.9 ,0.5

6

v t t t

ز ي مم ال

p

t

   

  


 

  

 

,0)الاتجاه الموجب  0.5) (2.9 , ) 

  (0.5,2.9)السالب الاتجاه

5
(2) ( ) 6 10 0

3
a t t t      

السرعة متزايدة على          
5

,
3

 
 

 
  

السرعة متناقصة  على 
5

0,
3

 
 
 

 

 (:4مثال)

 المبين s(t)يمثل الاقتران 

 في الشكل المجاور 

 موقع جسم يتحر  فيل 

 مسار مستقيم

 التي يكون عندها الجسم في حالة سكون.  tاوجد قيم  -1

 t=3الحل : 

ما الفترات الزمنية التي يتحر  فيها الجسم في  -2 

 الاتجاه الموجب والسالب

 الحل: 

)في  (1,3) ) 0v t  تكون الحركة في الاتجاه الموجب 

)في  (3,5) ) 0v t   تكون الحركة في الاتجاه السالب 

 ما الفترات التي تتزايد وتتناقص السرعة المتجهه؟ -3

  (5,1تتناقص على )

 ( :5مثال )

) بين الاقتران  )v t  المبين   

 في الشكل المجاور منحناه

 السرعة المتجهة لجسم 

 السرعة المتجهة  v، حيثمستقيم في مسار  يتحر  

 الزمن بالثواني : tبالمتر لكل ثانية، و

 سكون.التي يكون عندها الجسم في حالة  tأجد قيم  -1

 t=5الحل: عند 

 ما الفترات الزمنية التي يتحر  فيها الجسم في -2

 الاتجاه الموجب والاتجاه السالب؟ 

 :الحل

 ( 5, 12في الاتجاه الموجب في ) 

 (0, 5في الاتجاه السالب في ) 

 ما الفترات التي تتزايد فيها سرعة الجسم المتجهة؟ -3

 فيها سرعة الجسم المتجهة؟  وما الفترات التي تتناقص

 الحل:

 ( 0, 12السرعة المتجهة متزايدة في )
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 (6مثال )

 

 

 

 

 

 

 s(tيمثل الاقتران )

حناه في الشكل المجاور موقع جسم يتحر  في المبين من

 الموقع بالأمتار، sمسار مستقيم حيث 

t :الزمن بالثواني 

 التي يكون عندها الجسم في حالة سكون  t أجد قيم (1

 :الحل

  V(t= ) 0سكون عند 

 أفقي عند s(tيعني المماس لمنحنی ) 2 ,6t t   

لفترات الزمنية التي يتحر  فيها الجسم في الاتجاه ا (ما2

 الموجب والاتجاه السالب؟ 

 الحل: 

 

( وفي 0, 2السرعة في الاتجاه الموجب في ) 6,  

 V(t> ) 0متزايدة و تكون  s(t)      عندما تكون 

متناقصة  s(t( عندما تكون )2, 6وفي اتجاه السالب في )

    V(t) < 0فتكون

، فما t=  4عندما   إذا كان تسارع الجسم صفر (3

الفترات التي تتزايد فيها سرعة الجسم المتجهة؟ وما 

 الفترات التي تتناقص فيها سرعة الجسم المتجهة؟

 

 

(4) 0a   

السرعة المتجهه متزايدة على  4, ومتناقص

 0,4  

 اسئلة الثوابت

 قواعد:

 (f(x يمر بالنقطة ( , )a b        ( )f a b   

 نقطة حرجة أو قصوى أو صغرى أو  عظمی 

فإن    x=aعند 
/( ) ( ) 0f a b f a   

 a, b) فإن  ( نقطة انعطاف
/ /( ) ( ) 0f a b f a   

  انعطاف أفقي عندx=a    فإن
/ / /( ) 0 ( ) 0f a f a  

  إذا علمت معادلة المماس عندa  =x نفإ  

/ /( ) , ( )f a y f a y   

 عند  مماس أفقيx=a            / ( ) 0f a   

 مثال:

3اذا كان  2( ) 4 7f x x bx x    فما قيمb  التي تجعل

  x=-1له انعطاف عند 

 الحل

 / 212 2 7f x x bx   

 / / 24 2f x x b     

/ / ( ) 24 2 0f x b      

 

 

 



 

   
 

54 
 

    

 مثال:

اذا كان   32 8f x x bx x     فما قيمb   اذا كان

 x=2للاقتران قيمة صغرى عند 

 الحل:

  26 2 8f x x bx    

 2 24 4 8 0 8f b b      

 مثال: 

3 ذا كانتإ 2( )f x a x b x c x d    الذي يمر   

ومعادلة المماس عند الانعطاف  (1,5)بالنقطة 

3هي (1,2) 7 0y x    فما قيم

, , , .a b c d 

  الحل :

/ 2

//

( ) 3 2
( ) 6 2

f x a x b x c
f x a x b

  
 

 

(1) 5

5.........(1)

f

a b c d

 

   
 

(2) 1

8 4 2 1......(2)

f

a b c d

 

   
  

انعطاف   (1,2)

/ / (2) 0

12 2 0.......(3)

f

a b

 

 
  

 المماس : 
/ /7 3 3 (2) 3

12 4 3.........(4)

y x y f

a b c

      

   
  

 بحل المعادلات 

1, 6, 15, 15a b c d       
3 2( ) 6 15 15f x x x x     

 مثال:

اذا كان للاقتران 
3 2( )f x x ax bx c      قيمة

وقيمة صغرى محلية عند    x=-3عظمى محلية عندما 

(1, 14)   فاوجد قيمة, ,a b c . 

  الحل :

(1) 14

15.........(1)

f

a b c

  

   
 

/ 2( ) 3 2 0f x x a x b    

/ ( 3) 0

6 27......(2)

f

a b

  

   
  

/ (1) 0

2 3......(3)

f

a b

 

  
  

 بحل المعادلات 

3, 9, 9a b c      

 مثال: 

)اذا كان للاقتران  ) 1
b

f x x
x

      نقطة

3xانعطاف عندما     احسب قيمةb 

 :الحل

/

2

1

22

1
( )

2 1

1
( 1)

2

b
f x

xx

x b x




 


  

  

3

/ / 32
1

( ) ( 1) 2
4

f x x bx


    

/ / 27
(3) 0

64
f b     
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 مثال:

4 اذا كانت 3 2( ) 3f x x a x bx cx d        

 عن الاسئلة تباعا :فاجيب 

النقاط    اذا كان لمنحنى الاقتران مماس افقي عند -1

( 2, 73) (0, 9)    فما قيمa,b,c,d 

اذا وجدت نقطة ثالثة على منحنى الاقتران لها  -2

 مماس افقي فما احداثياتها .

 الحل:

1- 

 (0) 9 9f d    

(2) 73 8 4 112f a b       

/ 3 2( ) 12 3 2f x x a x b x c     

/ (0) 0 0f c    

/ ( 2) 0 12 4 96

4 , 36

f a b

a b

    

  
  

اذا وجدت نقطة ثالثة على منحنى الاقتران لها مماس  2-

 افقي فما احداثياتها .

/ 3 2

2

( ) 12 12 72 0

12 ( 6) 0

12 ( 3)( 2) 0

0 , 2 ,3

f x x x x

x x x

x x x

x

   

  

  

 

 

 مثال:

اذا كان   2f x a x b x c     للاقتران قيمة

عظمى محلية  عند  3,12  وقطع محورy   عند 0,1  

 a,b,cفما قيم 

 الحل:

(0) 1 1

(3) 12 9 3 1 12

9 3 11.........(1)

f c

f a b

a b

  

    

 

  

/

/

( ) 2

(3) 6 0.......(2)

f x a x b

f a b

 

  
  

 بحل المعادلات

11 22
,

9 3
a b


   

 ثال:م

عددين حقيقين موجبين و فاوجد القيمة  a,bاذا كان 

 العظمى المطلقة للاقتران :

( ) (1 )a bf x x x   في الفترة 0,1  

 الحل:

(1)لاحظ ان  ن (0) 0f f   ويوجد قيمة عظمى

مطلقة على  0,1 

/ 1 1

1 1

1 1

( ) (1 ) 1 (1 ) 0

(1 ) ( ( 1)) (1 ) 0

(1 ) ( ( ) ) 0

0,1,

0

a b b a

a b

a b

f x x b x x a x

x x x b x a

x x a a b x

a
x

a b

a a b

 

 

 

     

    

   




  

  

)بقسمة الحدود المتباينة على   )a b  

0 1
a

a b
 


  

اي ان العدد 
a

a b
يقع ضمن مجال الاقتران على الفترة    0,1  

ذا القيمة الحرجة في الفترة ا 0,1   هي
a

x
a b




  

اجد قيمة الاقتران عند الحرجة  وطرفي المجال بتعويض 

 في السؤال .  xقيمة 
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 رسماستنتاج الخواص من ال 

)الرسم المجاور يمثل (  1 )f x  كثير حدود 

وفترات اوجد فترات التزايد والتناقص والقيم القصوى 

 التقعر ونقاط الانعطاف

 

 

 

 

  الحل :

 

 

) متزايد في , 1) (1, )   

متناقص 1,1 

( 1) 3f   قيمة عظمى محلية 

(1) 3f   قيمة صغرى محلية 

 

 

مقعر للاسفل ,0 

مقعر للاعلى 0, 

نقطة الانعطاف  0,0  

 

 

 

 

 

 

 

 

)من الشكل المجاور والذي يمثل( 2 )f x 

 اوجد فترات التزايد والتناقص

 والتقعر ونقاط الانعطاف 

 

 

 

 

  الحل :

 

 

)أ( متزايد في  , 2) (1, )    

متناقص    2,0 2,  

(0)f قيمة صغرى محلية 

 

 

)  مقعر للاسفل , 1) (1, )   

)مقعر للاعلى 1,1) 

,1)نقاط الانعطاف  (1)) ( 1, ( 1))f f  
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/الشكل المجاور يمثل ( 3 ( )f x 

 أ( ما القيم الحرجة

 ب( اوجد فترات التزايد والتناقص

 ج( فترات التقعر لفعلى ولفسفل

 

 

  الحل :

 

 

 أ( القيم الحرجة

  4,0,4 

)ب( متزايد في   4,0) (4, )  

)متناقص , 4) (0,4)  

( 4)f  قيمة صغرى محلية 

(4)f قيمة صغرى محلية 

(0)f قيمة عظمى محلية 

 ج(

 

)  مقعر للاسفل 2,2) 

)مقعر لفعلى , 2) (2, )   

نقاط الانعطاف    2, (2) 2, ( 2)f f  

 

/الشىىكل المجىىاور يمثىىل ( 4 ( )f x  حيىىثR  متصىىل

3,6على    

 أ( ما القيم الحرجة

 ب( اوجد فترات التزايد والتناقص

 ج( فترات التقعر لفعلى ولفسفل

 

 

 

 

 

  الحل :

 

 الحرجةأ( القيم 

  3,6, 1,4  

)ب( متزايد في   1,4) 

)متناقص 3, 1) (4,6)  

1xقيمة صغرى محلية عندما    

4xقيمة عظمى محلية عندما   

 ج(

 

 

 مقعر لأعلى  3,2 

 (2,6)لفسفل مقعر

,2)نقاط الانعطاف  (2))f 
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/الرسم المجاور يمثل منحنى ( 5 ( )f x 

 أ( ما القيم الحرجة

 ب( فترات التقعر ونقاط الانعطاف

 

 

 

 

 

  الحل :

 

 أ( القيم الحرجة

  0,1,4,5 

 (1,4)متزايد في  

(0,1)متناقص (4,5) 

 ب( 

 

 

 (0,3)مقعر لاعلى

 (3,5)مقعر للاسفل

,3)نقاط الانعطاف  (3))f 

 

( الرسم المجاور يمثل منحنى 6
// ( )f x : جد ، 

 أ( فترات التقعر ونقاط الانعطاف

ب( اوجد 
/// (2)f 

,5ج( اذا كانىىىت  1x x   فمىىىا القىىىيم الحرجىىىة ،

 والقيم القصوى وفترات التزايد والتناقص

 

 

 

 

 

 

  الحل :

 أ( مقعر لاعلى

( ,3) 

 مقعر للاسفل

(3, ) 

,3)نقاط الانعطاف  (3))f 

///ب(  ( )f x =  ميل // ( )f x   

 // 4 0 4( )
0 3 3

f x   


 

 

/ج(  (1) 0f   

// (1)f  موجبىىىىة  صىىىىغرى محليىىىىة عنىىىىدما

1x  

/ (5) 0f   

// (5)f  سىىىىالبة عظمىىىىىى  محليىىىىة عنىىىىىدما

5 x 

 

 

 (1,5)متزايد في  

)متناقص ,1) (5, )  
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 تدريب:

)الاقتران يمثل الشكل منحنى  )f x    : جد 

 

 

 

 

 

 

 

)الحرجة للاقتران القيم ( 1 )f x 

 ( فترات التزايد وفترات التناقص 2

( قىىيم3 x  التىىي يكىىون عنىىدها للاقتىىران قىىيم قصىىوى

 محلية

 ( فترات التقعر4

قيم( 5 x التي يكون عندها للاقتران نقطة انعطاف 

 التي عندها مماس افقي  x( قيم 6

حيث  x( جد قيم 7
/ ( ) 0f x   

حيث  x( جد قيم 8
/ ( ) 0f x  

حيث  x( جد قيم 9
/ ( )f x  متزايدة و متناقصة 

( اوجد  10
0

(2 ) (2)
lim
h

f h f

h

 
  

 

 

 تدريب

 

 

 

 

 تدريب

 

 

 

 

 

 

 تدريب

 

 

 

 

 

 

 

 :تدريب
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 :تدريب

 

 

 

 

 :تدريب

 

 

 

 

 :تدريب

 

 : تدريب

 

 

 

 

 

 

 

 

 :تدريب

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 تدريب

 

 

 

 

 

 تدريب

 

 تدريب

 

 

 

 

 تدريب
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 تدريب
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 ورقة عمل على رسم المنحنيات

) اذا كان الشكك  الجاكا ي ثج ك  جى ىكم الجشكلاول ال لكم ل  لاكيان (1 )f x  الجلاصك  لىكم الرلاكي  2,4  فكنن جى ىكم ،

) ال لايان )f x   ثك ن جوعياً للألىم في الرلاي 

أ( 2,1     )ب 1,4 

د(     (0,4)ج(  2,4 

 

 

 

) اذا كان الشكك  الجاكا ي ثج ك  جى ىكم الجشكلاول ال اىثكل ل  لاكيان( 2 )f x  الجلاصك  لىكم الرلاكي  1,3 فكنن ال لاكيان ، 

( )f x  ثك ن جلازاثداً في الرلاي : 

أ( 1,3     )ب 1,3 

)ج(  2,3)    )د 1,3 

 

 

 

 : ه  f ، فنن جاا  اللازاثد ل  لايان f اذا كان الشك  الجاا ي ثج   جى ىم الجشلاول ال لم ل  لايان( 3

,0)أ( )     )ب( ,0) 

)ج(  3,3)              )(3,9)د 
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 اذا كان الشك  الجاا ي ثج   جى ىم( 4
// ( )f x فنن جاج لل  ثم ، x : اللاي ثك ن ل  لايان لىدها ىوطل اىعطاف هي 

أ( 1 ب(     0 1 

ج(  0     )د 

 

 

 

)  ( اذا كان الشك  الجاا ي ثج   جى ىم ال لاكيان5 )f x  الجعكيف لىكم الرلاكي ( 1, )   فكنن جاج لكل اجثكل الوكثم فكي

) جاا  )f x اللاي لاك ن لىدها  
/ ( )f x   الجشلاول جن الثجثن ل لاسا ي الجشلاول جن الثساي هي جنغثي ج ا د : 

 

أ( 1     )ب 0 

ج(  1,1    )د 2 0 

 

 

) كان الشك  الجاا ي ثج   جى ىم الجشلاول ال لم ل  لاياناذا ( 6 )f x فنن فلاي  اللازاثد ل  لايان ، ( )f x هي : 

,0)أ( )     )ب( ,0) 

,1)ج(  )     )د 

 

 

 

اللاكي  x ، فكنن جاج لكل اجثكل  كثم   الجعكيف لىكم f اذا كان الشك  الجاا ي ثج ك  جى ىكم الجشكلاول ال اىثكل ل  لاكيان( 7

) ثك ن لىدها ل  لايان )f x  ىوطل اىعطاف هي: 

أ( 2     )ب 2 1 

ج(  2     )د 2 1 2  

 

 لىد اليؤ س الجدببل

x 
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 اذا كان الشك  الجاا ي ثج   جى ىكم( 8
// ( )f x ل  لاكيان ( )f x ككان ل  لاكيان  الجعكيف لىكم  ( )f x  ىوطكل

1x  يال لىد   (1)، فننf  له  ثجل: 

 ب( لظجم ج ىثل    أ( صغيى ج ىثل

 د( لظجم جطىول    ج( صغيى جطىول

  ال   :

 1 s يال  
// (1)f  ج اب صغيى 

 اذا كان الشك  الجاا ي ثج   جى ىم( 9
/ ( )f x فنن جى ىم ال لايان ، ( )f x جوعكي للألىكم فكي   الجعيف لىم

 الرلاي  

,0)أ(  )     )ب( ,0) 

)ج(  2,2)            )د 2,2 

 

 

 

) اذا كان الشك  الجاا ي ثج   جى ىم ال لايان( 10 )f x فنن ال لايان  الجعيف لىم ، ( )f x :  جلازاثد في الرلاي 

,2)أ( )     )(0,2)ب 

ج(  2,0    )د( ,2) 

 

 

 

) ( اذا كان11 )f x ا لايان ك ثي  د د  كان الشك  الجاا ي ثج   جى ىم الجشلاول ال لم ل  لايان ( )f x فنن جى ىم ، 

 s R :  ثك ن جلازاثداً في الرلاي 

أ(      )ب( ,2) 

,2)ج(  )     )0)د, ) 
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) ( اذا كان الشك  الجاا ي ثج   جى ىم ال لايان12 )f x فنن ال لايان ثك ن جلازاثداً في الرلاي  :  الجعيف لىم 

)أ( , 2)     )ب ( ,0) 2  

,0)ج(  )     )(0,2)د 

 

 

) اذا كان الشك  الجاا ي ثج   جى ىم الجشلاول ال لم ل  لايان ك ثي ال د د (13 )f x  ، 

) فنن جى ىم )f x :  ثك ن جلاىا صاً في الرلاي 

)أ( ,0)     )0)ب, ) 

)ج(  2,0)     )د( 2,2) 

 

 

 بالللاجاد لىم الشك  الجاا ي الذي ثج   جى ىم( 14
/ ( )f x ثث  ( )f x : ك ثي  د د ، اد جا ثألاي 

 فلايات اللازاثد  اللاىا ص  أ( 

 اللاي ثك ن لىدها ل  لايان  ثم  ص ى ج ىثل x ب(  ثم

  ال   :

)، جلاىا ص :  (1,3)أ( جلازاثد :  ,1) (3, )  

1xب( لىدجا    (1) ثجل صغيى ج ىثل  هيf 

3xلىدجا    (3) ثجل صغيى ج ىثل  هيf 
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) بالللاجاد لىم الشك  الجاا ي  الذي ثج   جى ىم ال لايان( 15 )f x  الجلاص  لىم الرلاي  0,4 : اد جا ثألاي ، 

  ثجل ك ً جن :                 
/ / / 1
(3) , (1.5) , ( )

2
f f f 

  ال   :

 

) 
/ 1
( ) 2
2

f          / (1.5) 0f                    / (3) 0f  

3 s   ثجل صغيى ج ىثل    الججاس لىدها افوي  الجث صري 

) ( بالللاجاد لىم الشك  الجاا ي الذي ثج   جى ىم ال لايان16 )f x : ااب لن ك  ججا ثألاي ، 

اللاي لاك ن لىدها  x ( اد  ثمأ
/ ( )f x  غثي ج ا د 

 ( اد :ب
/ / /( 1), (3), (5)f f f 

  ال   :

 (أ 0,1,2,4 

/ (ب ( 1) 0f    

/ (3) 0f   

/ (5)f   5الجث  لىدx   (5,0) , (4,1)ىخلااي الىواط   

1 0
1

4 5


 


     

) بالللاجاد لىم الشك  الجاا ي الذي ثج   جى ىم ال لايان( 17 )f x   لىم 0,6  ثألاي :، اد جا 

) أ( الىوط ال يال ل  لايان  )f x 

 ب( جاج لل  ثم x اللاي ثك ن لىدها 
/0 ( )f x 

3 ( اد :ج  ( ) , 3
d

x f x x
dx
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  ال   :

أ(        0,0 2,2 4,0 6,4 

 

 

ب( 
/0 ( )f x   سالبلf  جلاىا ص 2,4 

( ج

/3 ( )
3 ( )

2 3 ( )

f xd
x f x

dx x f x


 


     

3د  x  

/3 (3)

2 3(3) (3)
3 1 1

2 10 10

f

f







 

 

 ثج   الشك  الجاا ي جى ىم ال لايان( 18 ( ): 2,5f x x   : اد جا ثألاي ، 

 أ(  
/ /( ) (1)f f 

 فلايات اللازاثد  اللاىا ص  الوثم الوص ى )ان  ادت( ب( 

  ال   :

  ( أ

/ /

// / /

( ) (1)

(1) (1) (1) (1)

4 0 1 1 1

f f

f f f f

 

   

    

  

 

 ( ب     

 جلازاثد : 0,2   : جلاىا ص 2,0   : ابت   2,5 

2x لىدجا   ثجل لظجم جطىول  ( 2) 5f   

0x لىدجا   (0)جطىول صغيى ج ىثل ثجل 1f  

2x لىدجا   (2) جطىولج ىثل   ثجل لظجم 5f  

 

 يأس جدبب طيف

 طيف

/ (3)f  الجث  في 2,4 

1  
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 تطبيقات القيم القصوى
 

 امثلة :

 

( وحاصا  راامب)م 50ماا الدايييا المااو بيا م مو )ماا   (1

 اكبم ما يمكا

  الح  :

نفمض :  x  ،  الديي الاو y الديي الثاني 

p x y  

(50 )p x x   

50x y  

50y x  

250p x x  

/ ( ) 50 2 0
25

p x x
x

  


 

50 25 25y    

       ( وم ماااااوع ممبدي)ماااااا 40ماااااا الدااااايييا م مو )ماااااا   (2

 اق  ما يمكا

  الح  :

نفمض :  x  ،  الديي الاو y الديي الثاني 

2 2p x y  

2 2

/

(40 )
2 2(40 )( 1)

20
20

p x x
p x x

x
y

  
   

 
 

 

40x y  

40y x  

 

 

 

متاام ، مااا ( 1000امض مسااتطيلة اللااك  طااو  ساايا )ا   (3

 اكبم مساحة ممكنة ل)ذه الامض

  الح  :

A x y  

(500 )A x x  

 1000المحيط 

2 2 1000
500

x y
y x

 
 

 

2500x x A  

/ 500 2 0
250
250

A x
x
y

  



 

 

 متاام (900يااماي انلاااي حييقااة مسااتطيلة اللااك  مساااحت)ا   (4

متااام، مااا ابدااااي  (2واحاطت)ااا بطمياار ياااام ي  مراا   

 الحييقة التي ت د  للمساحة الكلية والطمير اق  ما يمكا

  الح  :

  4 4A w s   

16 4 4A w s w s    

 900 w s 


900

w
s

 

 

900 900
16 4 4s s

s s
      

/ 3600
16 4 900A s

s
    

2

3600
0 4

s
  

   230 s 900 s 

 
900

30 w
30

 

تكلفااة المتاام ماااا ، امض مسااتطيلة اللااك  يااماي تساااي )ا  (5

( ينااانيم ومااا ال ااانبيا الايااميا 3 ااانبيا متااوا ييا  ااي  

قطدااة مسااتطيلة يمكااا  اكباام ييناااميا( ، احسااا مساااحة 

 ( يينام6000تسي )ا بمبلغ  

  الح  :

A w s  

2
(1000 )

3
A w w   

22
1000

3
A w w   

6000 6 4
2

1000
3

s w

s w

 

 
 

 

 
 

/ 4
1000 0

3
750

500
750 500 375000

A w

w
s
A

  



  

 

 

25 
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نميااي صااند صاانيو  باايوا دطاااي قا يتاا  ممبدااة اللااك   (6

وح مااا  
3cm  32 احساااا ابدااااي الصااانيو  لتكاااوا ، )

 كمية الماية المستييمة لصند  اق  ما يمكا

  الح  :

 ال وانا ماية القا ية  كمية الماية 
2

2

2

4
32

4

c x x h

c x x
x

  

  
 

  

2

/

2

128

128
2 0

2

c x
x

c x
x

x

 

  



 

2v x h  
2

2

32
32
x h

h
x

 


 

 

 
   4الدمض ، 4الطو 

الامتفاع  32
162 

 
 

  مسااحت)ا ومقاة مساتطيلة اللاك   (7
2cm ي ياما   (50  

ومااا   (cm 4 تاامه  ااوام  مااا ا لااا واسااف  الومقااة 

 المساااحة، فمااا بداايو الومقااة لتكااوا   (cm2ال ااانبيا  

 اق  ما يمكا  المطبو ة
 

( والنسااابة بااايا بدااايو 99يطاااي مساااتطيليا  م ماااوع مح (8

  ( وبااايا بدااايو المساااتطي  الثااااني 2:  3المساااتطي  الاو   

 ( ، فما اصغم قيمة لم موع مساحتي المستطيليا4:  3 
 

صاافيحة مدينيااة مساااحت)ا   (9
2cm 1200)  يااماي صااند 

من)ا قا يت  ممبداة اللاك  ومفتاون ماا الا لاا ،  صنيو 

 للصنيو  او ي اكبم ح م يمكا تكوين 

  الح  :

2

2 300
( )

4

v x h
x

v x
x

 

 
 

3

300
4
x

v x  

 

1200A  

2 4 1200
300

4

x x h
x

h
x

 

 
 

 

 

 

2
/ 3

300 0
4

20

x
v

x

  

 

 

220 20 10 4000v cm     

 

 او ااااااااااي النقطااااااااااة التااااااااااي تقااااااااااد  لااااااااااا منحنااااااااااا (10

2 6 10y x x   وبداااااااي ا  اااااااا النقطاااااااة 

 0,1 اق  ما يمكا 

  الح  :

2 2

2 2

2

( 1) ( 0)

2 1

2 4 11

w x y

w x x y

w x x

   

   

  

 
2

2 2

6 10
6 10

y x x
y x x
  
  

 

 

/

2

4 4

2 4 11
1

17

x
w

x x
x

y




  
  

 

 

النقطة  1, 17 

نصف  ما اكبم مساحة مستطي  يمكا مسمة ياي  يائمة  (11

 (سم10قطم ا  

  الح  :
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 :1مثال

يحييييييييييتفاعييييييييييت  ا      يييييييييي ا
3 3 mبمبنيييوياعد  ييي اا

ياكم افيا1m ن امس فةاا
 لشييييييييورا لمديييييييي ع  ا  ييييييييي ا

يي يصاريي اي ييرامييلا ن ،ا لييوا لمبنييويا طيي أا ر ييلاع 
اعدملاف قا لست  ام لامِسً ال ا

 الحل:

طييييي أاLقتييييي اا ل  عديييييةاوييييي،لا لسييييي صاع   ،ايااليييييتول
ا لس صياكم افيا لشور

 

1 2

3 3 1
sin ,cos ,0

2L L


       

1 2

3 3 1

sin cos
L L L

 
     

2 2

3 3 cos sin

sin cos

dL

d

 

  


   

0
dL

d
  

3 33 3cos sin   

 
3

3tan 3 3 3    

tan 3
3


     

3


 قتمةاحل ةاعح، ةايانستخ ما خت   ا لمشتقةا

dL  علواعن  اا ش  ة

d
ا

ا
للارتل ناقتمةاصغلىامح تةا ن م 

3


 اا

ا ذنا رراط أاممولال س صاه 
3 3 1

6 2 8 m
3

sin cos
3 3

L


 
 

     
 

 

ا:2مثال
يييييينِ  ا صيييييين عقا  ييييييواشييييييورامتيييييي    امسييييييت تلا ياص 
مييييييلار  ييييييةاكل يييييي نا قتقييييييةيامل  ييييييةا لشييييييورياط ل يييييي ا

8dmميييييييييييلامل  ييييييييييي  امت  بقيييييييييييةاا4عذلييييييييييي ابق ييييييييييي اا
ا لد  نيييييدا ليييييوا ن  يييييو ا  ييييي ا ب ييييي  ا  ع ي هييييي ياعطييييييِ 

ا ل ن عقالتو ناحدم ا كبلام اي مول 

 الحل:

ه اط أاكرامل  ار   املا ع ي ار  ةااx فتل،ا نيا
اطي أا لق  يةاهي اا لكل ي نا نصي تةا  اdm 8ع مي ا ني

يافإناط أاكرا  نداملا   نب  اب  ار ي ا لمل  ي  ا
 ل ييييغ،لةامن يييي اهيييي  8 2 dmxكميييي ايف ييييلافييييياا
ا لمخ فا لمد ع ا 
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ا

ا

ي بيي،لا لشييورا لمديي ع ا ب يي  ا ل يين عقا لنيي   اب يي ا   لييةا
ا لد  ندا  ا لمل    ا ن   ةا ل غ،لةاعطيِ 

ا

ا   احدصاهذ ا ل ن عقا:
اصتغةاحدصامت    ا لمست تلا ا

V l w h    

8وت  دض 2 , 8 2 ,l x w x h x    اا

     8 2 8 2V x x x x      

3 24 32 64x x x    ا

 ذنا  رتييييييييل نا لييييييييذ ايموييييييييراحدييييييييصا ل يييييييين عقاهيييييييي :
  3 24 32 64V x x x x  ياعمد لييييييييييييييييييييي ا

0 ه : 4x اا

  2' 12 64 64V x x x    
212 64 64 0x x    ا

23 16 16 0x x    

  3 4 4 0x x    
3 4 0 4 0x or x     

4
4

3
x x   

   يييي اقتمييييةاحل ييييةاع حيييي ةافيييييا ل تييييلة 0, ياهييييي4
4

3
x قييييتصايموييييلا لمق  نييييةاا3ي نييييياع يييي  اياعهييييذ ا

و،ن يييي ابحسييييدانفلدييييةا لوييييتصا لق يييي ىياعهييييي:ا لوتمييييةا
ا لحل ةاياعقتمت اطلفيا ل تلةا 

 0 0V   
3 2

4 4 4 4 1024
4 32 64

3 3 3 3 27
V
       

          
       

 

 4 0V   

مل  يي  اا4 ذنايا كبييلاحدييصال  يين عقاهيي ا نيي ار يي ا

ا من يي امت  بقييةامييلا ع ييي لاياطيي أاكيير  
4

dm
3

 اعمييلا

ا ب   ا ل ن عقاهي:اثصيا افإني

4 16
8 2 dm

3 3
l

 
   

 
 

4 16
8 2 dm

3 3
w

 
   

 
 

4
dm

3
h   

 طريقة بديلة: 
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ي موننييييا عيييت م أا خت ييي  ا لمشيييتقةا لو نتيييةالتح يييي انييي  ا

 لوتمةا لحل ةا ن م 
4

3
x ا ا

ابإيد  ا لمشتقةا لو نتةا
 '' 24 64V x x   

وت  دض
4

3
x ا

4 4
'' 24 64 32 0

3 3
V

   
       

   
 

 :3مثال

 لغيييييييييداشيييييييييلكةافييييييييييا
  يييييييييييييمتصاصييييييييييييين عقا
م تييييي ااميييييلا ن  يييييويا
عر     امل  ةا لشورا
ياعمسييييييييي حةاعييييييييي ح ا

1080cmااااا لك تيية
كميي افيييا لشييورا لمديي ع  ا  يي اا2

ا ب   ا ل ن عقالتو ناحدم ا كبلام اي مولا 

 الحل:

اAعمس حةاع ح ا لك تةاVلتولاحدصا ل ن عقا
24 1080A xh x    

21080

4

x
h

x


  

2V x h  

 
2

2 1080

4

x
V x x

x

 
  

 
 

 31
1080 ,0 1080

4
x x x     

   21
' 1080 3

4
V x x   

 ' 0 360V x x    

ا360 لوتمةا لحل ةاهي

  يييي احدييييصا ل يييين عقا نيييي ا لوتمييييةا لحل ييييةاع نيييي اطلفيييييا
ا لمد أ

 0 0V   

   1
360 1080 360 360 360

4
V    

180 360 1080 10   

 1080 0V   
 ذنايوييييييييييييييي نا لحديييييييييييييييصا كبيييييييييييييييلامييييييييييييييي ايمويييييييييييييييلا نييييييييييييييي م 

6 10 cmx ع نييييييييييييييييييييي ه ايوييييييييييييييييييييي نا     ييييييييييييييييييييي  ا

3 10 cmh ا

ا
 :4مثال

ياا4mياعطيييي أا  خييييلااm8 ميييي   ناطيييي أا حيييي هم ا
 اعهمييي ام وبتييي نابسييي ك،لاي يييلانا9mع لمسييي فةاو،ن مييي ا

رمةاكرا م  او   ا ن اع حا ن ،اكمي افييا لشيورا
 لمدييييي ع  ا  ييييي ا لم رييييي ا لمن عيييييدالتوب،ييييي ا ل  ييييي اوييييي،لا
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 ل ميي  يلابح،ييوايويي ناطيي أا لسيي  ا لم سييت مرا رييراميي ا
اي مول ا

 الحل:

  عيييصام خ ً ييي ال  مييي  يلياع لسييي ك،لياع ل  ييي يام  تلًِ ييي ا
اه اط أا لس  ا لذ اي را ل م  يلاب ل    ااw نيا

اون ءًا  وا لشورا لمد ع يافإن:
W y z   

 

ا لمسييي فةاوييي،لا ل مييي  يلاهييييا يافيييإناب  ييي اا9mبمييي ا ني
ياع   لا يلااx ل   ا لا ح هم ا) نصغلامولًا(اه 

9  ل م  ا  خلاه : xا

او  لةامتغ،لاع ح ااW كتدا  رتل ن
انفلدةاف،و غ  عا

2 2 24y x   
2 16y x   

 
22 29 8z x    

 
2

9 64z x    

W y z   ا

   
22 16 9 64W x x x      ا

0عمد ل اه :ا 9x ا

 
 

 
2 2

9
'

16 9 64

xx
W x

x x

 
 

  
 

 

 
2 2

9
0

16 9 64

xx

x x

 
 

  
 

   
2 29 64 9 16x x x x      ا

      
2 22 29 64 9 16x x x x      

     
2 2 22 2 29 64 9 16 9x x x x x x       

 
224 9x x   

2 24 81 18x x x    

23 18 81 0x x    

2 6 27 0x x    

  3 9 0x x    
3 0 9 0x or x     
3 9x x    

9xبم ا ن  اخ   ا لمد أيافإن  ا   مر ا



 
 
 
 
 

72 
 

قييييتصاي موييييلا لمق  نييييةاو،ن يييي اا3ونيييي ءًا  ييييواذليييي يا   يييي ا
 لق يي ىياعهييي:ا لوتمييةا لحل ييةياابحسييدانفلدييةا لوييتص
اعقتمت اطلفيا ل تلة 

 0 16W   

 3 15W   

 9 17.8W   
ميييلا ل مييي  ااا3m ذنيايديييدا وب،ييي ا ل  ييي ا  يييواب  ييي ا

 نر ييييييلنالتويييييي ناطيييييي أا لسيييييي  ا لم سييييييت مرالتوب،يييييي ا
ا 15m ل م  يلا ررام اي مولياعه ا

 :5مثال

خ فام    التس،ت احف،لةامست ، ةا لشيوراريلنان يلا
كمييي افييييا لشيييورا لمدييي ع ياعحييي  امسييي حةا لحف،يييلةاوييييا

245000m
لتيي ف،لاكمتييةا شييداك نتييةا غن ميي ا  يي اا2

 ب ي  ا لحف،ييلةا لتيييا د ييراطي أا لسييت  ا رييراميي ايموييلا
ا  مً ابأنا لد ءا لمق ورال ن لا ايحت  ا لوا س،ت 

ا
 الحل:

اAعمس حةا لحف،لةااLلتولاط أا لست  ا
245000A xy   

245000
y

x
  

2L x y   

 
490000

, 0L x x x
x

    

  2

490000
' 1L x

x
   

 ' 0 700L x x    
ا700 لحل ةاهياxقتمة

  3

980000
''L x

x
  

  3

980000
'' 700 0

700
L    

ا ذنايو ناط أاعت  ا ررام ايمولا ن م ا

700 mx 245000عاا
350 m

700
y  ا

 :6مثال

 تييييي  نا عيييييل ءاع م،يييييلةاي متيييييً ا عيييييت    ً السييييي  قا ل ييييي عا
) لميي  ث ن(افيييا حيي ا نييي ما ن  قيي ا عييل ءامييلامن ل يي ا

شيم أامني أا م،يلةا لسي  ةاا20km لذ ايق ا  واب ي ا
9:00a.m 8ع  د ييييييي ا ن  يييييييً ابسيييييييل ةاkm/hعفييييييييياا

 ل رييي ان سييي ا ن  قييي ا م،يييلةافييييا  دييي لا لشيييلقابسيييل ةا
6km/h فييييا  اعييي  ةا كييي نا عيييل ءاع م،يييلةا ريييلنامييي ا

يمولا لواب ض م يا  مً ابأناكلاامن مي ا كضي امي ةا
2.5hا
 الحل:

اI فتييييييل،ا نا عييييييل ءاويييييي   ا لييييييلكضامييييييلا لنق ييييييية
عييييي  ةياع نا م،يييييلةااtب ييييي اJععصييييي  ا ليييييوا لنق ييييية

ياععصيي  اAميلا لنق يةا-فييا ل ري ان سي - ن  قي ا
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عييي  ةاع يييذل يافيييإناب  ييي ا عيييل ءااtب ييي اB ليييوا لنق ييية
s ع  ةاه :اt لا م،لةاب   JBا

ا

اب عت م أانفلدةاف،و غ  اافإن:

2 2s JB JA AB    

20اااااااااااااااااااJA لمس فة 8JA t  

6AB                             اAB لمس فة t 

2 2s JB JA AB    

     
2 2

20 8 6s t t t    

2100 320 400t t    

0 عمد ل اه : 2.5t ا

 
2

100 160
'

100 320 400

t
s t

t t




 
 

2

100 160
0

100 320 400

t

t t




 
 

 100 160 0 1.6t t     

قييتصامموييلا لمق  نييةاو،ن يي ابحسييدانفلدييةا لوييتصاا3   يي ا
اطلفيا ل تلة لق  ىياعهي:ا لوتمةا لحل ةياعقتمت ا

 0 20s   

 1.6 12s   

 2.5 15s   
 ذنيا ك نا عيل ءاع م،يلةا ريلنامي ايمويلا ليواب ضي م ا

عييييي  ةاميييييلاوييييي ءاكيييييرامن مييييي ا ليييييلكضيا  اا1.6ب ييييي ا
ا a.m 10:36 لس  ةا

 :7مثال

 ن  ييييييييي ار يييييييييي  اميييييييييلا حيييييييييي ىا لمح ييييييييي  ا لسيييييييييي  ةا
10:00a.mع حيييييييلجافيييييييييا  دييييييي لا لدنيييييييي نابسييييييييل ةاا

60km/h ح،ييييوا لمح ييييةا لت لتييييةاعفيييييا ل ريييي ان سيييي يا
ثييصاا45km/h ن  يي ار يي  انخييلانحيي ا لغييلنابسييل ةا

عصيييييرا ليييييوامح يييييةا ن يييييلاقا لق ييييي  ا نعأا لسييييي  ةا
11:00a.mفييييا  اعييي  ةايوييي نا لق ييي   نا ريييلنامييي اا

ايمولا لواب ض م 

 الحل:

ب ي ا لق ي  اyب  ا لق   ا  عأا لا لمح يةيااxن ل،
ياا ل  ييي اوييي،لا لق يييي  دلاD لوييي نيا يييلا لمح يييةاعن ييييل،

 لق   ا لو نيا عتغلقاع  ةاع حي ةال  صي أا ليوا لمح يةا
اك،  متلا ن  ا45 ذنافق ا ن   املانق ةا    ا
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اع  ةاملا ن لار م ايو نااtب  

60x t  

 45 45 45 1y t t     

      
22

60 45 1D t t t    

 
223600 2025 1 ,0 1t t t      

 
 

 
22

7200 4050 1
'

2 3600 2025 1

t t
D t

t t

 


 
 

 
22

11250 4050

2 3600 2025 1

t

t t




 
 

 ' 0D t   

4050 9

11250 25
t    

9 لحل ةاهياtقتمة

25
t ا

ا ن ا لوتمةا لحل ةاع ن اطلفيا لمد أاD   ا لمس فة

 0 2025 45D    

 1 3600 60D    

2 2
9 9 9

3600 2025 1 36
25 25 25

D
     

        
     

 

 نييييي م  ذنايوييييي نا لق ييييي  ا ريييييلنامييييي ايمويييييلا ليييييواب ضييييي م ا
9

25
t اث نتةا36 قتقةاعا21  اب  اا

ا10:21:36ع ك نا لسل ةاح،نئذا

 :8مثال

 حفيي ا    ةا حيي ا لمسيي  اا نامت عييفا يي  ا لحضيي  ا
شييييخاا ذ اكيييي ناعيييي لاوتيييي اا1000ل ييييل،اميييي اهيييي ا

ا50ع نا يييي  ا لحضيييي  اي ديييي ابمقيييي   ااJD26 لتييييذكلةا
شخ ييً امق وييراكييرا ينيي  ايخ ييصامييلاعيي لا لتييذكلةا ذ ا

  وا لخ م  ااJD4ك نامت عفام اين ق اكراشخاا
 لمسيييييلاافمييييي اعييييي لاوتييييي ا لتيييييذكلةا ليييييذ ايحقييييي اا  خييييير

ال مسلاا   وا يل  

 الحل:

هيييييي ا لمب يييييها لييييييذ اخ ييييييمت ا    ةااx فتيييييل،ا ع ا ن
 لمسيييييلااميييييلاعييييي لا لتيييييذكلةا نصييييي ياع مييييي ا نا ييييي  ا

شخ يييً امق ويييراكيييرا ينييي  اا50 لحضييي  اي دييي ابمقييي   ا
مق وييراا50xيخ ييصافييإنا يي  ا لحضيي  اي ديي ابمقيي   

ا ين  اxكر

ا رتل نا لإيل  
 ) لإيل  املا لتذ كل() لإيل  املا ن  قاكراشخا(ا+ا R x 

 

ا
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اب لت  دض

ا=ا   ا  شخ ص(   ا نشخ ص(ا+ا)ع لا لتذكلا4)

اب لت  دض

    1000 50 26 1000 5 4x x x     ا

250 500 30000x x     

ا ذنيا  رتل نا لذ ايمورا لإيل  اه :

  250 500 30000R x x x     

  ييي ا لإييييل  ا لحييي   'R xثيييصا  ييي ا لوتميييةا لحل يييةاا
للارتل ن R xن م ا  ' 0R x ا

 ' 100 500R x x    

100 500 0x    

5x     ا   
ابإيد  ا لمشتقةا لو نتةاللارتل نا لإيل  

 '' 100R x    
5xوت  دض ا

 '' 5 100 0R     
5x  حظا ن ا    اقتمةا فموام  قةا ن م  ا

 ذنيايحق ا لمسلاا   وا يل  ا ذ اخ ضاع لا لتيذكلةا
اJD21  ا ذ ا ص حاع له ااJD5بمق   ا

 :9مثال

اJD350ش شييةا   يي  اشيي لدً ابسيي لاا200يبتيي امتدييلا
ل ش شيييةا ل  حييي ةياعرييي ا شييي  امسيييحال سييي قا  ييي لاخب،يييلا
 سيييي د افيييييا لمتدييييلا لييييوا نا يييي  ا لش شيييي  ا لمبت ييييةا

ش شييةا نيي اكييراخ ييصامقيي   لاا20شيي لدً اي ديي ابمقيي   ا
JD10ميييييلاعييييي لا لش شيييييةا ل  حييييي ةا  ييييي اعييييي لاوتييييي اا

ا لش شةا ل  ح ةا لذ ايحق ال متدلا   وا يل  اممول

 الحل:

ا ين  اxلتولاع لاوت ا لش شةا ل  ح ةاه 
  ا نامقيي   ا لخ ييصامييلاعيي لاوتيي ا لش شييةا ل  حيي ةاهيي 

350 xا ين  ا
 يي  ا لش شيي  ا لمبت ييةامقيي   ه ع  لتي ليا ح ييراعديي  ةافيييا

 
20

350 700 2
10

x x  اش شةا

ا ذنا   ا لش ش  ا لمبت ةاعتو نا

200 700 2 900 2x x     ا

اع لاوت ا لش شةا ل  ح ةاب  ا لخ صا   ا لش ش  ا لمبت ةا=ا  يل  ا

    2900 2 900 2R x x x x x     
 ' 900 4R x x   
 ' 0 225R x x    

ا225    اقتمةاحل ةاعح، ةاهيا
   '' 4 '' 225 4 0R x R       

نلاحيييييييظا نا  رتيييييييل نا  ييييييييل  الييييييي اقتميييييييةا فميييييييوا نييييييي م 

225x ا
 ذنايحق ا لمتدلا   وا يل  اممولا ن م ايو ناع لاوت ا

ا ين   ا225 لش شةا ل  ح ةاه ا
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 :10مثال

عهييييياا4ftيلدييي ام يييي  ا لتقيييي ةاصييي  ةال  حييييةا       يييي ا
م  قيييةافييييام يييل،افنييييا ذ اك نييي ا  عيييةا لكييي م،ل ا قييي ا

كميي ايف ييلافييياا1ft عيي را لح فييةا لسيي  تةال  حييةابمقيي   ا
 لشييورا لمديي ع يافأ يي اب يي ا لكيي م،ل ا لييلا ما ييلا ل  حييةا

ا كبلام ايمولالتك نا  عدةا   دلا  عت  

ا

ا

ا

ا

 الحل:

 لتيايل  ا يد  اايف لاملا لشورا ناظرا ل  عدة
ا كبلاقتمةال  اي  واب لم   لةا   تة:

 tan tan     
 لذ ايموراب  ااxو  لةا لمتغ،لا كتداظرا ل  عدة

ا ل  عةا لا ل  حة

ا  رتل نا لم   نا يد  اقتمت ا لق  ىا
 tan tan     

امت  بقةاظرا ل لقاو،لا  عدت،ل

tan tan

1 tan tan

 

 





 

وت  دض
5 1

tan , tan
x x

  ا

2

2

5 1 4

5 1 5
1

x x x

x

x x x



 


 
 

2

4
tan

5

x

x
 


 ا

     

 

2

2

2
2

5 4 4 2
sec

5

x x xd

dx x




 
 


 

 

2
2

2
2

20 4
sec

5

d x

dx x





 


 

 

2

2
2

20 4
0

5

x

x





 

220 4 0 5x x     

ا

  حظاملا خت   ا لمشيتقةا نعليواع ي  اقتميةا فميوا
5xم  قةا ن م  ا

5 ذنيايدييدا نايويي ناب يي ا لكيي م،ل ا ييلا ل  حيية ftا
الكيا ك نا  عدةا   دلا  عت  ا كبلام ايمول

 :11مثال
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نفييل اعيي  ةا لييوال حيي ةام  قييةا  ييواحيي  فافيييامن ل يي ا
متييلً افيي قااdمتييلً اع    يي  اح فت يي ا لسيي  تةاh       يي 

 ،ن  اكم افيا لشورا لمد ع اكيصامتيلً ايديدا نا بت ي ا
 كبييييلاميييي ااعيييي  ةا ييييلا لديييي   التكيييي نا  عدييييةانفلهيييي 

ايمول؟

ا
 الحل:

انسميا  ب   اعقت ع  ا ل ع ي اكم افيا لشور

 
 tan tan     

tan tan

1 tan tan

 

 





 

 
2

, 0

1

h d d

x x x
d h d

x




 



 

 2
tan

xh

x d h d
 

 
 

     

  

2

2

2
2

2
sec

x d h d h xh xd

dx x d h d




  


 
 

   

  

2

2

2
2

cos 0
x d h d hd

x
dx x d h d

   
 

 
 

بم ا ن
2


 2فإناcos 0x ا ذنا

   2 0x d h d h     

   2x d h d x d h d      

    اقتمةاحل ةاعح، ةاهي x d h d ا

dنستخ ما خت   ا لمشتقةا  علواعن  اا ش  ة

dx

ا

 
،   x dtا

   

  
2

2
cos

dt d h d hd
dt

dx dh d h d

   


 
 

  

2
2

2
cos 0

d h
dt

dh d h d
 

 
 

،    2x d h d ا

 
     

  
2

2

2
cos 2

d h d d h d hd
d h d

dx dh d h d

    
 

 
 

 
  

2
2

2
cos 2 0

dh
d h d

dh d h d
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 ذنايديييييييييييدا نا بت يييييييييييي اعييييييييييي  ةا ييييييييييييلا لدييييييييييي   امسيييييييييييي فة
  md h dلتكييييي نا  عديييييةانفلهييييي اكبيييييلامييييي اا 

ايمول

 :12مثال

   يي ا لنق ييةا) لنقيي ة(ا ل  ر ييةا  ييوامنحنييوا  رتييل ن:

  24f x x لتييييياهيييييا رييييلناميييي ايموييييلا لييييواا 
 لنق ة 0, ا2

 الحل:

 

 فتييييييل،ا نا لنق ييييييةا ل  ر ييييييةا  ييييييوامنحنييييييوا  رتييييييل ن
 f xهيا ,x yع ناdهيا لمس فةاو،ن ي اع ي،لاا

 لنق يية 0, ب عييت م أاريي ن نا لمسيي فةاويي،لانق تيي،لاا2
افإنا  رتل نا لذ ايمورا لمس فةايوتداكم ايأ ي:

   
2 2

0 2d x y     

بمييييي ا نا لنق ييييية ,x yقييييي ا  يييييوامنحنيييييوا  رتيييييل نا 
 f xفإن:ا   24y f x x  اا

 
22 2d x y    

   
2

2 22d x x x    

 
 

 

2

2
2 2

2 2
'

2

x x x
d x

x x

 


 
 

 

 

2

2
2 2

2 2
0

2

x x x

x x

 


 
 

 22 2 0x x x    
34 2 0x x x    

33 2 0x x    

 23 2 0x x    

20 3 2 0x or x     

3
0

2
x x    

ا

0x   يي اقتمييةا فمييوامح تييةا نيي م  ع   يي اقتمييةاا

صغلىامح تةاعم  قةا ن م 
3

2
x ا

 ذنيا رييييييييييلنانق تيييييييييي،لا لييييييييييوا لنق يييييييييية 0, هميييييييييي ا2
3 5 3 5

, , ,
2 2 2 2

   
      
   

ا

 :13مثال
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  ييي ا لنق يييةا) لنقييي ة(ا ل  ر يييةا  يييوامنحنيييوا  رتيييل ن:
  8f x xلتيييييياهييييييا ريييييلنامييييي ايمويييييلا ليييييواا 

 لنق ة 4, ا2

 الحل:

لييييتكلا لنق يييية ,x yييييوامنحنييييوا    8f x xا
علتكلا لمس فةاو،ن  اع ،لا لنق ة 4, اح،واLهيا2

   
2 2

4 2L x y     

   
22

4 8 2L x x     

 

   
22

4
4 8 2

8

4 8 2

x x
dL x

dx
x x

 
    

 

  

 

   
22

8

8

4 8 2

x
x

x x





  

 

0
dL

dx
  

8
8 8

8
x x x

x
    

3 38 64 8 2x x x      

dLنستخ ما خت   ا لمشتقةا  علواعن  اا ش  ة

dx
ا

 
ل نق يييةاf ذنا ريييلنانق يييةاميييلانقييي ةا لمنحنيييو 4, ا2

هي 2, ا4

 :14مثال

  ديييييراا9cmع ل ييييي  اا24cmر  يييييةاكل ييييي ناط ل ييييي ا
من  امل   نامت  بقي ناعمسيت تلانامت  بقي ناكمي افييا
 لشييورا لمديي ع ابح،ييوا موييلاط، يي اع كيي دلاليي اغ يي ءا

امن  :

ا

 كتدا  رتل نا(1 V xا لذ ايموراحدصا ل ن عقاا

 الحل:

    12 9 2V x x x x    
3 22 33 108x x x    

اV ح  امد أا  رتل نا(2

 الحل:

حتيييوايتشيييورالييي ين اصييين عقايديييدا نا كييي نا ب ييي  لاك  ييي ا
ام   ةياعذل اوتحق ا لشلعةا لولاثةا   تةام  :

0,12 0,9 2 0x x x      
9

0, 12,
2

x x x     

  ا نامد أا  رتل ن V x9ه ا
0,

2

 
 
 

ا
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  يي ا ب يي  ا ل يين عقابح،ييوايويي ناحدميي ا كبييلاميي اا(3
ايمول

 الحل:

  2' 6 66 108V x x x    

 ' 0V x   

  6 9 2 0x x    
9 , 2x x   

خيي   ا لمديي أا ذنا  مييرافتكيي نا لوتمييةا لحل ييةاا9 لوتمييةا
2x لمد أاهي ل ح، ةا ملا ا

 '' 12 66V x x   

   '' 2 12 2 66 42 0V       
ع  تييي افيييإناحديييصا ل ييين عقايوييي نا كبيييلامييي ايمويييلا نييي م ا

ا2m , 5m , 10m ك نا ب   لا

عدو ناحدم ا ن  ذ  32 100 mV ا

  يييييييي ا لنق ييييييييةا ل  ر ييييييييةا  ييييييييوامنحنييييييييوا ل لاريييييييية:ا(4
2 24 4x y لتيييييياهييييييا ريييييلنامييييي ايمويييييلا ليييييواا 

 لنق ة 0,1ا
 الحل:

لييييييييييييييتكلا لنق يييييييييييييية ,x yييييييييييييييوامنحنييييييييييييييوا ل لارييييييييييييييةا  
2 24 4x y علييييتكلا لمسيييي فةاو،ن يييي اع يييي،لا لنق ييييةا

 0,1هياLاح،وا

   
2 2

0 1L x y     

 
22 1L x y    

2
24

2 1
4

y
L y y


     

 23
2 2, 2,2

4
L y y y      

2

3
1

4

3
2 2

4

y
dL

dy
y y




 

 

4
0

3

dL
y

dy
    

 ذنا    اقتمةاحل ةاعح، ةا ملامد أ L yهيا
4

3
y ا

4ع مق  نيييييييييية

3
L
 
 
 

ميييييييييي ا   2 , 2L L نديييييييييي ا نا

4

3
L
 
 
 

اقتمةاصغلىام  قةا نا

 2 3 4 2 3L       

 2 3 4 2 1L      

4 4 8 2
2 0.82

3 3 3 3
L
 

     
 

 

4قتمةاصغلىامح تةاعم  قةا ن م اL ك نا

3
y ا

ا:ع ك نا
2 16

9
44 5

4 4 3

y
x


       

 ذنا رلنانق ت،لاملانق ةا لمنحنوا لوا لنق ة 0,1هم ا

5 4 5 4
, , ,

3 3 3 3

   
      
   

ا



 
 
 
 
 

81 
 

 :16مثال

يبيي،لا لشييورا لمديي ع امسييت تلًااملعيي مً ا  خييرا لمو ييوا
ا2 ل  عدييةاعهيي امت يي و ا لضيي  ،لاعطيي أار    يي اريي  صا

اعح ةاط أ:

 

اxو  لةاPل نق ةاy   ا لإح  ثيا(1

 الحل:

 لمو وار  صاعمت  و ا لض  ،لا ذناقت ااكرا  عدةاملا ع ي ا

ر     
4

ا

3ه اABم،را لمستوتص
tan 1

4


 اا

عه ايملاب لنق ة 1,0Aا

اهياABم   لة
 0 1 1 1y x y x        

1ه اPل نق ةاy ذنا  ح  ثي xا

اx كتدامس حةا لمست ،راو  لةا(2

 الحل:

امس حةا لمست ،را=اط ل ا ل  
 2 2 1A xy x x    

22 2 ,0 1x x x     

ا   ا كبلامس حةاممونةال مست ،را(3

 الحل:

 ' 2 4A x x   

 ' 0A x   
1

2 4 0
2

x x     

   
1 1

0 1 0,
2 2

A A A
 

   
 

 

1قتمةا فموامح تةاهياAللارتل ن 1

2 2
A
 

 
 

ا

1 ذنا كبلامس حةاممونةال مست ،راهي

2
اعح ةامل  ةا

ا   ا ب   ا لمسيت ،را لتييا د يرامسي حت ا كبيلامي ا(4
ايمول

 الحل:

2 ل  أ 1x 1ع ل ل،ياا
1

2
y x  ا

 :17مثال

يبييييييي،لا لشيييييييورا لمدييييييي ع ا
كت ت،لام  قت،لا ن يً ا ليوا
 ندافيا نبيلك،لاعدمويرا

1  رتييييييل ن: 2sins tا
2ع  رتييل ن: sin 2s tا

ميييييي ر يا لكت تيييييي،لا  ييييييوا
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2ح،يييييو لتل ،يييييدا 1,s sلم ر ييييي ناب  متييييي  اعا tلييييي ملا 
اب لو  ني:

 لتييا كي نا ني ه ا لكت تي نافييااt   ي اقتميةا)قيتص(ا(1
0t لم ر ان س ياح،و ا

 الحل:

1 2s s  

2sin sin 2 , 0t t t   

2sin 2sin cos 0t t t   

 2sin 1 cos 0t t   

sin 0 cos 1t or t   

t   اطبت ياnح،و nا

اح،واyلتكلا لمس فةا لل عتةاو،لا لكت ت،ل

1 2 2sin sin 2y s s t t     

    ةا  لدفا رتل نا لوتمةا لم  قةان  اا ش  ة

2sin sin 2t tوا ل تلةا   0, 2ا

 
2sin sin 2 ,0

sin 2 2sin , 2

t t t
y

t t t



 

  
 

  
 

❶ 2sin sin 2 ,0t t t   
 

 ' 2cos 2cos 2y t t t   

 ' 0y t   

2cos 2cos2 0t t   

 22cos 2 2cos 1 0t t    
22cos cos 1 0t t    

  2cos 1 cos 1 0t t    

1
cos cos 1

2
t or t    

2
, 0

3
t t


    

 يدييي  ا لويييتصا لق ييي ىانسيييت ت ا عيييتخ  ما خت ييي  ا لمشيييتقةا
ا لو نتة

 '' 2sin 4sin 2y t t t    

2 2 2
'' 2sin 4sin 2

3 3 3
y

       
       

     
 

3 2 3 3 3 0       

 0 0y   

  0y    

2 2 2 3 3
2sin sin 2

3 3 3 2
y

       
       

     
 

فيا ل تلةاy ذنا كبلاقتمةالي 0,3هيا 3

2
ا

 لتيييييا كييي نا نييي ه ا لمسيييي فةاt )قيييتص(  ييي اقتميييةاا(2
 لل عييييييييتةاويييييييي،لا لكت تيييييييي،لا كبييييييييلاميييييييي ايموييييييييلياح،ييييييييو

0 2t  ا

 الحل:
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sin 2 2sin , 2y t t t    
 

 ' 2cos 2 2cosy t t t 
 

 ' 0y t 
 

2cos2 2cos 0t t   

 22 2cos 1 2cos 0t t    
22cos cos 1 0t t    

  2cos 1 cos 1 0t t    

1
cos cos 1

2
t or t    

4
, 2

3
t t


    

 يدييي  ا لويييتصا لق ييي ىانسيييت ت ا عيييتخ  ما خت ييي  ا لمشيييتقةا
ا لو نتة

 '' 4sin 2 2siny t t t    

4 8 4
'' 4sin 2sin

3 3 3
y

       
       

     
 

2 3 3 3 3 0       

4 ذن

3
y

 
 
 

اقتمةا فموا

  0y    

 2 0y    

4 4 2 3 3
sin 2sin

3 3 3 2
y

       
       

     
 

فيا ل تلةاy ذنا كبلاقتمةالي , 2 3هيا 3

2
ا

 لتيا ك نا ن ه ا لمس فةاو،لا لكت ت،لا كبلامي ااt ذناقتص

2يمولاهي 4
,

3 3
t t

 
 ا

 :18مثال

150يموييييييييرا  رتييييييييل ن: 0.5p x عيييييييي لا لب لييييييييةاا
 لل  لتةا)ب ل ين  (ا لذ اح   ي ا حي ىا لشيلك  اح،يو

xيييييييييييي  ا لبيييييييييييي   ا لمبت ييييييييييييةاعدموييييييييييييرا  رتييييييييييييل ن:ا 
  24000 0.25C x x ك  ةا نت  ا xاو لة:ا

ا   ا رتل نا لإيل  ا(1

 الحل:

    2150 0.5R x xp x x x    

ا   ا رتل نا لل حا(2

 الحل:

     P x R x C x   
2 2150 0.5 4000 0.25x x x     

2150 0.75 4000x x    
 لييلا ماوت  يي التحق،يي ا كبييلا  ييحا  يي ا يي  ا لبيي   اا(3

اممولاثصا   ا كبلا  حاممول

 الحل:

 ' 150 1.5P x x   

 ' 0P x   

150 1.5 0 100x x     

 '' 1.5P x    
 '' 100 1.5 0P     
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و لةاع ك ناا100 ذنالتحق، ا كبلا  حاممولاي  ماوت ا
ا لل ح ن ه اقتمةا

 100 15000 7500 4000 3500P JD     

  ييي اعييي لا لب ليييةا ل  حييي ةا ليييذ ايحقييي ا   يييوا  يييحاا(4
اممول

 الحل:

100x ن م  افإناع لا لب لةا ل  ح ةايس ع :ا

   100 150 0.5 100 100P JD    

 :19مثال

صييين عرً امييلا لشيييدلةا ل  حييي ةاا30 نييت ام   يييةال ت يي  ا
شيدلةافيياكيرافي  ناميلا ن ،اا20 قلد ً ا ن ا    يةا

عدقرا نت  ا لشدلةا ل  ح ةابمق   اصين عقا ني ا    يةا
شييييدلةا  يييي نتةافييييياكييييرافيييي  نابسييييبدارييييلنا لإشييييد  ا
 لش ي اب ض  املاب ضام ا   ا نشد  ا لتييايديدا

ا    ت  افياكراف  نالتحق، ا كبلا نت  اممول؟

 الحل:

شييدلةااxلييتولا يي  ا  شييد  ا لتييياعييت   افيييا ل يي  ناهيي 
20xح،و ا

ا20x ذنا   ا  شد  ا ل    ةا  وا ل شلدلاه 
عييينقاا ييي  ا ل ييين  ي ا لتييييا نتد ييي اكيييراشيييدلةابمقييي   

 20x اصن عقاا
عدوييييييييي نا ييييييييي  ا ل ييييييييين  ي ا لتييييييييييا نتد ييييييييي اكيييييييييراشيييييييييدلة

 30 20 50x x   ا

اعتو نا رتل نا  نت  ا لك ياملا ل   نا
املاكراشدلة(ا ل ن  ي    اا)   ا  شد  

    250 50N x x x x x     

 ' 50 2N x x   

 ' 0N x   

50 2 0 25x x     

 
شدلةافياكراا25 ذنايتحق ا كبلا نت  ا ن م ايتصا   ا

اف  ن

 :20مثال

متييلً اط لتييً ااPليي ىاميي    
مييييييلاعييييييت  يايلغييييييدافييييييييا
 عييييييت م ل اكيييييي ملًاالتسيييييي،ت ا
حقييييييرا  يييييييا  ييييييواشييييييورا

ار يييييي  ا   ييييييل يا  عدتيييييي 
متييييلً اكميييي افيييييااrب لل  ييييي نيافيييييا   ييييلةان يييي ار لهيييي 

ا لشورا لمد ع :

  ثب ا ناط أا لست  ا للا ما ح طةا لحقراب اه :ا(1

 2P r  ا

 الحل:

اط أار اا لق   ا ل   ل ا لمف را ذناLلتول
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 2 2P r r L r r r         

 

21 ثب ا نامس حةا لق   اهي:ا(2

2
A P r r ا

 الحل:

امس حةا لق   ا ل   ل ا لمف را ذناAلتكل
21

2
A r   

ع م ا ن 2P r  ا:فإنا
2

2
P r P

r r



    

2 2 21 1 1
2

2 2 2

P
A r r P r r

r


 
     

 
ا

 ليييذ ا كييي نااP  ييي ان ييي ار يييلا لق ييي  او  ليييةا(3
ا ن لامس حةا لحقرا كبلام ايمول

 الحل:

 
1

' 2
2

A r P r   

 ' 0A r   

1 1
2 0

2 4
P r r P     

 '' 2A r    

1
'' 2 0

4
A P
 

   
 

 

1 ك نامس حةا لحقرا كبلام ايمولا ن م 

4
r Pا

ا

ا

 :21مثال

   يييوا   يييلةا ل حييي ةا لتييييام   لت ييي :اT قييي ا لنق ييية
2 2 1x y نييييييييي ا ل  عدييييييييييةا ميييييييييلا لمحيييييييييي  اxا

0 لم  دياح،و
2


 اكم افيا لشورا لمد ع ا

 

هيييييييييييييييي:اPT لمسيييييييييييييييتوتص ثبييييييييييييييي ا نام   ليييييييييييييييةاا(1
cos sin 1x y  ا

 الحل:

 

sin ,cos
1 1

y x
    

 cos ,sinT    
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اا نا  عدةام،  اtanيس ع ااOTم،ر
ايس ع ااTPعمن افإنام،ر

1 cos

tan sin



 

 
  

اOT ن اي  م ا
اTPم   لة

 
cos

sin cos
sin

y x


 



    

 2sin sin cos cosy x        

2 2sin sin cos cosy x        

sin cos 1y x    

   ييوااOBQPشيي  ا لمنحييل  ثبيي ا نامسيي حةاا(2

ب  رتل نا   ي:ا
2 sin

2cos
A






ا

 الحل:

  
1

2
A OP BQ OB   

0yنض اOP يد   فيام   لةا لمستوتصاTPفند اا
ا ن

1
0 cos 1

cos
x x OP


      

1yنض اBQ يد   فيام   لةا لمستوتصاTPفند اا
ا ن

1 sin
sin cos 1

cos
x x BQ


 




      

اعمن ا ك نامس حةاش  ا لمنحل اهي:

  
1

2
A OP BQ OB   

 
1 1 1 sin 2 sin

1
2 cos cos 2cos

 

  

  
   

 
 

 لذ ا ك نا ن لامس حةاشي  اا   اقت اا ل  عدةا(3
ا لمنحل ا ررام ايمول

 الحل:

 
     

2

2cos cos 2 sin 2sin
'

4cos
A

   




   
  

2

2sin 1

2cos






  

 ' 0A    
1

2sin 1 0 sin
2 6


       

 

 
 ك نامس حةاش  ا لمنحل ا ررام ايمولا ن م 

6


 ا

 :22مثال

يب،لا لشورا لمدي ع ان فيذةا
مو نييةامييلا يي  يلا حيي هم ا
  ييي  ا  يييواشيييوران ييي ا

ع  خييلااmx   ييلةار لهيي 
  ييييييييييواشييييييييييورامسييييييييييت ،را

ع      يييييييييي اmx ل يييييييييي 
myن ا لد ءا ل    اا ص 
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عح ةا ي ءالكيرامتيلاا1يسمحابملع املا    ام  نا
ييين ا لدييي ءا لسييي  ياميييلا  ييي  اشييي   ايسيييمحا مل ييي اعص 

عح   ا  ءالكرامتلامل ي  ا  ي اقتميةاكيراا3بملع ا
 لتيييييا د ييييراكمتيييةا لضيييي ءا لميييي  اخييييلاأااyعاxميييل

مييلا لم يي ناا 10m لن فييذةا كبييلاميي ايموييليا  مييً ابييأن
 ا عت مرافييا شيو،را طي  ا لن فئيةاك لميً ابمي افييا للر،

اذل ا لق  ةا ل  ص ةاو،لا لد  يل

 الحل:

اQلتكلاكمتةا لض ءا لم  ةاخلاأا لن فذةاك م ة
2

21 1
3 3

2 2 8

x
Q xy xy x 

 
     

 
 

محيتفا لن فييذةاب   يي فةا لييوا لق  يةا ل  صيي ةاويي،لا لديي  يلا
اLه 

2 2 10
2

x
L x y      

5 1
4

y x
 

   
 

 

اعمن افإناكمتةا لض ءا   ح

  21
3 5 1

4 8
Q x x x x




  
     

  
 

120ح،و
0

24 5
x


 


 

25
15 3

8
x x

 
   

 
 

 
5

' 15 6
4

Q x x
 

   
 

 

 
60

' 0
24 5

Q x x


  


 

 
 لن فيذةا كبيلامي ايمويلا ذنا ك ناكمتةا لض ءا لم  اخيلاأا

ا ن م 
60 60 10

,
24 5 24 5

x y


 


 

 
 

 :23مثال

يمييييي  ااي عييييي اه  ييييييةا كييييي نا لييييي      اعغييييييا حييييي ا
اA نيي ميا ن  يي ا  ييوا    تيي امييلا لب،يي ا نيي ا لنق يية

 ل  ر ييةااEيامي  ً اب لنق يةB ليوا لم  عيةا ني ا لنق ية
ا  واح فةا ل لد ا لسلد اكم افيا لشورا لمد ع :

 

يمويييرا لمسييي فةا لتييييايق   ييي ااL ذ اكييي نا  رتيييل نا(1
اxو  لةاLي ع املا لب، ا لوا لم  عةافأكتد

 الحل:

L AE EB   

 
22 25 9 49,0 9x x x        
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0 ثبييييييييييييييييي ا نيييييييييييييييييي ا ذ اكيييييييييييييييييي ن:ا(2
dL

dt
فييييييييييييييييييإن:ا

sin sin ا

 الحل:

 

 
2 2

9

25 9 49

xdL x

dx x x

 
 

  
 

0
dL

dx
  

 
2 2

9

25 9 49

x x

x x




  
 

sin sin ا

 لتييييا د يييرا لكمسييي فةا لتييييايق   ييي ااx  ييي اقتميييةا(3
اي ص ا ررام ايمول

 الحل:

املا ل ل ا لس و 

sinبمييي ا ن sin ع ل  عدتييي نا, ح   ييي نا ذنا
 ا
tanعمن اف ن tan ا  :ا

9

5 7

x x
  

7 45 5x x   
15

12 45 3.75
4

x x     

 

 ذناقتمةا لتيا د را لمس فةا لتييايق   ي اي عي ا ريرامي ا
 km 3.75يمولاهيا

 :24مثال

   ييييييةابسييييييو د ا عيييييي   نتةا
 لشييييوريال يييي اغ يييي ءامحوييييصا
يتيييي  خراميييي ا ل   ييييةابمقيييي   ا

1cmكميييييييييي افيييييييييييا لشييييييييييوراا
 لمدييييي ع  ا ذ اكييييي نان ييييي ا

cmxر لا ل   يةاع لغ ي ء

اعصن  ا ل   ة
ع لغ  ءاملااصفتحةا قتقةاملا مةاللأغذيةيامس حت  

280 cmميييلا عنا  اهييي  افييييا لمييي   افييييا ثنييي ءاا
 م تييييةا لت يييينت افأ ،ييييدا ييييلا نعييييئ ةا لولاثييييةا   تييييةا

ا    ً :
 لتيا د يراحديصا ل   يةا لمغ قيةا كبيلااx   اقتمةا(1

ام ايمول

 الحل:

لييييتولاحدييييصا ل   ييييةاعمسيييي حةاعيييي ح  ا لك تييييةاميييي ا لغ يييي ءا
اع        

 22 2 2 80A x xh x        

 2 1 40x h x    

40
1h x

x
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2 2 40
1V x h x x

x
 

 
    

 
 

 3 240x x x    

 240 3 2
dV

x x
dx

    

0
dV

dx
  

 240 3 2 0x x     

23 2 40 0x x    

  
10

3 10 4 0
3

x x x      

 
2

2
6 2

d V
x

dx
    

2

2
10

3

22 0

x

d V

dx




    

 لتيييا د ييراحدييصا ل   ييةا كبييلاميي ايموييلاهييياx ذناقتميية
10

3
x  

ا   ا كبلاحدصاممولال    ةا(2

 الحل:

3 2
10 10 10 10

40
3 3 3 3

V 
        

                   
 

32300
cm

27
  

  ييييي ا لنسييييي ةا لمئ ديييييةال دييييي ءا ليييييذ ا عيييييت مراميييييلاا(3
 ل ييفتحةال يين ا لغ يي ءا نيي م اكيي نا لحدييصا كبييلاميي ا

ايمول

 الحل:

اCAمس حةا لغ  ءا لك تةلتكلا

   2 2 1 2CA x x x x       

10 10 10 160
2

3 3 3 9
CA




    
      

    
 

 لنس ةا لمئ دةال د ءا لمست مرال ين ا لغ ي ءاميلامسي حةا

ا ل فتحةاهي:

160

9100% 100%
80 80

CA


 
    

200
% 22.2%

9
   

 :25مثال

 لييوا لنق ييةاA لنق ييةيمتيي امسيي  ال ييلكضاشييلرً امييلا
B200مسيي فةااmع قيي ا لنق ييةاC80  ييواب يي ااmا

اBشم أا لنق ة
 لييوا لنق ييةاA ن  يي ا  كييدا  ييوا    ييةامييلا لنق يية

D10بسل ةااm/sياح،وا ق ا لنق يةاDيواب  ي ا  
xمتيلً اغيلنا لنق يةاBياثيصاعي  افيياطلدي امسييتوتصا

ا:m/s 6بسل ةااC لوا لنق ةاDع لاملا لنق ة
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يموييرا ليي ملا لييذ اعتسييتغلر ااx  يي ا رتل نييً او  لييةا(1
 لوااا لنق ةاA  كدا ل    ةافيا  نتق أاملا لنق ة

Cا

 الحل:

AD DCT T T   

2200 6400

10 6

x x 
   

 لتيييييااxقتمييييةامتغ،ييييلةا  يييي اقتمييييةاxبيييي فتل ،ا نا(2
 ليوااAيو نا ن ه ا ل ملا ليلا ماللانتقي أاميلا لنق ية

ا ررام ايمولاC لنق ة

 الحل:

2

1

10 6 6400

dT x

dx x


 


 

0
dT

dx
  

2

1

106 6400

x

x



 

210 6 6400x x   

 2 225 9 6400x x   

 216 9 6400 60 mx x    

 
 ررام ايمويلاهيياT لتيايو نا ن ه ا ل ملاx ذناقتمة
60 mx ا

 :26مثال

يب،لا لشورا لمد ع ام خ ،لالح يقةا  مةا ن ا لنق ة
Rع لنق ييةاQعدموييلا ل صيي أا لييواهييذيلا لميي خ ،لاا

ميييلاطيييلدق،لا مييي  ي،لا  يييوا ييي  يا لح يقييية ا     ا
ءاطلديييييي ا  ييييييي اي ييييييراويييييي،لا ل ييييييلدق،لا  لب  يييييييةا نشيييييي

 لتيييا موييرا  عدييةا لح يقييةااPب لنق يية لقيي يم،لياعدمييلا
  يوا ل يلدق،لالتوي نااBع لنق يةاAف ختي   ا لنق ية

طيييي أا ل لديييي ا لد ييييي ا ر ييييلاميييي ايموييييليا  مييييً ابييييأنا
  يي ااQمييلا لنق ييةاkmx قيي ا  ييواب  يي اA لنق يية

 لتييييا د يييراطييي أا ل لدييي ا لد يييي ا ر يييلامييي ااxقتمييية
ايمول

ا
 الحل:

ااABط أاLلتول

, لنق ة ,A B Pا  وا عتق مةاع ح ةا
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AQP, ذنا لمو و نا لق  م ن PRBامتش و  نا

اينت ا لاذل 
8 8

1

BR
BR

x x
    

L AP PB   
2

2 8
1 64x

x

 
     

 
 

2
2

2

64 64
1

x
x

x


    

2 28
1 1x x

x
     

2 8
1 1 , 0x x

x

 
    

 
 

2

2 2

8 8
1 1

1

dL x
x

dx x x x

    
         

     
 

2

2 2

8 1 8

1

x x

x x

  
 


 

0
dL

dx
  

2

2 2

8 1 8

1

x x

x x

 



 

 2 2 38 1 8x x x    

3 8 2x x    

 

 لتيييا د ييراطيي أا ل لديي ا لد ييي ا ر ييلاميي ااx ذناقتميية
2يمولاهيا kmx ا

 :27مثال

يقيييييييييي ا  ييييييييييرا نيييييييييي ا
  ييييييييييييييوااA لنق يييييييييييييية

شييي طحابح،ييييلةا   لدييييةا
ا3kmن يييي ار لهيييي ا

عهييييي ايلدييييي ا ل صييييي أا
  يوا لد نيدااA لمق و يةا م ميً ال نق يةاC لوا لنق ية

  خيييلاميييلا ل ح،يييلةيافييييا ر يييلاعرييي اممويييلاكمييي افييييا
 لشيييورا لمدييي ع ايمويييلال ل يييرا نايدييي  اوييي ع قاميييلا

ثييصايييلكضاا3km/hبسييل ةااB لييوا لنق ييةاA لنق ية
 حي  ام ري ا لنق يةا6km/hح أاح فةا ل ح،لةابسل ةا

Bلت ييرا لل ييرامييلا لنق ييةاAلييوا لنق ييةا Cفييياا
ا رراعر اممول؟ا ول ا   وتي

 الحل:

اABC نا ل  عدةاBر  صا ل  عدةافياABC لمو و

cosمحت تةا  وار لاعمن افإن
6

x
 ا
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 ن  املك دةامشتلكةام اا2يس ع ااCOBقت اا ل  عدة

اب لق اان س اCAB لمحت تة

لييييتولا ليييي ملا لك يييييا لييييذ ايحت  يييي ا لل ييييرال  صيييي أا لييييوا

اTه اC لنق ة

3 6
A B B C

x L
T T T      

 3 26cos

3 6


   

2cos ,0
2


       

1 2sin
dT

d



   

1
0 sin

2 6

dT

d


 


      

نقييي  نا لييي ملا نييي ا لنق يييةا لحل يييةامييي ا لييي ملا نييي اطلفييييا

,0 لمد أاعهم 
6

ا

 0 2 hT   

3 2.25 h
6 6

T
  

   
 

 

1.57 h
2 2

T
  

  
 

 

 ذنا لوتمييييييةا ل ييييييغلىال يييييي ملا كيييييي نا نيييييي م 
2


 اا  

اABعدق ييييي ا لل يييييرا لقييييي ااA  يييييواB نييييي م ا ن بييييي 
اك ملاا  كض ا  وا لت بسةا عنا د يفافيا لم ء

 :28مثال

radيبييييي،لا لشيييييورا لمدييييي ع امو ويييييً اقتييييي اا ع يييييي ل
4


ا

ا:cm 2عمق و   ا   اط ل ا

ا

ا

   يييييوابييييي  رتل ن:اA ثبييييي ا نامسييييي حةا لمو يييييوا(1

sin 2 cos2 1A    ا

 الحل:

اxهييي اليييتولاطييي أا لضييي  ا  خيييلاميييلا ييي  يا ل  عدييية

نتوييي ناقتييي اا ل  عديييةا لمق و يييةالييي اهييي 
4


 
 

  
 

  ا

3

4




 
 

 
ا

افإناAعلتكلامس حةاهذ ا لمو و

1
2 sin

2
A x      

اع ت ب، ار ن نا لد، نا  واهذ ا لمو واينت ا ن:

3

3
sin sin

4 4

x

 



 

 
 

 

3
2 2

4
x




 
  

 
 

3 3
2 2 sin cos cos sin

4 4
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1 1
2 2 cos sin

2 2
 

 
  

 
 

 2 cos sin    

 
1

2 2 cos sin sin
2

A         

 2 cos sin sin      

22cos sin 2sin     
2 22cos sin sin 1 cos        

 2 22cos sin cos sin 1        

sin 2 cos2 1     

ا ذنامس حةا لمو وا لم  واهي

sin 2 cos2 1A      

ا   امد أا  رتل نافيا لسؤ أا لس و ا(2

 الحل:

 ييي   ا لمدييي أاهييي ا ل تيييلةا لتييييا كييي ناف، ييي امسييي حةا لمو يييوا

3حوتوتيييي ام   يييي اعهيييي اهنيييي ا ل تييييلة
0,

4

 
 
 

 لتييييياطلف هيييي اا

 يييذ  ا رتيييل نا لمسييي حةا نا لمسييي حةا نييي اهيييذيلا لحييي يلا
 كيي ناصيي ل اع نيي ا  ا يي  او،ن ميي ا كيي نا يي   ام   يي افييإذ ا

ك ن 
6


 ا ك نامس حةا لمو وا

sin cos 1
3 3

A
 

    

3 1
1 1.37 0

2 2
A       

 ثبييييييي ا نا كبيييييييلامسييييييي حةاممونيييييييةال مو يييييييواهيييييييي:ا(3

  21 2 cmا

 الحل:

 ' 2cos 2 2sin 2 0A       

2sin 2 2cos2    
3 3

tan 2 1 2
4 8

 
         

   ييييي اقتميييييةاحل يييييةاعح،ييييي ةا يييييملامدييييي أا  رتيييييل ناهيييييي
3

8


 ا

قتمييةا  رتييل نا نيي ا لنق ييةا لحل ييةاميي اقتمتتيي االييذل انقيي  نا
ا ن اطلفيا لمد أ

 0 sin 0 cos 0 1 0A      

3 3 3
sin cos 1

8 8 8
A

   
   

 
 

1 1 2
1 1 2 1

2 2 2

 
        

 
 

3 3 3
sin cos 1 1 0 1 0

4 4 4
A

   
        

 
 

 ذنا كبلاقتمةاممونةا) ل فموا لم  قة(المس حةا لمو وا
اهي:

3
2 1 1 2

8
A

 
    

 
 

 

ا
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 كتاب التمارين: تطبيقات القيم القصوى حلول 
,cm ذ اكيي نا❶ cma bهميي اطيي ليا يي  ،لاثيي وت،لاا

 لتيييياايافأ ييي اقتميييةافييييامو يييوياعك نييي ا ل  عديييةاو،ن مييي ا
ا د رامس حةا لمو وا كبلام ايمول

 الحل:

 
1

sin ,0
2

A ab       

1
cos

2

dA
ab

d



  

0 cos 0
2

dA

d


 


      

 

 ذنامس حةا لمو وا ك نا كبلام ايمولا ن م 
2


 ا

 لغيييداشييييلكةافيييييا  ييييمتصاخييي  نامييييلا ل يييي  ذا للر،يييي اا❷
 لمقيييي عمال  يييي ً ا  ييييواشييييورامتيييي    امت سييييتلا ياحدميييي ا

500m
عر     امل  ةا لشورياعم ت ااميلا    يوا  ي اا3

 نب يييي  ا لتيييييا كيييي ناف، يييي امسيييي حةاعيييي حا لخيييي  نا رييييراميييي ا
ايمول ا

 الحل:

لتول xاعا ا لمل  ة ا لق   ة ا    ط أ hا      
 لخ  ناع Aمس حةاع ح اعا Vاحدم ا

2

2

500
500V x h h

x
     

2 2

2

500
4 4A x xh x x

x
      

2 2000
x

x
   

2

2000
2

dA
x

dx x
   

30 2 2000 10
dA

x x
dx

      

 

 ذنا ك نامس حةاع حا لخ  نا ررام ايمولا ن م ا ك نا
10   ب   اك   ي: m , 5 mx h ا

1يمثلللللللللللللللللل  ا  تلللللللللللللللللل ا : sins t : وا  تلللللللللللللللللل ا

2 sin
3

s t
 

  
 

مللو  ج يملليمتن كتن كللا   للج  

1مملللار مملللتقيم  حتللل  2,s s المو  لللا  ما متلللار  وt

 الزمن مالثوانج:

  لتياي تقياف،  ا لدستم،لاt    اقتمةا)قتص(ا❸

 الحل:

 1 2 sin sin
3

S S t t
 

    
 

 

sin sin 0
3

t t
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2cos sin 0
6 6

t
  

   
 

 

cos 0
6

t
 

  
 

 

6 2 3
t n t n

  
        

ا   اصحتحاغ،لاع لداnح،و

 ل منتييية:  ييي ا كبيييلامسييي فةاوييي،لا لدسيييتم،لافييييا ل تيييلةا❹ 

0 2t  ا 

 الحل:

 ك نا لمس فةاو،لا لدستم،ل f tا

  2 1f t S S   

sin sin
3

t t
 

   
 

 

cos ,0 2
6

t t



 

    
 

 

  cos
6

f t t
 

   
 

 

 ' sin
6

f t t
 

   
 

 

 ' 0f t   

sin 0
6

t
 

  
 

 

2
6

t or


    

5 11
,

6 6
t t

 
   

  ذنا لوتصا لحل ةاهي:
5 11

,
6 6

t
 

ا

نقييي   لاقتميييةا  رتيييل نا نييي ا لويييتصا لحل يييةامييي اقتمتتييي ا نييي ا
اطلفيا لمد أ

 
3

0 cos 0
6 2

f
 

   
 

 

5 5
cos 1

6 6 6
f

     
     

   
 

11 11
cos 1

6 6 6
f

     
     

   
 

 
3

2 cos 2
6 2

f


 
 

   
 

 

ا(m 1 ذنا كبلامس فةاو،لا لدستم،لاهيا)

ويل ا   صله ىللط  ط تلتن لصل   ا24cmسلك كبلغ طوله 
  ائ ة وم ب 

 حيييي  امويييي نا لقيييياابح،ييييوايويييي نامدميييي  امسيييي حتياا❺
  ل   لةاع لمل  ا صغلام ايمولا

 الحل:

لييتكل Aمدميي  امسيي حتيا ليي   لةاع لمل يي اعا rطيي أا
ان  ار لا ل   لة

ا(ايافإن:x cmلتولاط أا لد ءا لذ ا  ن امن ا ل   لةا)

2
2

x
x r r
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2 2

24

2 4

x x
A x 



   
    

   
 

 
1 1 1

' 2 2 6
2 2 4 4

x
A x x

 

 
     

 
 

1 1
3

2 8
x x


    

1 1
3

2 8
x



 
   
 

 

 ' 0A x   

3 24

1 1 4

2 8

x






 



 

 
 ذنايو نامدم  امس حتيا ل   لةاع لمل  ا صغلام ايمولا

24 ن م انق  ال    لةاملا لس  اط ً امق   ل
cm

4




ا

 حيييي  امويييي نا لقيييياابح،ييييوايويييي نامدميييي  امسيييي حتياا❻
  ل   لةاع لمل  ا كبلام ايمولا

 الحل:

نقيييييي  نا لوتمتيييييي،لاAل ح يييييي أا  ييييييوا كبييييييلاقتمييييييةاللارتييييييل ن
 0Aعا 24Aا

 
2 2

20 24 0
0 36 cm

2 4
A 



   
     

   
 

 
2 2

224 24 24
24 45.8 cm

2 4
A 



   
     

   
 

 ذنال ح يييي أا  ييييوا كبييييلامدميييي  ال مسيييي حت،لانخ يييياا
ا لس  اك  ال    لةاع انق  ال مل  اش،ئً امن 

و  عدييييييةااRي تقيييييياطلدقيييييي نامسييييييتوتم نا نييييي ا لنق ييييييةا❼

قت ع  
3

ا ن  قي ا لسيت  ة Aميلا لنق يةاRيوا حي اا  

عفيييا ل ريي ان سيي يا ن  قيي ااا80km/h ل ييلدق،لابسييل ةا
  يييوا ل لدييي ا  خيييلافييييااا50km/hبسيييل ةااB لسيييت  ة

مييلانق ييةا   يي ا ن يي امسيي فةا  يي ا ر ييلااR  ديي لا لنق يية
امس فةاممونةاو،لا لست   ،لا

 الحل:

التكلا  ب   اكم افيا لشورا  ن ل

ا

اع  ةاملا ن لاقا لست   ،لايو ن:اtب  املع 

800 , 50y t z t   

100 50x t   

2 2 2 2 cos
3

r x y xy


    

2 2 2r x y xy    
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2 22 100 50 80 100 50 80r t t t t      

210000 18000 12900t t    

2 18000 25800
dr

r t
dt

    

18000 25800

2

dr t

dt r

 
  

0
dr

dt
  

90
18000 25800 0

129

dr
t t h

dt
       

 
ا ر لامس فةاممونةاو،لا لست   ،لاهي:

2
90 90

10000 18000 12900
129 129

r
   

     
   

 

61kmr   

 

 

 

 

 

 

 

ا

ا

ا

ا

ا

ا
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 نهاية الوحدة اختبار

 اختار رمز الإجابة الصحيحة في كل مما يأتي:
إذا كان zووتره yو xمثلث قائم الزاوية ساقاه (1

1
dz

dt
 3وكاااااااااان

dx dy

dt dt
 فااااااااا نdx

dt
عنااااااااا ما 

4x  3وy  :هي 

a) 
1

3
        b) 1        c) 2         d) 5  

القيماااااااااااااااااة الراماااااااااااااااااا  الم ل ااااااااااااااااااة ل ق ااااااااااااااااااران: (2
  24 6f x x x   في الف رة 0,4 :هي 

a) 6         b) 2         c) 10        d) 12  

لن  اااااااااااااة ا:ر اااااااااااااا  ا ق اااااااااااااران: xالإحااااااااااااا ا ي (3
  5 45 3 7f x x x x    :هو 

a) 0         b) 1        c) 3          d) 1  

ال ااي تنااون عناا ها قيمااة عاماا  م ليااة  xقيمااة (4

ل ق ران     
2

2 3f x x x   :هي 

a) 3        b) 
7

3
        c) 

5

3
       d) 

7

3
 

الف ااااارة إذا كا:ااااا  (5 1,25  هاااااي ملااااااا  ا ق اااااران
الذي م اه  fالم صل 3,30 وكاان ' 0f x  

ف ن 25و 1بين  xللاميع قيم 25f :تساوي 

a) 1        b) 3          c) 25       d) 30  

القيماااااة الرامااااا  الالوحااااا اح المر راااااة  لمسااااااحة  (6
 وح اح هي: 10مثلث قائم الزاوية طو  وتره 

a) 24      b) 25       c) 48       d) 50  

24cmإذا زاد حلام مكرب لمر    (7
3
/min  وزادح

12cmمسااااااحة سااااا    لمرااااا   
2
/min   فااااا ن طاااااو

 شلر  في تلك الل اة هو:

a) 2 cm     b) 2 2 cm    

c) 4 cm    d) 8 cm  

عاااااااااااااااااااااا د الن ااااااااااااااااااااااا  ال ر ااااااااااااااااااااااة ل ق ااااااااااااااااااااااران: (8
     

5 4
2 3f x x x   :هو 

a) 1       b) 2        c) 3         d) 5  

 الحل:

1 2 3 4 5 6 7 8 
b c c d b b d c 

 ج

أجددددق ال يمددددة الطلمددددل الم الددددة  ال يمددددة الصدددد    
الم الة )إن  جقت( لكل اقت ان مما يأتي في الفتد   

 المط ا :

1)    2 33 2 , 5,1f x x x    

 الحل:

  2' 6 6f x x x   

 ' 0f x   
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 6 1 0 0, 1x x x x      

ملاموعة قيم ال ر ة ضمن الف رة 5,1 هي

0x  
: ارن قيم ا ق ران عن  الن  ة ال ر ة مع قيم ي  عن  

 طرفي الف رة
 0 0f   

 1 1f   

 5 75 250 325f      

اذن لهاااااااااااذا ا ق اااااااااااران قيماااااااااااة عامااااااااااا  م ل اااااااااااة هاااااااااااي 
 5 325f   

وقيمة صغرى م ل ة هي 0 0f  

2)    , 1,6
3

x
f x

x
 


 

 الحل:

 
   

2 2

3 3
'

3 3

x x
f x

x x

 
 

 
 

 ' 0f x للاميااااع قاااايم ولااااذا فاااا ن f x  م صاااال
 وم زاي  عل  ملاال  

و  يو   ل  قيم حر ة ضمن 1,6  قيم  ال صوى ،
 تنون عن  طرفي ملاال 

 
1

1
2

f     

 
2

6
3

f   

اذن لهاااااااااااذا ا ق اااااااااااران قيماااااااااااة عامااااااااااا  م ل اااااااااااة هاااااااااااي 

 
2

6
3

f  

وقيمة صغرى م ل ة هي 
1

1
2

f    

3)    2 , 3,1
x

f x xe   
 الحل:

  2 2
1 1

' 1
2 2

x x

f x xe e x
 

   
 

 

 ' 0 2f x x     

2xل  قيمة حر ة وحي ة هي    

: ااارن قيم اا  عناا  الن  ااة ال ر ااة مااع قيم ياا  عناا  طرفااي 
 الملاا 

 
3

2

3

3
3 3 0.6694f e

e




       

  1 2
2 2 0.7358f e

e

 
       

 
1

21 1.6487f e   

اذن لهاااااااااااذا ا ق اااااااااااران قيماااااااااااة عامااااااااااا  م ل اااااااااااة هاااااااااااي 

 
1

21f e 

وقيمة صغرى م ل ة هي 
2

2f
e


  

4)    3cos , 0,2f x x   

 الحل:

 ' 3sinf x x   

 ' 0 sin 0 0, , 2f x x x        

xقيمة حر ة وحي ة هيل     
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: ااارن قيم اا  عناا  الن  ااة ال ر ااة مااع قيم ياا  عناا  طرفااي 
 الملاا 

 0 3f   

  3f     

 2 3f    

اذن لهاااااااااااذا ا ق اااااااااااران قيماااااااااااة عامااااااااااا  م ل اااااااااااة هاااااااااااي 
   0 2 3f f   

صغرى م ل ة هيوقيمة   3f    

أجدق فتد ات التزا دق  التصداقل لكدل اقتد ان ممدا يدأتي  
ثددأ أجددق ال دديأ اللصددي  المحايددة )إن  جددقت( لكددل 

 اقت ان:
1)   5 3f x x x   

 الحل:

  4 2' 5 3f x x x   

 ' 0f x   

 2 25 3 0 0x x x     

 

ا ق ران f x  م زاي  علR 

 وليس ل  قيم قصوى م لية و  م ل ة 

 

 

2)   4 xf x x e  
 الحل:

   4 3 3' 4 4x x xf x x e x e e x x        

 ' 0 0, 4f x x x     

 

م زاي  عل  0,4 

م ناقص عل    4, , ,0  

ل  قيمة عام  م لية هي  4

256
4f

e
 

ل  قيمة صغرى م لية وم ل ة هي 0 0f  

3)  
3

ln
3

x
f x x   

 الحل:

  2 1
'f x x

x
   

 ' 0f x   

2 31
1 1x x x

x
      

 
عل م زاي   1,  م ناقص عل ، 0,1 

ل  قيمة صغرى م لية وم ل ة هي 
1

1
3

f  
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أجددق فتدد ات التلطدد  لفتاددل  فتدد ات التلطدد  لف ددفل 
 نلاط الانط اف )إن  جقت( لمصحصل كل اقت ان مما 

 يأتي:

1)   3 23 9 4f x x x x     

 الحل:

  2' 3 6 9f x x x    

 '' 6 6f x x   

 '' 0 1f x x    

 
م رر ل عل  في 1,  

م رر ل سفل في ,1 

ل  :  ة ا:ر ا  هي  1, 7 

2)  
2

2 1

x
f x

x



 

 الحل:

 
     

 

2 2

2
2

1 2 2
'

1

x x x x
f x

x

 



 

 
2

2

2

1

x

x



 

 
 

2

3
2

2 6
''

1

x
f x

x





 

  2 1 1
'' 0

3 3
f x x x       

 

م رر للأعل  في
1 1

,
3 3

 
 
 

 

م رر للأسفل في
1 1

, , ,
3 3

   
     

   
 

ل  :   ا ا:ر ا  هما
1 1 1 1

, , ,
4 43 3

   
   
   

 

3)    
2

23f x x   
 الحل:

    2 3' 2 3 2 4 12f x x x x x      

  2'' 12 12f x x   

  2'' 0 1 1f x x x       

 

م رر للأعل  في   1, , , 1   

م رر للأسفل في 1,1 

ل  :   ا ا:ر ا  هما   1,4 , 1, 4 
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التمثيدل الييداني المودا ر لمصحصدلأ تطمل  ''f x 
 لإيواد كل مما يأتي:

 

    ف ااااااااااراح ال  راااااااااار للأعلاااااااااا  وللأساااااااااافل لمن ناااااااااا  (1
 fا ق ران

 الحل:

 كالآتي: f'': حظ من الشكل ان اشارة ا ق ران

 
م رر للأعل  في ,1 م رر للأسفل في ،

 1, 

 fلن ا  ا:ر ا  من ن  ا ق ران xالإح ا ي (2

 الحل:

1x:  ة ا:ر ا  عن  fل ق ران  

الاقت ان:يمثل   5 0.002p x x   ط  مصتج 
تدقد الل د   x)بالق صار( في إحق  الش كات  حيد 

 من المصتج  يمثل الاقتد ان:  3 1.10C x x  
 )بالق صار( من المصتج: xتكافة إنتاج ق طة

 أ   اق ران الإيراد (1

 الحل:

 سرر المن ج الواح  هو
  5 0.002p x x   
    25 0.002R x xp x x x    

 أ   اق ران الر ح (2

 الحل:

     P x R x C x   
25 0.002 3 1.1x x x     
23.9 0.002 3x x    

أ ا  عاا د ال  اع الاا زا بيرهااا مان المناا ج ل   ياا   (3
 أكبر ر ح ممكن أكبر ر ح ممكن،  م أ  

 الحل:

 ' 3.9 0.004P x x   

 ' 0P x   

3.9 3900
975

0.004 4
x     

 '' 0.004P x    

 '' 975 0.004 0P     

 ق رة 975اذن اكبر ر ح ممكن ي     عن  ا: اج و يع 
 اكبر ر ح ممكن يساوي 

     
2

975 3.9 975 0.002 975P    

1898.25 JD  
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 أ   سرر المن ج الذي ي    أكبر ر ح ممكن (4

 الحل:

   975 5 0.002 975p    

5 1.950 3.05 JD    

 يدددين الشددددلل التددددالي مصحصددددل الاقتدددد ان f x  أي
الصلاط الياقطة تال المصحصدل تمثدل نل دة ىد    أ  
نل ددة تلمددل محايددة  أ لددا تمثددل أيمددة ىدد    أ  

 أيمة تلمل م الة  أب ر أجابتي

 
 الحل:

  ,b f b  ة قيمة صغرى م لية  : 

  ,c f c ة قيمة عام  م لية  : 

  ,r f r ة قيمة صغرى م لية وم ل ة  : 

  ,s f s ة قيمة عام  م ل ة  : 

مدن اليدياج    دي   يدق تيدييج  400mلق  مزارع 
حلاددا الددأي يأخددأ هددلل هدديا مصحدد ف  ييجددق تاددل 
حافة الصل  كما في الشلل التالي إذا كان طيل أحدق 

  اأمثددال طدديل الضدد 3الضدداطين المتدديا يين ييددا ي 
 فأجق أكي  مياحة يملن لامزارع أن يح يلداالآخ   

بهذا السياج، علماً لأن اللازء الم ابل للنهر   ي  ااج 
 إل  تسييج

 
 الحل:

 طو  الضلع الثالث لهذا ال  ل yليكن

400 3x x y    

4 400x y   

    
1 1

3 4 400 4
2 2

A x x y x x     

  2800 8 ,0 100A x x x x     

 ' 800 16A x x   

 
800

' 0 50
16

A x x     

 

اذن اكبر مساحة ممكنة هي:  50A  

     
2

50 800 50 8 50A    
220000 m  
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  تفددد  بدددالين رأ دددياق فددديم ط يددد  ميدددت يأ بمطدددقل 
1ft/s  فددي الاحلددة التددي كددان فيلددا اليددالين تاددل 

فدددديم  دددد م ا رس  مدددد ت أ ددددفاا  65ftارتفدددداع 
كما في الشدلل التدالي  17ft/sدراجة تتو ك بي تة 

أجق   تة ت ي  الميافة بدين اليدالين  القراجدة بطدق 
 ثيان من  أه الاحلة 3

 
 الحل:

1ftسرعة البالون  / s
dy

dt
 

17سرعة ال را ة  ft / s
dx

dt
 

الم لوب
3t

ds

dt 

 

 ا:ية من مارور ال را اة يكاون ارتفااب الباالون فاو   tلر 
65yس ح ا رض هو t  

17xوتنون ال را ة ق ر  مسافة أفقية هي t 
 sال را ة والبالون هيوتنون المسافة بين 

 ومن :ارية فيثاغورس :لا  ان
2 2 2s x y   

   
2 22 17 65s t t    

   
2 2

17 65s t t    

     

   
2 2

2 17 17 2 65 1

2 17 65

t tds

dt t t

 


 
 

   
2 2

289 65

17 65

t t

t t

 


 
 

   
2 2

290 65

17 65

t

t t




 
 

 

   
2 2

3

290 3 65

17 3 65 3t

ds

dt 




  
 

935
11ft / s

85
   

قا ما  11اذن ت زاي  المسافة بين الباالون وال را اة لمرا   
 اوان مان ل ااة مارور ال را اة ت ا   3وذلك لرا  مارور 

 البالون 
 

 

 

 

 


