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  قوانین مھمة
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a   .(عنѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧد الضѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧرب نجمѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧع الأسѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧس) b a bx x x  a   .(عنѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧد الضѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧرب نجمѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧع الأسѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧس) b a bx x x 
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a

a b a b
b

xx x x
x

     (عنѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧد القسѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧمة: نطѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧرح الأسѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧس)
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  الاقترانات المثلثیة

  
  

    
  

  
  
  

    
  
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
  
  
  
  
  
  

sinθ   یرتبط مع y    
  

cosθ  یرتبط مع x  
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  )x2 + 4( أو) x2(؟ ، والجواب   )2x( ما ھو الاقتران الذي مشتقتھ تساوي:یعني ) 2x( للاقترانالاقتران الأصلي)1
ًوباختصار نكتب مقدارا ثابتا رمزه ) ... x2 – 3(                                       أو  ً)C(:  ) x2 + c (  
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3) ( ) 3          ( ) 3

f x x F x x C
f x x F x x C
f x F x x C

 

   

    
   

   الجواب؟ ) 3x2 (ما ھو المقدار الذي مشتقتھ
 )C   x3 + :(وبشكل عام

3 3 32  , +2 , 1   3  ?  ...                                        x x xx dx 
ُما ھو العدد الذي إذا ضرب في نفسھ یكون 

  ؟9الناتج 
 , 39 ?     3                                          
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ِّسمي التكامل غیر:التكامل غیر المحدود)2 َّلأنھ یتضمن الثابت  ؛ المحدود بھذا الاسم ُ َّC ِّالذي یمكن تمثیلھ بأي   قیمة ُِ
  

  ُ والمشتقة تلغي التكاملالأولىُالتكامل یلغي المشتقة  : عملیتان عكسیتان التكامل والاشتقاق                             
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

   فقط الجمع والطرحیمكن توزیع التكامل في حالتي 
   

  أو القسمة یمكن ذلك عند الضرب    ولكن لا
  

  فإذا كان ھناك تكامل لحاصل ضرب اقترانین
  ً فیجب إیجاد حاصل ضربھما أولا 

  ثم توزیع التكامل على الحدود الناتجة 
  
 
  
  
  
  

  
  :  وھما ) نحتاج إلى خطوة تجھیز ( ً التكامل مباشرة ھناك حالتان لا یمكن فیھما إجراء : ملاحظة

  

1 (x   في المقام ) 1 لآًدائما نرفعھا إلى البسط ونعكس إشارة قوتھا بشرط قوتھا(   
  

                      2(x    تحت الجذر )  ًدائما نحولھا إلى قوة كسریة(  
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  .ُالمشتقة الأولى تلغي التكامل  و  ُالتكامل یلغي المشتقة الأولىالتكامل عملیة عكسیة للتفاضل ،  أي أن   : قاعدة )1
  

             
                   

    

  :نستخدم القاعدة حسب الحاجة أو حسب المطلوب في السؤال : ملاحظة
  

  ولى فإنا نكامل الطرفین لإلغاء المشتقة والحصول على قاعدة الاقترانُ          فإذا كان المعطى ھو المشتقة الأ
    عن طریق الاستفادة من الشرط الأوليc                  ثم نجد قیمة الثابت 

  
     وإذا كان المعطى ھو تكامل المشتقة الأولى أو تكامل قاعدة الاقتران فإنا نشتق الطرفین لإلغاء التكامل           

   والحصول على ما بداخلھ                  
  
  
  )5 , 2(ً علما بأن منحناه یمر بالنقطة f(x)إذا كانت                             ، فجد قاعدة الاقتران ) 1مثال
  

  :الحل 
  
  
  
  
  
  
  
  

  =f(8) 7 ًران علما بأن                         ، فجد قاعدة الاقتھو   f(x) میل المماس لمنحنى الاقترانإذا كان) 2مثال
  
  
  
  

  المشتقة الأولىالمشتقة الأولى= =   میل المماس   میل المماس 
  
  
  
  
  
  
  
  

'( ) ( )f x dx f x '( ) ( )f x dx f x (  ( ) )' ( )f x dx f x(  ( ) )' ( )f x dx f x
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  الحركة في مسار مستقیم: َّالشرط الأولي) 2
  
  
  
  

  )المسافة(الموقع ) = السرعة(تكامل   ...   السرعة ) = التسارع(تكامل   :باختصار 
  

ْیتحرك جسیم في مسار مستقیم، وتعطى سرعتھ المتجھة بالاقتران) 1مثال َ ُ َّ :v(t) = 4t + 3 ،   
ْإذا كان الموقع الابتدائي للجسیم ھو           َ ُ)8 m ( فجد موقع الجسیم بعد ،ْ َ ْ ثوان من بدء الحركة4ُ َ ٍ.  

  

  
  
  
  
  
  
  
ْیتحرك جسیم في مسار مستقیم، ویعطى تسارعھ بالاقتران) 2ثالم َ ُ َّ :a(t) = 12tإذا كان الموقع الابتدائي للجسیم ، ْ َ ُ  

ْ من بدء حركتھ، تین بعد ثانی)m / s 4 (وكانت سرعتھ المتجھة ھي ،) m 3 ( ھو                 َ  
ْجد موقع الجسیم بعدف                                 َ ْ من بدء الحركةة واحدةثانی ُ َ.  
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t)= v(t)dt

52

t dt t t c

s c
s t t t s

    

  

        



2
1

1 1
2

2 3
2

2
3

(12 ) 6

           v(2) 20 20 24 4

                          ( ) 6 4

2) v(t)= a(t)dt

s(t)= v(t)d (6 4) 2 4

           (0) 3 3

  ( ) 2 4 3 (1)

 

4

t

2 3 1

t dt t c

c c

v t t

t dt t t c

s c

s t t t s

  

      

  

    

  

        



 


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  :إیجاد قیمة تكامل محدود ) 1
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
  
  
  
  
  

22 3
2 3 3

1 1

61) 6  2(2) 2( 1) 16 2 18
3
xx dx

 

       
84

8 8 1 4 4333
3 3

1 1
1

3 3( 8) 3( 1) 452)   
4 4 4 4
xx dx x dx

 



     

 واجب
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  :تكامل محدود مجھولة في إیجاد قیمة ) 2
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32

1

3

1

       4 9 8 8 8 1

?

2

2)   4

xk

x dx

k k

k

k k

k

   



 










3

3 3

1

2

1

3 

1) 3  7 ?

     7 1 7 8 2
3

k

k

x

k

d

x k k

x k  

       



 واجب

2
2    x 63)   26 ? 6 4 4
k

k

dx k k k k            

3

1
2

2
2

0

1

1

... k 2 :::::::::: ... k 2  

...k 4 :::::::::: ... k 2

...k 5 ,  2

1)   2 ?

3) 4  8 ?

5) (2 3) 6 12 ?

2)   6 ?

4) 6  12 ?
k
k

k

kx dx k

dx k

x d

x dx k

x d

x k k

k

k

x







 

   

 

     

  

  

 

 










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  :محدود التكامل خصائص ال) 3
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3 5
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1 3 1
3 3 5 3

1 1 1 5

1) ( ) 4 ( ) 4

122) 2 ( ) 12 ( ) 6
2

2 3 153) ( ) 5 ( ) 5
3 2 2

4) ( ) 0 2

5) ( ) 7, ( ) 4 ( ) ?

  ( ) 7 4 3

a

f x dx f x dx

f x dx f x dx

f x dx f x dx

f x dx a

f x dx f x dx f x dx

f x dx

   


    

    

  
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        
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ِّتكاملات الاقترانات المتشعبة) ) 44 ِّتكاملات الاقترانات المتشعبةُ ُ  
ِالمتشعبة إذا احتوت فترة التكامل على قواعد مختلفة للاقتران؛  إیجاد التكامل المحدود للاقتراناتإیجاد التكامل المحدود للاقتراناتعند عند                          ُ ِّ ِالمتشعبة إذا احتوت فترة التكامل على قواعد مختلفة للاقتران؛ُ ُ ِّ ُ  

  ..جد تكامل كل قاعدة على فترتھا الجزئیةجد تكامل كل قاعدة على فترتھا الجزئیةننُّالتشعب، ثم ُّالتشعب، ثم   ِّجزئ التكامل عند نقاطِّجزئ التكامل عند نقاطنُنُ                                                  
  

 
  
  
  
  
  
  
  

 
  
  
  
  
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  


5 3 5

3 52
30

0 0 3

( ) 2  4 4 9 0 20 12 17f x dx x dx dx x x          

2 2 3 0 (x 3)(x 1) 0 x 3  ,  x 1x x          
4 1 3 4

2 2 2

2 2 1 3

( ) ( 2 3) (3 2 ) ( 2 3) f x dx x x dx x x dx x x dx


  

           
1 3 4

3 2 2 3 3 2

2 1 3

1 1 1 46( 3 ) (3 ) ( 3 )
3 3 3 3
x x x x x x x x x



 

               

 واجب

3

1

4  ,   2

2 1,   2

(الجѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧواب :  28=12+10

 1) f(x)dx  دѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧفج , f(x)=   إذا كѧѧѧѧѧѧѧѧان 

      ( 

x x

x x




  {
4

0

.. 2) 2 3  dx=.
17
2

x 

4

2

22) f(x)dx  دѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧفج , f(x)= 2  إذا كѧѧѧѧѧان  3x x


 

5 4 ,   3

2 ,   3
0

=f(x) , فجѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧد  f(x)dx (1  إذا كѧѧѧѧѧѧѧان   
x

x x



 {
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  ُّالتكامل المحدود، ومقدار التغیرُّالتكامل المحدود، ومقدار التغیر) ) 55

َّالمشتقة ھي معدل تغیر كمیة بالنسبة إلى كمیة أخرى عند لحظة معینة                   ُ ِّ ِّ ُّ ُُ َّالمشتقة ھي معدل تغیر كمیة بالنسبة إلى كمیة أخرى عند لحظة معینةَّ ُ ِّ ِّ ُّ ُُ َّ..  
ُّمعدل تغیر                                                                                                                ُّمعدل تغیر َُّ َُّ))ff((xx بالنسبة إلى المتغیر ِّ ِّ بالنسبة إلى المتغیر ُ ُxx ھو  ھو  ) )ff  ''((xx .  .   

ُّولكن، یكون معدل التغیر                    َُّ ُّولكن، یكون معدل التغیر ْ َُّ ْ ) )ff  ''((xxُّبعض الأحیان، ویتعین معرفة مقدار التغیر في   ً معلوما فيً معلوما في ُّبعض الأحیان، ویتعین معرفة مقدار التغیر في َّ َّ))ff((xx    
   ،  ، ff((bb))  ––  ff((aa: ( : ( َّعبر عنھ بالمقدارَّعبر عنھ بالمقداریُیُ   ، الذي ، الذيxx  ==  bb إلى  إلى xx  ==  aa من  من xxُّعند تغیر ُّعند تغیر     

ِعندئذ یمكن استعمال                       ِعندئذ یمكن استعمالٍُ   ::على النحو الآتيعلى النحو الآتي    ُّالتكامل المحدود لإیجاد مقدار التغیرُّالتكامل المحدود لإیجاد مقدار التغیر  ٍُ
  
  
  
  

ِّیمثل الاقتران: مثال ُ :P'(x) = 165 - 0.1xالشركات،  لكل جھاز لوحي تبیعھ إحدى)بالدینار(ِّالحدي الشھري  الربح  
ًّ عدد الأجھزة اللوحیة المبیعة شھریا، وx حیث               َ )P(x ربح بیع xًّشھریا بالدینار  قطعة.  

   جھاز، 1100الشھریة إلى   ُّجد مقدار التغیر في أرباح الشركة عند زیادة مبیعاتھا) 1          
َعلما بأن عدد الأجھزة المبیعة الآن ھو                             . جھاز1000 ًَّ

   جھاز،1500زیادة مبیعاتھا الشھریة إلى   ُّجد مقدار التغیر الشھري في أرباح الشركة عند) 2          
َ علما بأن عدد الأجھزة المبیعة الآن ھو                            . جھاز1400ًَّ
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  تساوي x= b, x= a والمستقیمین  )x( والمحورfمساحة المنطقة المحصورة بین منحنى الاقتران 
      

     )نأخذ القیمة المطلقة للناتج( تكون المساحة معكوس ناتج التكامل ) :(xمحورالوإذا كانت المنطقة تحت    
   
   التكامل ونجد كل منطقة على حدةنجزئ: وجزء تحتھ ) x(ھناك جزء من المنطقة فوق المحوروإذا كان    
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

    xx لنقاط تقاطع منحنى الاقتران مع المحور  لنقاط تقاطع منحنى الاقتران مع المحور xx الإحداثي  الإحداثي إیجادإیجاد: : الأولى عد إیجاد المساحة ھي الأولى عد إیجاد المساحة ھي الخطوة الخطوة 
ِوجدت  ْإنْإن((في الفترة المعطاة في الفترة المعطاة                                ِوجدتُ ُ ( (،،  

  ::   ، وھناك احتمالان ، وھناك احتمالانُّل المعادلة الناتجةُّل المعادلة الناتجةحَحَقاعدة الاقتران بالصفر، ثم قاعدة الاقتران بالصفر، ثم اة اة اواوسسُ            وذلك بمُ            وذلك بم
  

  في ھذه الحالة لا نجزئ التكامل في ھذه الحالة لا نجزئ التكامل  :  :  إلى الفترة المطلوبة إلى الفترة المطلوبةلا تنتميلا تنتمي الاقتران  الاقتران )) أو أصفار أو أصفار ( (صفرصفر) ) 11
  
  
  
  
  
  
  

                
  

  لحالة نجزئ التكامل ونجد كل تكامل على حدةلحالة نجزئ التكامل ونجد كل تكامل على حدةفي ھذه افي ھذه ا :  :  إلى الفترة المطلوبة إلى الفترة المطلوبةنتمينتميییأصفار الاقتران أصفار الاقتران أحد أحد صفر أو صفر أو ) ) 22
  

  
  
  
  
  
  
  

( ) 
b

a

f x dx ( ) 
b

a

f x dx
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  :التكامل / حالات المساحة 
  ، وتقع فوق ھذا المحورxمساحة المنطقة المحصورة بین منحنى اقتران والمحور ) 1
  

  x = 1 , x = 2:والمستقیمین ) x(  ، والمحورf(x)= 3x2 + 4  جد مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى) 1
 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  x = 4 , x = 2:والمستقیمین ) x( ، والمحور f(x)= x2 + x – 2جد مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى ) 2
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  x = 0 , x = – 2:والمستقیمین ) x( ، والمحور f(x)= 9 – x2جد مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى ) 3
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

2

2
22 3
1

1

1) ( ) 3 4 0

 (3 4)dx ( 4 )

          (8 8) (1 4) 11

f x x

A x x x

  

    

    



2

44
2 3 2

22

2) ( ) 2 (x 2)(x 1) 0 2, 1

1 1 ( 2)dx ( 2 )
3 2

64 16 8 4 62          ( 8) ( 4)
3 2 3 2 3
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  ، وتقع أسفل ھذا المحورxمحصورة بین منحنى اقتران والمحور مساحة المنطقة ال) 2
  

  x = 1 , x = 2:والمستقیمین ) x( ، والمحور f(x)= 2x – 6جد مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى ) 1
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  x = 1 , x = –1:والمستقیمین) x( ، والمحور x2 – 4 =( =f(x)جد مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى ) 2
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  x = –2 , x = –1:والمستقیمین) x( ، والمحور 4x3 =( =f(x)جد مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى ) 3
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

2
22
1

1

1) ( ) 2 6 0 3

 (2 6)dx ( 6 )

          ((4 12) (1 6)) ( 3) 3
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A x x x

    

      

        


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1
13 4
2

2
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  ، ولا تكون محدودة بمستقیمینxمساحة المنطقة المحصورة بین منحنى اقتران والمحور ) 3
  )x( والمحور f(x)= 4 – x2جد مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى ) 1
  
  
  
  
  
  
  
  )x( والمحور f(x)= 6x – 3x2جد مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى ) 2
  
  
  
 
 
 
 
  )x( والمحور f(x)= x2– 2xجد مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى ) 3
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22 2 3

0
0
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  ،  xفوق المحور  یقع أحد جزأیھا، وxمساحة المنطقة المحصورة بین منحنى اقتران والمحور ) 4

 ویقع الجزء الآخر أسفل ھذا المحور                                                                        
  x = –2 , x = 1:والمستقیمین )x( والمحور f(x)=4x3 – 16xجد مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى   ) 1
 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  x = 2 , x = –2:والمستقیمین )x(والمحور   f(x)=x2 – 4x المنطقة المحصورة بین منحنى جد مساحة) 2
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  x = 0 , x = –4:والمستقیمین )x(  والمحور f(x)= 9– x2جد مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى ) 3
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  تمارین إضافیة
 

  ):إن وجدا(والمستقیمین المعطیین  )x(  والمحور f(x)جد مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى  
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2

4 2

2

( ١١الجѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧواب= )

(الجѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧواب=9)

(الجѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧواب=10)

(الجѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧواب=8)

( (الجѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧواب=
4
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    ُالتكامل یلغي المشتقة الأولى: قاعدة) 3
    

  ُن المعطى ھو المشتقة الأولى فإنا نكامل الطرفین لإلغاء المشتقة والحصول على قاعدة الاقترانوكعندما ی
ً، ویمكن بھا أیضا تحدید الاقتران   عن طریق الاستفادة من الشرط الأوليc   ثم نجد قیمة الثابت     الأصلي الوحید  ُِ
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َعن اقتران مشتقتھ تعطي الاقتران المكاملالطریقة المباشرة من خلال البحث ) 1:ھناك عدة طرق للتكامل، منھا ُ.  
  

  من خلال التحلیل إلى العوامل والاختصار) 2                                   
  

  طریقة التكامل بالتعویض) 3                                   
                                 

ِّتتضمن استعمال متغیرعلى أساس طریقة التكامل بالتعویض     تقوم  ُ ِّجدید بدلا من متغیر التكامل َّ ُ  . ) uغالبا ما نختار (ً
ِّیكون التكامل الجدید كلھ بدلالة المتغیر ْ یجب أنھاعند   .) dxحتى  (الجدید ُ

  :وھناك خطوات أساسیة لھذه العملیة وھي
  

  ًوھي غالبا ما تكون المقدار داخل الجذر ، أو الزاویة في الاقتران المثلثي أو القوة في الأسي) : u(نحدد ) 1   
  

  )du(و ) u(بدلالة ) dx(، ثم نجد ) u(نشتق ) 2   
  

َالمكامل نكتب )3      )x(الجدید في أبسط صورة بعد حذف المقادیر المحتویة على  ُ
  

  )u(ید بدلالة نجد التكامل الجد) 4   
  

  )x(التي فرضناھا لیصبح المقدار بدلالة ) u(نعید قیمة ) 5   
  

   وكیف نختارھا دون غیرھا ؟متى نستخدم طریقة التعویض ؟: والسؤال الأھم 
  

  ًثابتة ، یمكن اعتمادھا ، مثلا) شبھ(ھناك قواعد  :الجواب
                        )              (لمسألة نستخدم التعویض                             عند وجود مقدار ومشتقتھ في ا

  

  )u(                             عند وجود اقتران مثلثي زاویتھ غیر خطیة ، نبدأ بالتعویض بفرض الزاویة 
  

  )u(                             عند وجود مقدار ومشتقتھ ، نفرض المقدار الذي قوتھ أكبر 
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