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ـــــلــــامــــــــــالـــتــك  
 

 الاقتران
𝑓(𝑥) 

 تكامله

∫ 𝑓(𝑥) ⅆ𝑥 

ⅇ𝑎𝑥+𝑏 
ⅇ𝑎𝑥+𝑏

𝑎
+ 𝑐 

𝑘𝑎𝑥+𝑏 
𝑘𝑎𝑥+𝑏

𝑎 𝑙𝑛𝑘
+ 𝑐 

𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑥 + 𝑏) 
𝑠𝑖𝑛(𝑎𝑥 + 𝑏)

𝑎
+ 𝑐 

𝑠𝑖𝑛(𝑎𝑥 + 𝑏) 
− 𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑥 + 𝑏)

𝑎
+ 𝑐 

𝑠ⅇ𝑐2(𝑎𝑥 + 𝑏) 
𝑡𝑎𝑛(𝑎𝑥 + 𝑏)

𝑎
+ 𝑐 

𝑐𝑠𝑐2(𝑎𝑥 + 𝑏) 
− 𝑐𝑜𝑡(𝑎𝑥 + 𝑏)

𝑎
+ 𝑐 

𝑠ⅇ𝑐(𝑎𝑥 + 𝑏) 𝑡𝑎𝑛(𝑎𝑥 + 𝑏) 
𝑠ⅇ𝑐(𝑎𝑥 + 𝑏)

𝑎
+ 𝑐 

𝑐𝑠𝑐(𝑎𝑥 + 𝑏) 𝑐𝑜𝑡(𝑎𝑥 + 𝑏) 
− 𝑐𝑠𝑐(𝑎𝑥 + 𝑏)

𝑎
+ 𝑐 

𝑓′(𝑥)

𝑓(𝑥)
 𝑙𝑛|𝑓(𝑥)| + 𝑐 

𝑎

𝑎𝑥 + 𝑏
 𝑙𝑛|𝑎𝑥 + 𝑏| + 𝑐 

𝑘

𝑎𝑥 + 𝑏
 

𝑘

𝑎
𝑙𝑛|𝑎𝑥 + 𝑏| + 𝑐 

𝑡𝑎𝑛(𝑎𝑥 + 𝑏) 
−1

𝑎
𝑙𝑛|𝑐𝑜𝑠(𝑎𝑥 + 𝑏)| + 𝑐 

𝑐𝑜𝑡(𝑎𝑥 + 𝑏) 
1

𝑎
𝑙𝑛|𝑠𝑖𝑛(𝑎𝑥 + 𝑏)| + 𝑐 

𝑠ⅇ𝑐(𝑎𝑥 + 𝑏) 

×    
𝑠ⅇ𝑐(𝑎𝑥 + 𝑏) + 𝑡𝑎𝑛(𝑎𝑥 + 𝑏)

𝑠ⅇ𝑐(𝑎𝑥 + 𝑏) + 𝑡𝑎𝑛(𝑎𝑥 + 𝑏)
 

=
1

𝑎
 𝑙𝑛|sec(𝑎𝑥 + 𝑏) + tan(𝑎𝑥 + 𝑏)| + 𝑐 

 
  

𝑐𝑠𝑐(𝑎𝑥 + 𝑏) ×    
𝑐𝑠𝑐(𝑎𝑥 + 𝑏) + 𝑐𝑜𝑡(𝑎𝑥 + 𝑏)

𝑐𝑠𝑐(𝑎𝑥 + 𝑏) + 𝑐𝑜𝑡(𝑎𝑥 + 𝑏)
 

 1  تكامل اقترانات خاصة
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ـــــلــــامــــــــــالـــتــك  
 

 

 

 

 

 

 أفكــار وملاحظـــات 
طية عدا للتكامل المباشر جميع الأسس والزوايا خ (1

 ذلك نلجأ للتعويض

نستخدم  لمكاملة الاقترانات المثلثية التربيعة (2

 متطابقات للتبديل

 sin2 x =
1

2
(1 − cos 2x) 

 cos2 x =
1

2
(1 + cos 2x) 

 tan2 x = sec2 x − 1 

 cot2 x = csc2 x − 1 

 

 لمكاملة الضرب المثلثي (3

 sin x cos x =
1

2
sin 2x 

 sin x cos y =
1

2
(sin(x + y) + sin(x − y)) 

 cos x cos y =
1

2
(cos(x + y) + cos(x − y)) 

 sin x sin y =
1

2
(cos(x − y) − cos(x + y)) 

 

لتحرير المقام، ومن حالات  فقنضرب بالمرا (4

 المرافق إذا كان المقام

1 ∓ sin x   , 1 ± cos x  

 sec x ∓ tan x  , csc x ∓ cot x 

sec𝑥 ±1  , csc x ∓ 1 

 

 ريفعبوجود مطلق في المسألة نعيد الت (5

 

من أقوى الأساليب المساعدة لحل التكامل العامل  (6

 (قليلاً الأكبرالمشترك )الأصغر غالباً ، 

∫            مــثلاً:
1

1∓ⅇx
ⅆx 

∫
sec x

sin x − cos x
ⅆx 

∫
1

x10 + x
ⅆx 

 

7) ∫
كثير حدود

كثير حدود
      

  نبدأ بالقسمة الطويلة،  درجة المقام ≤درجة البسط 

 

8)    

 

 a(t)                  𝑣(𝑡)                s(t)        

 

,𝑡1 ]إذا طلب المسافة الكلية على  𝑡2 ]  

S    نعيد التعريف = ∫ |𝑉(t)| ⅆt
t2

t1
  

= −
1

𝑎
 𝑙𝑛|csc(𝑎𝑥 + 𝑏) + cot(𝑎𝑥 + 𝑏)| + 𝑐 

𝑣(𝑡)  السرعة المتجهة a(t)   التسارع + 𝑐 
𝑣(𝑡) 𝑆(𝑡) + 𝑐 

(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛 
(𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛+1

(𝑛 + 1)𝑎
+ 𝑐 

ضعف 

 الزاوية

نفس 

 الزاوية

 نكامل
 التسارع

السرعة 

 المتجهة
 نكامل

 الإزاحة

 ا

ل

إ

ز

ا

ح

 ة

 ا

ل

إ

ز

ا

ح

 ة
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ـــــلــــامــــــــــالـــتــك  
 اختر الإجابة الصحيحة لما يلي: 

∫إن  (1 e
(1−

1

2
x)

ⅆx : يساوي 

 a) 
−1

2
e

(1−
1

2
x)

+ c             b) −2 e
(1−

1

2
x)

+ c  

 c) e
(1−

1

2
x)

+ c                  d) 2e
(1−

1

2
x)

+ c  

 

∫إن  (2 (2 − |x − 2|) ⅆx
3

1
 يساوي:  

a) 2              b) 3              c) 1             d) 5  

 

∫إن  (3 cos2 1

2
x ⅆx

π

0

 يساوي:  

a) π              b) 
𝜋

4
              c) 

π

2
             d) 0  

 

∫إن  (4     cos 2x sin x ⅆx : يساوي 

 a) 
−1

6
cos 3x +

1

2
cos x + c         

 b) 
−1

6
cos 3x −

1

2
cos x + c  

 c) 
−1

2
cos 3x +

1

2
cos x + c                     

 d) 
−1

6
cos 3x + cos x + c  

∫إن ( 5
ⅆx

x lnx

ⅇ2

ⅇ

 يساوي:  

a) 0           b) ln 3          c) ln 2          d) ln
1

2
   

 

 

∫إن ( 6
cos 2x

sin x cos x
ⅆx : يساوي 

 a) 
1

2
ln|sin 2𝑥| + 𝑐              b) ln|sin 2𝑥| + 𝑐  

 c) 
−1

2
ln|cos 2𝑥| + 𝑐         d) − ln|𝑐𝑜𝑠2𝑥| + 𝑐  

 

∫إذا علمت أن ( 7
4

2x−1
ⅆx

k

1

= 1  ،                       

kحيث ،  kجد قيمة الثابت  >
1

2
  : 

a) 
ⅇ

1
2+1

2
              b) 

ⅇ
1
2−1

2
         c) 

1

2
           d) 1  

 

f(x)( إذا كان 8 = ∫ sin (
1

2
x +

π

2
) ⅆx  وكان 

f(π) =  . f(0)جد   3

a) 
1

2
              b) 1         c) 3           d) 2  

 

∫ ( إن 9
ⅇx

ⅇx+4
ⅆx

ln 2

0

 يساوي:  

a) ln 6              b) ln
6

5
         c) 6           d) 5  

 

∫إن  ( 10
1

1+ⅇx
ⅆx : يساوي 

 a) ln|1 + ⅇ𝑥| + 𝑐           b) ln|1 + ⅇ−𝑥| + 𝑐  

 c) −ln|1 + ⅇ−𝑥| + 𝑐      d) − ln|1 + ⅇ𝑥| + 𝑐 

 

 

(1مثال )   
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ـــــلــــامــــــــــالـــتــك  
f(x)( إذا علمت أن  11 = {

(2𝑥 + 1)2    ,   𝑥 ≥ 0
𝑎𝑥                , 𝑥 < 0

     

∫وكان  f(x) ⅆx
2

−1
=

4

3
a   ،aجد قيمة ،   ∈ R 

a) 
1

3
              b) 

1

2
            c) 

116

3
           d) 

2

3
  

 

∫إن  ( 12
1

cos(π+x)
ⅆx   :يساوي 

 a) 
1

sin x
+ c         

 b) ln|sec 𝑥 + tan 𝑥| + 𝑐  

 c) −ln|sec 𝑥 + tan 𝑥| + 𝑐                     

 d) ln|csc 𝑥 + cot 𝑥| + 𝑐 

 

∫إن  ( 13
22x−1

2x−1
ⅆx   :يساوي 

 a) 
2x

ln 2
+ 𝑐                        b)  

2x

ln 2
− x + 𝑐  

 c)  
2x

ln 2
+ x + 𝑐                 d)  

2x

2 ln 2
+ x + 𝑐 

 

∫إن  ( 14 (sin x + cos x)2
π

2
0

ⅆx   :يساوي 

 a) 
π

2
+ 1                        b)  

π

2
+ 2  

 c)  π − 2                      d)  
π

2
− 2 

 

∫إن  ( 15
sⅇc x

sin x−cos x
ⅆx   :يساوي 

 a) ln|tan 𝑥| + 𝑐             b)  ln|tan x| − x + c  

c)  ln|tan 𝑥 − 1| + 𝑐      d)  ln|tan 𝑥| − 1 + 𝑐 

∫إن  ( 16
x3+1

x−1
ⅆx   :يساوي 

 a) 
x3

3
+

x2

2
+ x + c         

 b) 
x3

3
−

x2

2
+ x + c  

 c) 
x3

3
+

x2

2
+ x + 2 ln|𝑥 − 1| + c                     

 d) 
x3

3
+

x2

2
+ x − 2 ln |𝑥 − 1| + c 

 

∫إن  ( 17 (sin 3x cos x − cos 3x sin x) ⅆx   :يساوي 

 a) − cos 2x + c            b) 
−1

2
cos 2x + c  

 c) 
1

2
sin 2x + c              d) 

−1

2
sin 2x + c 

 

∫إن   ( 18 (cos4 x − sin4 x) ⅆx
π

4
0

 يساوي:  

a) 
1

2
              b) 

−1

2
         c) 0           d) 

1

4
  

 أن إذا علمت 

∫أن  (
𝟏

𝐱
+

𝟏

𝟐𝐱+𝟏
) ⅆ𝐱

𝐚

𝟏

= 𝐥𝐧(𝟒√𝟑)  جدa  حيث𝐚 ∈ 𝐑+  

   aنكامل       الحل:

ln𝑥|1
𝑎 +

1

2
ln|2𝑥 + 1||

1

𝑎
= ln(4√3) 

ln 𝑎 +
1

2
ln(2𝑎 + 1) −  

1

2
ln 3 = ln(4√3) 

ln 𝑎 +
1

2
ln

2𝑎 + 1

3
= ln(4√3) 

(2)مثال   



 

5 

 

ـــــلــــامــــــــــالـــتــك  
ln (a × √

2a + 1

3
) = ln(4√3) 

 للطرفين:  eنأخذ  

𝑎 ×  √
2a + 1

3
= 4√3 

 نربع الطرفين

a2 ⋅
2a + 1

3
= 48 

2a3 + a2 − 144 = 0 

     a = 4بالتجريب    

  a       a2      a3ثابت              

  2        1          0           -144 

            8          36          144   

4 

  2        9          36             0  
 

2a2 + 9a + 36 =  المميز سالب       0

التي تقسم  aمن الشكل التالي جد قيمة 

 ين في المساحةطقة المظللة إلى منطقتين متساويتالمن

 

 

 

 

A          الحل: = ∫
1

x+3
ⅆx

9

0

= ln|𝑥 + 3||
0

9
 

= ln 12 − ln 3 = ln 4 

∫
1

x + 3
ⅆx

a

0

=
1

2
ln 4 = ln 2 

ln|𝑥 + 3||
0

𝑎
= ln 2 

ln|𝑎 + 3| − ln 3 = ln 2 

ln 𝑎 + 3 = ln 2 + ln 3 = ln 6 

a + 3 = 6    ⇒    a = 3  

∫جد   
𝐬𝐢𝐧𝟐 𝐱+𝐜𝐨𝐬 𝐱

𝟏−𝐜𝐨𝐬𝟐 𝐱
ⅆ𝐱 

 الحل:

∫
sin2 x + cos x

sin2 x
ⅆx = ∫(1 + csc x cot x) ⅆx 

= x − csc x + c 

∫جد  
𝐜𝐨𝐬 𝟑𝐱

𝐜𝐨𝐬 𝐱
ⅆ𝐱   

 الحل:

∫
cos(2x + x)

cos x
ⅆx 

= ∫
cos 2x cos x − sin 2x sin x

cos x
ⅆx 

= ∫ (cos 2x −
2 sin2× cos x

cos x
) ⅆx 

=
sin 2x

2
− 2∫

1

2
(1 − cos 2x) ⅆx 

= sin 2x − x + c 

(3)مثال  

(4)مثال  

(5)مثال  

y 

x 
a 9 

f(x) =
1

x + 3
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ـــــلــــامــــــــــالـــتــك  
العلاقة يتحرك جسيم في مسار وفق  

𝛎(𝐭) = 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝐭   :جد 

a)  𝟎]إزاحة الجسم في الفترة, 𝝅]   

b)  𝟎]المسافة الكلية في الفترة, 𝝅] 

 الحل:

a)   s(π) − s(0) = ∫ sin 2t ⅆt
π

0
 

=
− cos 2𝑡

2
|

0

𝜋

=
−1

2
+

1

2
= 0 

b)         s = ∫ |sin 2t| ⅆt           
π

0
 

sin 2t = 0 → 2t = 0 , 𝜋  , 2𝜋 

𝑡 = 0 ,
𝜋

2
 , 𝜋 

 

𝑠 = ∫ sin 2𝑡 ⅆ𝑡

𝜋
2

0

+ ∫ − sin 2𝑡 ⅆ𝑡

𝜋

𝜋
2

 

=
− cos 2𝑡

2
|

0

𝜋
2

+
cos 2𝑡

2
|

𝜋
2

𝜋

 

=
1

2
+

1

2
+

1

2
−

−1

2
= 2 𝑚  

 

 

  يبينّ الشكل التالي منحنى السرعة 

في  xالزمن لجسيم يتحرك على المحور  –المتجهة 

, 𝟎]الفترة  𝐱الجسم الحركة من  ، إذا بدأ[𝟓 = 𝟎  

𝐭عندما   =   جد :  𝟎

a)  𝟎]جد إزاحة الجسم في الفترة , 𝟓]  

b)  𝟎]المسافة المقطوعة في الفترة , 𝟓]  

c) . الموقع النهائي للجسيم 

 

 الحل:

 نجد المساحات

A1 =
I

2
×

5

2
× 5 =

25

4
 

A2 =
1

2
(

5

2
+ 1) (2) =

7

2
 

a)    𝑠(5) − 𝑠(0) =
25

4
−

7

2
=

11

4
𝑚 

b) 𝑠 =
25

4
+

7

2
=

39

4
 𝑚         

c) 𝑠(5) − 0 =
11

4
 𝑚         

 

(6)مثال  

+ + + + +      - - - - -  

0                  
π

2
                 π 

(7)مثال  

V(t) 

t 

1     2      3     4      5 

-2 

5 

5

2
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ـــــلــــامــــــــــالـــتــك  
 

 ضـــــــــــويـــــعـــتــــــــال(   1) 

نستخدمه في ضرب أو قسمة اقترانيين أحدهما )كلاهما( 

أس أو  خرى أو مشتقةالأ هي أحدهماومشتقة   مركب .

 .ه هي الأخرىزاويت

A) أوضح حالاته 
 

 خطية ي زاويته ليستثتكامل مثل (1

 yالزاوية = 

2) (e) ( ،a) أسه ليس خطي 

 yالأس = 

3)     ∫ ( )n × g(x) ⅆx  

، حيث هنالك علاقة بين  yما داخل القوس = 

g(x) .وما داخل القوس 

 تكامل الجذور (4

  yالجذر كله = 

 في المقام، مركب  ln    ،eبوجود    (5

y =  ln  , e 

 

B)   
 حالات الفرض المثلث 

1)              ∫ sinn(ax) ⅆx  

            ∫ cosn(ax) ⅆx 

n 

 

 

 

 

2)              ∫ sinn x cosm x ⅆx   

 

 

 

 

3)            ∫ secn x tanm x ⅆx 

 nنقرر من                     

 

 

 

 

 

 

         قد تحتاج الرجوع للفرض في حال بقي (1

 yمع  xلدينا 

 نستخدم أحياناً المتممة لتحويل (2

sin x = cos (
π

2
− x) 

cos x = sin (
π

2
− x) 

العامل المشترك  أحد أساليب فك لغز السؤال (3

 مثلاً:.  الأصغر أو الأكبر

 ∫
(x+1)7 ⅆx

x9
 

 ∫ √x2 + x4 ⅆx     , x > 0 

 ∫
√x2−x4

x5
ⅆx 

 

 2  تمييز طرق التكامل

 فردي

 والباقي بدلالة التربيع sinنفصل ( 1

 نبدل مطابقة  ( 2

1 − cos2 ⬚  ،  1 − sin2 ⬚ 

 ما داخل القوس بدون أس y( نفرض 3

 زوجي

 بقاتمتطا

كلاهما 

زوجي 

ندمج 

 الأسس

أحدهما فردي 

والآخر زوجي 

صاحب  yنفرض 

 الأس الزوجي

 كلاهما فردي

صاحب  yنفرض 

 الأس الأكبر

n زوجي 

y = tan x 

n فردي 

m فردي 

y = 𝑠ⅇ𝑐 x 

n زوجي 

 بالأجزاء التجريبي
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ـــــلــــامــــــــــالـــتــك  
4)                                      1 ∓ sin  زاوية

      =  (sin ∓ نصف الزاوية cos (نصف الزاوية
2

 

 لأجــــــــــــــــــــــزاءا(   2 )

إذا كان لدينا ضرب اقترانيين غير مركبين وهما غير 

 ي وكثير حدود(ث، )مثلاً: مثلمتجانسين

A) أوضح حالاته 
 

1) ∫ ln(x) ⅆx  

2)  

 

 

 

 

 

    الأجزاء الدوري (3

∫ eخطي sin(خطي) ⅆx 

 ∫ eخطي cos(خطي) ⅆx 

 

B) ونــــــــــــــانـــــــقـــال 
∫ u ⅆv = uv − ∫ v ⅆu 

 

C) أولية الاختبار 
    ما تبقىdv     ،ln  =u  

    بعدم وجود  ln 

u = كثير حدود     ,    dv = ما تبقى  

  الدوري لنا حرية الاختيار في المرة

 الأولى

 

1)   eⅇ      ،e𝑙𝑛   ،  نفصل ض  فرن  أجزاء 

2) ∫
ln 𝑥

x
ء بشكل نستطيع حله على الأجزا   

 دوري، الأفضل على التعويض

3) ∫ f( ) × معاملة المثلثي يجب  fيعامل    .…

غير ذلك نفرض، ثمّ نكمل  xأن يكون قوسه 

 أجزاء إذا كان مضروب بكثير حدود

إذا كان البسط جمع )طرح( جنسين مختلفين نتأكد  (4

  ln  يكن إذا لم؟  مباشرة  lnهل الجواب 

∫إلى  نجزء التكامل إلى تكاملين 
x+sin x

1+cos x
ⅆx 

    أجزاء الجداول في حال (5

∫ كثير حدود × cos(خطي) 

∫ كثير حدود × sin(خطي) 

∫ كثير حدود × eخطي 

∫ كثير حدود × (خطي)
n
 

 لــــكــــســـــــــــور الـــــــجــــزئيـــــــــــــةا(   3 )

 ـــروطشـــــــال

 مأهم شرط للكسور الجزئية أن يكون البسط والمقا (1

حدود، ومع  اكلاهما كثيرا حدود، أو ليسا كثير

 الفرض يتحولا لكثيري حدود

درجة البسط أقل من درجة المقام وإلا نستخدم  (2

 القسمة الطويلة

 

∫  كثير حدود

e أس خطي 

a أس خطي 

 مثلثي زاويته خطية

ln x 

(خطي)
n
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ـــــلــــامــــــــــالـــتــك  
نجزء التكامل بتلاثة  ،البسط ليس مشتقة المقام (3

 :أشكال

a)  أقواس خطية مختلفة يتحلل إلىالمقام 

k

(x − x1)(x − x2)
=

A

x − x1
+

B

x − x2
 

 

b) أحد أقواس المقام مربع كامل 

k

(x − x1)(x − x2)2
=

A

x − x1
+

B

x − x2
+

c

(x − x2)2
 

 

c) )أحد الأقواس لايتحلل )مميزه سالب 

x

(x − 1)(x2 + 1)
=

A

x − 1
+

Bx + c

x2 + 1
 

 

 

 

 ( 24 – 1جد التكاملات التالية في الأسئلة )

1)   ∫ ⅇ√𝐱 ⅆ𝐱 

y = √x   →   y2 = x 

2y ⅆy = ⅆx 

∫ 2yey ⅆy 

 أجزاء مرة واحدة

u = 2y                   ⅆv = ey ⅆy 

ⅆu = 2 ⅆy                        v = ey 

2yey − 2ey + 𝑐 

= 2√xe√x  −   2ⅇ√𝑥 + 𝑐 

2) ∫ 𝐬𝐢𝐧𝟓 𝟐𝐱 ⅆ𝐱 

∫ sin 2x(sin2 2x)2 ⅆx 

= ∫ sin 2x(1 − cos2 2x)2 ⅆx 

y = cos 2x   →    ⅆ𝑥 =
ⅆ𝑦

−2 sin 2𝑥
 

∫ sin 2x(1 − y2)2
ⅆy

−2 sin 2x
 

=  
−1

2
(y −

2y3

3
+

y5

5
) + c 

 yنـــرجـــع   

 

3) ∫ 𝐱𝟐 ⋅ √𝐱𝟕 − 𝟓𝐱𝟑𝟑
ⅆ𝐱 

 عامل مشترك الفرض المباشر لايحل المسألة  

∫ x3(x4 − 5)
1
3 ⅆx 

y = x4 − 5    →     ⅆx =
ⅆy

4x3
 

∫ x3(y)
1
3

ⅆy

4x3
=  

3

16
𝑦

4
3 + 𝑐 

 yنـــرجـــع   

 

4) ∫ (𝐱 − 𝟐)𝟐ⅇ(𝐱−𝟐)𝟑
ⅆ𝐱

𝟑

𝟎
 

y = (x − 2)3 

ⅆx =
ⅆy

3(x − 2)2
 

0:   نغيرّ الحدود → 3و             8−  → 1 
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ـــــلــــامــــــــــالـــتــك  
∫(x − 2)2ey

ⅆx

3(x − 2)2

1

−8

 

=
1

3
ey|−8

1 =
1

3
(ⅇ1 −  ⅇ−8) 

 

5)  ∫ 𝐬𝐢𝐧 𝟐𝐱(𝟏 + 𝐬𝐢𝐧 𝐱)𝟑 ⅆ𝐱 

y = 1 + sin x     →     ⅆx =
ⅆy

cos x
 

∫ 2 sin x cos xy3
ⅆy

cos x
  

= 2∫ (𝑦 − 1)𝑦3 ⅆ𝑦 = 2 (
𝑦5

5
−

𝑦4

4
) + 𝑐 

 yنرجع 

 

6)  ∫
√𝐱

𝟏+ √𝐱
𝟒 ⅆ𝐱

𝟏𝟔

𝟏

 

yنفرض      = √x
4

 

  4،  2عامل المشترك الأكبر بين  

y4 = x   →   ⅆx = 4y3 ⅆy   

1نغيرّ الحدود :   → 16و             1  → 2 

∫
y2

1 + y
× 4y3 ⅆy = ∫

4y5

𝑦 + 1
ⅆy

2

1

2

1

 

 بالقسمة الطويلة:

 

∫ (4y4 − 4𝑦3 + 4𝑦2 − 4𝑦 + 4 +
−4

𝑦 + 1
) ⅆy

2

1

 

= (4
y5

5
− 𝑦4 +

4𝑦3

3
− 2𝑦2 + 4𝑦 − 4 ln|𝑦 + 1|)|

1

2

 

= −4 ln 3 + 4 ln 2 +  
257

15
 

 

7)  ∫ 𝐜𝐨𝐬𝟓 𝐱 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝐱 ⅆ𝐱 

y = sin x   →   ⅆx =
ⅆy

cos x
 

∫ cos5(x)   y2 ×
ⅆy

cos x
 

= ∫ (cos2 x)2y2 ⅆy = ∫ (1 − sin2 x)2y2 ⅆy 

4y5 

4𝑦5 + 4𝑦4 

−4y4 

−4y4 − 4y3 

y + 1 

4𝑦4 − 4y3 + 4y2 − 4y + 4 

4y3 

4y3 + 4y2 

−4y2 

−4y2 − 4y 

4y 

4y + 4 

−4 
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ـــــلــــامــــــــــالـــتــك  
= ∫ (1 − y2)2y2 ⅆy 

= ∫ (y2 − 2y4 + y6) ⅆy 

=
y3

3
−

2y5

5
+

y7

7
+ c 

  yـع نرجـ
 

8) ∫ 𝐬ⅇ𝐜 𝐱 𝐭𝐚𝐧𝟑 𝐱 ⅆ𝐱 

y = sec x     →     ⅆx =
ⅆy

sec x tan x
 

∫ y tan3 x
ⅆy

y tan x
=  ∫ (sec2 𝑥 − 1) ⅆ𝑦 

= ∫ (𝑦2 − 1) ⅆ𝑦 =
𝑦3

3
− 𝑦 + 𝑐  

  yنرجــع 

 

9) ∫ 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝐱 𝐜𝐨𝐬𝟒 𝐱 ⅆ𝐱 

 ندمج الأسس

∫ (sin x cos x)2 cos2 x ⅆx 

= ∫
1

4
sin2 x ×  

1

2
(1 + cos 2x) ⅆx 

= ∫
1

8
sin2 2x ⅆx +

1

8
∫ sin2 2x cos 2x ⅆx 

y = sin 2x  →   ⅆx =
ⅆy

2 cos 2x
 

=
1

8
∫

1

2
(1 − cos 4x) ⅆx +

1

8
∫ y2 cos 2x

ⅆy

2 cos2x
 

=
1

16
(x −

sin 4x

4
) +

y3

48
+ c 

 yنرجــــع 

10) ∫ 𝐭𝐚𝐧𝟑 𝐱 ⅆ𝐱 

∫ tan x(sec2 x − 1) ⅆx 

= ∫ tan x sec2 x ⅆx − ∫ tan x ⅆx 

y = tan x    →    ⅆ𝑥 =
ⅆ𝑦

sec2 𝑥
 

∫ y sec2 x
ⅆx

sec2 x
= ln|cos 𝑥| + 𝑐 

=
y2

2
+ ln|cos x| + c 

  yنرجــع 

 

11) ∫
𝐱𝟓

(𝐱+𝟏)𝟕 ⅆ𝐱 

 نخرج عامل مشترك

= ∫
x5

x7(1 + x−1)
ⅆx = ∫

x−2

(1 + x−1)7
ⅆx 

y = 1 + x−1     →     ⅆ𝑥 =
ⅆ𝑦

−𝑥−2
 

∫
x−2

y7
×

ⅆy

−x−2
=

−y−6

−6
+ c =

1

6y6
+ 𝑐 

  yنرجــع 

 

 أثبت أن (12

∫ 𝐬𝐢𝐧𝐧 𝐱 ⅆ𝐱
𝛑

𝟐
𝟎

= ∫ 𝐜𝐨𝐬𝐧 𝐱 ⅆ𝐱
𝛑

𝟐
𝟎

  

 نستخدم المتممة
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ـــــلــــامــــــــــالـــتــك  
∫ sinn x ⅆx

π
2

0

= ∫ cosn (
π

2
− x) ⅆx

π
2

0

 

y =
π

2
− x   →    ⅆx = − ⅆy 

0نغيرّ الحدود :   →  
π

2
و             

π

2
→ 0 

∫ cosn y
ⅆy

−1

0

π
2

= ∫ cosn y ⅆx

π
2

0

       # 

 

13) ∫
𝐱

𝐱𝟐−𝟓𝐱+𝟔
ⅆ𝐱 

 كسور جزئية

x

(x − 2)(x − 3)
=

A

x − 2
+

B

x − 3
 

x = A(x − 3) + B(x − 2) 

x = 2 → 2 = −A → A = −2 

x = 3 → B = 3 

= −2 ln|𝑥 − 2| + 3 ln|𝑥 − 3| + 𝑐 

 

14) ∫
𝐜𝐨𝐬 𝐱 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝐱

𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝐱+𝐬𝐢𝐧 𝐱−𝟑
ⅆ𝐱 

y = sin x    →    ⅆx =
ⅆy

cos x
 

∫
cos x sin2 x

2y2 + y − 3
×

ⅆy

cos x
 

∫
y2

2y2 + y − 3
ⅆy 

 بالقسمة الطويلة

 

∫ (
1

2
+

−1
2

y +
3
2

2y2 + y − 3
) ⅆy 

−1
2

y +
3
2

(2y + 3)(y − 1)
=

A

2y + 3
+

B

y − 1
 

−1

2
y +

3

2
= A(y − 1) + B(2y + 3) 

y = 1 → 1 = 5B → B =
1

5
 

y = −
3

2
→

11

6
= −

5

3
A → A = −

9

10
 

=
1

2
x −

9

20
ln|2y + 3| +

1

5
ln|y − 1| + c 

 yع ـــــنرج

 

15) ∫
𝟕

(𝐱+𝟏)(𝐱−𝟏)𝟐 ⅆ𝐱 

7

(x + 1)(x − 1)2
=

𝐴

x + 1
+

B

x − 1
+

c

(x − 1)2
 

7 = A(x − 1)2 + B(x + 1)(x − 1) + C(x + 1) 

y2 

y2 +
1

2
y −

3

2
 

−1

2
y +

3

2
 

2y2 + y − 3 

1

2
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ـــــلــــامــــــــــالـــتــك  
x = 1 → 7 = 2c → c =

7

2
 

x = −1 → 7 = 4A → A =
7

4
 

x = 0 → 7 =
7

4
− B +

7

2
 

B =
21

4
− 7 → B =

−7

4
 

=
7

4
ln|x + 1| −

7

4
ln|x − 1| −

7

2
(x + 1)−1 + 𝑐 

 

16) ∫
𝐱𝟐−𝟏

𝐱𝟑+𝟒𝐱
ⅆ𝐱 

∫
x2 − 1

x(x2 + 4)
ⅆx 

x2 − 1

x(x2 + 4)
=

A

x
+

Bx + c

x2 + 4
 

x2 − 1 = A(x2 + 4) + (Bx + c)x 

x = 0 → −1 = 4A → A =
−1

4
 

x = 1 → 0 =
−5

4
+ B + c 

B + c =
5

4
       … (1) 

x = −1 → 0 =
−5

4
+ B − c 

B − c =
5

4
    … (2) 

2B =
10

4
→ B =

5

4
 

c = 0 

=
−1

4
ln|𝑥| +  

5

8
ln|𝑥2 + 4| + 𝑐 

 

17) ∫
𝐜𝐨𝐬 𝐱

(𝟖+𝐜𝐨𝐬𝟐 𝐱)(𝐬𝐢𝐧 𝐱+𝟒)
ⅆ𝐱 

= ∫
cos x

(8 + 1 − sin2 x)(sin x + 4)
ⅆx 

y = sin x     →    ⅆx =
ⅆx

cos x
 

∫
cos x

(9 − y2)(y + 4)
×

ⅆy

cos x
 

−1

(y − 3)(y + 3)(y + 4)
=

𝐴

𝑦 − 3
+

𝐵

𝑦 + 3
+

𝐶

𝑦 + 4
 

 مــــلــنـك

=
1

42
ln|y − 3| +

1

6
ln|y + 3| −

1

7
ln|y + 4| + c 

 

18) ∫ 𝐥𝐧(𝐱𝟐 − 𝟏) ⅆ𝐱 

u = ln(x2 − 1)                        ⅆ𝑣 = ⅆ𝑥 

ⅆu =
2x

x2 − 1
ⅆx                           v = x 

= x ln(𝑥2 − 1) − ∫
2𝑥2

𝑥2 − 1
ⅆ𝑥 

ةطويلة ثم كسور جزئيقسمة 

 

2x2 

2x2 − 2 

2 

x2 − 1

− 1 

2 
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ـــــلــــامــــــــــالـــتــك  
 كسور جزئية

= x ln(𝑥2 − 1) − [2 + ∫
2

𝑥2 − 1
ⅆ𝑥] 

= x ln|x2 − 1| − 2x − ln|x − 1| + ln|x + 1| + 11 + c 

 

19) ∫ 𝐬𝐢𝐧 √𝐱
𝟑

ⅆ𝐱 

y = √x
3

→ y3 = x 

3y2 ⅆy = ⅆx 

∫ 3y2 sin y ⅆy 

 أجزاء مرتين جداول

dV                              U  

3y2                          sin 𝑦 

6y                      − cos y 

6                         − sin y 

0                            cos y 

= −3y2 cos y + 6𝑦 sin 𝑦 + 6 cos 𝑦 + 𝑐 

 yرجـــــع  ن

 

20) ∫
𝐱 𝐬𝐢𝐧 𝐱

𝐜𝐨𝐬𝟑 𝐱
ⅆ𝐱 

∫ x sec2 x tan x ⅆx 

  u = x               ⅆv = sec2 x tan x  ⅆx 

ⅆu = ⅆx              v =
1

2
tan2 x 

 

 

∫    v  لايجاد   sec2 x tan x ⅆx     

𝑦 = tan x → ⅆx =
ⅆy

sec2 x
 

∫ y ⅆy =
y2

2
=

1

2
tan2 x 

_________________________________ 

=
1

2
x tan2 x −

1

2
∫ tan2 x ⅆx 

=
1

2
x tan2 x −

1

2
∫ (sec2 x − 1) ⅆx 

=
1

2
x tan2 x −

1

2
tan x +

1

2
x + c 

 

21) ∫ ⅇ(𝐱+𝟐 𝐥𝐧 𝐱) ⅆ𝐱 

∫    :   نبسط exeln 𝑥2
ⅆx = ∫ x2ex ⅆx 

  أجزاء مرتين )جداول(

x2                         ⅇ𝑥 

2𝑥                      ⅇ𝑥 

2                        ⅇ𝑥 

0                          ⅇ𝑥 

x2ex − 2xex + 2ex + c 

 

22) ∫ ⅇ𝐱 𝐬𝐢𝐧 𝐱 𝐜𝐨𝐬 𝐱 ⅆ𝐱 

 أجزاء دوري لكن نبدأ بالتبسيط

∫ ex ⋅
1

2
sin 2x ⅆx = ∫

1

2
ex sin 2x ⅆx 

+ 

+ 

- 

+ 

+ 

- 
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ـــــلــــامــــــــــالـــتــك  
       u =

1

2
ex               ⅆv = sin 2x ⅆx 

ⅆu =
1

2
ex ⅆx               v =

− cos 2x

2
 

=
−1

4
ex cos 2x + ∫

1

4
ex cos 2x ⅆx 

          u =
1

4
ex               ⅆ𝑣 = cos 2𝑥 ⅆ𝑥 

ⅆu =
1

4
ex ⅆx               v =

sin 2x

2
 

∫
1

2
ex sin 2x ⅆx 

=
−1

4
ex cos 2x +

1

8
ex sin 2x −

1

8
∫ ex sin 2x ⅆx 

 ننقل

5

8
∫ ex sin 2x ⅆx =

−1

4
ex cos 2x +

1

8
ex sin 2x 

∫ ex sin 2x ⅆx =
8

5
(

−1

4
ex cos 2x +

1

8
ex sin 2x) + 𝑐 

 

23) ∫ 𝒔𝒆𝒄𝟑 𝒙 ⅆ𝒙 

u = sec x                        ⅆv = sec2 x 

ⅆu = sec x tan x           v = tan x       

sec x tan x − ∫ sec x tan2 x ⅆx 

= sec x tan x − ∫ sec x(sec2x −1) ⅆx 

∫ sec3 x ⅆx = sec x tan x − ∫ sec3 x ⅆx

+ ∫ sec x ⅆx 

2

2
∫ sec3 x ⅆx

=
sec x tan x + ln |sec x + tan x |

2
+ c 

24) ∫
𝐱+𝐬𝐢𝐧 𝟐𝐱

𝟏−𝐜𝐨𝐬 𝟐𝐱
ⅆ𝐱 

∫ نوزع      
x

1−cos 2x
ⅆx + ∫

sin 2x

1−cos 2x
ⅆx 

1)      ∫
x

1 − cos 2x
ⅆx = ∫

x

2 sin2 x
ⅆx 

= ∫
1

2
x csc2 x ⅆx 

     u =
1

2
x                     ⅆν = csc2 x ⅆx 

   ⅆu =
1

2
ⅆx                    ν = − cot x 

−1

2
x cot x −

1

2
ln|sin x| 

2)   ∫
sin 2x

1 − cos 2x
ⅆx =

1

2
ln|1 − cos 2𝑥| 

 الحل الكلي:

=
−1

2
x cot x −

1

2
ln|sin x| +

1

2
ln|1 − cos 2x| + c 

 

25) ∫
𝐱𝟑ⅇ𝐱𝟐

(𝐱𝟐+𝟏)
𝟐 ⅆ𝐱 

y = x2    →    ⅆx =
ⅆy

2x
 

∫
x3ey

(y + 1)2
×

ⅆy

2x
=

1

2
∫

yey

(y + 1)2
ⅆy 

                u = yey                       ⅆ𝑣 = (𝑦 + 1)−2 ⅆ𝑥 

ⅆu = yey + ey × 1 

      = ey(y + 1) ⅆy                 v =
(y + 1)−1

−1
=

−1

y + 1
 

=
1

2
(

−yey

y + 1
+ ey) + c 

 yنرجــــع  
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ـــــلــــامــــــــــالـــتــك  
 

 وبين المستقيمين  g و fالمساحة بين  (1

 x = a     ، x = b 

A = (الأعلى)∫ − (الأسفل) ⅆx

b

a

 

لمعرفة الأعلى والأسفل، إما نرسم أو نختبر نقطة  (2

 وسطية

xينستقيمإذا لم يعطي السؤال الم (3 = a  ، x = b 

fنجد التقاطع  = g  

 إما تكون تقاطع

 

 اسأو تم

 

 y  اقتران xمحور  (4 = 0  

       حد من الحدود )أحد المستقيمين(  yمحور 

x = 0 

 ،  xالمساحة مع محور  (5

 نختبر 

 A = ∫ f(x) ⅆx
b

a
   xهو أعلى من  fإذا كان   

A و   = − ∫ f(x) ⅆx
b

a
 

  هو الأعلى xإذا كان 

Aأو     = ∫ |f(x)| ⅆx
b

a
  و نعيد التعريف  

المنطقة بين  الحجم الدوراني الناتج من دوران  (6

g , f    والمستقيمينx = a   , x = b  حول

x ، vمحور  = π ∫ (الأعلى)
2

− (الأسفل)
2

ⅆx
𝑏

a

   

 xمع محور  fوإذا كان 

v = π ∫ (f(x))
2

ⅆx
b

a

   

المساحة المحصورة بين        جد 

𝐟(𝐱) = 𝐬𝐢𝐧 𝐱   ,   𝐠(𝒙) = 𝐜𝐨𝐬 𝒙   

𝐱والمستقيمين      = 𝟎    ,    𝐱 =
𝛑

𝟐
  

 أولا: نتأكد من التقاطع هل يوجد تجزئة للفترة

sin x = cos x → x =
π

4
 

 نعم نجزء الفترة

 

A = ∫(cos x − sin x) ⅆx

π
4

0

+ ∫(sin x − cos x) ⅆx

π
2

π
4

 

= 2√2 − 2 

مساحة المنطقة المحصورة  جد 

𝐟(𝐱)بين   =
𝟏

𝟐
𝐱𝟐 + 𝟔     , 𝐠(𝐱) = 𝟐𝐱𝟐  

f = g  →   2x2 =
1

2
x2 + 6 

   4x2  2نضرب بـ  = x2 + 12 

3x2 = 12 → x2 = 4 → x = ±2 

 

 3  المساحات والحجوم
(1)مثال  

0                              
π

4
                            

π

2
 

cos x − sin x          sin x − cos x 

(2)مثال  

-2                                   2 

1

2
x2 + 6 − 2x2 

  f-g           g-f 
+ + +        - - - -  

a 

  f-g           f-g 

a 

+ + +     + + +  
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ـــــلــــامــــــــــالـــتــك  
A = ∫ (

−3

2
x2 + 6) ⅆx

2

−2

 

=
−1

2
x3+6x|−2

3 = 16 

من الشكل التالي احسب مساحة  

 المنطقة المظللة

 

,  (0,6)نجد معادلة المستقيم الذي يمر بـ  (6,0) 

m = −1 → y − 0 = −1(x − 6) 

y = 6 − x 

6جد التقاطع:    ن − x = x2         

x2 + x − 6 = 0 

(x + 3)(x − 2) = 0 

x = −3     ,     2 

A = ∫ x2 ⅆx

2

0

+ ∫(6 − 𝑥) ⅆ𝑥

6

2

 

=
8

3
+ 24 − 16 =

32

3
 

احسب مساحة المنطقة المظللة  

𝒚المحصورة بين  = 𝐱𝟐 ومماس ، y  𝟐)عند, 𝟒) 

 

 نجد معادلة المماس

𝑦′ = 2x   →     m = 4 

y − 4 = 4(x − 2)   →   𝑦 = 4𝑥 − 4 

 مساحة المثلث ونطرحهاثم نحسب  A1نحسب 

 

A1  بينy  ومحورx  والمستقيمينx = 0 , x = 2  

A1 = ∫ x2 ⅆx

2

0

=
x3

3
|

0

2

=
8

3
 

  xنجد تقاطع المماس مع  

y = 4x − 4 = 0   →    x = 1 

Aالمثلث =
1

2
(2 − 1)(4) = 2 

Aالمحصورة =
8

3
− 2 =

2

3
 

(3)مثال  

y 

x 
6 

(0, 6) 

y = x2 

 (4)مثال

9

y 

x 

(2 , 4) 

y = x2 

y 

x 

(2 , 4) 

y = x2 



 

18 

 

ـــــلــــامــــــــــالـــتــك  
ي جابة الصحيحة فاختر رمز الإ 

 (5 – 1) الفروع

∫، فإن كل التاليمن الش (1 (f − g) ⅆx
4

1
 يساوي 

 

     a) 7             b) 1            c) 9            d) 3       

 

من الشكل التالي، إن التكامل الذي يعبرّ عن  (2

 مساحة المنطقة المظللة هو:

 

     a) ∫ f(x) ⅆx
3

1
             b) 2 ∫ f(x) ⅆx

−2

1
   

     c) ∫ |f(x)| ⅆx
3

1
            d) ∫ −f(x) ⅆx

3

1
     

        إذا كانت المساحة المحصورة بين( 3  

𝐟(𝐱) = 𝐱𝟐   والمستقيم𝒚 = 𝐚    , 𝐚 ∈ 𝐑    الواقعة

في الربع الأول تساوي 
𝟏𝟔

𝟑
 تساوي aفإن   

     a) 16        b) √16
3

       c) 4      d) 2 − √3       

 

إن مساحة المنطقة المحصورة بين                 ( 4

f(x) = x3   ,   g(x) = x     تساوي:   

     a) 2              b) 
1

4
              c) 1             d) 

1

2
       

 

إن الحجم الناتج من دوران المنطقة المحصورة بين ( 5

f(x) = √x   ,   g(x) = x   حول محورx ساوي:ت 

     a) 
π

6
              b) π           c) 

π

3
             d) 

π

2
       

بينّ الشكل التالي المنطقة ي  

، في الربع الأولحصورة بين الإحداثيين الم

𝐟(𝐱) ومنحنى الاقتران    = 𝟐√𝐱 − 𝟐   ،

𝐱والمستقيمين  = 𝟔    ،𝐲 = .جد حجم  𝟓

 . xنطقة حول المجسم الناتج من دوران الم

 

 سنجزء المنطقة

2√x − 2 = 0   →    x = 2 

v1 = π ∫(5)2 ⅆx

2

0

= 50π 

v2 = π ∫ 25 − 4(x − 2) ⅆx = 68π

6

2

 

v𝑇 = 50π + 68π = 118π 

 

(5)مثال  

f g

G 
f 

f g

G 

g

G 

2 3 1 4 
A1 = 5 A2 = 3 A3 = 1 

y 

x 

3 

𝑓 

2 1 

(6)مثال  
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ـــــلــــامــــــــــالـــتــك  
 

 بشرط dyمع  y،  كذلك  dxمع  xنفصل 

1) dy  , dx  بالبسط 

 ليس لهم أس أو جذر (2

 ثم نكامل الطرفين

 

 :جد حل المعادلات التفاضلية التالية

1) 
ⅆ𝐲

ⅆ𝐱
= 𝐜𝐨𝐬 𝐱 𝐬𝐢𝐧 𝐲 

cos x ⅆx =
ⅆy

sin y
= csc 𝑦 ⅆy 

 نكامل الطرفين

sin x + c = − ln|csc 𝑦 + cot 𝑦| 

 

2) 
ⅆ𝐲

ⅆ𝐱
= √𝐱𝐲 + 𝐱 − 𝐲 − 𝟏    

𝒙 > 𝟏   ,   𝒚 >  حيث ,   𝟏−

 نفصل المعادلة

ⅆy

ⅆx
= √x(y + 1) − (y + 1) 

ⅆy

ⅆx
= √(y + 1)(x − 1) 

ⅆy

√y + 1
= √x − 1 ⅆx 

2(y + 1)
1
2 =

2

3
(x − 1)

3
2 + c 

3) 𝟐 𝐭𝐚𝐧𝟐 𝐱 ⅆ𝐲 + 𝐲𝟐 ⅆ𝐱 = −𝟐 ⅆ𝐲 

2 tan2 x ⅆy − 2 ⅆy = −y2 ⅆx 

2 ⅆy[tan2 x + 1] = −𝑦2 ⅆ𝑦 

2 sec2 x ⅆy = −y2 ⅆx 

−2

y2
ⅆy = cos2 x ⅆx 

 نكامل الطرفين

2

y
= ∫

1

2
(1 + cos 2x) ⅆx 

2

y
=

1

2
(x +

sin 2x

2
) + c 

 

عند  yعلمت أن ميل العمودي للعلاقة إذا  (4

(𝐱, 𝐲) يعطى بالصيغة 
𝟐

𝐱𝐲+𝐲
وكان منحنى  

y  𝟐)يمر بالنقطة, ⅇ𝟐)  جد العلاقة  ،y . 

ⅆy

ⅆx
=

xy + y

−2
=

−1

2
y(x + 1) 

∫ −2 ×
ⅆy

y
= ∫ (x + 1) ⅆx 

−2 ln|𝑦| =
𝑥2

2
+ 𝑥 + 𝑐 

 نعوض

−4 = 4 + c   →    c = −8 

−2 ln|𝑦| =
𝑥2

2
+ 𝑥 − 8 

ln|𝑦| =
𝑥2

−4
−

1

2
𝑥 + 4 

 4  المعادلات التفاضلية
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ـــــلــــامــــــــــالـــتــك  
مستقيم وتعطى  في مسار يتحرك جسم (5

                 بالمعادلة سرعته المتجهة
ⅆ𝐬

ⅆ𝐭
= 𝐬𝐭√𝐭 + جد موقع الجسيم ،   𝟒

𝐬(𝟎)ثوان علماً بأن  5بعد مرور  = 𝟏 

𝐬علماً بأن  > 𝟎 

ⅆs

s
= t(t + 4)

1
2 ⅆt 

 نكامل الطرفين

ln|s| = ∫ t(t + 4)
1
2 ⅆt 

y = t + 4 → ⅆy = ⅆt 

ln|𝑠| = ∫ (𝑦 − 4)𝑦
1
2 ⅆ𝑦   

ln|𝑠| =
2

5
𝑦

5
2 −

8

3
𝑦

3
2 + 𝑐 

ln|𝑠| =
2

5
(𝑡 + 4)

5
2 −

8

3
(𝑡 + 4)

3
2 + 𝑐 

tنعوض  = 0  

ln|𝑠(0)| =
64

5
−

64

3
+ 𝑐 = 1 

c =
128

15
 

ln|𝑠(𝑡)| =
2

5
(𝑡 + 4)

5
2 −

8

3
(𝑡 + 4)

3
2 +

128

15
 

ln|𝑠(5)| =
2

5
(243) −

8

3
(27) +

128

15
 

𝑆(5) ≈ ⅇ33.73 

 

يمكن نمذجة معدّل تغيرّ عدد الغزلان في  (6

إحدى الغابات بالمعادلة التفاضلية:            
ⅆ𝑷

ⅆ𝒕
=

𝟏

𝟐𝟎𝟎𝟎𝟎
𝑷(𝟏𝟎𝟎𝟎 − 𝑷)  ، 

سنة  tعدد الغزلان في الغابة بعد  Pحيث 

 ،من بدء دراسة عليها 

𝒍𝒏علماً بأن  ) (
𝟐𝟕

𝟐𝟎
) = 𝟎. 𝟑 ) 

a)  أحل المعادلة التفاضلية لايجاد عدد

سنة من  tالغزلان في الغابة بعد 

بدء الدراسة، علماً بأن عددها عند 

 غزال. 2500بدء الدراسة هو 

b)  بعد كم سنة يصبح عدد العزلان في

 غزال؟ 1800الغابة 

 

𝑎)              
ⅆP

ⅆt
=

1

20000
P(1000 − P) 

∫
ⅆP

P(1000 − P)
= ∫

1

20000
ⅆt 

 تجزئة الكسر داخل التكامل في الطرف الأيسر:

∫ (

1
1000

P
+

1
1000

1000 − P
) ⅆP = ∫

1

20000
ⅆt 

1

1000
ln|p| −

1

1000
ln|1000 − p| 

=
1

20000
t + c 

20 ln |P| − 20 ln|1000 − P| = t + c 

20 ln |
𝑃

1000 − 𝑝
| = 𝑡 + 𝑐 

P  بتعويض = tعند    2500 =  ينتج:  0
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ـــــلــــامــــــــــالـــتــك  
c = 20 ln

2500

1500
= 20 ln

5

3
 

⇒    20 ln |
𝑃

1000 − 𝑃
| = 𝑡 + 20 ln

5

3
 

 

b  نعوض )P =  في المعادلة الأخيرة  1800

20 ln (
9

4
) = 𝑡 + 20 ln

5

3
 

t = 20 ln
27

20
≈ 6 

سنوات  6غزال بعد  1800إذن، يصبح عدد الغزلان 

 .تقريبا من بدء الدراسة
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