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 ملخص قوانين المتجهات
  رموزٌ رياضيةٌ 

 𝐵نهايته  ، ونقطة 𝐴 نقطة بدايته يُرمز إلى المتجه الذي
⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 𝐴𝐵 بالرمز  الغامق، ويُرمز  مكتوبا بالخط 𝒗بالرمز  أو  ⃑⃑
 كتابته بالقلم؛ نظرًاعند  ، وبخاصة  ⃑⃑⃑⃑ 𝐯 بالرمز  إلَيْهِ أيضًا

 غامق. إلى صعوبة كتابيه بخط

 
 

 نظام الإحداثيات ثلاثي الأبعاد

 :لغة الرياضيات 

ثلاثاي  ما يُسمّى نظاام الإحاداثيات 𝑧ينتج من إضافة المحور 
 الأبعاد.

 :أتعلَّم 

اسم نقطة  المحاور الإحداثية الثلاثة يُطلَق على نقطة تقاطع
, 𝑂(0 الأصل، وهي: 0 , 0)  

 (:1) مثال

 أعُيِّن كل نقطة ممّا يأتي في نظام الإحداثيات ثلاثي الأبعاد
 A(2 , 4 , 3) 

 
 

 المسافة بين نقطتين، وإحداثيات نقطة المنتصف في الفضاء

 مفهوم أساسي

, 𝐴(𝑥1إذا كانت:  𝑦1 , 𝑧1) , 𝐵(𝑥2 , 𝑦2 , 𝑧2)   فإن ، 
 تعطى بالصيغة: 𝐵و  𝐴المسافة بين النقطتين 

𝐴𝐵 = √ (𝑥2 − 𝑥1)2 + (𝑦2 − 𝑦2)2 + (𝑧2 − 𝑧1)2  

𝐴𝐵̅̅وإحداثيات نقطة منتصف   هي: ̅̅

𝑀(
 𝑥1 + 𝑥2 

 2 
 ,
 𝑦1 + 𝑦2 

 2 
 ,
 𝑧1 + 𝑧2 

 2 
 ) 
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 المتجهات في الفضاء

 :رموز رياضية 

 يُرمَز إلى المتجه بحرفين

  (⇀) لرمزابحرف غامق فوقه أو  ، (⇀)فوقهما الرمز 

 :أتعلَّم 

,𝑣1تُسمّى  𝑣2, 𝑣3 المتجه  إحداثياتv⃑  ،  ويُعبِّر كل 

المحور  ، أو𝑥بالنسبة إلى المحور  منها عن مقدار الإزاحة
𝑦 أو المحور ،𝑧. 

 مفهوم أساسي

, 𝐴(𝑥1إذا كانت:  𝑦1 , 𝑧1) , 𝐵(𝑥2 , 𝑦2 , 𝑧2)  نقطتي ،
𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑بداية المتجه   ⃑ :  ، ونهايته، فإن 

 

|v⃑ | = |𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑|

= √ (𝑥2 − 𝑥1)2 + (𝑦2 − 𝑦2)2 + (𝑧2 − 𝑧1)2  

= v⃑وإذا كان:  𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ = 〈𝑣1 , 𝑣2 , 𝑣3〉 :  ، فإن 

|v⃑ |  = |𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑| = √ 𝑣1
2 + 𝑣2

2 + 𝑣3
2  

 :أتذكَّر 

𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑|بالرمز  𝐴𝐵 يُرمَز إلى مقدار المتجه  ⃑| . 

 جمع المتجهات وطرحها وضربها في عدد حقيقي هندسيًّا

 :أتذكَّر 

، لكن ه  𝑣المتجه  متجه له نفس مقدار هو  v⃑معكوس المتجه 
 .  v⃑−إليه بالرمز  اتجاه مُعاكِس له، ويُرمَز يكون في

 
 جمع المتجهات وطرحها وضربها في عدد حقيقي جبريًّا

 مفهوم أساسي

= v⃑إذا كان:  〈𝑣1 , 𝑣2 , 𝑣3〉 , w⃑⃑⃑ = 〈𝑤1 , 𝑤2 , 𝑤3〉 
: عددًا 𝑐متجهين في الفضاء، وكان   حقيقيًّا، فإن 

v⃑ + w⃑⃑⃑ = 〈(𝑣1 + 𝑤1) , ( 𝑣2 + 𝑤2) , ( 𝑣3 + 𝑤3)〉 
v⃑ − w⃑⃑⃑ = 〈(𝑣1 − 𝑤1) , ( 𝑣2 − 𝑤2) , ( 𝑣3 − 𝑤3)〉 
𝑐v⃑ = 〈𝑐𝑣1 , 𝑐𝑣2 , 𝑐𝑣3〉 

 المتجهاتتساوي 

 :أتعلَّم 

موقعيهما  بالرغم من اختلاف  w⃑⃑⃑و   v⃑قد يتساوى المتجهان 
منهما كما في الشكل  الاتجاه والمقدار لكلّ   في حال تساوى 

 الآتي:

 
 مفهوم أساسي

= v⃑إذا كان:  〈𝑣1 , 𝑣2 , 𝑣3〉 , w⃑⃑⃑ = 〈𝑤1 , 𝑤2 , 𝑤3〉  ،
:  فإن 

v⃑ = w⃑⃑⃑  :إذا وفقط إذا كان 

 𝑣1 = 𝑤1 , 𝑣2 = 𝑤2 , 𝑣3 = 𝑤3 
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 متجها الموقع والإزاحة

 :لغة الرياضيات 

د موقع سُمِّي متجه الموقع بهذا  𝐴النقطة  الاسم لأن ه يُحدِّ
 الأصل. بالنسبة إلى نقطة

 مثال 

, A(−11إذا كانت:  2 , 21) , B(3 ,−5 , ، فأجد  (7

 كُلاًّ ممّا يأتي:

 𝐵والنقطة  𝐴متجه موقع كلّ  من النقطة   (1

OA⃑⃑⃑⃑هو:  𝐴متجه موقع النقطة   ⃑ = 〈−11 , 2 , 21〉 

OB⃑⃑⃑⃑هو:  𝐵متجه موقع النقطة   ⃑ = 〈3 ,−5 , 7〉 

 𝐵والنقطة  𝐴من النقطة  متجه الإزاحة  (2

𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑يُمكِن إيجاد متجه الإزاحة   𝐴بطرح متجه الموقع للنقطة  ⃑ 
 𝐵من متجه الموقع للنقطة 

𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ = OB⃑⃑⃑⃑  ⃑ − OA⃑⃑⃑⃑  ⃑ 
= 〈3 ,−5 , 7〉 − 〈−11 , 2 , 21〉 
= 〈14 , −7 , −14〉 

 𝐵والنقطة  𝐴النقطة  المسافة بين  (3

هي مقدار متجه الإزاحة  𝐵والنقطة  𝐴المسافة بين النقطة 
𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ 

|𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑| = √ 𝑣1
2 + 𝑣2

2 + 𝑣3
2  

= √ (14)2 + (−7)2 + (−14)2  
= √ 441 = 21 

 وحدة طول. 21هي:  𝐵و  𝐴إذن، المسافة بين 

,îمتجهات الوحدة الأساسية:  ĵ, k̂ 

 :أتعلَّم 

 i hatيُقرَأ:  îالرمز 

  hatjيُقرَأ:  ĵوالرمز 

 k hatيُقرَأ:  k̂والرمز 

 مفهوم أساسي

= v⃑يُمكِن كتابة المتجه:  〈𝑣1 , 𝑣2 , 𝑣3〉 بدلالة متجهات 
 الوحدة الأساسية كما يأتي:

v⃑ = 𝑣1 î + 𝑣2 ĵ + 𝑣3k̂ 

 
 :أتعلَّم 

لة   v⃑أن   أُلاحِظ في الشكل المجاور  ناتج)هو مُحصِّ

 ثلاثة متجهات، هي: (جمع

𝑣1 î , 𝑣2ĵ , 𝑣3k̂ 
 :مثال 

= u⃑ المتجااااااااه:أكتاااااااا  ( 1 〈5 , −3 , بدلالااااااااة متجهااااااااات  〈6
 .الوحدة الأساسية

u⃑ = 5î + (−3)ĵ + 6k̂ 
= 5î − 3ĵ + 6k̂ 
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 إيجاد متجه وحدة في اتجاه أيِّ متجه

وذلك بقسمة ذلك المتجه على مقداره فيصبح 

 مقدار المتجة الناتج وحدة واحدة

 مثال 

, A(3إذا كان:  4 , −7) , B(−5 , 16 , ، فأجد متجه  (2
𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑وحدة في اتجاه   ⃑ 

𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑: أكت  1الخطوة   بالصورة الإحداثية. ⃑ 

𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ = 〈−5 − 3 ,16 − 4 , 2 − (−7)〉 
= 〈−8 ,12 , 9〉 

|𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑| = √ 𝑢1
2 + 𝑢2

2 + 𝑢3
2  

= √ (−8)2 + (12)2 + (9)2  
= √ 289 = 17 

û =
 1 

 17 
〈−8 ,12 , 9〉 = 〈

 −8 

 17 
 ,
 12 

 17 
 ,

 9 

 17 
〉 

 

 :رموز رياضية 

 مثل:  a⃑للتعبير عن المتجه  توجد صور مختلفة
〈a1 , a2 , a3〉  ، وa1 î + a2 ĵ + a3 k̂ 

)و 

a1 
a2

a3

) . 

 

 

 

 

 سؤال

بًا طول ضلعه   ، ما  𝑐𝑚  5يُمثِّل الشكل المجاور مُكع 
 ؟ 𝐵، والرأس 𝐴كلّ  من الرأس  إحداثيات

 
𝐴(5 , 5 , 0) 
𝐵(0 , 5 , 5) 
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 المستقيمات في الفضاء: 2الدرس

  
 إيجاد متجه وحدة في اتجاه أيِّ متجه

 :أتذكَّر 

  𝑘 v⃑المتجه  ، فإن  𝑘العدد الحقيقي  في  v⃑إذا ضُرِب المتجه 
𝑘نفسه إذا كان   v⃑ يأخذ اتجاه >  إذا  v⃑ويكون عكس اتجاه ،  0

𝑘كان  < 0 
 مفهوم أساسي

= u⃑ إذا كان: 〈𝑢1 , 𝑢2 , 𝑢3〉 , v⃑ = 〈𝑣1 , 𝑣2 , 𝑣3〉:  ، فإن 
v⃑  ‖ u⃑   إذا وفقط إذا وُجِد عدد حقيقي𝑘 :حيث ،𝑘 ≠ 0  ،

 بحيث يكون:
〈𝑣1 , 𝑣2 , 𝑣3〉 = 𝑘〈𝑢1 , 𝑢2 , 𝑢3〉  

 
 :أتعلَّم 

= v⃑ إذا كان: 〈𝑣1 , 𝑣2 , 𝑣3〉 , u⃑ = 〈𝑢1 , 𝑢2 , 𝑢3〉 ,   وكان
, 𝑣1كل  من:  𝑣2 , 𝑣3 

 أنْ تكون النس : هو  u⃑و   v⃑شرط توازي  لا يساوي صفرًا، فإن  
 𝑢1 

 𝑣1 
 ,

 𝑢2 

 𝑣2 
 ,

 𝑢1 

 𝑣3 
 متساوية. 

 
 مثال:

, 𝐺(7إذا كان:  5 , −11) , 𝐻(4 , 4 , −4) , 
 𝐾(4 , 5 , 3) , 𝐿(7 , 7 , د إنْ كان (3 كل متجهين  ، فأُحدِّ

 ممّا يأتي متوازيين أم لا:
1) 𝐺𝐻⃑⃑⃑⃑⃑⃑  , 𝐾𝐿⃑⃑⃑⃑  ⃑ 

2) 𝐺𝐿⃑⃑⃑⃑  ⃑ , 𝐻𝐾⃑⃑⃑⃑⃑⃑  

a)  𝐺𝐻 ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 〈−3 ,−1 , 7〉 

 𝐾𝐿 ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 〈3 , 2 , 0〉 
 يجعل العبارة  𝑐نلاحظ أنه لا يوجد عدد حقيقي 

 𝐺𝐻 ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 𝑐( 𝐾𝐿 ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  صحيحة (⃑ 

⃑⃑ 𝐺𝐻 ونستنتج أن  ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ,  𝐾𝐿 ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  غير متوازيين ⃑ 

b)  𝐺𝐿 ⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 〈0 , 2 , 14〉 
 𝐻𝐾 ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  = 〈0 , 1 , 7〉 

⃑⃑⃑⃑ 𝐺𝐿 نلاحظ أن  ⃑⃑  ⃑ = 2 𝐻𝐾 ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑    

⃑⃑⃑⃑ 𝐺𝐿 ونستنتج أن  ⃑⃑  ⃑|| 𝐻𝐾 ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑    

 
 :أتعلَّم 

 يكفي إثبات توازي  مستقيمتين بوجه عام، لإثبات توازي قطعتين
 القطعتين المستقيمتين. متجهين يقعان على هاتين

 مثال

𝑅𝑆⃑⃑⃑⃑المجاور، إذا كان:  𝑅𝑆𝑇في المثلث   ⃑ =  4 a⃑  , 𝑅𝑇⃑⃑⃑⃑  ⃑ =

6 b⃑  ، والنقطة𝑈  منتصف𝑅𝑆̅̅̅̅  والنقطة ،𝑉  منتصف𝑅𝑇̅̅ ̅̅  ،
𝑆𝑇⃑⃑ فأُثبِت أن   𝑈𝑉⃑⃑يوازي   ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 

 
 

  𝑈𝑉 ⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ =  𝑈𝑅 ⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  +  𝑅𝑉 ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 

=
 1 

 2 
(−4a⃑ ) +

 1 

 2 
(6b⃑ ) = 3b⃑ − 2a⃑  

 𝑆𝑇 ⃑⃑⃑⃑⃑⃑  ⃑ =  𝑆𝑅 ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ +  𝑅𝑇 ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ 
= −4a⃑ + 6b⃑ = 2(3b⃑ − 2a⃑ ) 
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⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 𝑆𝑇 إذن   ⃑ = 2 𝑈𝑉 ⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑   

⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 𝑆𝑇 ومنه المتجهان  ⃑,  𝑈𝑉 ⃑⃑⃑⃑⃑⃑  متوازيان  ⃑⃑

 :أتعلَّم 

لتحديد إذا كانت  تمثيل النقاط في الفضاء الاستناد إلىلا يُمكِن 
بوصفها  لذا تُستعمَل المتجهات على استقامة واحدة أم لا؛ تقع

. طريقة جبرية  للحلِّ
 مثال:

 . 𝑂𝐴𝐵يظهر في الشكل المجاور المثلث 
𝑂𝐴⃑⃑⃑⃑إذا كان:   ⃑ = a⃑  , 𝑂𝐵⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = b⃑   وكانت النقطة ،𝐷 على  تقع

𝑂𝐵̅̅ 𝐴𝐵̅̅منتصف  𝐸، والنقطة  ̅̅ 𝐴𝐷̅̅  تقع على 𝐹، والنقطة  ̅̅ ̅̅ ،
𝑂𝐹⃑⃑⃑⃑ حيث:  ⃑ =

 2 

 5 
(a⃑ + b⃑ )   فأُثبِت أن ،𝑂 و ،𝐹 و ،𝐸  تقع

 على استقامة واحدة.

 
 𝑂𝐹 ⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ =

 2 

 5 
(a⃑ + b⃑ ) ⟹ a⃑ + b⃑ =

 5 

 2 
 𝑂𝐹 ⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ ⋯ (1) 

 𝑂𝐸 ⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ =  𝑂𝐵 ⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ +  𝐵𝐸 ⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑  
 = b⃑ +

 1 

 2 
 𝐵𝐴 ⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑  

= b⃑ +
 1 

 2 
( 𝐵𝑂 ⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  +  𝑂𝐴 ⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ ) 

= b⃑ +
 1 

 2 
(−b⃑ + a⃑ ) 

=
 1 

 2 
(a⃑ + b⃑ ) 

⟹ a⃑ + b⃑ = 2 𝑂𝐸 ⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ ⋯ (2) 

 ( نستنتج أن:2(، )1)من العلاقتين 
 5 

 2 
 𝑂𝐹 ⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ = 2 𝑂𝐸 ⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ ⟹  𝑂𝐹 ⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑ =

 4 

 5 
 𝑂𝐸 ⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑  

⃑⃑⃑⃑⃑⃑ 𝑂𝐹 وهذا يعني أن المتجهين  ⃑⃑ ,  𝑂𝐸 ⃑⃑⃑⃑⃑⃑ متوازيان،   ⃑⃑
نفسها، إذن،  𝑂وبما أنهما ينطلقان من النقطة 

, 𝑂النقاط  𝐸 , 𝐹  .تقع على استقامة واحدة 

 

 المعادلة المتجهة للمستقيم

 :أتعلَّم 

𝑦الصيغة:  لا يُمكِنني استعمال = 𝑚𝑥 + 𝑏  لكتابة معادلة
 في الفضاء. المستقيم

 
 :لغة الرياضيات 

 . 𝑙المستقيم  اتجاه  v⃑يُسمّى المتجه 
 
 
 :أتعلَّم 

𝑘حيث: ،   𝑘v⃑، فإن  𝑙للمستقيم  اتجاهًا  v⃑إذا كان  ≠ ، هو  0
 . 𝑙 اتجاه للمستقيم أيضًا
 

 مفهوم أساسي
، ويمرُّ بنقطة  v⃑الذي يوازي المتجه  𝑙المعادلة المتجهة للمستقيم 

 r 0متجه الموقع لها 
= r هي: r 0 + 𝑡v⃑  
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 مثال 

= v⃑ الذي يوازي المتجه: 𝑙أجد معادلة متجهة للمستقيم 

〈1 , ,𝑈(0,−6 ، ويمرُّ بالنقطة 〈5−, 4− 9) 
r = r0⃑⃑  ⃑ + 𝑡v⃑  
r = 〈0 ,−6 , 9〉 + 𝑡〈1 , −4 , −5〉 

 مثال 
 المارِّ بالنقطتين: 𝑙أجد معادلة متجهة للمستقيم 

 𝑀(3, ,𝑁(2 ، و (9−,7 −4, 3) 
 𝑁𝑀 ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 〈3 − 2 , 7 − (−4) , −9 − 3〉 
= 〈1 , 11 , −12〉 
r = r0⃑⃑  ⃑ + 𝑡v⃑  
r = 〈3, 7, −9〉 + 𝑡〈1, 11,−12〉 
 

 مثال :

 تُمثِّل: 

r = 11 î + 5 ĵ − 6 k̂ + 𝑡(7 î − 2 ĵ + 5 k̂)  معادلة
 : 𝑙متجهة للمستقيم 

a 39)( أُبيِّن أن  النقطة التي متجه الموقع لها هو î − 3 ĵ +

14 k̂)  تقع على المستقيم𝑙 
b أجد متجه الموقع للنقطة التي تقع على هذا المستقيم، وتُقابِل )

𝑡القيمة:  = −3 
c إذا كانت النقطة )( 𝑣, −3𝑣, 5𝑣 − تقع على المستقيم  (1
𝑙فما قيمة ، 𝑣 ؟ 
 

a) r = (11 + 7𝑡)î + (5 − 2𝑡)ĵ

+ (−6 + 5𝑡)k̂ 
 تحقق: 𝑡نبحث عن قيمة لا 

39î − 3ĵ + 14k̂ 

= (11 + 7𝑡)î + (5 − 2𝑡)ĵ

+ (−6 + 5𝑡)k̂ 
39 = 11 + 7𝑡 ⟹ 𝑡 = 4 
−3 = 5 − 2𝑡 ⟹ 𝑡 = 4 
14 = −6 + 5𝑡 ⟹ 𝑡 = 4 

𝑡)بما أن للمعادلات الثلاث الحل نفسه  = 4) 
 ، فإن النقطة التي متجه موقعها

 39î − 3ĵ + 14k̂  وهي النقطة
(39 , −3 , لأنها  𝑙تقع على المستقيم  (14
𝑡تنتج من تعويض  =  في معادلته. 4

 

b) 𝑡 = −3 
⟹ r = 
(11 + 7(−3))î + (5 − 2(−3))ĵ

+ (−6 + 5(−3))k̂ 
= −10î + +11ĵ − 21k̂ 
 

c)  متجه الموقع للنقطة(𝑣 , −3𝑣 , 5𝑣 − 1) 
𝑣îهو  − 3𝑣ĵ + (5𝑣 − 1)k̂ 

𝑣î − 3𝑣ĵ + (5𝑣 − 1)k̂ 
= (11 + 7𝑡)î + (5 − 2𝑡)ĵ

+ (−6 + 5𝑡)k̂ 
𝑣 = 11 + 7𝑡 ⋯ (1) 
−3𝑣 = 5 − 2𝑡 (2) 
5𝑣 − 1 = −6 + 5𝑡 ⋯ (3) 
(1) × 3 + (2) ⟹ 0 = 38 + 19𝑡 
⟹ 𝑡 = −2 
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⟹ 𝑣 = −3 
𝑡تتحقق من أنّ  = −2  ،𝑣 = تحققان  3−

 (3المعادلة )

5(−3) − 1 =?− 6 + 5(−2) 
−16 = −16  

التي تجعل النقطة  𝑣إذن، قيمة 
(𝑣 , −3𝑣 , 5𝑣 −  𝑙واقعة على المستقيم  (1

𝑣هي:  = −3 

 المستقيمات المتوازية والمتقاطعة والمتخالفة

 مفهوم أساسي
= rإذا كانت:  a⃑ + 𝑡 b⃑   معادلة متجهة للمستقيم𝑙1  :وكانت ،

r = c + 𝑢 d⃑  معادلة 
:  𝑙2متجهة للمستقيم    b⃑  || d⃑إذا وفقط إذا كان  𝑙1 ‖ 𝑙2، فإن 

 
 مثال:

 إذا كانت: 

r = 〈3, 7, −9〉 + 𝑡〈1,  معادلة متجهة 〈12−,11
  ، وكانت: 𝑙1للمستقيم  

r = 〈−30,−6, 30〉 + 𝑢〈4,−6,  متجهة معادلة 〈3
د إذا كان 𝑙2 للمستقيم متوازيين،  𝑙2، و  𝑙1المستقيمان:  ، فأُحدِّ

إذا  أو متقاطعين، أو متخالفين، ثم أجد إحداثيات نقطة تقاطعهما
 متقاطعين.كانا 

v1⃑⃑هو  𝑙1اتجاه المستقيم   ⃑ = 〈1 , 11 , −12〉 
= v2⃑⃑⃑⃑هو  𝑙2واتجاه المستقيم  〈4 ,−6 , 3〉 

v1⃑⃑بحيث  𝑘وبما أنه لا يوجد عدد حقيقي   ⃑ = 𝑘v2⃑⃑⃑⃑   فإن
 المستقيمين غير متوازيين.

 من معادلتي المستقيمين:  rنساوي 

〈3 , 7 , −9〉 + 𝑡〈1 , 11 , −12〉

= 〈−30 ,−6 , 30〉 + 𝑢〈4 , −6 , 3〉 
3 + 𝑡 = −30 + 4𝑢 ⟹ 𝑡 − 4𝑢 = −33⋯(1) 
7 + 11𝑡 = −6 − 6𝑢 ⟹ 
11𝑡 + 6𝑢 = −13⋯(2) 
−9 − 12𝑡 = 30 + 3𝑢 ⟹ 
12 + 3𝑢 = −39 ⋯ (3) 
3 × (1) + 2 × (2) ⟹ 
25𝑡 = −125 ⟹ 𝑡 = −5 , 𝑢 = 7 

𝑡تتحقق من أنّ  = −5  ،𝑢 =  (3تحققان المعادلة ) 7

12(−5) + 3(7) =?− 39 
−39 = −39  

حققتا المعادلات الثلاث، فإن  𝑢وقيمة  𝑡بما أن قيمة 
المستقيمين متقاطعان، لإيجاد إحداثيات نقطة التقاطع 

𝑡نعوض  =  : 𝑙1في معادلة  5−
r = 〈3 , 7 , −9〉 − 5〈1 , 11 , −12〉

= 〈−2 , −48 , 51〉 
, 48−, 2−)إذن، يتقاطع المستقيمان في النقطة  51) 
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 مثال:

,0): أقلعت طائرة من موقع  إحداثياته: عرض جوي  7, 0)  .
ثانية من موقع  إحداثياته:  وفي الوقت نفسه، أقلعت طائرة

(−2, 0, ة قصيرة في مسارين مستقيمين، (0  . وبعد التحليق مد 
عند الموقع الذي إحداثياته:  أصبحت الطائرة الأولى

(8, 15, عند الموقع الذي  ، وأصبحت الطائرة الثانية (16
,22)إحداثياته:  24, الطائرتين متوازيان، . هل خطّا سير  (48

 أم متخالفان؟ أم متقاطعان،
 اتجاه الطائرة الأولى هو: 

v1⃑⃑  ⃑ = 〈8 − 0 , 15 − 7 , 16 − 0〉 = 〈8 , 8 , 16〉 
, 1〉ليصبح  8ويمكن تبسيطه بالقسمة على  1 , 2〉 

 معادلة مسار الأولى:
r = 〈0 , 7 , 0〉 + 𝑡〈1 , 1 , 2〉 

 واتجاه الثانية هو: 
〈22 − (−2) , 24 − 0 , 48 − 0〉 = 〈24 , 24 , 48〉 

دون تغيير اتجاهه ليصبح   24ويمكن تبسيطه بالقسمة على 
v2⃑⃑⃑⃑ = 〈1 , 1 , 2〉 
 معادلة مسار الثانية:

r = 〈−2 , 0 , 0〉 + 𝑢〈1, 1 , 2〉 
 نلاحظ أن المسارين متوازيان لأن لهما الاتجاه نفسه.

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 الضرب القياسي: 3الدرس

:𝑐حقيقي  ، وأيِّ عدد  w⃑⃑⃑ , u⃑  v⃑ , لأيِّ ثلاثة متجهات:  ، فإن 
 v⃑ . w⃑⃑⃑ = w⃑⃑⃑ . v⃑  
 u⃑ . (v⃑ + w⃑⃑⃑ ) = u⃑ . v⃑ + u⃑ . w⃑⃑⃑  
 𝑐(u⃑ . v⃑ ) = (𝑐u⃑ ). v⃑  

 
 مفهوم أساسي

= v⃑ إذا كان: 〈𝑣1 , 𝑣2 , 𝑣3〉 , w⃑⃑⃑ = 〈𝑤1 , 𝑤2 , 𝑤3〉 ,  ،
:  فإن 

v⃑ . w⃑⃑⃑ = 𝑣1𝑤1 + 𝑣2 𝑤2 + 𝑣3 𝑤3 
 
 :أتذكَّر 

 متجهًا. لمتجهين هو عدد، وليس ناتج الضرب القياسي
 

 مثال

 أجد ناتج الضرب القياسي للمتجهين في كلّ  ممّا يأتي:

1) 
v⃑ = 5 î + 4 ĵ + 8 k̂ , 
 w⃑⃑⃑ = 4 î + 3 ĵ − 4 k̂ 

v⃑ . w⃑⃑⃑ = 𝑣1𝑤1 + 𝑣2 𝑤2 + 𝑣3 𝑤3 

= 5(4) + 4(3) + 8(−4) 

= 20 + 12 − 32 = 0 
 

2) a⃑ = 〈4,−6, 5〉 , b⃑ = 〈3, 7, 2〉 

a⃑ . b⃑ = 𝑎1𝑏1 + 𝑎2 𝑏2 + 𝑎3 𝑏3 

= 4(3) + (−6)(7) + 5(2) 

= 12 − 42 + 10 = −20 
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 الزاوية بين متجهين في الفضاء
 :أتعلَّم 

 المحصورة بينهما عند هي الزاوية الصغرى  الزاوية بين متجهين
: رسمهما بَدْءًا بالنقطة 0 نفسها؛ أيْ إن  ≤ 𝜃 ≤ 𝜋 . 

 
 مفهوم أساسي

متجهين غير صفريين، فإن ه يُمكِن إيجاد قياس   w⃑⃑⃑ و  v⃑ إذا كان
 الصيغة الآتية: باستعمال 𝜃الزاوية بينهما 

𝜃 = cos−1 (
 v⃑ . w⃑⃑⃑  

 |v⃑ | |w⃑⃑⃑ | 
) 

 وينتج كذلك
v⃑ . w⃑⃑⃑ = |v⃑ | |w⃑⃑⃑ | cos 𝜃 

 
 :أتعلَّم 

 المجاورة: أستنتج ما يأتي من العلاقة
. v⃑إذا كان: *  w⃑⃑⃑ <   v⃑ فإن  الزاوية بين المتجه 0

 مُنفرِجة.  w⃑⃑⃑والمتجه 

 
. v⃑إذا كان: *  w⃑⃑⃑ >   v⃑ فإن  الزاوية بين المتجه 0

ة.  w⃑⃑⃑والمتجه   حاد 

 
 
. v⃑إذا كان: *  w⃑⃑⃑ =   v⃑ فإن  الزاوية بين المتجه 0

 مُتعامِدان. أيْ إن  هذين المتجهين قائمة؛  w⃑⃑⃑والمتجه 

 
 

 مثال

w⃑⃑⃑⃑   والمتجه  v⃑بين المتجه  𝜃أجد قياس الزاوية  في كلّ  ممّا  ⃑ 
بًا الناتج إلى أقرب عُشر درجة  يأتي، مُقرِّ

a) 
u⃑ = 3 î + 5 ĵ − 4 k̂ , 
 w⃑⃑⃑ =  4 î + 2 ĵ − 3 k̂ 

 

b)  u⃑⃑⃑⃑⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 〈2,−10, 6〉 ,  
w⃑⃑⃑ = 〈−3, 15,−9〉 
𝒂) |�⃑⃑� | = √𝟗 + 𝟐𝟓 + 𝟏𝟔 = √𝟓𝟎 

      |�⃑⃑⃑� | = √𝟏𝟔 + 𝟒 + 𝟗 = √𝟐𝟗 

       𝒖 ⃑⃑  ⃑. �⃑⃑⃑� = −𝟑(𝟒) + 𝟓(𝟐) − 𝟒(−𝟑) 

                 = −𝟏𝟐 + 𝟏𝟎 + 𝟏𝟐 = 𝟏𝟎 

    𝜽 = 𝒄𝒐𝒔−𝟏 (
�⃑⃑� . �⃑⃑⃑� 

|�⃑⃑� ||�⃑⃑⃑� |
)

= 𝒄𝒐𝒔−𝟏 (
𝟏𝟎

√𝟓𝟎 × √𝟐𝟗
) 

       = 𝒄𝒐𝒔−𝟏 (
𝟏𝟎

√𝟏𝟒𝟓𝟎
) ≈ 𝟕𝟒. 𝟖° 

𝒃) |�⃑⃑� | = √𝟒 + 𝟏𝟎𝟎 + 𝟑𝟔

= √𝟏𝟒𝟎 

      |�⃑⃑⃑� | = √𝟗 + 𝟐𝟐𝟓 + 𝟖𝟏

= √𝟑𝟏𝟓 

       𝒖 ⃑⃑  ⃑. �⃑⃑⃑� = 𝟐(−𝟑) − 𝟏𝟎(𝟏𝟓)

+ 𝟔(𝟗) 

                 = −𝟔 − 𝟏𝟓𝟎 − 𝟓𝟒

= −𝟐𝟏𝟎 
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 𝜽 = 𝒄𝒐𝒔−𝟏 (
�⃑⃑� . �⃑⃑⃑� 

|�⃑⃑� ||�⃑⃑⃑� |
)

= 𝒄𝒐𝒔−𝟏 (
−𝟐𝟏𝟎

√𝟏𝟒𝟎 × √𝟑𝟏𝟓
) 

     = 𝒄𝒐𝒔−𝟏 (
−𝟐𝟏𝟎

√𝟒𝟒𝟏𝟎𝟎
) = 𝒄𝒐𝒔−𝟏(−𝟏)

= 𝟏𝟖𝟎° 

 

 الزاوية بين مستقيمين في الفضاء
 :أتعلَّم 

تقاطعهما  مُتعامِدين، فإن ه ينتج من إذا تقاطع مستقيمان غير
تان ومُتقابِلتان  وزاويتان مُنفرِجتان ومُتقابِلتان بالرأس، زاويتان حاد 

ة بينهما ويُمكِن إيجاد قياس بالرأس. بطرح الزاوية  الزاوية الحاد 
 . °180من  المُنفرِجة

 
  مثال

= r إذا كانت: (
6

−3
4

) + t (
8
2
−3

معادلة متجهة للمستقيم  (

𝑙1 :وكانت ، r = (
3
3
5
) + u (

−4
9
−1

معادلة متجهة  (

ة بين المستقيم  𝑙2للمستقيم   𝑙1، فأجد قياس الزاوية الحاد 
 إلى أقرب 𝑙2والمستقيم 
 عُشر درجة.
د اتجاه كلّ  من المستقيم 1الخطوة   . 𝑙2والمستقيم  𝑙1: أُحدِّ

= v⃑هو  𝑙1المستقيم  اتجاه (
8
2
−3

هو:  𝑙2المستقيم اتجاه و ،  (

w⃑⃑⃑ = (
−4
9

−1
) 

. v⃑ : أجد قيمة:2الخطوة  w⃑⃑⃑ = 
v⃑ . w⃑⃑⃑ = 8(−4) + 2(9) + (−3)(−1) = −11 

 . w⃑⃑⃑ والمتجه  v⃑ : أجد مقدار كلّ  من المتجه3الخطوة 
|v⃑ | = √ 82 + 22 + (−3)2 = √ 77  
|w⃑⃑⃑ | = √ (−4)2 + 92 + (−1)2 = √ 98  

 : أجد قياس الزاوية بين اتجاهي المستقيمين4الخطوة 

𝜃 = cos−1 (
 v⃑ . w⃑⃑⃑  

 |v⃑ | |w⃑⃑⃑ | 
) 

= cos−1 (
 −11 

 √ 77 × √ 98  
) 

= cos−1 (
 −11 

 √ 7546  
) 

≈ 97.3° 
هو:  𝑙2والمستقيم  𝑙1المُنفرِجة بين المستقيم  إذن، قياس الزاوية

97.  الزاوية وقياس تقريبًا، 3°
ة بينهما هو:  °180الحاد  − 97.3° ≈  .تقريبًا 82.7°

 :أتعلَّم 

 ينتج من المعادلة:

𝜃 = cos−1 (
 v⃑ . w⃑⃑⃑  

 |v⃑ | |w⃑⃑⃑ | 
) 

:  أن 
v⃑ . w⃑⃑⃑ = |v⃑ | |w⃑⃑⃑ | cos 𝜃 

 
 إيجاد مساحة المثلث باستعمال المتجهات

 :أتعلَّم 

 
 هي: 𝑋𝑌𝑍مساحة المثلث 

Area =
 1 

 2 
|𝑋𝑌⃑⃑⃑⃑  ⃑||𝑋𝑍⃑⃑⃑⃑  ⃑| sin 𝜃 

=
 1 

 2 
|v⃑ ||w⃑⃑⃑ | sin 𝜃 
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 مثال

 الذي إحداثيات رؤوسه هي: 𝐴𝐵𝐶أجد مساحة المثلث 
𝐴(5, 6, −2) , 𝐵(2,−2, 1) , 𝐶(2,−3, 6) 

 
د متجهين لهما نقطة البداية نفسها.1الخطوة   : أُحدِّ

𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑يُمثِّل المتجه  𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑والمتجه  ⃑  كما  𝐴𝐵𝐶ضلعين في المثلث  ⃑ 
المتجهين نقطة البداية نفسها.  في الشكل المجاور، ويوجد لكلا

 أكت  هذين المتجهين بالصورة الإحداثية على النحو الآتي:
𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑ = 〈𝑥2 − 𝑥1 , 𝑦2 − 𝑦1 , 𝑧2 − 𝑧1〉 
= 〈2 − 5 , −2 − 6 , 1 − (−2)〉 
= 〈−3 ,−8 , 3〉 
𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ = 〈2 − 5 , −3 − 6 , 6 − (−2)〉 
= 〈−3 ,−9 , 8〉 

𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑: أجد مقدار كلّ  من المتجه 2الخطوة  𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑ ، والمتجه ⃑   ⃑ 
|𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑| = √ (−3)2 + (−8)2 + 32 = √ 82  
|𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑| = √ (−3)2 + (−9)2 + 82 = √ 154  

𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑: أجد قيمة: 3الخطوة   ⃑. 𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ 
𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑. 𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ = −3(−3) + (−8)(−9) + 3(8) = 105 

التي تُمثِّل قياس الزاوية المحصورة بين  𝜃: أجد قيمة 4الخطوة 
𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑المتجه  𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑والمتجه  ⃑   ⃑ 

𝜃 = cos−1 (
 𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑. 𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑ 

 |𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑| |𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑| 
) 

= cos−1 (
 105 

 √ 82 × √ 154  
) 

≈ 20.9° 
 .: أجد مساحة المثلث5الخطوة 

Area =
 1 

 2 
|𝐴𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑| × |𝐴𝐶⃑⃑⃑⃑  ⃑| sin 𝜃 

=
 1 

 2 
√ 82 × √ 154 sin(20.9°) 

≈ 20.0 
 

 مسقط العمود على مستقيم من نقطة خارجه
 أتذكَّر 

المستقيمة  تقع عليه هو طول القطعة البُعْد بين مستقيم ونقطة لا
 أقصر مسافة التي تُمثِّل المستقيم من تلك النقطة، العمودية على

 بين النقطة والمستقيم.
 أتعلَّم: 

الذي لا يمرُّ بها،  𝑙والمستقيم  𝑃النقطة  لإيجاد المسافة بين
  الخطوتين الآتيتين: أت بِع

 التي تُمثِّل مسقط العمود من 𝐹: أجد النقطة 1الخطوة 
 . 𝑙على المستقيم  𝑃النقطة 
𝑃𝐹⃑⃑⃑⃑ : أجد طول2الخطوة   ⃑ . 

 مثال

= rإذا كانت:  16 î + 11 ĵ − 3 k̂ + 𝑡(5 î + 7 ĵ −

3 k̂)  معادلة متجهة للمستقيم𝑙  ، والنقطة𝑃 (2 , 0 ,
 10 

 3 
) 

 ، فأُجي  عن السؤالين الآتيين:𝑙غير واقعة على المستقيم 
a ) د مسقط العمود من النقطة  . 𝑙على المستقيم  𝑃أُحدِّ
b ) أجد البُعْد بين النقطة𝑃  والمستقيم𝑙 . 
 

 اتجاه المستقيم المعطى   هو :              

𝑣 = 〈5,7,−3〉 

   افرض أن مسقط النقطة    على   هو النقطة

فيكون متجه موقعها هو :   

𝑂𝐹⃑⃑⃑⃑  ⃑ = (16 + 5𝑡)𝑖̂ + (11 + 7𝑡)𝑗̂ − (3 + 3𝑡)�̂� 

𝒑 𝒍 
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على   هو      حيث :     ويكون العمود من  

⟹ 𝑃𝐹⃑⃑⃑⃑  ⃑ = 𝑂𝐹⃑⃑⃑⃑  ⃑ − 𝑂𝑃⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = (16 + 5𝑡)𝑖̂ + (11 + 7𝑡)𝑗̂ 

                                   −(3 + 3𝑡)�̂� − (2𝑖̂ +
10

3
�̂�) 

𝑃𝐹⃑⃑⃑⃑  ⃑ = (14 + 5𝑡)𝑖̂ + (11 + 7𝑡)𝑗̂ − (
19

3
+ 3𝑡) �̂� 

𝑃𝐹⃑⃑⃑⃑  ⃑. 𝑣 = 0: ,  𝑣 متعامدان فإن 𝑃𝐹⃑⃑⃑⃑  ولأن المتجهين ⃑ 

⟹ 5(14 + 5𝑡) + 7(11 + 7𝑡) − 3 (−
19

3
− 3𝑡) 

= 0 ⟹ 𝑡 = −2 

⟹ 𝑂𝐹⃑⃑ ⃑⃑  = (16 + 5(−2))�̂� + (11 + 7(−2)j)̂ 

−(3 + 3(−2))k̂ = 6î − 3j ̂ + 3k̂ 

إذن , مسقط العمود من النقطة     على 

 المستقيم    هو النقطة 

 

𝑏) 𝑃𝐹 = √(6 − 2)2 + (−3 − 0)2 + (3 −
10

3
)
2

 

             =
√𝟐𝟐𝟔

𝟑
 

 استعمال المتجهات لتحديد قياسات في أشكال ثلاثية الأبعاد
 أتذكَّر: 

 ، 𝐴𝐸𝐶 إلى قياس الزاوية 𝑚∠𝐴𝐸𝐶يشير الرمز 
  (measure) الإنجليزيةاختصار للكلمة  هو 𝑚والحرف  

 القياس. التي تعني
 أتعلَّم: 

𝐵𝐷̅̅القُطْر  بوصفها نقطة منتصف 𝑀يُمكِن إيجاد النقطة  ̅̅ 
 .أيضًا
 
 

 أتذكَّر: 

 ارتفاعه. ثلث مساحة قاعدته في حجم الهرم يساوي 
 مثال :

 

a أجد قياس )∠𝐸𝐷𝐵 المُبي ن الهرم في  
b.أجد حجم الهرم ) 

𝑎) 𝐷𝐸⃑⃑ ⃑⃑  ⃑ = 〈7,8,2〉 

     | 𝐷𝐸⃑⃑ ⃑⃑  ⃑| = √49 + 64 + 4 = √117 

      𝐷𝐵⃑⃑⃑⃑⃑⃑ = 〈8,4,−8〉 

     | 𝐷𝐵⃑⃑⃑⃑⃑⃑ | = √64 + 16 + 64 = 12 

𝐷𝐸⃑⃑ ⃑⃑  ⃑. 𝐷𝐵⃑⃑⃑⃑⃑⃑ = 7(8) + 8(4) + 2(−8) = 72 

𝜃 = 𝑐𝑜𝑠−1 (
𝐷𝐸⃑⃑ ⃑⃑  . 𝐷𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑

|𝐷𝐸⃑⃑ ⃑⃑  ||𝐷𝐵⃑⃑⃑⃑  ⃑|
) = 𝑐𝑜𝑠−1 (

72

12√117
) 

    = 𝑐𝑜𝑠−1 (
6

√117
) ≈ 56.3° 

𝑏) 𝐴𝐵 = √82 + (−2)2 + (−2)2 = √72 

ارتفاع الهرم هو طول العمود المرسوم من الرأس     

, حيث      هي نقطة       إلى قاعدته وهو 

 منتصف أحد قطري القاعدة المربعة :
𝑀 = (

1 + 9

2
,
1 − 7

2
,
−1 + 3

2
) = (5,−3,1) 

𝐸𝑀 = √(−3)2 + (−6)2 + (−6)2 = 9 

حجم الهرم يساوي ثلث مساحة قاعدته في 

 ارتفاعه 

  

𝒍 

𝒍 𝑭(𝟔,−𝟑, 𝟑) 

𝑬 𝑬𝑴 𝑴 

𝒑 

p 

p 
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𝑣 =
1

3
(√72)

2
(9) = 72(3) = 216 

 
 ∎ مسألة 

 ، ثم وصل  (1,2,1)أُطلِق صاروخ من النقطة  :

, 𝟗)ثانيتين إلى النقطة  بعد 𝟏𝟑 , . وفي  (𝟐𝟏

صاروخ آخر من النقطة  الوقت نفسه، أُطلِق

(𝟒 ,−𝟑 , إلى النقطة  ، ووصل بعد ثانيتين (𝟐

(𝟏𝟒 , 𝟏 ,  . ما قياس الزاوية بين مساري(𝟏𝟖

 الصاروخين؟

 الحل :

 اتجاه مسار الصاروخ الأول : 

𝑣 = 〈8,11,20〉 

 اتجاه مسار الصاروخ الثاني : 

�⃑� = 〈10,4,16〉 

|𝑣 | = √64 + 121 + 400 = √585 = 3√65 

|𝑢| = √100 + 16 + 256 = √372 = 2√93 

�⃑� . 𝑣 = 8(10) + 11(4) + 20(16) 

         = 80 + 44 + 320 = 444 

لتكن    قياس الزاوية بين مساري الصاروخين , 

 إذن :

𝜃 = 𝑐𝑜𝑠−1 (
�⃑� . 𝑣 

|𝑣 ||�⃑� |
) = 𝑐𝑜𝑠−1 (

444

3√65 × 2√93
) 

    = 𝑐𝑜𝑠−1 (
74

√6045
) ≈ 17.9° 

 

 

 

 

 

𝛉 


