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 كثف تطبيقات التفاضل م
 :1مثال

  80km/hالغررررررع   ررررررع   فرررررا ات رررررا  Aتتحرررررسي الةررررري ا   
، 100km/hفررري ات ررراا السرررما    ررررع   Bوتتحرررسي الةررريا   

وهما تت هان نحو تقاطع مسو ي. أجر  مدر ت تر رس ال در   ر   
تلرررررر   درررررر   B والةرررررريا   Aالةرررررريا ت   تكرررررر ما ت ررررررون الةرررررريا   

0.3km  0.4و km )م  التقاطع.  )تل  التست ب 

 الحل:

 

80, 100
dx dy

dt dt
     

2 2z x y   

 
2 2

2 2

2

dx dy
x y

dz dt dt

dt x y






 

     

   
2 2

2 0.3 80 2 0.4 100
128

2 0.3 0.4

  
  


 

 : 2 مثال

ن موجررات  امس رر   تكرر  وررقور  طررس  مررا  مئةررطتت مرراما ، تت رروت
مئتحرررر   المسإررررا. نصا إرررران ن ررررف  ئطررررس ن رررر   الرررر وامس  ررررا ا  

 ، فأج  إئلَّت مم ا يأتا:  cm/s 3 مئد ت

مئدرررر ت تر حررررس محرررريد الرررر امس  تكرررر ما يكررررون ن ررررف  ئطسئهررررا  (1
5cm. 

 الحل:

2C r  

2
dC dr

dt dt
   2 3 6    

مئدررر ت تر حرررس مةرررا   الررر امس  تكررر ما يكرررون ن رررف  ئطسئهرررا  (2
9cm   

2A r  

2
dA dr

r
dt dt

    2 9 3 54    

 : 3 مثال

فررو   50mأمةررو ولرر    كررس  قرريد و قيرر  تئحلرر  تلرر  ا تفررا  
. أج  مد ت تر رس 2m/sوطت الأ ض، وتتحسي أفقيًا  ةست  

الااو       الخيد والمةتو  الأفقا تك ما يكرون طروت الخريد 
100m1.5 ، تلمًا  أن ا تفا     الول  ت  الأ ضm. 

 الحل:

 
50 1.5 48.5

tan
x x




   

2

2

48.5

sec

dx

d dt

dt x


    

2

2 2

48.5
dx

L d dt

x dt x


    

2

2 2 2

48.5 48.5
dx dx

d xdt dt

dt x L L
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2

100

48.5 2
0.0097 rad / s

100L

d

dt





    

 : 4 مثال

قا ان مرا  تلر  لركل مخرسور  امرسي  رام   أورلأ نلر  الأورفل، 
ربت المرا5m، ون رف  ئطرس  ات تررلأ 10mوا تفاترلأ    فررا . صئ

 mالخررراان  عمئدررر تت 
3
/min  ت تر حرررس ا تفرررا  المرررا . مرررا مئدررر ت

 ؟ 8mالخاان تك ما يكون ا تفاتلأ 

 الحل:

 
5م  التشا لأ                  1

10 2

r
r h

h
   

2

21 1 1

3 3 2
V r h h h 

 
   

 
 

3

12
V h


  

2

4

dV dh
h

dt dt


  

 
2

8
4

dh

dt


   

8

1
m / min

16h

dh

dt 

  

 : 5 مثال

 بررررررر   الشررررررركل الم ررررررراو  
مئتحسإررررر   ص اتًررررا مد نيرررر  

وإ ررررررررر ا يات  1mطولهرررررررررا

نها تهرررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررررا
   0, , ,0y x  

 و ئمث عرررل ار ترررسان:
1

( ) sin
2 6

t
x t


  مو رررع طرررسا الررر  ا

 الام   الثوانا  t  ث xتل  المحو 
تكر ما يكرون  yأج  ورست  طرسا الر  ا  الوا رع تلر  المحرو 

1الطسا الآقس تك  الكقط 
,0

4

 
 
 

  

 الحل:

1تك ما

4
x  :فإن ، 

1 1
sin

2 6 4
t


  

1
sin 1

6 2 6 6
t t t

  
      

 
1

sin
2 6

x t t


  

cos
12 6

dx
t

dt

 
  

1
1

4

3
cos

12 6 24x t

dx dx

dt dt

  

 

    

2م  نظس   ف ثاغو س 2 1x y  

2 2 0
dx dy

x y
dt dt

   

22 2 1 0
dx dy

x x
dt dt

    

21

dx
x

dy dt

dt x
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1

4

1 3

4 24

1
1

16

x

dy

dt





  
  

   


 

3 4
m / s

96 15 24 5

 
     

 : 6 مثال

2يئمث عرررررررررررررررل ار ترررررررررررررررسان:

200
( )

1
T x

x



  جررررررررررررررر  الحرررررررررررررررسا   

مترسًا مر   x) الة لية وس( التا يشردس  هرا لرخل تلر   ئدر  
،  2m/sالكررررا . نصا إرررران الشررررخل  بتدرررر  ترررر  الكررررا   عمئدرررر تت 

فأجررر  ورررست  تر حرررس   جررر  الحرررسا   الترررا يشررردئس  هرررا الشررررخل 
 م  الكا .  5mتك ما يكون تل   ئد  

 لحل:ا

  2

200

1
T x

x



 

 
2

2

400

1

dx
x

dT dt

dt x
 


 

  

  
2

2
5

400 5 2
5.9 C / s

1 5x

dT

dt 

   



o  

 : 7 مثال

تحستكررد    اجترران فررا الو ررد نفةررلأ، ومرر  الكقطرر  نفةررها، تلرر  

 radطس ق   مةتقيم  ، قياس الااو ر    كهمرا 
3

 نصا إانرد .

وورررررست  ال   اجررررر  الثانيررررر  ، 15km/h ورررررست  ال   اجررررر  الأولررررر 
20km/h  فأجررر  ورررست  ا تدرررا  إرررل  مكهمرررا تررر  الأئقرررس   دررر ،

 واتت   م  انطلَّ هما.

 الحل:

 لت   المةافات إما فا الشكل ا نا 

 
 المدط 

15 km / h , 20 km / h
dx dy

dt dt
         

15وات  م  انطلَّ هما يكون  t د  , 20x t y t  

2 2 2 cos
3

z x y xy


    

      
2 2 1

15 20 2 15 20 5 13
2

z t t t t t
 
      
 

 

5 13 km / h
dz

dt
 

 

 : 8 مثال

ثبرررد  رررالأ ض، وهرررو ي رررد تلررر  جررر ا    دررر  تكرررلأ  م رر ام مئ
مرر  مو ررع الم رر ام  2m. نصا وررا   جررل طولررلأ 12m مةرراف 

ت تر  رررس طررروت  ل رررلأ  1.6m/sنلررر  ال ررر ا   ةرررست   فأجررر  مدررر  
 م  ال  ا . 4m   ئد  تل  ال  ا  تك ما يكون تل

 الحل:

وطررروت  لرررلأ تلررر   xلررريك   دررر  السجرررل تررر  الم ررر ام أفقيرررا
  Lال  ا  

 

1.6المدط                            m / s
dx

dt
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 م  تشا لأ المثلثات
12 24

2

L
L

x x
    

2

24
dx

dL dt

dt x



  

 

8

24 1.6
0.6 m / s

64x

dL

dt 


    

 : 9 مثال

ت لررر   و ا   فرررا فرررا م  كررر  الألدرررا ، 
، وهرررررررا 10mطرررررروت ن رررررررف  ئطسهرررررررا 

تر و   عمئدرر ت  و   وا رر   إررل  قيقترر  ، 
أجررر  وررررست  تر رررس ا تفررررا   اكرررب ف هررررا 

فرو    16mتك ما يكون تل  ا تفرا  
 وطت الأ ض )أئهمعل ا تفا  الدسب  ت  الأ ض( 

 الحل:

 ا تفا  الساكب ت  وطت ار ض  Lليك 

 

2المدط             
rad / min

2

d

dt

 
  

المطلو                              
16

?
h

dh

dt 

 

10 ما أن 
sin

10

h



  

16hفدك ما  
sinيكون  0.6   
cosومكلأ 0.8  

10 10sinh    

10cos
dh d

dt dt


  

16

10 0.8 8 m / min
h

dh

dt
 



    

 : 10 مثال

بعطرررررد الدسبترررررران  ، وهرررررو يمررررررس  12m  حبرررررل طولررررررلأ B و  A ئ
تقرع  Qكما فا الشكل الم راو . نصا إانرد الكقطر    P ال كس  

م الررررس ، وت درررر  تكهررررا  Pأوررررفل  تلرررر  الأ ض  رررر   الدررررسب ت  
 Q تتحرررسي  د رررً ا تررر  الكقطررر  A، وإانرررد الدسبررر  4mمةررراف  
 Q م  الكقط  B، فأج  وست  ا تسا  الدسب  0.5m/s ةست  

مررر   3mدررر  تلررر   ئ  A فرررا اللحظررر  الترررا ت رررون ف هرررا الدسبررر 
 ، مئبسً ا نجا تا.Qالكقط  

 

 

 

 لت   ار دا  إما فا الشكل

 
 طوت ال بل  

2 216 16 12AP BP x y       

3xتك ما  فإن 

29 16 16 12y     

2 16 7 33x y     
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2 2
0

16 16

dx dy
x y

dt dt

x y
 

 
 

2

2

16

16

x ydy dx

dt dty x





 

3

3 33 16 21
0.5 m /

33 25 10 33x

dy
s

dt 


     

 : 11 مثال

 اوجد فترات التزايد والتناقص لكل مما يلي:

 
3

( ) 2 15 12, 5,7
3
xf x x x  

       

  الحل :

 
  

/ 2 2 15 0

5 3 0
5, 3

f x x x

x x
x

   

  
 

 

 

 متزايد    5, 3 5,7  

متناقص   3,5   

 : 12 مثال

( ) sin cos 0,f x x x x  
    

 :الحل

/ ( ) cos sin sin

cos 0 0,
2

f x x x x x

x x x


  

  
 

 

 

(2)
2

f


   عظمى محلية ومطلقة 

(0) 1f  صغرى 

( ) 1f    صغرى محلية ومطلقة 

 : 13 مثال

 0,3   2
(13) ( )

1

,

xe
f x

x


 

2
/

2 2

2

2

2

2

(1 ) 2
( ) 0

(1 )

(1 ) 2 0

((1 ) 2 ) 0

0, ((1 ) 2 ) 0

2 1 0

( 1)( 1) 0 1

x x

x x

x

x

x e e x
f x

x

x e e x

e x x

e x x

x x

x x x

 
 



  

  

   

  

    

  

 

(0) 1f   قيمة صغرى مطلقة 
3

(3)
10

e
f   قيمة عظمى مطلقة 

 

 : 14 مثال
2( ) lnf x x x  

 x>0نلاحظ ان المجال هو 

/ 2

1

2

1
( ) ( ) ln (2 ) 0

2 ln 0

(1 2ln ) 0

0

1
1 2ln 0 ln

2

f x x x x
x

x x x

x x

x ل هم ت

x x x e
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متناقص على  
1

20,e
 

 
 

متزايد على    
1

2 ,e
 
 

 
  

1

12
1

( )
2

f e e



  قيمة صغرى محلية ومطلقة 

 : 15 مثال

( ) 2cos sin 2 , 0,
2

f x x x
 

    
  

  

/

2

2

( ) 2sin 2cos 2

sin cos 2 0

sin 1 2sin 0

2sin sin 1 0

(2sin 1)(sin 1) 0

1
2sin 1 0 sin

2 6

3
sin 1

2

f x x x

x x

x x

x x

x x

x x x

x x





  

   

    

   

   

     

   

  

 
 

( ) 0
2

f


   صغرى مطلقة 

(0) 2f  صغرى 

3 3
( )
6 2

f


  عظمى محلية ومطلقة 

 

( ) sec , ,
6 3

f x x
     

  
  

 :حلال

 

/ ( ) sec tan 0

sec 0

tan 0 0

f x x x

x

x x

 



  
  

( ) 2
3

f


  عظمى مطلقة 

2
( )

6 3
f


 عظمى 

(0) 1f   صغرى مطلقة 

 

 احسب التقعر والانعطاف : : 16 مثال

2(7) ( ) ln (1 )f x x   

  الحل :

/

2

2
/ /

2 2

2
( )

1

( 1)(2) 2 (2 )
( )

( 1)

x
f x

x

x x x
f x

x




 




  

2

2 2

2 2

2 2
0

( 1)

2 2 0 1 1, 1

x

x

x x x


 



      

  

 

 

)مقعر للأعلى  1,1) 

)مقعر للأسفل , 1) (1, )   

)الانعطاف  1, ln 2) ((1, ln 2)  

 : 17 مثال
2

2(8) ( )
x

f x e


  

2

2 2

2 2 2

2

/ 2

/ / 2 2

2 22 2 2

2

2

( )

( ) ( )( ) ( 1)

( 1) 0

0

1 0 1,1

x

x x

x x x

x

f x xe

f x x x e e

x e e e x

e

x x



 

  



 

    

    



    

  

 

 

)مقعر للأعلى  , 1) (1, )   

)مقعر للأسفل 1,1) 
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  الانعطاف
1 1

2 2( 1, ) (1, )e e
 

 

 : 18 مثال

(10) ( )
1

x
f x

x



  

/

2

/ /

4

1
( )

( 1)

2( 1)
( )

( 1)

1

f x
x

x
f x

x

x













  

,1)مقعر للأعلى  ) 

) مقعر للأسفل ,1)   

 لا يوجد  الانعطاف

 : 19 مثال

 2( ) sin cos , 0,2
2
x

f x x   

  الحل :

/ 1
( ) 2sin cos ( ) sin

2 2 2
1 3

sin sin sin
2 2

x x
f x x

x x x

 

  

 

// 3
( ) cos 0

2
3

cos 0 ,
2 2

f x x

x x
 

 

  

 

 

 

مقعر للأسفل  3
,

2 2
  

مقعر للأعلى   3
0, ,2

2 2
   

 

 

 

 : 20 مثال

( )
2x

x
f x   فمااا القاايق القصااوى ااسااتشداق الم ااتقة ،

 يةالثان

  الحل :

/

2

2

2 (2 )ln 2
( )

(2 )

2 (1 ln 2) 1 ln 2

(2 ) (2 )

x x

x

x

x x

x
f x

x x




 
 

  

1
1 ln 2 0

ln 2
x x     

/ /

2

/ /

2 ( ln 2) (1 ln 2)(ln 2(2 ))
( )

2

1
( ) 0
ln 2

x x

x

x
f x

f

  




  

 محلية عندما  عظمى
1

ln 2
x   

 : 21 مثال

يمثل الاقتران 
3 2( ) 5 4 , 0s t t t t t     موقع

الزمن االثواني  tجسق يتحرك فيمسار مستقيق ، حيث 

 الموقع االامتار: sو  ،

ما الفترات الزمنية التي يتحرك فيها الجسق في  (1
 الاتجاة الموجب والسالب؟

ما الفترات التي تتزايد و تتناقص  فيها سرعة الجسق  (2
 المتجهه؟

 الحل :

 

2(1) ( ) 3 10 4 0

100 4(3)(4) 52

10 52
2.9 ,0.5

6

v t t t

ز ي مم ال

p

t

   

  


 

  

 

,0)الاتجاه الموجب  0.5) (2.9 , ) 

  (0.5,2.9)البالس الاتجاه
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5
(2) ( ) 6 10 0

3
a t t t      

السرعة متزايدة على          
5

,
3

 
 

 
  

السرعة متناقصة  على 
5

0,
3

 
 
 

 

 (:22مثال)

 الماين s(t)يمثل الاقتران 

 في ال كل المجاور 

 لموقع جسق يتحرك في 

 مسار مستقيق

 التي يكون عندها الجسق في حالة سكون.  tد قيق اوج -1

 t=3الحل : 

ما الفترات الزمنية التي يتحرك فيها الجسق في الاتجاه  -2 

 الموجب والسالب

 الحل: 

)في  (1,3) ) 0v t  تكون الحركة في الاتجاه الموجب 

)في  (3,5) ) 0v t   تكون الحركة في الاتجاه السالب 

 ما الفترات التي تتزايد وتتناقص السرعة المتجهه؟ -3

  (5,1تتناقص على )

 ( :23مثال )

) اين الاقتران  )v t  الماين   

 في ال كل المجاور منحناه

 السرعة المتجهة لجسق 

االمتر  السرعة المتجهة  vثفي مسارمستقيق ، حي  يتحرك 

 الزمن االثواني : tلكل ثانية، و

 التي يكون عندها الجسق في حالة سكون. tأجد قيق  -1

 t=5الحل: عند 

 ما الفترات الزمنية التي يتحرك فيها الجسق في -2

 الاتجاه الموجب والاتجاه السالب؟ 

 الحل:

 ( 5، 12في الاتجاه الموجب في ) 

 (0، 5في الاتجاه السالب في ) 

 ما الفترات التي تتزايد فيها سرعة الجسق المتجهة؟ -3

 وما الفترات التي تتناقص فيها سرعة الجسق المتجهة؟ 

 الحل:

 ( 0، 12السرعة المتجهة متزايدة في )

 

 : 24 مثال

اذا كان للاقتران 
3 2( )f x x ax bx c      قيمة

وقيمة صغرى محلية عند    x=-3عظمى محلية عندما 

(1, 14)   فاوجد قيمة, ,a b c . 

  الحل :

(1) 14

15.........(1)

f

a b c

  

   
 

/ 2( ) 3 2 0f x x a x b    

/ ( 3) 0

6 27......(2)

f

a b

  

   
  

/ (1) 0

2 3......(3)

f

a b

 

  
  

 احل المعادلات 

, ,a b c    

 

 : 25 مثال

اذا كان   2f x a x b x c     للاقتران قيمة عظمى

محلية  عند  3,12  وقطع محورy   عند 0,1   فما قيق

a,b,c 

 الحل:
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(0) 1 1

(3) 12 9 3 1 12

9 3 11.........(1)

f c

f a b

a b

  

    

 

  

/

/

( ) 2

(3) 6 0.......(2)

f x a x b

f a b

 

  
  

 احل المعادلات

11 22
,

9 3
a b


   

 : 26 مثال

)الرسق المجاور يمثل  )f x  كثير حدود 

اوجااد فتاارات التزايااد والتناااقص والقاايق القصااوى وفتاارات 

 التقعر ونقاط الانعطاف

 

 

 

 

  الحل :

 

 

) متزايد في , 1) (1, )   

متناقص 1,1 

( 1) 3f   قيمة عظمى محلية 

(1) 3f   قيمة صغرى محلية 

 

 

مقعر للاسفل ,0 

مقعر للاعلى 0, 

نقطة الانعطاف  0,0  

 

 : 27 مثال

/ال كل المجاور يمثل (  ( )f x 

 أ( ما القيق الحرجة

 ب( اوجد فترات التزايد والتناقص

 ج( فترات التقعر للأعلى وللأسفل

 

 

  الحل :

 

 

 أ( القيق الحرجة

  4,0,4 

)ب( متزايد في   4,0) (4, )  

)متناقص , 4) (0,4)  

( 4)f  قيمة صغرى محلية 

(4)f قيمة صغرى محلية 

(0)f قيمة عظمى محلية 

 ج(

 

 

)  مقعر للاسفل 2,2) 

)مقعر للأعلى , 2) (2, )   

نقاط الانعطاف    2, (2) 2, ( 2)f f  
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 : 28 مثال

1 

 

 

 

 

2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

: 

 

 

 

 

 

 

 

 

6 
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9 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 : 29 مثال

قطررد مرراا   لتةرر ية  ظ ررس  مةررتط ل  الشرركل  ررس  نهررس 
كمرررررا فرررررا الشررررركل الم ررررراو ، و ررررر   مةرررررا   الحظ رررررس   رررررر 

245000m
لترررروف س إميرررر  تشررررب إاجيرررر  رغكامررررلأ أجرررر   2

أ درررا  الحظ رررس  الترررا ت درررل طررروت الةررريا  أ رررل مرررا يمكررر  
 تلماً  أن ال ا  المقا ل للكهس ر يحتا  نل  تة ية

 
 الحل:

 Aومةا   الحظ س   Lليك  طوت الةيا  
245000A xy   

245000
y

x
  

2L x y   

 
490000

, 0L x x x
x

    

  2

490000
' 1L x

x
   

 ' 0 700L x x    

  3

980000
''L x

x
  

  3

980000
'' 700 0

700
L    

 اصن يكون طوت ويا  ا ل ما يمك  تك ما 

700 mx   245000و
350 m

700
y   
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 : 30 مثال

أجررررر  الكقطررررر  )الكقرررررار( الوا دررررر  تلررررر  مكحكررررر  ار ترررررسان:
  8f x x  التررا هررا أ ررس  مررا يمكرر  نلرر  الكقطرر

 4, 2 

 الحل:

   
2 2

4 2L x y     

   
22

4 8 2L x x     

 

   
22

4
4 8 2

8

4 8 2

x x
dL x

dx
x x

 
    

 

  

 

   
22

8

8

4 8 2

x
x

x x





  

 

8
8 8

8
x x x

x
    
3 38 64 8 2x x x      

 
للكقطرر  fاصن ا ررس  نقطرر  مرر  نقررار المكحكرر  4, هررا 2

 2, 4 

 : 31 مثال

مدلقر   وهرا 4ft س   م و  التقرار صرو   للو ر  ا تفاتهرا 
فا مدسض فكا نصا إاند ت و  ال رام سا تقرع أورفل الحافر  

إمرا يظهرس فرا الشركل الم راو ،  1ftالةفلي  للو    مقر ا  
فأجرر   درر  ال ررام سا الررلَّلو ترر  اللو رر  لت ررون لاو رر  ت ررو س 

 أكبس ما يمك  ت وتها

 

 

 

 

 الحل:

 tan tan     
tan tan

1 tan tan

 

 





 

 تدو ض
5 1

tan , tan
x x

   

2

2

5 1 4

5 1 5
1

x x x

x

x x x



 


 
 

2

4
tan

5

x

x
 


  

     

 

2

2

2
2

5 4 4 2
sec

5

x x xd

dx x




 
 


 

 

2
2

2
2

20 4
sec

5

d x

dx x





 


 

 

2

2
2

20 4
0

5

x

x





 

220 4 0 5x x     
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 : 32 مثال

 ب   الشكل الم او  مةتطيلًَّ مسووماً  اقل المثلرث  رام  
و ررر    2الااو ررر  وهرررو متطرررا   ال رررلد   وطررروت  ات ترررلأ 

 طوت:

 
 x  رل  Pللكقط  yأج  الإ  ا ا (1

المثلث  ام  ومتطا   ال لد   اصن قياس إل لاو   م  لوايا 

 ات تلأ
4

 

ABم ل المةتقي 
suur

3هو 
tan 1

4


   

وهو يمس  الكقط  1,0A 

ABمدا ل 
suur

 ها 
 0 1 1 1y x y x        

 xأكتب مةا   المةتط ل   رل  (2

 مةا   المةتط ل = طوللأ تسضلأ
 2 2 1A xy x x    

22 2 ,0 1x x x     

 أج  أكبس مةا   ممكك  للمةتط ل (3

 ' 2 4A x x   

 ' 0A x   

1
2 4 0

2
x x     

   
1 1

0 1 0,
2 2

A A A
 

   
 

 

1قيم  تظم  محلي  ها Aللَّ تسان 1

2 2
A
 

 
 

 

1اصن اكبس مةا   ممكك  للمةتط ل ها

2
 و    مسبد  

 : 33 مثال

صك و اً م  الش س  الوا    تقس  اً  30 تكتة ما ت  للتفام
لررر س  فرررا إرررل فررر ان مررر  الأ ض و قرررل  20تكررر  ل اتررر  

ننتررا  الشرر س  الوا رر    مقرر ا  صررك و  تكرر  ل اترر  لرر س  
نضاجي  فا إل ف ان  ةبب  س  الإل ا  الش     د ها 
مرر   دررض مررا ترر   الألرر ا  التررا ي ررب ل اتتهررا فررا إررل 

 ف ان لتحق   أكبس ننتا  ممك ؟

 الحل:

ل س    ث xليك  ت   ارل ا  التا وتا   فا الف ان هو
20x  

 20xاصن ت   ارل ا  الاام   تل  الدشس   هو
وررررركقل تررررر   ال ررررركا    الترررررا تكت هرررررا إرررررل لررررر س   مقررررر ا 

 20x    صك و 
تررررررررررر   ال ررررررررررركا    الترررررررررررا تكت هرررررررررررا إرررررررررررل لررررررررررر س و كرررررررررررون 

 30 20 50x x    
 ويكون ا تسان ارنتا  ال لا م  الف ان 

 م  إل ل س ( ال كا   ت    )ت   ارل ا 
    250 50N x x x x x     

 ' 50 2N x x   

 ' 0N x   
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50 2 0 25x x     

 
ل س  فا إل  25 تحق  اكبس انتا  تك ما  ت  ل   اصن 
 ف ان

 : 34 مثال

متساً طوليراً مر   Pل   ماا  
ورررريا ،  سغررررب فررررا اوررررتدماللأ 
كاملًَّ لتة ية  قل  تا تلر  

 لرركل  طررا   امررسي، لاو تررلأ
 السا يرررران، فرررررا  امررررس  ن رررررف 

 متساً إما فا الشكل الم او : r طسها

 أ برد أن طروت الةريا  الرلَّلو ن اطر  الحقرل  رلأ هرو: (1

 2P r   

 الحل:

 طوت  وس القطا  ال امسي المظلل اصن Lليك 

 2 2P r r L r r r         

 

21أ بد أن مةا   القطا  ها: (2

2
A P r r  

 الحل:

 مةا   القطا  ال امسي المظلل اصن Aلت  
21

2
A r   

وبما ان 2P r   فإن: 

2
2

P r P

r r



    

2 2 21 1 1
2

2 2 2

P
A r r P r r

r


 
     

 
 

الر ي ت رون تكر    Pأج  ن ف  طرس القطرا    رلر  (3
 مةا   الحقل أكبس ما يمك 

 الحل:

 
1

' 2
2

A r P r   

 ' 0A r   

1 1
2 0

2 4
P r r P     

 '' 2A r    

1
'' 2 0

4
A P
 

   
 

 

1ت ون مةا   الحقل اكبس ما يمك  تك ما

4
r P 

 : 35 مثال

 بررر   الشررركل الم ررراو  نافررر   مكونررر  مررر  جررراأ   أ ررر هما 
والآقرس تلر   mxتلوي تلر  لركل ن رف  امرس   طسهرا

ركع ال را   myوا تفاترلأ mxلكل مةرتط ل تسضرلأ صئ
و ر   ضرو  ل رل  1الدلوي م  لجا  ملون يةرمت  مرسو  

رركع ال ررا  الةررفلا مرر  لجررا  لررفاا يةررمت  متررس مسبررع وصئ
و  ات ضو  ل ل متس مسبع. أج  قيم  إل م  3 مسو  

x وy  قرررلَّت الكافررر    الترررا ت درررل إميررر  ال رررو  المرررا
مررر  المدررر ن الس  ررر    10mأكبرررس مرررا يمكررر ، تلمررراً  رررأن
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  مررررا فررررا صلررررو لًَّ م   إررررااورررتدمل فررررا تشررررك ل نطررررا  الكافرررر
 القطد  الفاصل      ال اأ  

 الحل:

 Qلت   إمي  ال و  الما   قلَّت الكاف   إامل 
2

21 1
3 3

2 2 8

x
Q xy xy x 

 
     

 
 

ال  القطدر  الفاصرل   ر   ال راأ   هرومحيد الكاف    ارضاف  

L 
2 2 10

2

x
L x y      

5 1
4

y x
 

   
 

 

 ومكع فإن إمي  ال و  ت  ت

  21
3 5 1

4 8
Q x x x x




  
     

  
 

120  ث
0

24 5
x


 


 

25
15 3

8
x x

 
   

 
 

 
5

' 15 6
4

Q x x
 

   
 

 

 
60

' 0
24 5

Q x x


  


 

 
اصن ت رررون إميررر  ال رررو  المرررا  قرررلَّت الكافررر   اكبرررس مرررا يمكررر  

 تك ما

60 60 10
,

24 5 24 5
x y



 


 

 
 

 : 36 مثال

ا أ رر  الأيرراو، فرريمررا س  ووررف هوايرر   إررو  الرر  اجات و 
نلررررر   Aانطلررررر  تلررررر    اجترررررلأ مررررر  الب رررررد تكررررر  الكقطررررر 

الوا دررر  تلررر   E، مرررا اً  الكقطررر Bالم  وررر  تكررر  الكقطررر 
  اف  الطس   الةس ع إما فا الشكل الم او :

 
يمثرررررل المةررررراف  الترررررا يقطدهررررررا  Lنصا إررررران ار ترررررسان (1

 x  رل  L ووف م  الب د نل  الم  و  فأكتب

 الحل:

L AE EB   

 
22 25 9 49,0 9x x x        

0أ بد أنلأ نصا إان: (2
dL

dt
 :فإنsin sin  

 الحل:

 

 
2 2

9

25 9 49

xdL x

dx x x

 
 

  
 

0
dL

dx
  

 
2 2

9

25 9 49

x x

x x




  
 

sin sin  
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ف ورالتا ت دل المةاف  الترا يقطدهرا  و  xأج  قيم  (3
 أ ل ما يمك 

 الحل:

 م  الفس  الةا  

sin مررررررررا ان sin  والااو ترررررررران,  ا ترررررررران اصن 
  
tanومكلأ فان tan  :اي 

9

5 7

x x
  

7 45 5x x   
15

12 45 3.75
4

x x     

 
اصن قيمررر  الترررا ت درررل المةررراف  الترررا يقطدهرررا  وورررف ا رررل مرررا 

 km 3.75يمك  ها 

 : 37ل مثا

تل رررررررررر   ةررررررررررركو د أورررررررررررطواني  
الشررررررركل، لهرررررررا غطرررررررا  محكررررررر  
 تررررررر اقل مرررررررع الدل ررررررر   مقررررررر ا  

1cm  إمررررررررررررررا فررررررررررررررا الشرررررررررررررركل
الم او . نصا إران ن رف  طرس 

وصركدد cmxالدل   والرطرا 
 الدل  

والرطررا  مرر   صررقيح   قيقرر  ملَّممرر  لحغ يرر ، مةررا تها
280 cm   مررررر   ون أي هررررر   فرررررا المررررروا  فرررررا أ كرررررا

 تملي  الت كيع فأج ب ت  الأوئل  الثلَّ   الآتي  ت اتاً:

التا ت دل   ر  الدل ر  المرلقر  أكبرس مرا  xأج  قيم  (1
 يمك 

 الحل:

لررررريك    ررررر  الدل رررررر  ومةرررررا   ورررررطحها ال ليرررررر  مرررررع الرطررررررا  
 وا تفاتها

 22 2 2 80A x xh x        

 2 1 40x h x    

40
1h x

x
    

2 2 40
1V x h x x

x
 

 
    

 
 

 3 240x x x    

 240 3 2
dV

x x
dx

    

0
dV

dx
  

 240 3 2 0x x     

23 2 40 0x x    

  
10

3 10 4 0
3

x x x      

 
2

2
6 2

d V
x

dx
    

2

2
10

3

22 0

x

d V

dx
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التررررا ت دررررل   رررر  الدل رررر  اكبررررس مررررا يمكرررر  هررررا xاصن قيمرررر 
10

3
x  

 أج  أكبس     ممك  للدل   (2

 الحل:

3 2
10 10 10 10

40
3 3 3 3

V 
        

                   
 

32300
cm

27
  

أج  الكة   المئو   لل ا  ال ي اوتدمل م  ال رقيح   (3
 ل كع الرطا  تك ما إان الح   أكبس ما يمك 

 الحل:

 CAمةا   الرطا  ال لي لت   

   2 2 1 2CA x x x x       

10 10 10 160
2

3 3 3 9
CA




    
      

    
 

الكةررر   المئو ررر  لل رررا  المةرررتدمل ل ررركع الرطرررا  مررر  مةرررا   

 ال قيح  ها:

160

9100% 100%
80 80

CA


 
    

200
% 22.2%

9
   

 

 

 

 :38 مثال

 Bنلرر  الكقطرر  Aالكقطرر يمترر  مةررا  للررسإض لررس اً مرر  
لرررمات  80mتلررر   دررر   Cوتقرررع الكقطررر  200mمةررراف  
 Bالكقط 

 Dنلرر  الكقطرر  Aانطلرر   اكررب تلرر    اجرر  مرر  الكقطرر 
مترساً  xتلر   ئدر  D،   ث تقع الكقطر  10m/s ةست  

س مررر  مرر،  رر  وررا  فررا طس رر  مةررتقي  و Bغررس  الكقطرر 
 :m/s 6 ةست   Cنل  الكقط  Dالكقط 

 
يمثررررل الررررام  الرررر ي ويةررررترس لأ  xأجرررر  ا تسانرررراً   رلرررر  (1

نلرر    الكقطرر  A اكررب ال  اجرر  فررا ارنتقررات مرر  الكقطرر 
C 

 الحل:

AD DCT T T   

2200 6400

10 6

x x 
   

التررا يكررون  xقيمرر  متر ررس  أجرر  قيمرر  x ررافتساض أن (2
نلرر  الكقطرر  Aتكرر ها الررام  الررلَّلو للَّنتقررات مرر  الكقطرر 

C  أ ل ما يمك 

 الحل:

2

1

10 6 6400

dT x

dx x
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0
dT

dx
  

2

1

106 6400

x

x



 

210 6 6400x x   

 2 225 9 6400x x   

 216 9 6400 60 mx x    

 
ا ررل مررا يمكرر  هررا Tالتررا يكررون تكرر ها الررام  xاصن قيمرر 

60 mx  

 :39 مثال

 برر   الشرركل الم رراو  مرر قل   لح يقرر  تامرر  تكرر  الكقطرر 
R  والكقطQ   و مك  الوصوت نل  هر    المر قل   مر

طرررس ق   تمرررو     تلررر  ضرررلدا الح يقررر . أ ا ت البل يررر  
  طس رر  ج  رر  ي ررل  رر   الطررس ق   القرر يم  ، و مررس اننشرر

 Aالترا تمثرل لاو ر  الح يقر  فاقترا ت الكقطر  P الكقط 
تلررر  الطرررس ق   ليكرررون طررروت الطس ررر  ال   ررر   Bوالكقطررر 

تقرررع تلررر   ئدررر  Aأ  رررس مرررا يمكررر ، تلمررراً  رررأن الكقطررر 
kmx  مررر  الكقطرررQ  أجررر  قيمرررx  الترررا ت درررل طررروت

 الطس   ال     أ  س ما يمك 

 
 الحل:

  ABطوت Lليك 

,الكقار ,A B P    تل  اوتقام  وا 

AQP,القامماناصن المثلثان  PRB متشا هان 

  كتة ت  صلو
8 8

1

BR
BR

x x
    

L AP PB   
2

2 8
1 64x

x

 
     

 
 

2
2

2

64 64
1

x
x

x


    

2 28
1 1x x

x
     

2 8
1 1 , 0x x

x

 
    

 
 

2

2 2

8 8
1 1

1

dL x
x

dx x x x

    
         

     
 

2

2 2

8 1 8

1

x x

x x
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0
dL

dx
  

2

2 2

8 1 8

1

x x

x x

 



 

 2 2 38 1 8x x x    

3 8 2x x    

 
التا ت دل طوت الطس   ال     ا  س مرا يمكر   xاصن قيم 

2ها  kmx  

 : 40 مثال

 جرررل تكررر  الكقطررر يقرررف 
A   تلررر  لررراطد  ح رررس

 امس ررررررر  ن رررررررف  طسهرررررررا 
3km   وهرررررررررررررررررررو  س ررررررررررررررررررر

 Cالوصرروت نلرر  الكقطرر 
تل  ال انب الآقس م  ال ح رس ،  Aالمقا ل  تماماً للكقط 

فرررا أ  رررس و رررد ممكررر  إمرررا فرررا الشررركل الم ررراو  يمكررر  
 Bنلرر  الكقطرر  Aأن ي رر ا  رراو   مرر  الكقطرر  للسجررل

 ررر   رررسإض  ررروت  افررر  ال ح رررس   ةرررست   3km/h ةرررست  
6km/h  أ    مو ع الكقطرB  لي رل السجرل مر  الكقطر

A  نل  الكقطC فا أ ل و د ممك ؟ أ س  نجا تا 

 الحل:

 ABCرن الااو   B ام  الااو   فا ABCالمثلث

cosمحيطي  تل   طس ومكلأ فإن
6

x
  

 
رنهررا مسإا ررر  مشرررتسإ  مرررع  2يةررراوي  COBقيرراس الااو ررر 

  القوس نفةلأ CABالمحيطي 

لرريك  الررام  ال لررا الرر ي يحتاجررلأ السجررل للوصرروت الرر  الكقطرر 
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نقررررا ن الررررام  تكرررر  الكقطرررر  الحسجرررر  مررررع الررررام  تكرررر  طسفررررا 

,0الم ات وهما
6
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اصن القيمرر  ال رررس  للررام  ت ررون تكرر ما
2


   اي تكرر ما

إرراملَّ  اك ررا  ABو قطررع السجررل القرروس Aتلرر  Bتكطبرر 
 تل  اليا ة   ون ت  يف فا الما 

 : 41 مثال

ال  ثيتتتت  الي تتتتاور ال حتتتتا   ل    تتتت أستتتت      ''f x 
 لإيحاد ك  م ا يأتر:

 
 fار تسان    فتسات التقدس لحتل  ولحوفل لمكحك  (1

 الحل:

 إالآتا: f''نلَّ ظ م  الشكل ان الا   ار تسان

 
مقدس لحتل  فا ,1 مقدس لحوفل فا ، 1, 

 fلكقار اندطاا مكحك  ار تسان xالإ  ا ا (2

 الحل:

1xنقط  اندطاا تك  fللَّ تسان  

 : 42 مثال

ييتتيا اللتتل  ال تتالر م   تت  ا   تت ا  f x   أي ال قتتا
الوا  تتتل  اتتت  ال    تتت  ت ثتتت  وققتتتل  تتت    أ  وققتتتل 
 ظ   م ا ل؟ أيها ت ث  ق  ل  ت    أ  ق  تل  ظ ت  

 مقاقل؟ أب   أجاب ر

 
 الحل:

  ,b f b   نقط  قيم  صرس  محلي 

  ,c f c  نقط  قيم  تظم  محلي 

  ,r f r  نقط  قيم  صرس  محلي  ومطلق 

  ,s f s  نقط  قيم  تظم  مطلق 

 

 

 

 

 

 

 

 


