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 التكامل كثف وحدة م
 احسب التكاملات التالي  (:1مثال )

1) ∫ sin2 𝑥
𝜋

0

𝑑𝑥 

= ∫
 1 

 2 
(1 − cos 2𝑥)

𝜋

0

𝑑𝑥 

=
 1 

 2 
(𝑥 −

 1 

 2 
sin 2𝑥)|

0

𝜋

 

= (
 1 

 2 
(𝜋 −

 1 

 2 
sin 2(𝜋))) − (

 1 

 2 
(0 −

 1 

 2 
sin 2(0))) 

=
 1 

 2 
𝜋 

2) ∫sin 4𝑥 cos 5𝑥 𝑑𝑥 

= ∫
 1 

 2 
(sin(4𝑥 − 5𝑥) + sin(4𝑥 + 5𝑥)) 𝑑𝑥 

∫
 1 

 2 
(− sin(𝑥) + sin(9𝑥)) 𝑑𝑥 

 1 

 2 
(cos(𝑥) −

 1 

 9 
cos(9𝑥)) + 𝐶 

3) ∫cos4 𝑥 𝑑𝑥 

 

cos4 𝑥 = (cos2 𝑥)2 = (
 1 + cos 2𝑥 

 2 
)
2

 

=
 1 

 4 
(1 + 2 cos 2𝑥 + cos2 2𝑥) 

=
 1 

 4 
(1 + 2 cos 2x +

 1 + cos 4x 

 2 
) 

=
 1 

 4 
+
 1 

 2 
cos 2x +

 1 

 8 
+
 1 

 8 
cos 4x 

=
 3 

 8 
+
 1 

 2 
cos 2x +

 1 

 8 
cos 4x 

∫cos4 x dx 

= ∫(
 3 

 8 
+
 1 

 2 
cos 2x +

 1 

 8 
cos 4x) dx 

=
 3 

 8 
x +

 1 

 4 
sin 2x +

 1 

 32 
sin 4x + C 

4) ∫
 𝑑𝑥 

 1 − cos 𝑥 
 

∫(
 1 

 1 − cos 𝑥 
×
 1 + cos 𝑥 

 1 + cos 𝑥 
)  𝑑𝑥 

= ∫
 1 + cos 𝑥 

 1 − cos2 𝑥 
 𝑑𝑥 

= ∫
 1 + cos 𝑥 

 sin2 𝑥 
 𝑑𝑥 

= ∫(
 1 

 sin2 𝑥 
+
 cos 𝑥 

 sin2 𝑥 
)  𝑑𝑥 

∫(
 1 

 sin2 𝑥 
+

 1 

 sin 𝑥 
×
 cos 𝑥 

 sin 𝑥 
)  𝑑𝑥 

= ∫(csc2 𝑥 + csc 𝑥 cot 𝑥) 𝑑𝑥 

= −cot 𝑥 − csc 𝑥 + 𝐶 

5)     ∫
 𝑥2+𝑥+1 

 𝑥+1 
𝑑𝑥  

∫
 x2 + x + 1 

 x + 1
dx = ∫(x +

 1 

 x + 1
) dx 

=
 1 

 2 
x2 + ln|x + 1| + C 



 0799366611 العلمي/ كثف وحدة  التكامل م الاستاذ : إيــاد عبــادج   

 

2 
 

  ∫ |4 − 𝑥2|
3

0
𝑑𝑥   

𝑓(𝑥) = |4 − 𝑥2| 

F(x)= { 
𝑥2 − 4 , 𝑥 ≤ −2

4 − 𝑥2 , −2 < 𝑥 < 2

𝑥2 − 4 , 𝑥 ≥ 2

 

∫ (4 − 𝑥2)
2

0

𝑑𝑥 + ∫ (𝑥2 − 4)
3

2

𝑑𝑥 

= (4𝑥 −
 1 

 3 
𝑥3)|

0

2
+ (

 1 

 3 
𝑥3 − 4𝑥)|

2

3
=
 23 

 3 
 

7) ) 
∫ sin 3x cos x

 π 
 6 

0

dx 

=
1

2
∫ (sin 4x + sin 2x)

 π 
 6 

0

dx 

= (−
 1 

 8 
cos 4x −

 1 

 4 
cos 2x)|

0

 π 
 6 

 

= −
 1 

 8 
cos

 4π 

 6 
−
 1 

 4 
cos

 2π 

 6 

− (
 1 

 8 
cos 0 −

 1 

 4 
cos 0) 

=
 5 

 16 
 

8) ∫(9 cos2 x − sin2 x − 6 sin x cos x) dx 

= ∫(9 cos2 x − (1 − cos2 x) − 6 sin x cos x) dx 

= ∫(10 cos2 x − 1 − 6 sin x cos x) dx 

= ∫(10(
 1 + cos 2x 

 2 
) − 1

− 3 sin 2x)dx 

= ∫(5 + 5 cos 2x − 1 − 3 sin 2x) dx 

= ∫(4 + 5 cos 2x − 3 sin 2x) dx 

= 4x +
 5 

 2 
sin 2x +

 3 

 2 
cos x + C 

∫ 2cos
 1 

 2 
x

π

0

dx 

= 4 sin
 1 

 2 
x|
0

π

 

= 4(sin
 π 

 2 
− sin 0)=4 

  9)   ∫ |sin x|
2π

0
dx  

|sin x| = { 
sin x , 0 ≤ x ≤ π
− sin x , π < x ≤ 2π

 

= ∫ sin x
π

0

dx + ∫ −sin x
2π

π

dx 

= −cos x|0
π + cos x|π

2π 
= −(cosπ − cos 0) + cos 2π − cosπ 
= −(−2) + 1 − (−1) = 4 
10)  

∫(cos4 x − sin4 x) dx 

= ∫(cos2 x − sin2 x)(cos2 x + sin2 x) dx 

= ∫(cos2 x − sin2 x) dx 

= ∫cos2x dx =
 1 

 2 
sin 2x + C 

11) ∫
 sec 𝑥 

 sin 𝑥−cos 𝑥 
𝑑𝑥 

cosعلى  نقسم البسط والمقام x 
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∫
 sec x 

 sin x − cos x 
dx 

= ∫

 sec x 
 cos x 

 

 (
 sin x 
 cos x 

− 1) 
dx 

= ∫
 sec2 x 

 (tan x − 1) 
dx 

= ln|tan x − 1| + C 

∫
 sin(ln 4𝑥2) 

 𝑥 
𝑑𝑥 

= ∫
 sin(2 ln 2𝑥) 

 𝑥 
𝑑𝑥 

𝑢 = 2 ln 2𝑥 ⟹
 𝑑𝑢 

 𝑑𝑥 
=
 2 

 𝑥 
 

⟹ 𝑑𝑥 =
 𝑥 

 2 
𝑑𝑢 

∫
 sin(ln 4𝑥2) 

 𝑥 
𝑑𝑥 = ∫

 sin 𝑢 

 𝑥 
×
 𝑥 

 2 
𝑑𝑢 

=
 1 

 2 
∫ sin 𝑢 𝑑𝑢 = −

 1 

 2 
cos 𝑢 + 𝐶 

= −
 1 

 2 
cos(2 ln 2𝑥) + 𝐶 = −

 1 

 2 
cos(ln 4𝑥2) + 𝐶 

∫sec2 𝑥 cos3(tan𝑥) 𝑑𝑥 

𝑢 = tan 𝑥 ⟹
 𝑑𝑢 

 𝑑𝑥 
= sec2 𝑥 

⟹ 𝑑𝑥 =
 2𝑑𝑢 

 sec2 𝑥 
 

∫sec2 𝑥 cos3(tan𝑥) 𝑑𝑥 

= ∫cos3 𝑢 𝑑𝑢 = ∫cos𝑢 cos2 𝑢 𝑑𝑢 

= ∫cos𝑢 (1 − sin2 𝑢) 𝑑𝑢 

𝑣 = sin 𝑢 ⟹
 𝑑𝑣 

 𝑑𝑥 
= cos𝑢 

⟹ cos𝑥 𝑑𝑥 = 𝑑𝑣 

∫cos 𝑢 (1 − sin2 𝑢) 𝑑𝑢 

= ∫(1 − 𝑣2) 𝑑𝑣 = 𝑣 −
 1 

 3 
𝑣3 + 𝐶 

= sin 𝑢 −
 1 

 3 
sin3 𝑢 + 𝐶 

= sin(tan𝑥) −
 1 

 3 
sin3(tan 𝑥) + 𝐶 

∫
 8𝑥 

 √ 4𝑥 + 1  

20

6

𝑑𝑥 

𝑢 = 4𝑥 + 1 
⟹ 4𝑑𝑥 = 𝑑𝑢 , 4𝑥 = 𝑢 − 1 
𝑥 = 20 ⟹ 𝑢 = 81 
𝑥 = 6 ⟹ 𝑢 = 25 

= ∫
 𝑢 − 1 

 2√ 𝑢  

81

25

𝑑𝑢 

= ∫ (
 1 

 2 
𝑢
 1 
 2 −

 1 

 2 
𝑢− 

 1 
 2 )

81

25

𝑑𝑢 

= (
 1 

 3 
𝑢
 3 
 2 − 𝑢

 1 
 2 )|

25

81

 

= (243 − 9) − (
 125 

 3 
− 5) =

 592 

 3 
 

∫
 1 

 1 + √ 𝑥 − 1  

5

2

𝑑𝑥 

𝑢 = √ 𝑥 − 1 ⟹ 𝑢2 = 𝑥 − 1 
⟹ 2𝑢𝑑𝑢 = 𝑑𝑥 
𝑥 = 5 ⟹ 𝑢 = 2 
𝑥 = 2 ⟹ 𝑢 = 1 
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= ∫
 2𝑢 

 1 + 𝑢 

2

1

𝑑𝑢 = ∫ (2 −
 2 

 𝑢 + 1 
)

2

1

𝑑𝑢 

= (2𝑢 − 2 ln|𝑢 + 1|)|1
2 

= (4 − 2 ln 3) − (2 − 2 ln 2) = 2 − 2 ln
 2 

 3 
 

∫
 sin2𝑥 

 1 + cos 𝑥 

𝜋 2⁄

0

𝑑𝑥 

𝑢 = 1 + cos 𝑥 ⟹
 𝑑𝑢 

 𝑑𝑥 
= −sin 𝑥 

⟹ 𝑑𝑥 =
 𝑑𝑢 

 − sin 𝑥 
 

𝑥 =
 𝜋 

 2 
⟹ 𝑢 = 1 

𝑥 = 0 ⟹ 𝑢 = 2 

= ∫
 2 sin 𝑥 cos 𝑥 

 𝑢 

1

2

×
 𝑑𝑢 

 − sin 𝑥 
 

= ∫ − 
 2(𝑢 − 1) 

 𝑢 

1

2

𝑑𝑢 = ∫  
 2 − 2𝑢 

 𝑢 

1

2

𝑑𝑢 

= ∫  
 2𝑢 − 2 

 𝑢 

2

1

𝑑𝑢 = ∫  (2 −
 2 

 𝑢 
)

2

1

𝑑𝑢 

= (2𝑢 − 2 ln|𝑢|)|1
2 

= (4 − 2 ln 2) − (2 − 0) 
= 2 − 2 ln 2 

∫
 (1 + √ 𝑥 )

3
 

 √ 𝑥  

4

1

𝑑𝑥 

𝑢 = 1 + √ 𝑥 ⟹
 𝑑𝑢 

 𝑑𝑥 
=

 1 

 2√ 𝑥  
 

⟹ 𝑑𝑥 = 2√ 𝑥 𝑑𝑢 
𝑥 = 4 ⟹ 𝑢 = 3 
𝑥 = 1 ⟹ 𝑢 = 2 

∫
 (1 + √ 𝑥 )

3
 

 √ 𝑥  

4

1

𝑑𝑥 = ∫
 𝑢3 

 √ 𝑥  

3

2

× 2√ 𝑥 𝑑𝑢 

= ∫ 2𝑢3
3

2

𝑑𝑢 =
 1 

 2 
𝑢4|

2

3

=
 65 

 2 
 

14)     ∫
 𝑒tan𝑥 

 cos2 𝑥

 𝜋 
 4 

0

𝑑𝑥 

𝑢 = tan 𝑥 ⟹
 𝑑𝑢 

 𝑑𝑥 
= sec2 𝑥 

⟹ 𝑑𝑥 =
 𝑑𝑢 

 sec2 𝑥 
= cos2 𝑥 𝑑𝑢 

𝑥 =
 𝜋 

 4 
⟹ 𝑢 = 1 

𝑥 = 0 ⟹ 𝑢 = 0 

= ∫
 𝑒𝑢 

 cos2 𝑥

1

0

× cos2 𝑥 𝑑𝑢 

= ∫ 𝑒𝑢
1

0

𝑑𝑢 = 𝑒𝑢|0
1 = 𝑒 − 1 

15)  ∫ cos2 𝑥 sin3 𝑥

 𝜋 
 3 

0

𝑑𝑥 

 

 

 

 

∫
 sin 𝑥 cos 𝑥 

 1 + sin2 𝑥 
𝑑𝑥 

=
 1 

 2 
∫
 2 sin 𝑥 cos 𝑥 

 1 + sin2 𝑥 
𝑑𝑥 

=
 1 

 2 
ln(1 + sin2 𝑥) + 𝐶 
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∫
 2𝑒𝑥 − 2𝑒−𝑥 

 (𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥)2 
𝑑𝑥 

𝑢 = 𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥 ⟹
 𝑑𝑢 

 𝑑𝑥 
= 𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥 ⟹ 𝑑𝑥

=
 𝑑𝑢 

 𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥 
 

= ∫
 2(𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥) 

 𝑢2 
×

 𝑑𝑢 

 𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥 
 

= ∫2𝑢−2 𝑑𝑢 = −2𝑢−1 + 𝐶 

= −
 2 

 𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥 
+ 𝐶 

∫
−𝑥 

 (𝑥 + 1)√ 𝑥 + 1  
𝑑𝑥 

𝑢 = 𝑥 + 1 ⟹ 𝑑𝑥 = 𝑑𝑢 𝑥 = 𝑢 − 1 

= ∫
 1 − 𝑢 

 𝑢√ 𝑢  
𝑑𝑢 = ∫

 1 − 𝑢 

 𝑢
 3 
 2  

𝑑𝑢 

= ∫(𝑢− 
 3 
 2 − 𝑢−

 1 
 2 ) 𝑑𝑢 

= −2𝑢−
 1 
 2 − 2𝑢

 1 
 2 + 𝐶 

= −2(𝑥 + 1)−
 1 
 2 − 2(𝑥 + 1)

 1 
 2 + 𝐶 

=
−2 

 √ 𝑥 + 1  
− 2√ 𝑥 + 1 + 𝐶 

 

∫𝑥√ 𝑥 + 10 
3

𝑑𝑥 

𝑢 = 𝑥 + 10 
⟹ 𝑑𝑥 = 𝑑𝑢 , 𝑥 = 𝑢 − 10 

= ∫(𝑢 − 10)𝑢
 1 
 3 𝑑𝑢 

= ∫(𝑢
 4 
 3 − 10𝑢

 1 
 3 )𝑑𝑢 

=
3

7
𝑢
 7 
 3 −

 15 

 2 
𝑢
 4 
 3 + 𝐶 

=
3

7
(𝑥 + 10)

 7 
 3 −

 15 

 2 
(𝑥 + 10)

 4 
 3 + 𝐶 

∫(sec2
 𝑥 

 2 
tan7

 𝑥 

 2 
) 𝑑𝑥 

𝑢 = tan
 𝑥 

 2 
⟹

 𝑑𝑢 

 𝑑𝑥 
=
 1 

 2 
sec2

 𝑥 

 2 
 

⟹ 𝑑𝑥 =
 2𝑑𝑢 

 sec2
 𝑥 
 2 
 
 

= ∫sec2
 𝑥 

 2 
𝑢7 ×

 2𝑑𝑢 

 sec2
 𝑥 
 2 
 
 

= 2∫𝑢7 𝑑𝑢 =
 1 

 4 
𝑢8 + 𝐶 

=
 1 

 4 
tan8

 𝑥 

 2 
+ 𝐶 

 

∫
 sec3 𝑥 + 𝑒sin𝑥 

 sec 𝑥 
𝑑𝑥 

= ∫(sec2 𝑥 + cos 𝑥 𝑒sin𝑥) 𝑑𝑥 

= ∫sec2 𝑥 𝑑𝑥 + ∫cos 𝑥 𝑒sin𝑥 𝑑𝑥 

𝑢 = sin 𝑥 ⟹
 𝑑𝑢 

 𝑑𝑥 
= cos 𝑥 

⟹ 𝑑𝑥 =
 𝑑𝑢 

 cos 𝑥 
 

= ∫sec2 𝑥 𝑑𝑥 + ∫cos 𝑥 𝑒𝑢 ×
 𝑑𝑢 

 cos 𝑥 
 

= tan 𝑥 + ∫𝑒𝑢 𝑑𝑢 

= tan 𝑥 + 𝑒𝑢 + 𝐶 
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= tan𝑥 + 𝑒sin 𝑥 + 𝐶 

∫(1 + √ sin 𝑥 
3

) cos3 𝑥 𝑑𝑥 

𝑢 = sin 𝑥 ⟹
 𝑑𝑢 

 𝑑𝑥 
= cos 𝑥 

⟹ 𝑑𝑥 =
 𝑑𝑢 

 cos 𝑥 
 

= ∫(1 + 𝑢
 1 
 3 ) cos3 𝑥

 𝑑𝑢 

 cos 𝑥 
 

= ∫(1 + 𝑢
 1 
 3 ) cos2 𝑥 𝑑𝑢 

= ∫(1 + 𝑢
 1 
 3 ) (1 − sin2 𝑥)𝑑𝑢 

= ∫(1 + 𝑢
 1 
 3 ) (1 − 𝑢2) 𝑑𝑢 

= ∫(1 + 𝑢
 1 
 3 ) (1 − 𝑢2) 𝑑𝑢 

= ∫(1 − 𝑢2 + 𝑢
 1 
 3 − 𝑢

 7 
 3 ) 𝑑𝑢 

= 𝑢 −
 1 

 3 
𝑢3 +

 3 

 4 
𝑢
 4 
 3 −

 3 

 10 
𝑢
 10 
 3 + 𝐶 

= sin 𝑥 −
 1 

 3 
sin3 𝑥 +

 3 

 4 
sin

 4 
 3 𝑥 −

 3 

 10 
sin

 10 
 3 𝑥 + 𝐶 

 

∫sin 𝑥 sec5 𝑥 𝑑𝑥 

= ∫sin 𝑥 cos− 5 𝑥 𝑑𝑥 

𝑢 = cos 𝑥 ⟹
 𝑑𝑢 

 𝑑𝑥 
= − sin 𝑥 

⟹ 𝑑𝑥 =
 𝑑𝑢 

 − sin 𝑥 
 

= ∫sin 𝑥 𝑢−5 ×
 𝑑𝑢 

 − sin 𝑥 
 

= −∫𝑢−5 𝑑𝑢 =
 1 

 4 
𝑢− 4 + 𝐶 

=
 1 

 4 
cos− 4 𝑥 + 𝐶 =

 1 

 4 
sec4 𝑥 + 𝐶  

∫
 𝑥 − 10 

 𝑥2 − 2𝑥 − 8 
𝑑𝑥 

 𝑥 − 10 

 𝑥2 − 2𝑥 − 8 
 

=
 𝑥 − 10 

 (𝑥 − 4)(𝑥 + 2) 
 

=
 𝐴 

 𝑥 − 4 
+

 𝐵 

 𝑥 + 2 
 

𝐴(𝑥 + 2) + 𝐵(𝑥 − 4) = 𝑥 − 10 
𝑥 = 4 ⟹ 𝐴 = −1 
𝑥 = −2 ⟹ 𝐵 = 2 

∫
 𝑥 − 10 

 𝑥2 − 2𝑥 − 8 
𝑑𝑥 

𝑥 = −2 ⟹ 𝐵 = 2 

∫
 𝑥 − 10 

 𝑥2 − 2𝑥 − 8 
𝑑𝑥 

= ∫(−
 1 

 𝑥 − 4 
+

 2 

 𝑥 + 2 
) 𝑑𝑥 

= − ln|𝑥 − 4| + 2 ln|𝑥 + 2| + 𝐶 

= ∫(−
 1 

 𝑥 − 4 
+

 2 

 𝑥 + 2 
) 𝑑𝑥 

= − ln|𝑥 − 4| + 2 ln|𝑥 + 2| + 𝐶 

 

∫
 8𝑥 + 24 

 (𝑥 + 1)(𝑥 − 3)2 
𝑑𝑥 

 8𝑥 + 24 

(𝑥 + 1)(𝑥 − 3)2 
 

=
 𝐴 

 𝑥 + 1 
+

 𝐵 

 𝑥 − 3 
+

 𝐶 

 (𝑥 − 3)2 
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𝐴(𝑥 − 3)2 + 𝐵(𝑥 + 1)(𝑥 − 3) + 𝐶(𝑥 + 1)

= 8𝑥 + 24 
𝑥 = −1 ⟹ 𝐴 = 1 
𝑥 = 3 ⟹ 𝐶 = 12 
𝑥 = 0 ⟹ 9𝐴 − 3𝐵 + 𝐶 = 24

⟹ 9 − 3𝐵 + 12 = 24 
⟹𝐵 = −1 

∫
 8𝑥 + 24 

(𝑥 + 1)(𝑥 − 3)2 
𝑑𝑥 

= ∫(
 1 

 𝑥 + 1 
+

 −1 

 𝑥 − 3 
+

 12 

 (𝑥 − 3)2 
) 𝑑𝑥 

= ln|𝑥 + 1| − ln|𝑥 − 3| −
 12 

 𝑥 − 3 
+ 𝐶 

∫
 4 

 𝑥3 − 2𝑥2 
𝑑𝑥 

 4 

𝑥3 − 2𝑥2 
=

 4 

 𝑥2(𝑥 − 2) 
 

=
 𝐴 

 𝑥 
+
 𝐵 

 𝑥2 
+

 𝐶 

 𝑥 − 2 
 

𝐴(𝑥)(𝑥 − 2) + 𝐵(𝑥 − 2) + 𝐶(𝑥2) = 4 
𝑥 = 0 ⟹ 𝐵 = −2 
𝑥 = 2 ⟹ 𝐶 = 1 
𝑥 = 1 ⟹ −𝐴 − 𝐵 + 𝐶 = 4 ⟹ −𝐴 + 2 + 1

= 4 ⟹ 𝐴 = −1 

∫
 4 

𝑥3 − 2𝑥2 
𝑑𝑥 

= ∫(
−1 

 𝑥 
+
 −2 

 𝑥2 
+

 1 

 𝑥 − 2 
) 𝑑𝑥 

= − ln|𝑥| +
 2 

 𝑥 
+ ln|𝑥 − 2| + 𝐶 

= ln |
 𝑥 − 2 

 𝑥 
| +

 2 

 𝑥 
+ 𝐶 

 أجد كُلًّا من التكاملًّت الآتية:

18) ∫  𝑒2𝑥 + 𝑒𝑥 

 (𝑒2𝑥 + 1)(𝑒𝑥 − 1) 
𝑑𝑥 

19) ∫  5 cos 𝑥 

 sin2 𝑥 + 3 sin 𝑥 − 4 
𝑑𝑥 

20) ∫  sec2 𝑥 

 tan2 𝑥 + 5 tan 𝑥 + 6 
𝑑𝑥 

 
18) 𝑢 = 𝑒𝑥  ⟹ 𝑑𝑢 = 𝑒𝑥𝑑𝑥 

⟹ 𝑑𝑥 =
 𝑑𝑢 

 𝑒𝑥 
 

∫
 𝑒2𝑥 + 𝑒𝑥 

 (𝑒2𝑥 + 1)(𝑒𝑥 − 1) 
𝑑𝑥 

= ∫
 𝑒𝑥(𝑢 + 1) 

 (𝑢2 + 1)(𝑢 − 1) 
×
 𝑑𝑢 

 𝑒𝑥 
 

= ∫
 𝑢 + 1 

 (𝑢2 + 1)(𝑢 − 1) 
𝑑𝑢 

 𝑢 + 1 

 (𝑢2 + 1)(𝑢 − 1) 

=
 𝐴𝑢 + 𝐵 

 𝑢2 + 1 
+

 𝐶 

 𝑢 − 1 
 

(𝐴𝑢 + 𝐵)(𝑢 − 1) + 𝐶(𝑢2 + 1)

= 𝑢 + 1 
𝑢 = 1 ⟹ 𝐶 = 1 
𝑢 = 0 ⟹ −𝐵 + 𝐶 = 1 ⟹ −𝐵 + 1

= 1 ⟹ 𝐵 = 0 
𝑢 = −1 ⟹ 2𝐴 − 2𝐵 + 2𝐶 = 0

⟹ 2𝐴 + 2 = 0 ⟹ 𝐴

= −1 

∫
 𝑒2𝑥 + 𝑒𝑥 

 (𝑒2𝑥 + 1)(𝑒𝑥 − 1) 
𝑑𝑢 

= ∫(
 −𝑢 

 𝑢2 + 1 
+

 1 

 𝑢 − 1 
) 𝑑𝑢 



 0799366611 العلمي/ كثف وحدة  التكامل م الاستاذ : إيــاد عبــادج   

 

8 
 

= −
 1 

 2 
ln(𝑢2 + 1) + ln|𝑢 − 1| + 𝐶 

= −
 1 

 2 
ln(𝑒2𝑥 + 1) + ln|𝑒𝑥 − 1| + 𝐶 

19) 𝑢 = sin 𝑥 

⟹
 𝑑𝑢 

 𝑑𝑥 
= cos 𝑥 

⟹ 𝑑𝑥 =
 𝑑𝑢 

 cos 𝑥 
 

∫
 5 cos 𝑥 

 sin2 𝑥 + 3 sin 𝑥 − 4 
𝑑𝑥 

= ∫
 5 cos 𝑥 

 𝑢2 + 3𝑢 − 4 
×

 𝑑𝑢 

 cos 𝑥 
 

= ∫
 5 

 𝑢2 + 3𝑢 − 4 
𝑑𝑢 

 5 

 𝑢2 + 3𝑢 − 4 
=

 5 

 (𝑢 + 4)(𝑢 − 1) 
 

=
 𝐴 

 𝑢 + 4 
+

 𝐵 

 𝑢 − 1 
 

𝐴(𝑢 − 1) + 𝐵(𝑢 + 4) = 5 
𝑢 = 1 ⟹ 𝐵 = 1 
𝑢 = −4 ⟹ 𝐴 = −1 

∫
 5 

 𝑢2 + 3𝑢 − 4 
𝑑𝑢

= ∫(
 −1 

 𝑢 + 4 

+
 1

 𝑢 − 1 
) 𝑑𝑢 

= − ln|𝑢 + 4| + ln|𝑢 − 1| + 𝐶 

⟹∫
 5 cos 𝑥 

 sin2 𝑥 + 3 sin 𝑥 − 4 
𝑑𝑥

= − ln|4 + sin 𝑥|

+ ln|−1 + sin 𝑥| + 𝐶 

= ln |
−1 + sin 𝑥 

 4 + sin 𝑥 
| 

20) 𝑢 = tan 𝑥 ⟹
 𝑑𝑢 

 𝑑𝑥 
= sec2 𝑥 

⟹ 𝑑𝑢 = sec2 𝑥 𝑑𝑥 

∫
 sec2 𝑥 

 tan2 𝑥 + 5 tan 𝑥 + 6 
𝑑𝑥 

= ∫
 1 

 𝑢2 + 5𝑢 + 6 
𝑑𝑢 

 1 

 𝑢2 + 5𝑢 + 6 
=

 1 

 (𝑢 + 3)(𝑢 + 2) 

=
 𝐴 

 𝑢 + 3 
+

 𝐵 

 𝑢 + 2 
 

𝐴(𝑢 + 2) + 𝐵(𝑢 + 3) = 1 
𝑢 = −3 ⟹ 𝐴 = −1 
𝑢 = −2 ⟹ 𝐵 = 1 

⟹∫
 1 

 𝑢2 + 5𝑢 + 6 
𝑑𝑢 

= ∫(
−1 

 𝑢 + 3 
+

 1 

 𝑢 + 2 
) 𝑑𝑢 

= ln|𝑢 + 2| − ln|𝑢 + 3| + 𝐶 

⟹∫
 sec2 𝑥 

 tan2 𝑥 + 5 tan 𝑥 + 6 
𝑑𝑥 

= ln |
 2 + tan 𝑥 

 3 + tan 𝑥 
| + 𝑐 

  :   أُثبِت أنَّ

∫
 𝟒𝒙 

 𝒙𝟐 − 𝟐𝒙 − 𝟑 

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 = 𝐥𝐧 (
 𝟏𝟔 

 𝟐𝟕 
) 

 
 4𝑥 

 𝑥2 − 2𝑥 − 3 
=

 4𝑥 

 (𝑥 − 3)(𝑥 + 1) 

=
 𝐴 

 𝑥 − 3 
+

 𝐵 

 𝑥 + 1 
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𝐴(𝑥 + 1) + 𝐵(𝑥 − 3) = 4𝑥 
𝑥 = 3 ⟹ 𝐴 = 3 
𝑥 = −1 ⟹ 𝐵 = 1 

∫
 4𝑥 

 𝑥2 − 2𝑥 − 3 

1

0

𝑑𝑥 

= ∫ (
 3 

 𝑥 − 3 
+

 1 

 𝑥 + 1 
)

1

0

𝑑𝑥 

= (3 ln|𝑥 − 3| + ln|𝑥 + 1|)|0
1 

= (3 ln 2 + ln 2) − (3 ln 3) 
= ln8 + ln 2 − ln 27 = ln

 16 

 27 
  

∫
 4x2 + 9x + 4 

 2x2 + 5x + 3

1

0

dx 

 
37)  4𝑥2 + 9𝑥 + 4 

 2𝑥2 + 5𝑥 + 3 
= 2 −

 𝑥 + 2 

 2𝑥2 + 5𝑥 + 3 
 

 𝑥 + 2 

 2𝑥2 + 5𝑥 + 3 
=

 𝑥 + 2 

 (𝑥 + 1)(2𝑥 + 3) 
 

=
 𝐴 

 𝑥 + 1 
+

 𝐵 

 2𝑥 + 3 
 

⟹ 𝑥 + 2 = 𝐴(2𝑥 + 3) + 𝐵(𝑥 + 1) 
𝑥 = −1 ⟹ 𝐴 = 1 

𝑥 = −
 3 

 2 
⟹ 𝐵 = −1 

∫
 4𝑥2 + 9𝑥 + 4 

 2𝑥2 + 5𝑥 + 3 

1

0

𝑑𝑥

= ∫ (2 −
 1 

 𝑥 + 1 

1

0

+
 1 

 2𝑥 + 3 
) 𝑑𝑥 

= (2𝑥 − ln|𝑥 + 1| +
 1 

 2 
ln|2𝑥 + 3|)|

0

1

 

= 2 − ln|2| +
 1 

 2 
ln 5 − 0 + ln1

−
 1 

 2 
ln 3 

= 2 −
 1 

 2 
ln 4 +

 1 

 2 
ln 5 −

 1 

 2 
ln 3 

= 2 +
 1 

 2 
(ln 5 − ln 4 − ln 3) 

= 2 +
 1 

 2 
ln
 5 

 12 
 

 

 

∫cos𝑥 ln sin 𝑥 𝑑𝑥 

lnsinu x  cosdv xdx  
cos

sin

x
du dx

x
  sinv x  

sin ln sin cosx x x dx    

sin lnsin sinx x x C    

 

∫𝑒𝑥 ln(1 + 𝑒𝑥) 𝑑𝑥 

 ln 1 xu e    xdv e dx  

1

x

x

e
du dx

e



  xv e  

 
2 ln

ln 1
1

x
x x

x

e
e e dx

e
  

  

 
1

ln 1
1

x x x

x
e e e dx

e

 
    

 


 ln 1
1

x
x x x

x

e
e e e dx

e

 
    

 


   ln 1 ln 1x x x xe e e e C       
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∫ 𝑒𝑥 cos 𝑥
𝜋 2⁄

0

𝑑𝑥 

 أن: 3وجدنا في المثال 

 
1

cos sin cos
2

x xe x dx e x x C  

 
2

2

00

1
cos sin cos

2

x xe x dx e x x

 

  

02 2
1 1 1 1

2 2 2 2
e e e
 

     

 

∫ ln𝑥2
𝑒

1

𝑑𝑥 

2lnu x   dv dx  
2

du dx
x

   v x  

 
1

cos sin cos
2

x xe x dx e x x C    

1 1 11

2 ln 2 2 ln 2

e e ee

x x dx x x x   

2 ln 2ln1 2 2e e e     

2 0 2 2 2e e      

 

∫ ln(𝑥𝑒𝑥)
2

1

𝑑𝑥 

   
2 2

1 1

ln ln lnx xxe dx x e dx  

 
2 2 2

1 1 1

ln lnx x dx x dx x dx     

lnu x   dv dx  
1

du dx
x

   v x  

22 2

11 1

ln lnx dx x x dx    

2 2

1 1

ln 2ln 2 ln1 2 1x x x     

2ln2 l   
22

2

11

1 4 1 3

2 2 2 2
x dx x     

 
2

1

3 1
ln 2ln 2 1 2ln 2

2 2

xxe dx       

 

∫ 𝑥 sec2 3𝑥
𝜋 9⁄

𝜋 12⁄

𝑑𝑥 

u x   2sec 3dv xdx  

du dx   1
tan3

3
v x  

9
9

12
12

1 1
tan3 tan3

3 3
x x x dx







    

9
9

12
12

1 1 sin3
tan3

3 3 cos3

x
x x dx

x







    

9 9

12 12

1 1
tan3 ln cos3

3 9
x x x

 

 
   

1 1
tan tan ln cos ln cos

27 3 36 4 9 3 9 4

     
     

3 1 1 1 1
ln ln

27 36 9 2 9 2

 
     

 
∫ 𝑥4 ln 𝑥
𝑒

1

𝑑𝑥 

lnu x   4dv x dx  
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1
du dx

x
   51

5
v x  

5 4

1 1

1 1
ln

5 5

e e

x x x dx    

5 5

1 1

1 1
ln

5 25

e e

x x x   

5
5 51 1 1 4 1

0
5 25 25 25

e
e e


      

 

∫ 𝑥2 sin 𝑥
𝜋 2⁄

0

𝑑𝑥 

 

 f x  ومشتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتقا 
 المتكررة

 g x  و كاملا تتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتتت
 المتكررة

2x  sin x  

2x  cos x  

2  sin x  

0  cos x  

2
2

0

cos 2 sin 2cos 2x x x x x



     

 

 

∫ 𝑥(𝑒−2𝑥 + 𝑒−𝑥)
1

0

𝑑𝑥 

u x    2x xdv e e dx    

du dx   21

2

x xv e e     

1 1

2 2

0 0

1 1

2 2

x x x xxe xe e e dx    
      

 


11

2 2

0 0

1 1

2 4

x x x xxe xe e e    
     

 
 

2 1 2 11 1 1
1

2 4 4
e e e e           

2 13 5
2

4 4
e e      

 

∫
 𝑥𝑒𝑥 

 (1 + 𝑥)2 

1

0

𝑑𝑥 

xu xe    
2

1dv x dx


   

 x xdu xe e dx      
1

1v x


    
 1xe x dx   

 
 

 

1
1

1

0
0

1
1

1

x

x
e x

xe x dx
x

 
   

  

1 1

00
1

x
xxe

e
x

  


 

1
1 1

2 2

e
e e       

 

∫ 𝑥 3𝑥
1

0

𝑑𝑥 

u x   3xdv dx  

du dx   3

ln 3

x

v   

1 1

00

3 3

ln3 ln3

x x

x dx    

- 
+ 

+ 
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11

2

0 0

3 3

ln3 ln3

x x

x   

     
2 2 2

3 3 1 3ln3 2

ln 2 ln3 ln3 ln3


     

 

∫𝑥3 𝑒𝑥
2
𝑑𝑥 

2

2

dy
y x dx

x
    

23 3x y dy
x e dx x e

dx
   

21 1

2 2

y yx e dy ye dy    

1

2
u y   ydv e dy  

1

2
du dy   yv e  

1 1 1

2 2 2

y y yye dy ye e dy    

1 1

2 2

y yye e C    
2 2 23 21 1

2 2

x x xx e dx x e e C    

 

∫cos(ln 𝑥) 𝑑𝑥 

lny x  
1

, ydy
dx xdy x e

dx x
     

 cos ln cos cosyx dx x y dy e y dy     

 
1

cos sin cos
2

y ye y dy e y y C  

   ln1
cos ln sin ln cos ln

2

xx dx e x x C  

 
1

sin ln cos ln
2

x x x C    

 

∫𝑥3 sin 𝑥2 𝑑𝑥 

2

2

dy
y x dx

x
    

3 21
sin sin

2 2

dy
x y x y dy

x
    

1
sin

2
y y dy   

1

2
u y   sindv ydy  

1

2
du dy   cosv y   

1 1 1
sin cos cos

2 2 2
y y dy y y y dy     

1 1
cos sin

2 2
y y y C     

3 2 2 2 21 1
sin cos sin

2 2
x x dx x x x C   

 

 

∫𝑒cos𝑥 sin 2𝑥 𝑑𝑥 

cos
sin

dy
y x dx

x
  


 

 cos sin 2 2sin cos
sin

x y dy
e x dx e x x

x


 

2 yye dy   

2u y    ydv e dy  

2du dy    yv e  



 0799366611 العلمي/ كثف وحدة  التكامل م الاستاذ : إيــاد عبــادج   

 

13 
 

2 2 2y y yye dy ye e dy      

2 2y yye e C     
cos cos cossin 2 2cos 2x x xe x dx xe e C   

 

 

∫sin√ 𝑥 𝑑𝑥 

1 1
2

22

dy
y x dx ydy

dx yx
       

sin 2 sinx dx y y dy   
2u y   sindv ydy  

2du dy   cosv y   

2 sin 2 cos 2cosy y dy y y y dy   

2 cos 2siny y y C     
sin 2 cos 2sinx dx x x x C   

 

∫ إذا كان: (𝒆𝒙 + 𝒆−𝒙)
𝐥𝐧 𝒂

𝟎
𝒅𝒙 =

 𝟒𝟖 

 𝟕 
 فأجد قيمة،  

𝒂 ، حيث:𝒂الثابت   > 𝟎 

∫ (ex + e−x)
ln a

0

dx =
48

7
 

⟹ (a −
 1 

 a 
) − (1 − 1) =

48

7
 

⟹ a−
 1 

 a 
=
48

7
 

⟹ 7a2 − 48a − 7 = 0 
⟹ (7a + 1)(a − 7) = 0 

⟹ a = −
 1 

 7 
,(ُ رفض)  a = 7 

∫
 1 

 x ln x3 
dx = ∫

 1 

 3x ln x 
dx 

=
 1 

 3 
∫

 1 
 x 
 

 ln x 
dx 

=
 1 

 3 
ln|ln x| + C 

إذا كان:            

 ∫ (
 1 

 𝑥 
−

 1 

 2𝑥+3 
)

𝑎

1
𝑑𝑥 = 0.5 ln 5  ، 

 𝒂 الثابت قيمة أجدف

 

∫ (
 1 

 x 
−

 1 

 2x + 3 
)

a

1

dx 

= (ln|x| −
 1 

 2 
ln|2x + 3|)|

1

a

 

= (ln a −
 1 

 2 
ln(2a + 3)) − (−

 1 

 2 
ln 5) 

= ln a −
 1 

 2 
ln(2a + 3) +

 1 

 2 
ln 5 

= ln
 a 

 √ 2a + 3  
+
 1 

 2 
ln 5 

⟹ ln
 a 

 √ 2a + 3  
+
 1 

 2 
ln 5 = 0.5 ln 5 

⟹ ln
 a 

 √ 2a + 3  
= 0 

⟹
 a 

 √ 2a + 3  
= 1 

⟹ a = √ 2a + 3  
⟹ a2 = 2a + 3 
⟹ a2 − 2a − 3 = 0 
⟹ (a − 3)(a + 1) = 0 
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⟹ a = 3 , a = −1 
 

 :مثال

بقعة دائرية الشكل  : تسرب نفط من ناقلـة بحرية، مكونا  

بعـد دقيقة من  قدما   𝑅(𝑡)على سطح الماء، نصف قطرهـا 

 تسرب. إذا كان نصف قطر الدائرة يزداد بمعدل: بدء ال

𝑅′(𝑡) =
 21 

 0.07𝑡+5 
𝑅بأن  ، علما  𝑅(𝑡)، فأجد  = 0 

𝑡 عندما = 0  

R(t) = ∫
 21 

 0.07t + 5 
dt 

=
 21 

 0.07 
∫

 0.07 

 0.07t + 5 
dt = 300 ln|0.07t + 5| + C 

R(0) =  300 ln 5 + C 
0 = 300 ln 5 + C ⟹ C = −300 ln 5 
R(t) =  300 ln |

 0.07t + 5 

 5 
| 

=  300 ln|0.014t + 1|  

 :مثال

يتحرك جسيم في مسار مستقيم، وتعطى سرعته المتجهة 

  بالاقتران:

v(t) = 3 cos t حيث ، t بالثواني، و الزمن v 
 سرعته المتجهة بالمتر لكل ثانية:

( إذا بدأ الجُسيم حركته من نقطة الأصل، فأجد موقع 1

الجُسيم بعد 
 π 

 6 
 انية من بدء الحركة.ث 

, 0]( أجد إزاحة الجُسيم في الفترة 2 2π] 

( أجد المسافة الكلية التي قطعها الجُسيم في الفترة 3

[0 , 2π] 

1) s(t) = ∫v(t) dt = ∫3 cos t dt
= 3 sin t + C 

s(0) = 3 sin 0 + C 
0 = 3 sin 0 + C ⟹ C = 0 
s(t) = 3 sin t 

s (
 π 

 6 
) = 3 sin (

 π 

 6 
) = 1.5 m 

2) s(2π) − s(0) = 3 sin(2π) − 3 sin(0)
= 0 m 

3) |v(t)| = |3 cos t|

=

{
 
 

 
 

 

3 cos t , 0 ≤ t <
 π 

 2 

−3 cos t ,
 π 

 2 
≤ t ≤

 3π 

 2 

3 cos t ,
 3π 

 2 
< t ≤ 2π

 

∫ |v(t)|
2π

0

d𝑡 

= ∫ 3 cos t

 π 
 2 

0

dt + ∫ −3 cos t

 3π 
 2 

 π 
 2 

dt + ∫ 3 cos t
2π

 3π 
 2 

dt 

= 3 sin t|0

 π 
 2 − 3 sin t| π 

 2 

 3π 
 2 + 3 sin t| 3π 

 2 

2π  

= (3 − 0) − (−3 − 3) + (0 − (−3)) 
= 12 m 
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، ونقطة يمرُّ بها  𝒇(𝒙)ممّا يأتي المشتقة الأولى للًّقتران 
𝒚منحنى  = 𝒇(𝒙)  أستعمل المعلومات المعطاة لإيجاد .
 : 𝒇(𝒙)الاقتران  قاعدة

 𝑓′(𝑥) = 𝑒−𝑥 + 𝑥2 ;  (0 , 4) 

f(x) = ∫(e−x + x2) dx 

= −e−x +
 1 

 3 
x3 + C 

f(x) = −e−x +
 1 

 3 
x3 + C 

f(0) = −1 + C 
4 = −1 + C ⟹ C = 5 

⟹ f(x) = −e−x +
 1 

 3 
x3 + 5 

𝒅𝒚يُمثِّل الاقتران:  

𝒅𝒙
= 𝒆𝟐𝒙 − 𝟐𝒆−𝒙  ميل المماس لمنحنى

 إذا علمْتُ أنَّ منحناه يمرُّ  𝒚د قاعدة الاقتران . أج𝒚الاقتران 
, 𝟎) بالنقطة 𝟏) 

y = ∫(e2x − 2e−x) dx 

=
 1 

 2 
e2x + 2e−x + C 

y|x=0 =
 1 

 2 
+ 2 + C 

1 =
 5 

 2
+ C ⟹ C = −

 3 

 2
 

⟹ y =
 1 

 2 
e2x + 2e−x −

 3 

 2
 

 

 

 

∫ كان: اذا  (𝟗 + 𝐬𝐢𝐧𝟑𝒙)
𝝅

𝝅 𝟗⁄
𝒅𝒙 = 𝒂𝝅+ 𝒃 فأجد ، 

 ،b 𝒂  :النسبيين الثابتين قيمة

∫ (9 + sin 3x)
π

 π 
 9 

dx 

= (9x −
 1 

 3 
cos 3x)|

 π 
 9 

π

 

= 9π −
 1 

 3 
cos 3π − π +

 1 

 3 
cos

 π 

 3 
 

= 8π +
 1 

 3 
+
 1 

 6 
= 8π +

 1 

 2 
 

⟹  8π +
 1 

 2 
= aπ + b 

ل لهذه المعادلة سوى أن نسيبان، فلا يوجد ح bو  aونظراً لأن 
aيكون  = 8 , b =

 1 

 2 
 

مثِّل الاقتران:  ُُ  𝒇′(𝒙) = 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙 ميل المماس لمنحنى =
 إذا علمْتُ أنَّ منحناه 𝒇. أجد قاعدة الاقتران  𝒇(𝒙) الاقتران

 يمرُّ بنقطة الأصل

f(x) = ∫cos2 x dx 

=
 1 

 2 
∫(1 + cos 2x) dx 

=
 1 

 2 
(x +

 1 

 2 
sin 2x) + C 

f(0) =
 1 

 2 
(0 +

 1 

 2 
sin 0) + C 

0 = 0 + C ⟹ C = 0 

f(x) =
 1 

 2 
x +

 1 

 4 
sin 2x 
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ك جُسَيْم في مسار مستقيم، وتعطى سرعته المتجهة  يتحرَّ
𝒗(𝒕) بالاقتران: = 𝒆−𝟐𝒕  حيث ،𝒕  الزمن بالثواني، و𝒗 

الموقع الابتدائي  المتجهة بالمتر لكل ثانية. إذا كان سرعته
 ، فأجد كُلًّّ ممّا يأتي: 𝒎 𝟑للجُسَيْم هو 

 ثانية. 𝒕موقع الجُسَيْم بعد  (1

 ثانية. 𝟏𝟎𝟎موقع الجُسَيْم بعد  (2

s(t) = ∫e−2t dt = −
 1 

 2 
e−2t + C 

s(0) = −
 1 

 2 
+ C = 3 ⟹ C =

7

2
 

3 = −
 1 

 2 
+ C ⟹  C =

7

2
 

s(t) = −
 1 

 2 
e−2t +

7

2
 

s(100) = −
 1 

 2 
e−200 +

7

2
≈ 3.5 m 

 

ك جُسَيْم في مسار مستقيم،     يتحرَّ

 وتعطى سرعته المتجهة بالاقتران:

 𝒗(𝒕) = 𝐬𝐢𝐧𝝎𝒕 𝐜𝐨𝐬𝟐𝝎𝒕 حيث ،𝒕 ،الزمن بالثواني 
ثابت. إذا  𝝎سرعته المتجهة بالمتر لكل ثانية، و  𝒗و 

 ثانية 𝒕ه بعد انطلق الجُسَيْم من نقطة الأصل، فأجد موقع

 

𝑠(𝑡) = ∫sin𝜔𝑡 cos2𝜔𝑡 𝑑𝑡 

𝑢 = cos𝜔𝑡 

⟹
 𝑑𝑢 

 𝑑𝑥 
= −𝜔 sin𝜔𝑡 

⟹ 𝑑𝑥 =
 𝑑𝑢 

 −𝜔 sin𝜔𝑡 
 

𝑠(𝑡) = ∫sin𝜔𝑡 𝑢2
 𝑑𝑢 

 −𝜔 sin𝜔𝑡 
 

= −
 1 

 𝜔 
∫𝑢2 𝑑𝑢 =

 −1 

 3𝜔 
𝑢3 + 𝐶 

⟹ 𝑠(𝑡) =
 −1 

 3𝜔 
cos3𝜔𝑡 + 𝐶 

𝑠(0)لكن  =  أن الجسيم انطلق من نقطة الأصل 0

𝑠(0) =
 −1 

 3𝜔 
+ 𝐶 

0 =
 −1 

 3𝜔 
+ 𝐶 ⟹ 𝐶 =

 1 

 3𝜔 
 

⟹ 𝑠(𝑡) = −
 1 

 3𝜔 
cos3𝜔𝑡 +

 1 

 3𝜔 
 

ك جُسَيْم في مسار مستقيم، وتعطى سرعته المتجهة  يتحرَّ
𝒗(𝒕)بالاقتران:  = 𝒕 𝒆−𝒕  الزمن بالثواني،  𝒕، حيث  ⁄𝟐

سرعته المتجهة بالمتر لكل ثانية. إذا بدأ الجُسَيْم الحركة  𝒗و 
 ثانية. 𝒕من نقطة الأصل، فأجد موقعه بعد 

)   2

t

s t t e dt


   

u t    2

t

dv e dx


  

du dt   22
t

v e


   

2 22 2
t t

t e e dt
 

     

2 22 4
t t

t e e C
 

     

 0 0 4s C    

0 0 4 4C C      
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  2 22 4 4
t t

s t t e e
 

     

، ونقطة يمرُّ  𝒇(𝒙)في كلٍّّ ممّا يأتي المشتقة الأولى للًّقتران 
𝒚 بها منحنى = 𝒇(𝒙) أستعمل المعلومات المعطاة لإيجاد . 

 : 𝒇(𝒙)اعدة الاقتران ق
1) 𝑓′(𝑥) = (𝑥 + 2) sin 𝑥 ; (0 , 2) 

2) 𝑓′(𝑥) = 2𝑥𝑒−𝑥; (0 , 3) 

1)    2 sinf x x x dx   

2u x     sindv xdx  

du dx    cosv x   

   2 cos cosf x x x x dx      

 2 cos sinx x x C      

 0 2 0f C     

2 2 0 4C C       
   2 cos sin 4f x x x x      

2)   2 xf x xe dx   

2u x    xdv e dx  

2du dx    xv e   

  2 2x xf x xe e dx      

2 2x xxe e C      
 0 0 2f C    

3 2 5C C      

  2 2 5x xf x xe e      

مة في   دورة تدريبية: تقدَّمت دعاء لدورة تدريبية مُتقدِّ
كان عدد الكلمات التي تطبعها دعاء في الدقيقة  الطباعة. إذا

ل:يزداد  𝑵′(𝒕) بمُعدَّ = (𝒕 + 𝟔)𝒆−𝟎.𝟐𝟓𝒕  ، 
دعاء في الدقيقة بعد  عدد الكلمات التي تطبعها 𝑵(𝒕)حيث 
𝒕  أسبوعًا من التحاقها بالدورة، فأجد𝑵(𝒕)  علمًا بأنَّ دعاء ،

  عند بَدْء الدورة. كلمة في الدقيقة 𝟒𝟎كانت تطبع 
    0.256 tN t t e dt   

6u t     0.25tdv e dt  

du dx    0.254 tv e   

    0.25 0.254 6 4t tN t t e e dt       

  0.25 0.254 6 16t tt e e C       

 0 24 16N C     

40 24 16 80C C       
    0.25 0.254 6 16 80t tN t t e e       

 

 

 

 

 

 

 



 0799366611 العلمي/ كثف وحدة  التكامل م الاستاذ : إيــاد عبــادج   

 

18 
 

الزمن لجسيم  -ر منحنى السرعة المتجهة يبين الشكل المجاو

, 0]في الفترة الزمنية  𝑥 يتحرك على المحور  5]  

𝑥إذا بدأ الجسيم الحركة من   = 𝑡عندما  3 = فأجد كلا   0

 مما يأتي:

 

 ( إزاحة الجسيم في الفترة الزمنية المعطاة.1

 ( المسافة التي قطعها الجسيم في الفترة الزمنية المعطاة.2

 ع النهائي للجسيم.( الموق3

a )لتكن الازاحةD  
   5 0D s s   
     

5

1 2
0

v t dt A R A R    

     
1 1

2 3.5 1 1 1.5 1 1.5m
2 2

      

b ):المسافة التي قطعها الجسيم هي 
     

5

1 2
0

v t dt A R A R   

   
1 1

5.5 2.5 4m
2 2

    

c)    5 0 1.5s s   
 0 3s   
   5 3 1.5 5 4.5s s     

 

 

 

أجد مساحة المنطقة المُظلَّلة في كلٍّّ من التمثيلين البيانيين 
رًا إجابتي:  الآتيين، مُبرِّ

 
sin x = 0 ⟹ x = 0 , π , 2π 

A = ∫ sin x
π

0

dx + (−∫ sin x
2π

π

dx) 

= (−cos x)|0
π + (cos x)|π

2π 
= −cosπ + cos 0 + cos 2π − cosπ 
= 4 

 يُبيِّن الشكل المجاور المنطقة المحصورة بين منحنى الاقتران:
𝑦 =

 𝟏 

 𝒙+𝟑 
𝒙 ، والمستقيمين:𝒙، والمحور   = ، و  𝟎
𝒙 = 𝟒𝟓 

𝒌أجد قيمة  التي تقسم المنطقة المُظلَّلة إلى منطقتين  
المساحة. متساويتين في  

 

A = ∫
 1 

 x + 3 

45

0

dx 

= ln|x + 3||0
45 

= ln48 − ln 3 = ln 16 
 1 

 2 
A = ∫

 1 

 x + 3 

k

0

dx 

= ln|x + 3||0
k 
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= ln(k + 3) − ln 3 = ln
 k + 3 

 3 
 

⟹
 1 

 2 
ln 16 = ln

 k + 3 

 3 
 

ln 161 2⁄ = ln
 k + 3 

 3 
 

⟹ 4 =
 k + 3 

 3 
⟹ k = 9 

( يُبيِّن الشكل المجاور جزءًا من منحنى الاقتران: 
𝒇(𝒙) = 𝒙√ 𝒙 +  ، أجد مساحة المنطقة المُظلَّلة في  𝟏

 هذا الشكل

 

 

𝑥√ 1 + 𝑥 = 0 ⟹ 𝑥 = 0 , 𝑥 = 1 

𝐴 = −∫ 𝑓(𝑥)
0

−1

𝑑𝑥 = ∫ −𝑥√ 1 + 𝑥 
0

−1

𝑑𝑥 

𝑢 = 1 + 𝑥 ⟹ 𝑑𝑥 = 𝑑𝑢 , 𝑥 = 𝑢 − 1 
𝑥 = 0 ⟹ 𝑢 = 1 
𝑥 = −1 ⟹ 𝑢 = 0 

= ∫ −𝑥√ 𝑢 
1

0

𝑑𝑢 = ∫ (1 − 𝑢)√ 𝑢 
1

0

𝑑𝑢 

= ∫ (𝑢
 1 
 2 − 𝑢 

 3 
 2 )

1

0

𝑑𝑢 

= (
 2 

 3 
𝑢
 3 
 2 −

 2 

 5 
𝑢
 5 
 2 )|

0

1

=
 4 

 5 
 

 

 أجد مساحة المنطقة المُظلَّلة 

 
= ∫ 6𝑥(𝑥2 + 1)3

0

−1

𝑑𝑥 + ∫ 6𝑥(𝑥2 + 1)3
1

0

𝑑𝑥 

𝑢 = 𝑥2 + 1 ⟹
 𝑑𝑢 

 𝑑𝑥 
= 2𝑥 

⟹ 𝑑𝑥 =
 𝑑𝑢 

 2𝑥 
 

𝑥 = −1 ⟹ 𝑢 = 2 
𝑥 = 0 ⟹ 𝑢 = 1 
𝑥 = 1 ⟹ 𝑢 = 2 

𝐴 = −∫ 6𝑥𝑢3
1

2

 𝑑𝑢 

 2𝑥 
+ ∫ 6𝑥𝑢3

2

1

 𝑑𝑢 

 2𝑥 
 

= ∫ 3𝑢3
2

1

𝑑𝑢 +∫ 3𝑢3
2

1

𝑑𝑢 

= ∫ 6𝑢3
2

1

𝑑𝑢 =
 6 

 4 
𝑢4|

1

2

=
 45 

 2 
 

 
 يُبيِّن الشكل المجاور جزءًا من منحنى الاقتران:

𝒇(𝒙) =
 𝟒𝒙−𝟓 

 𝟐𝒙𝟐−𝟓𝒙−𝟑 
  

 𝑨أجد إحداثيي النقطة  (1
 أجد مساحة المنطقة المُظلَّلة. (2
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1) 𝑓(𝑥) = 0 ⟹ 4𝑥 − 5 = 0 ⟹ 𝑥 =

 5 

 4 

⟹ 𝐴 (
 5 

 4 
 , 0) 

2) 
𝐴 = ∫

 4𝑥 − 5 

 2𝑥2 − 5𝑥 − 3 

 5 
 4 

0

𝑑𝑥 

= ln|2𝑥2 − 5𝑥 − 3||0

 5 
 4 = ln

 49 

 8 
− ln 3

= ln
 49 

 24 
 

 

𝒇(𝒙)الشكل المجاور يُمثِّل منحنى الاقتران:  إذا كان =

𝒙𝟐 𝐥𝐧 𝒙  :حيث ،𝒙 ≥ فأُجيب عن السؤالين الآتيين ،  𝟎
 تباعًا:

 . 𝑨أجد إحداثيي كلٍّّ من النقطة  (1
 أجد مساحة المنطقة المُظلَّلة. (2

 
1)   0f x   

2 ln 0 0, 1x x x x      

 1,0A  
 

2) 
2

2

1

lnA x x dx   

lnu x   2dv x dx  
1

du dx
x

   31

3
v x  

2 2

3 2

1 1

1 1
ln

3 3
x x x dx    

2 2

3 3

1 1

1 1
ln

3 9
x x x   

8 8 1 8 7
ln 2 ln 2

3 9 9 3 9
      

 
صورة بين منحنيي الاقترانين: أجد مساحة المنطقة المح

𝒇(𝒙) =
 𝟏 

 𝒙 
𝒈(𝒙) ، و  =

 𝟏 

 𝒙𝟐 
𝒙المستقيم ، و   = 𝟐 

2 2

2

1 1
0x x x x

x x
       

 1 0 0 , 1x x x x      

0xلكن  0لأن الاقترانين غير معرفين عندx   
1xي نقطة واحدةاذن يتقاطع المنحنيان ف  

22

2

1 1

1 1 1
lnA dx x

x x x

   
      

   
  

 
1 1

ln 2 ln1 1 ln 2
2 2

 
      
 

 

 أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيي الاقترانين:
 𝒇(𝒙) = 𝐜𝐨𝐬𝒙  و ،𝒈(𝒙) = 𝟏 − 𝐜𝐨𝐬𝒙  ،

𝒙والمستقيمين:  = 𝒙و ،  𝟎 = 𝝅 

1 cos cosx x   
1

2cos 1 cos
2 3

x x x
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cos 1 cos ,0
3

x x x


     

cos 1 cos ,
3

x x x


     

     
3

0

3

cos 1 cos 1 cos cosA x x dx x x dx







        

   
3

0

3

2cos 1 1 2cosx dx x dx







      

   
3

0
3

2sin 2sinx x x x





     

3 3 2 3
3 3 3

  
        

𝒈(𝒙)يُبيِّن الشكل المجاور منحنى الاقتران:  = 𝟑√ 𝒙 −

√ 𝒙𝟑 + 𝒚ستقيم والم  𝟒 = 𝟒 −
 𝒙 

 𝟐 
 

 تباعًا: مُعتمِدًا هذا الشكل، أُجيب عن السؤالين الآتيين
 𝑨أجد إحداثيي النقطة  (8
 أجد مساحة المنطقة المُظلَّلة. (9

 
3 1

3 4 4
2

x x x     
3 1

3 0
2

x x x    
1

3 0
2

x x x
 

   
 

 

1
0 , 3 0

2
x x x     

0 , 2 6 0x x x     
2 , 0 0x u x u x u       

22 6 0 2 6 0x x u u        

  
3

2 3 2 0 , 2 4
2

u u u u x        d  

0 , 4x x    

 4,2A  

9)  
4

3

0

1
3 4 4

2
A x x x dx

  
      

  
  

4

3

0

1
3

2
x x x dx

 
   

 
  

4
3 5

22 2

0

2 1 64 36
2 16 4 7.2

5 4 5 5
x x x

 
        
 

 

م ( الناتج من دوران المنطقة المحصورة  أجد حجم المُجسَّ
𝒇(𝒙)بين منحنيي الاقترانين:  = √ 𝟐𝒙   و ،

𝒈(𝒙) = 𝒙𝟐 المحور  حول𝒙 . 
2 42 2x x x x    

4 2 0x x   
 3 32 0 0 , 2x x x x      

    
3 2

2 2
2

0

2V x x dx   

 
3 2

4

0

2V x x dx   
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3 2

2 5

0

1

5
x x

 
  

 
 

3 3
3 2 4 3 4

4
5 5



 

    
 

 

 
 يُبيِّن الشكل المجاور دائرة معادلتها: 
 𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = المحصور بين  . إذا دار الجزء المُظلَّل 𝟐𝟓

𝒚الدائرة والمستقيم  = م،  𝒙حول المحور  𝟒 لتشكيل مُجسَّ
رًا إجابتي فأجد م الناتج، مُبرِّ  .حجم المُجسَّ

 
24 16 25y x     

2 9 3, 3x x x       
2 2 2 225 25x y y x      

  
3

22

3

4V y dx


   

 
3

2

3

25 16V x dx


    

 
3

3 3
2

3 3

9 9
3

x
V x dx x 

 

 
    

 
  

    27 9 27 9 36        

أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيي الاقترانين: ( 
𝒇(𝒙) = 𝟒𝒙  و ،𝒈(𝒙) = 𝟑𝒙  والمستقيم ،𝒙 = في  𝟏
ل.  الربع الأوَّ

   f x g x  
3 4 0x x x    

    
1

0

A f x g x dx   

 
1

1

0 0

4 3
4 3

ln 4 ln3

x x
x x dx

 
    

 
  

4 3 1 1

ln 4 ln3 ln 4 ln3

   
      
   

 

3 2
0.344

ln 4 ln3
    

 أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيي الاقترانين:  
𝒇(𝒙) = 𝒆𝒙  و ،𝒈(𝒙) = 𝐜𝐨𝐬𝒙  والمستقيم ،𝒙 =

 𝝅 

 𝟐 
 

ل.في   الربع الأوَّ
    cosxf x g x e x    

0xنعلم من حلول هذه المعادلة الحل غير سالب  
cos في الربع الاول: 1x   1يكون بينماxe  

cosxe :اذن x 

 
2 2

0 0

cos sinx xA e x dx e x

 

     

 2 21 1 0 2e e
  

      
 

 

 أجد المساحة المحصورة بين منحنيي الاقترانين: 
𝒇(𝒙) = |𝒙|  و ،𝒈(𝒙) = 𝒙𝟒 

    4f x g x x x    
4 4x x or x x     

4 4 0x x x x     
 3 1 0x x    
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0, 1x x    
4 4 0x x x x      

 3 1 0x x    
0, 1x x     

,1يتقاطع المنحنيان عند  0, 1x x x    
ويكون في الفتر ين   f x g x 

    
1

1

A f x g x dx


   

امل بسبب  غيير قاعدةنجزئ هذا التك f x  حول
0x  :نحسب هذه المساحة على النحو الآ ي 

   
0 1

4 4

1 0

A x x dx x x dx


       
10

2 5 2 5

1 0

1 1 1 1

2 5 2 5
x x x x



 
      

 
 

 
1 1 1 1 3

0 0
2 5 2 5 5

   
          

   
 

أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيي الاقترانين:  
𝒇(𝒙) = 𝟑𝒙𝟑 − 𝒙𝟐 − 𝟏𝟎𝒙 و ، 𝒈(𝒙) = −𝒙𝟐 +

𝟐𝒙  
   f x g x  
3 2 23 10 2x x x x x      

 3 23 12 0 3 4 0x x x x      
0, 2, 2x x x      

مثتتل  0و -2بحستتاق ميمتتتي الاقتتترانين عنتتد عتتدد بتتين 
 نجد أن: -1

 1 3 1 10 6f        

 1 1 2 3g        

   f x g xفي الفترة 2,0 
مثل  2و 0بحساق ميمتي الاقترانين عند عدد بين 

 نجد أن:
 1 3 1 10 8f       

 1 1 2 1g      
   f x g xفي الفترة 0,2 

         
0 2

2 0

A f x g x dx g x f x dx


    

  
0

2 2 2

2

3 10 2x x x x x dx


       

  
0

2 2 2

2

2 3 10x x x x x dx


       

   
0 2

3 2

2 0

3 12 12 3x x dx x x dx


      

0 2

4 2 2 4

2 0

3 3
6 6

4 4
x x x x



   
      
   

 

       0 12 24 24 12 0 24       
أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيي الاقترانين:  

𝒇(𝒙) = 𝒆𝒙  و ،𝒈(𝒙) = 𝒙𝟐  :والمستقيمين ،𝒙 = 𝟎 
𝒙و ،  = 𝟏 

    2xf x g x e x    
استتتعمال الآلتتة الحاستتبة لمعرفتتة أن   f x g x 

في الفترة 0, 

 
11

2 3

0 0

1

3

x xA e x dx e x
 

    
 

  

 
1 4

1 0
3 3

e e
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 أجد مساحة المنطقة المحصورة بين منحنيي الاقترانين: 
𝒇(𝒙) =

 𝟏 

 𝟐 
𝒙𝟐  و ،𝒉(𝒙) = 𝟒√ 𝒙  

   f x h x  

2 41 1
4 16

2 4
x x x x    

4 64 0x x   
 3 64 0 0, 4x x x x      

   h x f xفي الفترة 0,4 

    
4

0

A h x f x dx   

4
4 3

2 32

0 0

1 8 1
4

2 3 6
x x dx x x

  
     

   
  

 
64 32 32

0
3 3 3

 
    
 

 

𝒇(𝒙)يُبيِّن الشكل التالي منحنى الاقتران:   = 𝒙𝟐  إذا .
, 𝑨(𝒂هما )  𝑨كان إحداثيا النقطة  𝒂𝟐)  َّفأُثبِت أن ،

 𝒇(𝒙)المحصورة بين منحنى الاقتران  مساحة المنطقة
𝑨𝑩̅̅والقطعة المستقيمة  تساوي ثلثي مساحة المستطيل  ̅̅

𝑨𝑩𝑪𝑫 . 

 
اثل فإنمن التم 2,B a a 

 لتكن المساحة المنطقة المطلوبة هي:

 2 2 2 31

3

a
a

a a

a x dx a x x
 

 
   

 
  

3 3 3 31 1

3 3
a a a a
   

       
   

 

3 3 32 4
2

3 3
a a a    

2هي: ABCDنجد مساحة المستطيل 32 2a a a  

 ستاو   ABتقيمةالمستاحة بتين المنحنتى والقطعتة المست
2

3
 ABCDمساحة المستطيل 

𝒇(𝒙) يُبيِّن الشكل المجاور منحنى الاقتران:  =
 𝟐 

 𝒙𝟐 
+ 𝒙 

 𝟏 هو  𝑩والنقطة  𝑨من النقطة  لكلٍّّ  𝒙إذا كان الإحداثي . 

 𝟐 
 

بين  فأجد مساحة المنطقة المحصورةعلى الترتيب،  𝟐و 
 . 𝒇(𝒙)ومنحنى الاقتران  𝑨𝑩المستقيم 

 
1 1 1 17

, ,
2 2 2 2

A f
    

    
    

 

  
5

2, 2 2,
2

B f
 

  
 

 

17 5

2 2 4
1

2
2

ABm



  


 

:معادلة المستقيم   AB  

 
5 21

4 2 4
2 2

y x y x        

 المساحة المطلوبة هي:
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2

2

1

2

21
4 2

2
A x x x dx 
    

 
  

22

2 2

1
1

2
2

21 21 5 2
5 2

2 2 2
x x dx x x

x

   
        

   
  

21 5 27
21 10 1 4

4 8 8

 
       

 
 

 يُبيِّن الشكل المجاور منحنيي الاقترانين
 :𝒇(𝒙) = 𝐜𝐨𝐬𝒙  ، و𝒉(𝒙) = 𝐬𝐢𝐧𝒙  مُعتمِدًا هذا .

 الآتية تباعًا: الشكل، أُجيب عن الأسئلة الثلًّثة
 𝑨أجد إحداثيي النقطة  (1
, 𝑹𝟏كلٍّّ من المناطق: أجد مساحة ( 2 𝑹𝟐 , 𝑹𝟑 
 𝑹𝟐إلى مساحة المنطقة  𝑹𝟏أُثبِت أنَّ مساحة المنطقة  (3

: 𝟐 √ تساوي: 𝟐 . 

 
1)     sin cosf x g x x x    

5
tan 1

4 4
x x or x

 
     

,0 قع في الفترة xنلاحظ من الرسم المعطى أن
2

 
 
 
 

 هما: Aاذن احداثيا النقطة
1

, ,
4 4 4 2

f
      

    
    

 

2)      
4 2

1

00

cos sin sin cosA R x x dx x x

 

      

 
1 1

0 1 2 1
2 2

 
      
 

 

 
4 2

4 2

2

00
4

4

sin cos cos sinA R x dx x dx x x

 
 




     

1 1
1 1 2 2

2 2

   
        
   

 

   
2

3

4 2

sin cos sinA R x x dx x dx





 

     

   
2

4 2

cos sin cos 2x x x




 
       

  
1 1

0 1 1 0 2
2 2

 
           

 
 

3)  

   
1

2

2 1 2 1 1 2

22 2 22 2 1

A R

A R

 
   

 
 

   1 2: 2 : 2A R A R  
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، ونقطة يمرُّ بها  𝒇(𝒙)ممّا يأتي المشتقة الأولى للًّقتران 
𝒚منحنى  = 𝒇(𝒙)  أستعمل المعلومات المعطاة لإيجاد .
 : 𝒇(𝒙)الاقتران  قاعدة

 𝑓′(𝑥) = 16 sin 𝑥 cos3 𝑥 ; (
 𝜋 

 4 
 , 0) 

  
 

𝑓(𝑥) = ∫16 sin 𝑥 cos3 𝑥 𝑑𝑥 

𝑢 = cos 𝑥 ⟹
 𝑑𝑢 

 𝑑𝑥 
= − sin 𝑥 

⟹ 𝑑𝑥 =
 𝑑𝑢 

 − sin 𝑥 
 

𝑓(𝑥) = ∫16 sin 𝑥 𝑢3 ×
 𝑑𝑢 

 − sin 𝑥 
 

= ∫−16𝑢3 𝑑𝑢 = −4𝑢4 + 𝐶 

= −4 cos4 𝑥 + 𝐶 

𝑓 (
 𝜋 

 4 
) = −4(

 1 

 √ 2  
)
4

+ 𝐶 

0 = −1 + 𝐶 ⟹ 𝐶 = 1 
𝑓(𝑥) = −4 cos4 𝑥 + 1 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 أحُلُّ كُلًّا من المعادلات التفاضلية الآتية:

1)  𝑑𝑦 

 𝑑𝑥 
=
 𝑥 

 𝑦2 
− 𝑥𝑦 −

 1 

 𝑦2 
+ 𝑦 

2)  𝑑𝑦 

 𝑑𝑥 
=

 𝑥 

 2𝑦 − 1 
−

 2𝑥 

 3𝑦 − 2 
 

 

 𝑑𝑦 

 𝑑𝑥 
= 1 + tan2 𝑥 + tan2 𝑦

+ tan2 𝑥 tan2 𝑦 
لحلو ال  الح     

1) 2 2

1dy x
y xy

dx y y
     

     2 2

1 1
1 1 1

dy
x y x x y

dx y y

 
       

 

 

 

2

1
1

dy
x dx

y
y

 


 

 

2

1
1

dy
x dx

y
y

 


   

 
2

3
1

1

y
dy x dx

y
 

   

 
2

3

1 3
1

3 1

y
dy x dx

y


  

   

3 21 1
ln 1

3 2
y x x C      

2) 1 2

2 1 3 2

dy
x

dx y y

 
  

  
 

2

3 2 4 2

6 7 2

dy y y
x

dx y y
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26 7 2

dy y
x

dx y y

 
  

  
 

26 7 2y y
dy xdx

y

 



 

26 7 2y y
dy x dx

y

 


   

2
6 7y dy x dx

y

 
    
 
   

2 21
3 7 2ln

2
y y y x C      

3) 
2 2 2 21 tan tan tan tan

dy
x y x y

dx
   

 

 2 2 2sec tan 1 tan
dy

x y x
dx

    

2 2 2sec tan sec
dy

x y x
dx

   

 2 2sec 1 tan
dy

x y
dx

   

2 2sec sec
dy

x y
dx

  

2

2
sec

sec

dy
x dx

y
  

2

2
sec

sec

dy
x dx

y
   

2 2cos secy dy x dx   

  21
1 cos2 sec

2
y dy x dx    

1 1
sin 2 tan

2 2
y y x C

 
   

 
 

 

 

. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 


