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 . يتم بحث قابلية الاشتقاق بالتعريف        

𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝐥𝐢𝐦
𝒉→𝟎

𝒇ሺ𝒙 + 𝒉ሻ − 𝒇ሺ𝒙ሻ

𝒉
 

            = 𝐥𝐢𝐦
𝒉→𝒙

𝒇ሺ𝒉ሻ − 𝒇ሺ𝒙ሻ

𝒉 − 𝒙
 

قابل للاشتقاق عند نقطة إذا كانت النهاية  𝒇ويكون 

  موجودة. 

 تذكر:         

𝐥𝐢𝐦
𝒉→𝟎

 
𝒂

𝒉𝒏
 )غير موجودة(    

 

 

 

 

 

 

 

1) 𝐥𝐢𝐦
𝒉→𝟎

𝟐

𝒉𝟐
= ∞ 

2) 𝐥𝐢𝐦
𝒉→𝟎

−𝟑

𝒉
𝟐
𝟓

= −∞ 

3) 𝐥𝐢𝐦
𝒉→𝟎

𝟓

𝒉𝟑
=           

∞
−∞

 

4) 𝐥𝐢𝐦
𝒉→𝟎

−𝟓

𝒉
𝟑
𝟕

=           
−∞
∞

 

5) 𝐥𝐢𝐦
𝒉→𝟎

𝒉𝟐−𝟐

𝒉
= 𝐥𝐢𝐦

𝒉→𝟎

𝒉𝟐

𝒉
−

𝟐

𝒉
  

= 𝐥𝐢𝐦
𝒉→𝟎

𝒉 −
𝟐

𝒉
          

−∞
∞

 

ي أسئلة ا        
 
 لدوائر نستخدم القواعد للسرعة بعد ف

 التأكد من الاتصال.         

 

 علاقة المشتقة بالاتصال.         

 

 

 لا                                      نعم                  

 

 

 

 

                                      

 لا                            نعم

 

 

 

 

ان غير قابل للاشتقاق. يكون الا 𝒇من رسم         
 قير

 

  عدم الاتصال( 1

 

(المدبب )ال( 2 ئ  تغير المفاج 

 

 

 

 

 (S)رأسي على الشكل المماس ال( 3

 

ات( 4  أطراف الفير

 

 بحث قابلية الاشتقاق 1  

A 

B 

𝒂 > 𝟎 
زوجي  𝒏 

∞ 

𝒂 < 𝟎 
زوجي  𝒏 

− ∞ 

 𝒏 فردي

 يمين ويسار

   جهة أخرى ∞ جهة

−∞ 

− 

+ 

− 

+ 

− 

 + 

C 

D 

𝒇  اقتران 

متصل عند 

𝒙 = 𝒂 

غير قابل للاشتقاق عند  نبحث في قابلية الاشتقاق

𝒙 = 𝒂 

𝒇+
′ ሺ𝒂ሻ = 𝒇−

′ ሺ𝒂ሻ 

𝒇  غير قابل

للاشتقاق عند 

𝒙 = 𝒂 

𝒇  قابل

للاشتقاق عند 

𝒙 = 𝒂 

E 
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ي ال    1مثال      
 
 ( اخير الإجابة الصحيحة: 3-1) مثلةف

𝒇ሺ𝒙ሻإذا علمت أن  ( 1 = 𝒙
𝟏

 تساوي:  𝒇′ሺ𝟎ሻفإن ،      𝟑

a) 𝟎           b) 
𝟏

𝟑
             c) 𝟏           d) غي   موجودة 

 

 :  𝒇ሺ𝒙ሻمن الشكل التالي لمنحن  ( 2

 

 

 

 

 

 

 

 

ي يكون عندها  𝒙إن قيم 
 غير قابل للاشتقاق:  𝒇النر

a) ሼ𝟏, 𝟑, 𝟓ሽ                           b) ሼ𝟏, 𝟑, 𝟓, 𝟕ሽ 

c) ሼ𝟏, 𝟑, 𝟒, 𝟓, 𝟕ሽ                   d) ሼ𝟏, 𝟐, 𝟑, 𝟓, 𝟕ሽ 

 

 إذا علمت أن ( 3

𝒇ሺ𝒙ሻ = ቊ
𝟑𝒂 𝒙𝟐 + 𝒃𝒙 + 𝟓 , 𝒙 ≥ 𝟏

𝒂𝒙 + 𝟐𝒃 𝒙𝟐        , 𝒙 < 𝟏
 

,𝒃فإن قيم  𝒂  ي تجعل
 : 𝑹قابل للاشتقاق على  𝒇ሺ𝒙ሻالنر

a) 𝒂 = 𝟏𝟓, 𝒃 = −𝟐𝟓 

b) 𝒂 = −𝟏𝟓, 𝒃 = 𝟐𝟓 

c) 𝒂 = −𝟏𝟓, 𝒃 = −𝟐𝟓 

d) 𝒂 = 𝟏𝟓, 𝒃 = 𝟐𝟓 

 

 

 

 

ي قابلية اشتقاق   2مثال      
 
      عند  𝒇ሺ𝒙ሻ ابحث ف

𝒙 = −𝟏   ،        𝒇ሺ𝒙ሻ = ൜
𝒙𝟐 + 𝟏 , 𝒙 ≥ −𝟏

𝒙 + 𝟑 , 𝒙 < −𝟏
 

 الحل: 

𝒇ሺ𝒙ሻ ل عند متص𝒙 = −𝟏 

𝒇+
′ ሺ−𝟏ሻ = 𝐥𝐢𝐦

𝒉→𝟎+

𝒇ሺ−𝟏 + 𝒉ሻ − 𝒇ሺ−𝟏ሻ

𝒉
 

= 𝐥𝐢𝐦
𝒉→𝟎+

ሺ−𝟏 + 𝒉ሻ𝟐 + 𝟏 − 𝟐

𝒉
 

= 𝐥𝐢𝐦
𝒉→𝟎+

𝟏 − 𝟐𝒉 + 𝒉𝟐 − 𝟏

𝒉
 

= 𝐥𝐢𝐦
𝒉→𝟎+

𝒉ሺ−𝟐 + 𝒉ሻ

𝒉
= −𝟐 

𝒇−
′ ሺ−𝟏ሻ = 𝐥𝐢𝐦

𝒉→𝟎−

𝒇ሺ−𝟏 + 𝒉ሻ − 𝒇ሺ−𝟏ሻ

𝒉
 

= 𝐥𝐢𝐦
𝒉→𝟎−

ሺ−𝟏 + 𝒉ሻ + 𝟑 − 𝟐

𝒉
= 𝟏 

𝒇ሺ𝒙ሻ  غير قابل للاشتقاق عند𝒙 = −𝟏 

 

ي قابلية اشتقاق    3مثال      
 
  𝒇ابحث ف

𝒇ሺ𝒙ሻ    عند                     = 𝒙
𝟐

𝟓    ,    𝒙 = 𝟎  :  

𝒙ند متصل ع 𝒇 الحل:  = 𝟎 

𝒇′ሺ𝟎ሻ = 𝐥𝐢𝐦
𝒉→𝟎

𝒇ሺ𝟎 + 𝒉ሻ − 𝒇ሺ𝟎ሻ

𝒉
 

= 𝐥𝐢𝐦
𝒉→𝟎

𝒉
𝟐
𝟓

𝒉
= 𝐥𝐢𝐦

𝒉→𝟎

𝟏

𝒉
𝟑
𝟓

 

𝐥𝐢𝐦
𝒉→𝟎+

𝟏

𝒉
𝟑
𝟓

= ∞ , 𝐥𝐢𝐦
𝒉→𝟎−

𝟏

𝒉
𝟑
𝟓

= −∞   

𝒇 𝒙غير قابل للاشتقاق عند  ∴ = 𝟎 

𝒚 

𝒙 
𝟕 𝟐 𝟏 𝟑 𝟒 𝟓 𝟔 
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ب:  (1     الض 

൫الأول൯൫  
.الثان  ൯م + ൫  

.الأول൯൫الثان   ൯م

 

    القسمة:  (2

൫المقام൯൫البسط. ൯م − ൫البسط൯൫المقام. ൯م

൫المقام൯
𝟐

 

 ( 1نتيجة )

𝒇ሺ𝒙ሻ =
𝒂

مقام
⇒ 𝒇′ሺ𝒙ሻ =

−𝒂 × ൫المقام. ൯م

൫المقام൯
𝟐

 

  ( 2نتيجة )

𝒇ሺ𝒙ሻ =
بسط

𝒂
⇒ 𝒇′ሺ𝒙ሻ =

.البسط م

𝒂
 

 

 أي مشتقة يرمز لها : ير تذك 

 

𝒇ሺ𝒏ሻሺ𝒙ሻ = 𝒚ሺ𝒏ሻ =
𝒅𝒏𝒚

𝒅𝒙𝒏
 

𝒇′′ሺ𝒙ሻ = 𝒚′′ =
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
 المشتقة الثانية

ا
              مثلً

 

 المشتقة من منحن   : ير تذك𝒇ሺ𝒙ሻ  

 

′𝒇القمة والقاع  (1 = 𝟎 ← 

غ.م′𝒇 تصالعدم الا  (2 ← 

صفرالثابت  (3 = 

 الخطي  (4

 

 

 ي مشتقة القسمة نحاول التبسيط إما  : ير تذك
 
ف

 بالتحليل أو المتطابقات

 

ي السئلة 
 
 ( اخير الإجابة الصحيحة: 9-1)ف

 

𝒇ሺ𝒙ሻإذا علمت أن( 1 =
𝟏+𝒙

𝟏+ ξ𝒙
𝟑  𝒇′′ሺ𝟖ሻ، فإن    

 تساوي: 

a) 𝟑𝟔           b) 
𝟏

𝟑𝟔
             c) 

−𝟏

𝟏𝟒𝟒
           d) 

𝟏

𝟕𝟐
 

 

𝒇ሺ𝒙ሻإذا علمت أن ( 2 =
𝐥𝐧 𝒙

𝒙𝟐   ، فإن 

𝒙𝟒𝒇′′ሺ𝒙ሻ + 𝟒𝒙𝟑𝒇′ሺ𝒙ሻ + 𝟐𝒙𝟐𝒇ሺ𝒙ሻ +  تساوي:    𝟏

a) 𝟏             b) 𝟎             c) −𝟏           d) 𝟐 

 

𝒇′ሺ𝟏ሻإذا علمت أن ( 3 = 𝟐    ,   𝒈ሺ𝟏ሻ = 𝟓   

𝒇ሺ𝒙ሻ𝒈ሺ𝒙ሻوأن  =  تساوي:  𝒈′ሺ𝟏ሻفإن ،      𝟏𝟎

a) 𝟏𝟎           b) −𝟏𝟎         c) 𝟓           d) −𝟓 

 

 ا على الش
ً
 ، وأن𝑭كل التالي لمنحن  معتمد

 𝑮ሺ𝒙ሻ = 𝒙𝟑 + 𝒙𝟐 − 𝟏 
 : (8-4أجب عن السئلة )

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑯ሺ𝒙ሻإذا علمت أن ( 4 = 𝑭ሺ𝒙ሻ. 𝑮ሺ𝒙ሻ   

 : 𝑯′ሺ𝟐ሻ جد 

a) 𝟏𝟔           b) 𝟑𝟐         c) 𝟎           d) 𝟐𝟕 

 

5 )
𝒅

𝒅𝒙
൫𝑿𝑭ሺ𝒙ሻ൯ห

𝒙=
𝟏

𝟐

   تساوي:  

a) 𝟎            b) 𝟑. 𝟓          c) 𝟑          d) 𝟏 

 

ب والقسمة والمشتقات العليا 2    مشتقة الض 

 بوجود زاوية

𝒇′൫𝒙𝟏൯ = 𝐭𝐚𝐧 𝜽𝟏 
 لعدم وجود زاوية

𝒇′ =
𝚫𝒚

𝚫𝒙
نبحث عن نقطتير     

𝒙 
𝟐 𝟏 𝟑 𝟒 

𝟏 

𝟑 

𝒚 

𝑭ሺ𝒙ሻ 
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6 )
𝒅

𝒅𝒙
൫𝑭ሺ𝒙ሻ൯

𝟐
ቚ

𝒙=𝟑
   تساوي:  

a) 𝟎            b) 𝟏          c) 𝟗          d) غي   موجودة 

 

 

7 )𝑯ሺ𝒙ሻ =
𝟏

𝑭ሺ𝒙ሻ
, 𝑯′ሺ𝟓ሻ  :تساوي   

a) −
𝟏

𝟑
            b) 

𝟏

𝟑
          c) 𝟎          d) غي   موجودة 

 

 

8 )𝐥𝐢𝐦
𝒉→𝟎

𝒇ሺ𝟒ሻ−𝒇ሺ𝟒+𝟐𝒉ሻ

𝒉
   تساوي:  

a) 𝟑             b) −𝟑         c) 𝟔          d) −𝟔  

 

 

𝒙 𝒇ሺ𝒙ሻ إذا علمت أن( 9 + 𝟐 = 𝒙𝟐𝒇ሺ𝒙ሻ ، 

 : تساوي      𝒇′ሺ𝟐ሻ فإن

a) 
𝟑

𝟐
             b) 𝟏         c) 

−𝟑

𝟐
          d) −𝟑  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

كيبية.          القواعد الساسية الير

 القاعدة المشتقة

𝒆𝒈ሺ𝒙ሻ ∗ 𝒈′ሺ𝒙ሻ 𝒆𝒈ሺ𝒙ሻ 

𝒈′ሺ𝒙ሻ

𝒈ሺ𝒙ሻ
 𝐥𝐧 ቀ𝒈ሺ𝒙ሻቁ 

𝒈ሺ𝒙ሻ > 𝟎 

𝒂𝒈ሺ𝒙ሻ. 𝒈′ሺ𝒙ሻ. 𝐥𝐧 𝒂 𝒂𝒈ሺ𝒙ሻ 

𝒈′ሺ𝒙ሻ

𝒈ሺ𝒙ሻ. 𝐥𝐧 𝒃
 

𝐥𝐨𝐠𝒃 𝒈ሺ𝒙ሻ 

𝐜𝐨𝐬 ቀ𝒈ሺ𝒙ሻቁ . 𝒈′ሺ𝒙ሻ 𝐬𝐢𝐧 ቀ𝒈ሺ𝒙ሻቁ 

− 𝐬𝐢𝐧 ቀ𝒈ሺ𝒙ሻቁ . 𝒈′ሺ𝒙ሻ 𝐜𝐨𝐬 ቀ𝒈ሺ𝒙ሻቁ 

𝐬𝐞𝐜𝟐 ቀ𝒈ሺ𝒙ሻቁ . 𝒈′ሺ𝒙ሻ 𝐭𝐚𝐧 ቀ𝒈ሺ𝒙ሻቁ 

− 𝐜𝐬𝐜𝟐 ቀ𝒈ሺ𝒙ሻቁ . 𝒈′ሺ𝒙ሻ 𝐜𝐨𝐭 ቀ𝒈ሺ𝒙ሻቁ 

𝐬𝐞𝐜 ቀ𝒈ሺ𝒙ሻቁ 𝐭𝐚𝐧 ቀ𝒈ሺ𝒙ሻቁ . 𝒈′ሺ𝒙ሻ 𝐬𝐞𝐜 ቀ𝒈ሺ𝒙ሻቁ 

− 𝐜𝐬𝐜 ቀ𝒈ሺ𝒙ሻቁ 𝐜𝐨𝐭 ቀ𝒈ሺ𝒙ሻቁ . 𝒈′ሺ𝒙ሻ 𝐜𝐬𝐜 ቀ𝒈ሺ𝒙ሻቁ 

𝒇′ ቀ𝒈ሺ𝒙ሻቁ . 𝒈′ሺ𝒙ሻ ൫𝒇𝒐𝒈൯ሺ𝒙ሻ 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒅𝒚

𝒅𝒖
.
𝒅𝒖

𝒅𝒙
 

𝒚 = 𝒇ሺ𝒖ሻ 

𝒖 = 𝒈ሺ𝒙ሻ 

 السلسلة الثنائية

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒅𝒚

𝒅𝒖
.
𝒅𝒖

𝒅𝒕
.

𝒅𝒕

𝒅𝒙
 

𝒚 = 𝒇ሺ𝒖ሻ 

𝒖 = 𝒈ሺ𝒕ሻ 

𝒕 = 𝒉ሺ𝒙ሻ 

 ةالسلسلة المكرر 

 قواعد الاشتقاق 3  

A 
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 اعدة القواس ذات الس. ق         

 

𝒇ሺ𝒙ሻ = ቀ𝒈ሺ𝒙ሻቁ
𝒏

⇒ 𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝒏 ቀ𝒈ሺ𝒙ሻቁ
𝒏−𝟏

∗ 𝒈′ሺ𝒙ሻ 

  انات المثلثية تندرجوعليها  . جميع الاقير

𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝐬𝐢𝐧𝒏 𝒈ሺ𝒙ሻ ⇒ 𝒇′ሺ𝒙ሻ

= 𝒏 𝐬𝐢𝐧𝒏−𝟏 𝒈ሺ𝒙ሻ . 𝐜𝐨𝐬 𝒈ሺ𝒙ሻ × 𝒈′ሺ𝒙ሻ 

  .كذلك الجذور تحول أقواس أسية 

𝒇ሺ𝒙ሻ = ට𝒈ሺ𝒙ሻ
𝟑

= ቀ𝒈ሺ𝒙ሻቁ

𝟏
𝟑 

  بيعي  . قاعدة اشتقاق الجذر الير

𝒇ሺ𝒙ሻ = ට𝒈ሺ𝒙ሻ 

𝒇′ሺ𝒙ሻ =
𝒈′ሺ𝒙ሻ

𝟐 ඥ𝒈ሺ𝒙ሻ
 

  :تنبيه    𝐥𝐨𝐠 , 𝐥𝐧  شتقاق حسب نبسط قبل الا

 قوانير  اللوغاريتم. 

1) 𝐥𝐨𝐠𝒃൫𝒙𝒚൯ = 𝐥𝐨𝐠𝒃 𝒙 + 𝐥𝐨𝐠𝒃 𝒚 

2) 𝐥𝐨𝐠𝒃 ൬
𝒙

𝒚
൰ = 𝐥𝐨𝐠𝒃 𝒙 − 𝐥𝐨𝐠𝒃 𝒚 

3) 𝐥𝐨𝐠𝒃 𝒙𝒑 = 𝒑 𝐥𝐨𝐠𝒃 𝒙 

4) 𝐥𝐧 𝒆𝒈ሺ𝒙ሻ = 𝒈ሺ𝒙ሻ 

5) 𝐥𝐨𝐠𝒃 𝟏 = 𝟎 , 𝐥𝐨𝐠𝒃 𝒃 = 𝟏 

6) 𝐥𝐨𝐠𝒃 𝒙 =
𝐥𝐧 𝒙

𝐥𝐧 𝒃
 

 

 

ي السئلة )  1مثال      
 
 ( اخير الإجابة الصحيحة: 23-1ف

 

𝒇ሺ𝒙ሻإذا علمت أن( 1 = 𝐥𝐧 ቀ
𝒙

𝒆
ቁ   ، 

 تساوي:  𝒇′ሺ𝟏ሻفإن 

a) −𝟏           b) 𝟏             c) 𝟎           d) 𝟐 

 

𝒇ሺ𝒙ሻإذا علمت أن( 2 = 𝐥𝐨𝐠 ቀ
𝟏𝟎

𝒙𝒏
ቁ   ، 

 تساوي:  𝒇′ሺ𝒙ሻفإن 

a) 
𝒏

𝒙
           b) 

𝒏

𝒙 𝐥𝐧 𝟏𝟎
          c) 

−𝒏

𝒙 𝐥𝐧 𝟏𝟎
       d) 

−𝒏

𝒙
 

 

𝒇ሺ𝒙ሻإذا علمت أن( 3 =
𝒆𝟐𝒙−𝟒

𝒆𝒙−𝟐
   ، 

𝒇′ሺ𝐥𝐧فإن  𝟐ሻ  :تساوي 

a) 𝟐          b) −𝟐              c) 𝒆𝟐          d) −𝒆𝟐 

 

𝒇ሺ𝒙ሻإذا علمت أن( 4 = ሺ𝐥𝐧 𝒙ሻ𝟒   ، 

 تساوي:  𝒇′ሺ𝒙ሻفإن 

a) 
𝟒

𝒙
         b) 

𝟏

𝒙
             c) 𝟒ሺ𝐥𝐧 𝒙ሻ𝟑        d) 

𝟒ሺ𝐥𝐧 𝒙ሻ𝟑

𝒙
 

 

𝒚إذا علمت أن( 5 = 𝐭𝐚𝐧 𝟐𝒙     ، فإن
𝒅𝒚

𝒅𝒙
 تساوي:  

a) 𝟐 𝐬𝐞𝐜 𝟐𝒙 𝐭𝐚𝐧 𝟐𝒙         b) 𝐬𝐞𝐜𝟐 𝟐𝒙 

c) 𝐬𝐞𝐜 𝟐𝒙 𝐭𝐚𝐧 𝟐𝒙             d) 𝟐 𝐬𝐞𝐜𝟐 𝟐𝒙 

 

𝒚إذا علمت أن( 6 = 𝐬𝐞𝐜𝟔 𝟐𝒙     ، فإن𝒚′  :تساوي 

a) 𝟔 𝐬𝐞𝐜𝟓 𝟐𝒙 𝐭𝐚𝐧 𝟐𝒙       b) 𝟏𝟐𝒚 𝐭𝐚𝐧 𝟐𝒙 

c) 𝟔𝒚 𝐭𝐚𝐧 𝟐𝒙                    d) 𝟖𝒚 𝐭𝐚𝐧 𝟐𝒙 

 

𝒚إذا علمت أن( 7 = 𝟐𝟏−𝒙     ،ميل المماس  فإن

𝒙 لمنحن  العلاقة عندما  = 𝟐 : 

a) −
𝟏

𝟐
         b) 

𝟏

𝟐
             c) 

𝐥𝐧 𝟐

𝟐
        d) 

− 𝐥𝐧 𝟐

𝟐
 

 

 

B 
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,𝒃إذا علمت أن( 8 𝒂  وكان ، عددان موجبان ثابتان   

𝒚 = 𝐥𝐧ሺ𝒂𝒙 + 𝒃ሻ , 𝒂 ≠ 𝒃    ،  وكان لمنحن 𝒚  عند

ي فإن الاحدا،  1مماس ميله   𝑷 النقطة
 
 : 𝑷نقطة لل 𝒙ث

a) 𝟏يساوي                       b) 𝟏 أكي   من 

c) 𝟏 أقل من                      d) 𝟏 أقل أو يساوي 

 

𝒇ሺ𝒙ሻإذا علمت أن( 9 =
𝟑

𝟐−𝟐 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙
   ، 

′𝒇فإن  ቀ
𝝅

𝟒
ቁ  :تساوي 

a) 𝟔            b) 𝟑ξ𝟐              c) 
𝟑

𝟐
          d) 

𝟑

ඥ𝟐
 

 

𝒇ሺ𝒙ሻإذا علمت أن( 10 = ሺ𝐜𝐬𝐜 𝒙 + 𝐜𝐨𝐭 𝒙ሻ−𝟏  ، 

 تساوي:  𝒇′ሺ𝟎ሻفإن 

a) 𝟏            b) غي   موجودة       c) 𝟎          d)−𝟐 

 

𝒇ሺ𝟏ሻإذا علمت أن( 11 =
𝟏

𝟑
   ,   𝒇′ሺ𝟏ሻ = 𝟏𝟔   

𝒈ሺ𝒙ሻوكان  = 𝐬𝐢𝐧𝟑ሺ𝝅 𝒇ሺ𝒙ሻሻ  ، فإن𝒈′ሺ𝟏ሻ  :تساوي 

a) 𝟏𝟖             b) 𝟏𝟖 𝝅            c) 
𝟗

𝟖
𝝅         d) 

𝟗

𝟖
 

 

𝒇ሺ𝒙ሻإذا علمت أن( 12 = ඥ𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝟕
𝟑

  

 تساوي:  𝒇′ሺ𝟎ሻفإن 

a) 
𝟏

𝟒
            b) 

𝟏

𝟕
              c) 

−𝟏

𝟏𝟐
          d) 

𝟏

𝟏𝟐
 

 

𝒇ሺ𝒙ሻإذا علمت أن( 13 =
𝟑+𝟓𝒙

𝟑−𝟓𝒙
 تساوي:  𝒇′ሺ𝟎ሻفإن ،  

a) 
𝟏𝟏

𝟐
 𝐥𝐧 𝟓                     b) 

𝟑

𝟐
 𝐥𝐧 𝟓 

c) 
𝟏𝟏

𝟒
 𝐥𝐧 𝟓                     d) 

−𝟏

𝟒
 𝐥𝐧 𝟓 

 

𝒇ሺ𝒙ሻإذا علمت أن( 14 = 𝟐𝒙 ∗ 𝟖𝒙𝟐
  ، 

 تساوي:  𝒇′ሺ𝟎ሻفإن 

a) 𝟏𝟐 𝐥𝐧 𝟐                     b) 𝟕 𝐥𝐧 𝟐 

c) 𝐥𝐧 𝟐                            d) 𝟏𝟒 𝐥𝐧 𝟐 

 

 

 

𝒇ሺ𝒙ሻإذا علمت أن( 15 =
𝟏−𝐜𝐨𝐬 𝟐𝒙

𝐬𝐢𝐧𝟑 𝒙
  ، 

 تساوي:  𝒇′ሺ𝒙ሻفإن 

a) 𝟐 𝐜𝐬𝐜 𝒙                          b) −𝟐 𝐜𝐬𝐜 𝒙 𝐜𝐨𝐭 𝒙 

c) 𝟐 𝐜𝐬𝐜 𝒙 𝐜𝐨𝐭 𝒙                   d) 𝟐 𝐬𝐞𝐜 𝒙 𝐭𝐚𝐧 𝒙 

 

𝒇ሺ𝒙ሻإذا علمت أن( 16 = 𝐥𝐨𝐠𝟑ሺ𝟏 + 𝐥𝐧 𝒙ሻ  ، 

 تساوي:  𝒇′ሺ𝟏ሻفإن 

a) 𝟎            b) 
𝟐

𝐥𝐧 𝟑
        c) 

𝟏

𝐥𝐧 𝟑
         d) 

𝟏

𝟐 𝐥𝐧 𝟑
 

 

𝒚إذا علمت أن( 17 = 𝒆𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙   أحد العبارات ، فإن

 : التالية صحيحة

a) 𝒚′′ = 𝟐𝒚′ − 𝟐𝒚            b)  𝒚′′ = 𝟐𝒚′ + 𝒚 

c)  𝒚′′ = 𝟐𝒚′ + 𝟐𝒚            d)  𝒚′′ = 𝟐𝒚′ 

 

𝒚إذا علمت أن( 18 = ξ𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − ඥ𝟑 𝐜𝐨𝐬 𝒙  ، 

൫𝒚′൯ فإن
𝟐

+ 𝒚𝟐  :تساوي 

a) 𝟏            b)  𝟓         c) −𝟓         d)  𝟐൫ξ𝟑 + ξ𝟐൯ 

 

𝒇ሺ𝒙ሻأن إذا علمت( 19 = 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬 𝒙   

,𝒙 𝝐ሾ𝝅حيث ،   𝒙د ج 𝟐𝝅ሿ    ، أن و𝒇′′ሺ𝒙ሻ = 𝟎 

a) 
𝟕𝝅

𝟒
            b) 

𝟑𝝅

𝟒
         c) 

𝟓𝝅

𝟒
         d)  

𝝅

𝟒
 

 

𝒇ሺ𝒙إذا علمت أن( 20 − 𝟏ሻ = 𝐬𝐢𝐧𝟐 ቀ
𝝅

𝟖
𝒙ቁ  ، 

 : تساوي 𝒇′ሺ𝟏ሻ فإن

a) 
𝝅𝟐

𝟔𝟒ඥ𝟐
            b) 𝟎         c) 

𝝅

𝟖
         d)  

𝝅

𝟖ξ𝟐
 

 

 إذا علمت أن( 21

𝒚 = 𝟓𝒖𝟐 + 𝟔𝒖 − 𝟏  , 

 𝒖 = 𝐬𝐢𝐧 𝒕 + 𝐜𝐨𝐬 𝒕     ,     
𝒅𝒕

𝒅𝒙
= 𝟐  

    فإن
𝒅𝒚

𝒅𝒙
ቚ

𝒕=
𝝅

𝟐

 تساوي:       

a) 𝟑𝟐            b) −𝟑𝟐         c) 𝟏𝟔         d) −𝟏𝟔 
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 أنإذا علمت ( 22
 𝒇ሺ𝟏ሻ = 𝟑, 𝒇′ሺ𝟏ሻ = 𝟐, 𝒈ሺ𝟏ሻ = 𝟏, 𝒈′ሺ𝟏ሻ = −𝟏 

   فإن
𝒅

𝒅𝒙
ቀ𝒇𝟐൫𝒙𝟐൯ + ൫𝒇𝒐𝒈൯ሺ𝒙ሻቁ  

𝒙   دماعن    =  تساوي:  𝟏

a) 𝟏𝟎             b) 𝟐𝟐           c) 𝟐𝟎            d) 𝟔 

 

𝒇ሺ𝒙ሻ  إذا علمت أن( 23 = 𝟐𝒙𝒏  وأن  ،n  صحيح عدد

𝒇ሺ𝟑ሻሺ𝒙ሻ، وأنموجب = 𝟏𝟐𝟎 𝒙𝒏−𝟑 ،فإن 𝒏  :تساوي 

a) 𝟔              b) 𝟓             c) 𝟕               d) 𝟒 

 

𝒇ሺ𝒙ሻإذا علمت أن   2ل مثا      = ඥ𝐥𝐧ሺ𝒙ሻ +  جد 𝟒

               𝒇′ሺ𝟏ሻ : 

  الحل: 

𝒇′ሺ𝒙ሻ =

𝟏
𝒙

𝟐ඥ𝐥𝐧𝒙 + 𝟒
 

𝒇′ሺ𝟏ሻ =
𝟏

𝟐ඥ𝟎 + 𝟒
=

𝟏

𝟒
 

 

 إذا علمت أن   3 مثال     

 𝒇ሺ𝒙ሻ = 𝐬𝐢𝐧 ቀ𝐭𝐚𝐧 ቀඥ𝟑𝒙𝟐 + 𝟒ቁቁ  

 : 𝒇′ሺ𝒙ሻجد 

  الحل: 
𝒇′ሺ𝒙ሻ

= 𝐜𝐨𝐬 ቀ𝐭𝐚𝐧 ඥ𝟑𝒙𝟐 + 𝟒ቁ 𝐬𝐞𝐜𝟐 ඥ𝟑𝒙𝟐 + 𝟒 .
𝟔𝒙

𝟐ඥ𝟑𝒙𝟐 + 𝟏
 

= 𝐜𝐨𝐬 ቀ𝐭𝐚𝐧 ඥ𝟑𝒙𝟐 + 𝟒ቁ 𝐬𝐞𝐜𝟐 ඥ𝟑𝒙𝟐 + 𝟒 .
𝟑𝒙

ඥ𝟑𝒙𝟐 + 𝟏
 

 

 

 

𝒇ሺ𝒙ሻ  إذا علمت أن   4مثال       = 𝐥𝐨𝐠 𝐜𝐬𝐜 𝒙  

𝐬𝐢𝐧بدلالة  𝒇′ሺ𝒙ሻجد                 𝒙 = 𝒂  حيث  𝒂 

               𝒙 : بالر، ي
 
𝒂 ب  ع الثاث ≠ 𝟎 

  الحل: 

𝒇′ሺ𝒙ሻ =
− 𝐜𝐬𝐜 𝒙 𝐜𝐨𝐭 𝒙

𝐜𝐬𝐜 𝒙 𝐥𝐧 𝟏𝟎
 

𝒇′ሺ𝒙ሻ =
− 𝐜𝐨𝐬 𝒙

𝐥𝐧 𝟏𝟎 𝐬𝐢𝐧 𝒙
 

∴ 𝐬𝐢𝐧 𝒙 = 𝒂 →  𝐜𝐨𝐬 𝒙 = −ඥ𝟏 − 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 

ي )
 
 (الرب  ع الثاث

𝐜𝐨𝐬 𝒙 = −ඥ𝟏 − 𝒂𝟐 

𝒇′ሺ𝒙ሻ =
ඥ𝟏 − 𝒂𝟐

𝒂 𝐥𝐧 𝟏𝟎
 

 

جد    5 مثال     
𝒅𝒚

𝒅𝒙
ان  𝒚  للاقير = 𝒆𝒙 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 

 

( الحل:  ي
 
ب الثلاث  )الض 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝒆𝒙 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒙 𝐜𝐨𝐬 𝒙 + 𝟐𝒆𝒙 𝐬𝐢𝐧 𝒙 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒙

+  −𝒆𝒙 𝐬𝐢𝐧𝟑 𝒙 

 

𝒚 إذا علمت أن  6 مثال     = 𝟑 𝐜𝐨𝐬 𝒕 , 𝒙 = 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒕  

∋ 𝒕حيث                 ቀ𝟎,
𝝅

𝟐
ቁ  جد

𝒅𝒚

𝒅𝒙
ቚ

𝒙=ඥ𝟐
 ؟ 

  الحل: 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒅𝒚
𝒅𝒕
𝒅𝒙
𝒅𝒕

=
−𝟑 𝐬𝐢𝐧 𝒕

𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒕
=

−𝟑

𝟐
𝐭𝐚𝐧 𝒕 

ξ𝟐 كنل = 𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒕 → 𝐬𝐢𝐧 𝒕 =
𝟏

ඥ𝟐
                         

𝒕 =
𝝅

𝟒
 

∴
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

−𝟑

𝟐
𝐭𝐚𝐧

𝝅

𝟒
=

−𝟑

𝟐
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𝟎    حيث   𝜽جد قيمة   7 مثال     ≤ 𝜽 ≤ 𝟐𝝅  

ي يكون عندها 
النر

𝒅𝒚

𝒅𝒙
= ξ𝟐 

𝒙 = 𝐬𝐢𝐧𝟐 𝜽    ,    𝒚 = 𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝜽 

  الحل: 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

−𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝜽

𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝜽 𝐜𝐨𝐬 𝜽
= − 𝐬𝐞𝐜 𝜽 

− 𝐬𝐞𝐜 𝜽 = ඥ𝟐 → 𝐜𝐨𝐬 𝜽 =
−𝟏

ξ𝟐
 

 𝜽 ي والثالث
 
 بالرب  ع الثاث

𝜽 = 𝟏𝟑𝟓°, 𝟐𝟐𝟓° 

     =
𝟑𝝅

𝟒
,
𝟓𝝅

𝟒
 

 

 

ي إذا لم يكن 
موضع قانون  𝒚يستخدم الاشتقاق الضمن 

ب ب      𝒚عندها نشتق اعتيادي وأينما  نشتق نض 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
 

 . ′𝒚وللسهولة 

  : ي
 حالات تحل على الضمن 

 𝐥𝐧إذا كانت العلاقة معقدة، صعب اشتقاقها، نأخذ  (1

 .  للطرفير 

2) )   أس متغير   لهغير تم أي لدينا ،  متغير )متغير
ا
  مثلً

       𝒙𝐥𝐧 𝒙, ሺ𝐬𝐢𝐧 𝒙ሻ𝒙 . 

 

 المشتقة الثانية للمعادلات الوسطية (3

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
=

𝒅
𝒅𝒕

൬
𝒅𝒚
𝒅𝒙

൰

𝒅𝒙
𝒅𝒕

 

𝐬𝐢𝐧൫𝒙   1مثال       + 𝒚൯ = 𝒚𝟐 𝐜𝐨𝐬 𝒙  

  جد                 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
 ؟ 

ي ال الحل: 
 
 علاقة()نشتق طرف

𝐜𝐨𝐬൫𝒙 + 𝒚൯ ൫𝟏 + 𝒚′൯ = −𝒚𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 + 𝟐𝒚𝒚′ 𝐜𝐨𝐬 𝒙 

𝐜𝐨𝐬൫𝒙 + 𝒚൯ 𝒚′ − 𝟐𝒚𝒚′ 𝐜𝐨𝐬 𝒙

= −𝒚𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬൫𝒙 + 𝒚൯ 

𝒚′ =
−𝒚𝟐 𝐬𝐢𝐧 𝒙 − 𝐜𝐨𝐬൫𝒙 + 𝒚൯

𝐜𝐨𝐬൫𝒙 + 𝒚൯ − 𝟐𝒚 𝐜𝐨𝐬 𝒙
 

 

جد   2مثال       
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
𝒙𝒚للعلاقة   + 𝒚𝟐 = 𝟐𝒙 +  ؟ 𝟑

 

 )نجد المشتقة الول(الحل: 

𝒙𝒚′ + 𝒚 + 𝟐𝒚𝒚′ = 𝟐 

𝒚′൫𝒙 + 𝟐𝒚൯ = 𝟐 − 𝒚 

𝒚′ =
𝟐 − 𝒚

𝒙 + 𝟐𝒚
 

 نشتق مرة أخرى

𝒚′′ =
൫𝒙 + 𝟐𝒚൯൫−𝒚′൯ − ൫𝟐 − 𝒚൯൫𝟏 + 𝟐𝒚′൯

൫𝒙 + 𝟐𝒚൯
𝟐

 

 ′𝒚نعوض 

𝒚′′ =

൫𝒙 + 𝟐𝒚൯ ൬−
𝟐 − 𝒚

𝒙 + 𝟐𝒚
൰ − ൫𝟐 − 𝒚൯ ൬𝟏 + 𝟐

𝟐 − 𝒚
𝒙 + 𝟐𝒚

൰

൫𝒙 + 𝟐𝒚൯
𝟐

 

 نرتب المسألة

𝒚′′ =
𝟐𝒙𝒚 − 𝟒𝒙 + 𝟐𝒚𝟐 − 𝟖

൫𝒙 + 𝟐𝒚൯
𝟑

 

 

 

ي  4  
 الاشتقاق الضمن 
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جد   3مثال       
𝒅𝒚

𝒅𝒙
𝒙    للعلاقة     = ට𝒚𝟐 + 𝟖𝒚  

𝒙عندما  =  ؟ 𝟑

 

()نرب  ع الالحل:   طرفير 

𝒙𝟐 = 𝒚𝟐 + 𝟖𝒚 

𝟐𝒙     ⇐ نشتق  = 𝟐𝒚𝒚′ + 𝟖𝒚′ 

𝟑لكن عندما  = ට𝒚𝟐 + 𝟖𝒚         ⇐ 𝒙 = 𝟑 

𝟗نرب  ع = 𝒚𝟐 + 𝟖𝒚                               ⇐  

𝒚𝟐 + 𝟖𝒚 − 𝟗 = 𝟎 ⇒ ൫𝒚 + 𝟗൯൫𝒚 − 𝟏൯ = 𝟎 

ሺ𝟑, 𝟏ሻ, ሺ𝟑, −𝟗ሻ 

: نعوض 
ا
⇐أولً ሺ𝟑, 𝟏ሻ 

𝟔 = 𝟐𝒚′ + 𝟖𝒚′ ⇒ 𝒚′ =
𝟔

𝟏𝟎
=

𝟑

𝟓
 

⇐ثانيًا: نعوض  ሺ𝟑, −𝟗ሻ 

𝟔 = −𝟏𝟖𝒚′ + 𝟖𝒚′ ⇒ 𝒚′ =
−𝟑

𝟓
 

 

𝒙𝟐إذا علمت أن   4مثال        = 𝐭𝐚𝐧 𝒚 + 𝒙  

جد             
𝒅𝒚

𝒅𝒙
𝒙عندما   =  ؟ 𝟐

 

ي الط نشتق) الحل: 
 
 (علاقةرف

𝟐𝒙 = 𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒚 𝒚′ + 𝟏 

ي العلاقة نعو 
 
𝒙ض ف = 𝟐 

𝟒 = 𝐭𝐚𝐧 𝒚 + 𝟐 ⇒ 𝐭𝐚𝐧 𝒚 = 𝟐 

𝐬𝐞𝐜𝟐 𝒚 = 𝟏 + 𝐭𝐚𝐧𝟐 𝒚 = 𝟓 

ي 
 
𝟒 ⇐  الاشتقاقنعوض ف = 𝟓𝒚′ + 𝟏 ⇒ 𝒚′ =

𝟑

𝟓
 

 

  جد    5 مثال     
𝒅𝒚

𝒅𝒙
𝒚  ةللعلاق    = ሺ𝟏 + 𝒙ሻ𝒙  

,ሺ𝟐 عند النقطة 𝟗ሻ ؟ 

 

 (للطرفير   lnنأخذ ) الحل: 

𝐥𝐧 𝒚 = 𝒙 𝐥𝐧ሺ𝟏 + 𝒙ሻ 

 نشتق الطرفير  

𝒚′

𝒚
=

𝒙

𝟏 + 𝒙
+ 𝐥𝐧ሺ𝟏 + 𝒙ሻ 

𝒚′ = 𝒚 ൤
𝒙

𝟏 + 𝒙
+ 𝐥𝐧ሺ𝟏 + 𝒙ሻ൨ 

𝒚عندما  = 𝟗  , 𝒙 =  نعوض 𝟐

𝒚′ = 𝟗 ൤
𝟐

𝟑
+ 𝐥𝐧 𝟑൨ = 𝟔 + 𝟗 𝐥𝐧 𝟑 

 

جد   6 مثال      
𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
 للعلاقة 

 𝒙 = 𝟑𝒕𝟓 + 𝟏  ,   𝒚 = 𝒕𝟑 + 𝒕  

 

 الحل: 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒅𝒚
𝒅𝒕
𝒅𝒙
𝒅𝒕

=
𝟑𝒕𝟐 + 𝟏

𝟏𝟓 𝒕𝟒
=

𝟏

𝟓 
𝒕−𝟐 +

𝟏

𝟏𝟓 
𝒕−𝟒 

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
=

𝒅
𝒅𝒕

൬
𝒅𝒚
𝒅𝒙

൰

𝒅𝒙
𝒅𝒕

=

−𝟐
𝟓 

𝒕−𝟑 −
𝟒

𝟏𝟓
𝒕−𝟓

𝟏𝟓 𝒕𝟒
 

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
=

−𝟐

𝟕𝟓 
𝒕−𝟕 −

𝟒

𝟐𝟐𝟓
𝒕−𝟗 
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إذا علمت أن    8مثال       
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= 𝐬𝐢𝐧 𝒕 + 𝐜𝐨𝐬 𝒕  

وأن  
𝒅𝒙

𝒅𝒕
=  جد ،     𝟐

𝒅𝟐𝒚

𝒅𝒙𝟐
    . 

 

     الحل: 

ⅆ2𝑦

ⅆ𝑥2
=

ⅆ
ⅆ𝑡

൬
ⅆ𝑦
ⅆ𝑥

൰

ⅆ𝑥
ⅆ𝑡

=  
cos 𝑡 − sin 𝑡

2
 

=
1

2
cos 𝑡 −

1

2
sin 𝑡 

 

ටإذا علمت أن   8مثال       
𝒙

𝒚
+ ට

𝒚

𝒙
=  أن أثبت  𝟏

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒚

𝒙
,𝒙 حيث ،    𝒚 > 𝟎   ، 𝒙 ≠ 𝒚؟ 

 

 ()إما نرب  ع الطرفير  أو نرتب المسألةالحل: 

ቆ
𝒙

𝒚
ቇ

𝟏
𝟐

+ ቆ
𝒙

𝒚
ቇ

−𝟏
𝟐

= 𝟏 

  نشتق الطرفير  

ቌ
𝟏

𝟐
ቆ

𝒙

𝒚
ቇ

−𝟏
𝟐

−
𝟏

𝟐
ቆ

𝒙

𝒚
ቇ

−𝟑
𝟐

ቍ ቆ
𝒚 − 𝒙𝒚′

𝒚𝟐
ቇ = 𝟎 

𝒚−𝒙𝒚′

𝒚𝟐
= 𝟎 ⇒ 𝒚′ =

𝒚

𝒙
                           إما 

𝟏

𝟐
൬

𝒙

𝒚
൰

−𝟏

𝟐
−

𝟏

𝟐
൬

𝒙

𝒚
൰

−𝟑

𝟐
= 𝟎 → 𝒙 = 𝒚             أو 

 وهذا يناقض المعط. 

 

 

 
 

 معادلة المماس والعمودي على المماس 

ميل المماس عند نقطة = ميل المنحن  عند نفس  (1

النقطة 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
= . 

 عند نقطة ميل العمودي على المماس (2

 𝒎المماس. 𝒎العمو دي =      حيث    𝟏−
−𝟏

𝒎
المماس

= 

 

,൫𝒙 قطةنعند ال 𝒇س لمنحن  معادلة المما (3 𝒚𝟏൯  هي 

𝒚 − 𝒚𝟏 = 𝒎المماس
ሺ𝒙 − 𝒙𝟏ሻ 

 كذلك معادلة العمودي

𝒚 − 𝒚𝟏 = 𝒎العمودي
ሺ𝒙 − 𝒙𝟏ሻ 

 : مفاتيح حل المسائل الهندسية (4

  معادلة المماس )العمودي( المرسوم من نقطة، أو

,ሺ𝒂المار بنقطة  𝒃ሻ نتأكد أنها نقطة تماس . 

 

 المماس أو المنحن  يقطع محور 

 

   إذا كان منحنيير  متقاطعير 

 

 

   إذا كان المنحنيير ൫ومماس 𝒇൯    متماسير 

 

 

   مصطلح متوازيير𝒎𝟏 = 𝒎𝟐 ←  . 
 

  مصطلح متعامدين𝒎𝟏 ∗ 𝒎𝟐 = −𝟏 ←  . 
 

  ي
𝒎المماس الفقر = 𝟎 ← 𝒙يو ازي محور ← . 

 

 التطبيقات الهندسية 5  

𝒚 = 𝟎 ← 𝒙 

𝒙 = 𝟎 ← 𝒚 

𝒇اقترانات  = 𝒈 

 
 علاقات حذف أو تعويض

الصور متساوية 

𝒇ሺ𝒂ሻ = 𝒈ሺ𝒂ሻ 

 

 المشتقات متساوية

𝒇′ሺ𝒂ሻ = 𝒈′ሺ𝒂ሻ 
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 طوات إيجاد نقطة تماس لمماس مرسوم من خ

 : نقطة خارجية

,൫𝒙تماس نفرض ال( 1 𝒚൯ 

𝒎 نجد ميل المماس من( 2 =
𝚫𝒚

𝚫𝒙
 𝒇من  𝒚ونبدل  

  . أما العلاقات الضمنية لا نبدل

 . نجد المشتقة( 3

نساوي المشتقة ( 4
𝚫𝒚

𝚫𝒙
= 𝒎  . 𝒙جد ون =

 ونجد المعادلة المطلوبة.  𝒚نجد ( 5

 

ي يكون عندها المماس أفقيًا  𝒙 جد قيم   1مثال      
 النر

𝒇ሺ𝒙ሻ لمنحن                   = 𝒆𝒙 − 𝟐𝒙 ؟ 

ي تجعل 𝒙المطلوب قيم  الحل: 
𝒎 النر = 𝟎 

𝒇′ሺ𝒙ሻ = 𝒆𝒙 − 𝟐 = 𝟎 → 𝒆𝒙 = 𝟐 

𝒙 نأخذ  = 𝐥𝐧 𝟐                    ⇐ 𝐥𝐧 

 

𝒇ሺ𝒙ሻإذا كان   2مثال       = 𝐥𝐧 𝒙  أثبت أن المقطع𝒙  

ان عند                   للعمودي على المماس لمنحن  الاقير

                𝒆 +
𝟏

𝒆
,ሺ𝒆 هو 𝟏ሻ. 

  الحل: 

𝒇′ሺ𝒙ሻ =
𝟏

𝒙
→ 𝒎المماس =

𝟏

𝒆
 

𝒎العمودي = −𝒆 

𝒚 معادلة العمودي − 𝟏 = −𝒆ሺ𝒙 − 𝒆ሻ         

𝟏−مقطع  = −𝒆ሺ𝒙 − 𝒆ሻ   ← 𝒚 = 𝟎 ← 𝒙 

∴ 𝒙 =
𝟏

𝒆
+ 𝒆 

 

 

𝒚 أن علمتإذا     3ال مث      =
𝟏−𝒆−𝒙

𝟏+𝒆−𝒙
 فجد:    

        

a ) .جد ميل المماس عند نقطة الصل 

b ) ان ي للاقير
 . 𝒚بير  عدم وجود مماس أفقر

 

  الحل: 

a) 

𝒇′ሺ𝒙ሻ =
ሺ𝟏 + 𝒆−𝒙ሻሺ𝒆−𝒙ሻ − ሺ𝟏 − 𝒆−𝒙ሻሺ−𝒆−𝒙ሻ

ሺ𝟏 + 𝒆−𝒙ሻ𝟐
 

𝒇′ሺ𝟎ሻ =
𝟐 − 𝟎

𝟒
=

𝟏

𝟐
 

b ) ي
𝒎  إذا كان هنالك مماس أفقر = 𝟎 ← 

𝒆−𝒙 + 𝒆−𝟐𝒙 + 𝒆−𝒙 − 𝒆−𝟐𝒙 = 𝟎 

𝟐𝒆−𝒙 هذا غير ممكن  = 𝟎 ⇒ 𝒆−𝒙 = 𝟎 

← ر لا يوجد أصفا  ∴ 𝒎  . ي
 لا يوجد مماس أفقر

 

𝒚إذا كان     4مثال       = 𝐥𝐧ሺ𝒂𝒙 + 𝒃ሻ ، 

        𝒂،𝒃  عددان موجبان وعند النقطة 𝑷 يكون 

 : 1ميل المماس         

a ) ي أثبت أن الا
 
 . 1أقل من  𝑷 للنقطة 𝒙 حداث

b )ي يكون عندها جد نقطة التماس ا
                   لنر

ميل المماس 
𝟏

𝟐
,ሺ𝟎هي  𝑷علمًا بأن  = 𝟐ሻ . 

  الحل: 

a)  

𝒚′ =
𝒂

𝒂𝒙 + 𝒃
= 𝟏 

𝒂𝒙 + 𝒃 = 𝒂 → 𝒙 =
𝒂 − 𝒃

𝒂
= 𝟏 −

𝒃

𝒂
 

𝒙 ⇐ 𝟎 <
𝒃

𝒂
 1قيمة أقل من        
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b) 𝒇ሺ𝟎ሻ = 𝟐 ⇒ 𝐥𝐧 𝒃 = 𝟐 → 𝒃 = 𝒆𝟐 

𝒇′ሺ𝟎ሻ = 𝟏 ⇒
𝒂

𝒃
= 𝟏 → 𝒂 = 𝒃 

∴ 𝒂 = 𝒆𝟐 

𝒚 = 𝐥𝐧൫𝒆𝟐𝒙 + 𝒆𝟐൯ 

𝒚′ =
𝒆𝟐

𝒆𝟐𝒙 + 𝒆𝟐
=

𝟏

𝒙 + 𝟏
=

𝟏

𝟐
 

𝒙 + 𝟏 = 𝟐 ⇒ 𝒙 = 𝟏  ൫𝟏, 𝐥𝐧 𝟐𝒆𝟐൯ 

               = ሺ𝟏  ,   𝟐 + 𝐥𝐧 𝟐ሻ 
 

 احسب مساحة المثلث المكون من     5مثال      

 المماس والعمودي على المماس من نفس                    

ቀ𝒕  نقطة التماس                     =
𝝅

𝟐
ቁ   لمنحن  العلاقة 

  𝒚 = 𝐬𝐢𝐧 𝒕 + 𝐜𝐨𝐬 𝒕      ,     𝒙 = 𝐜𝐨𝐬 𝒕 + 𝟏 

 . 𝒙ومحور                 

: نجد معادلة المماس والعمودي الحل: 
ا
 أولً

 

𝒙𝟏 = 𝟏      ,     𝒚𝟏 = 𝟏 

𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝒅𝒚
𝒅𝒕
𝒅𝒙
𝒅𝒕

=
𝐜𝐨𝐬 𝒕 − 𝐬𝐢𝐧 𝒕

− 𝐬𝐢𝐧 𝒕
 

𝒎المماس = 𝟏 → 𝒎العمودي = −𝟏 

𝒚 − 𝟏 = −𝟏ሺ𝒙 − 𝟏ሻ 

 𝒚 = −𝒙 + 𝟐               ,    𝒚 − 𝟏 = 𝟏ሺ𝒙 − 𝟏ሻ 

𝒚            العمودي على المماس  = 𝒙    المماس      

                          

 

 

 𝒚 = 𝟎 ← 𝒙  𝑩 تقاطع المماس مع محور     

                𝒙 = 𝟎         

∴    𝑩 ሺ𝟎 , 𝟎ሻ  

C  تقاطع العمودي مع محور   x    y=0 

∴ 𝒙 = 𝟐 → 𝑪ሺ𝟐, 𝟎ሻ 

𝑨𝒓𝒆𝒂 =
𝟏

𝟐
ሺ𝟐 − 𝟎ሻሺ𝟏ሻ = 𝟏 

 

 جد مساحة المثلث المكون من العمودي     6مثال      

 على المماس لمنحن  العلاقة                   

                    𝒙 = 𝟓𝒕𝟐, 𝒚 = 𝟕𝒕  عندما  𝒙 = 𝒕  

ሺ𝒕والمحورين                     > 𝟎ሻ  بدلالة𝒕 . 

  الحل: 
𝒅𝒚

𝒅𝒙
=

𝟕

𝟏𝟎 𝒕
 ⇒ 𝒎العمودي =

−𝟏𝟎𝒕

𝟕
 

𝒚 معادلة العمودي − 𝟕𝒕 =
−𝟏𝟎

𝟕
𝒕൫𝒙 − 𝟓𝒕𝟐൯ 

 يقطع المحور

 

 

 

 

𝑨 =
𝟏

𝟐
ቀ

𝟒𝟗

𝟏𝟎
+ 𝟓𝒕𝟐ቁ ቀ

𝟓𝟎

𝟕
𝒕𝟑 + 𝟕𝒕ቁ 

 

𝒙 

𝑨ሺ𝟏, 𝟏ሻ 

𝑩ሺ𝟎, 𝟎ሻ 𝑪ሺ𝟐, 𝟎ሻ 

𝒙محور  

 

𝒚 𝒙 
𝒙 = 𝟎 𝒚 = 𝟎 

𝒚 =
𝟓𝟎

𝟕
𝒕𝟑 + 𝟕𝒕 𝒚 =

𝟒𝟗

𝟏𝟎
+ 𝟓𝒕𝟐
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ي مماسي منحن  العلاقة    7مثال      
 جد معادلنر

 
𝒙𝟐

𝟒
+

𝒚𝟐

𝟗
= 𝟏  

,ሺ𝟒اللذان يمران بالنقطة                  𝟎ሻ 

,ሺ𝟒 الحل:  𝟎ሻ   ليست نقطة تماس لا تحقق المنحن 

,൫𝒙 نفرض التماس 𝒚൯ 
𝚫𝒚

𝚫𝒙
=

𝒚

𝒙 − 𝟒
 

 نجد المشتقة

𝟐𝒙

𝟒
+

𝟐𝒚𝒚′

𝟗
= 𝟎 → 𝒚′ =

−𝟏

𝟐
𝒙  .  

𝟗

𝟐𝒚
 

𝒚′ =
−𝟗𝒙

𝟒𝒚
=

𝒚

𝒙 − 𝟒
→ 𝟒𝒚𝟐 = −𝟗𝒙𝟐 + 𝟑𝟔𝒙 

𝒚𝟐 =
−𝟗

𝟒
𝒙𝟐 + 𝟗𝒙 

ي العلاقةن
 
 عوض ف

𝒙𝟐

𝟒
+

−𝟗
𝟒

𝒙𝟐 + 𝟗𝒙

𝟗
= 𝟏 → 𝒙 = 𝟏 

𝒚𝟐 =
𝟐𝟕

𝟒
→ 𝒚 = ±

ξ𝟐𝟕

𝟐
 

 الول:  المعادلة

𝒙𝟏 = 𝟏   ,    𝒚𝟏 =
ξ𝟐𝟕

𝟐
 

𝒎 =
𝒚

𝒙 − 𝟒
=

ξ𝟐𝟕
𝟐

−𝟑
=

−ξ𝟐𝟕

𝟔
 

𝒚 −
ξ𝟐𝟕

𝟐
=

−ξ𝟐𝟕

𝟔
ሺ𝒙 − 𝟏ሻ 

 

 : الثانيةالمعادلة 

𝒙𝟏 = 𝟏    ,    𝒚𝟏 =
−ξ𝟐𝟕

𝟐
 

𝒎 =

−ξ𝟐𝟕
𝟐

−𝟑
=

ξ𝟐𝟕

𝟔
 

𝒚 +
ξ𝟐𝟕

𝟐
=

ξ𝟐𝟕

𝟔
ሺ𝒙 − 𝟏ሻ 

 

 : من الشكل التالي جد    8مثال      

 

 

 

 

 

 

 

,൫𝒙التماس نقطة نجد  الحل:  𝒚൯  

 

𝒎 =
𝚫𝒚

𝚫𝒙
=

𝒚

𝒙 − 𝒚
 

 والمشتقة

𝟐𝒙 + 𝟐𝒚𝒚′ = 𝟎 

𝒚′ =
−𝒙

𝒚
=

𝒚

𝒙 − 𝟐
 

𝒚𝟐 = −𝒙𝟐 + 𝟐𝒙 

𝒚𝟐 + 𝒙𝟐 = 𝟐𝒙 ⇒ 𝟐 = 𝟐𝒙 ⇒ 𝒙 = 𝟏 

∴ 𝒚𝟐 = 𝟏 → 𝒚 = 𝟏 

 

 

𝒙 

𝒉 

−2 −ξ𝟐 ξ𝟐 

ሺ𝟐, 𝟎ሻ 
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,ሺ𝟏التماس 𝟏ሻ 

𝒎المماس =
𝟏

𝟏 − 𝟐
= −𝟏 

𝒚 − 𝟏 = −𝟏ሺ𝒙 − 𝟏ሻ ⇒ 𝒚 = 𝟐 − 𝒙 

𝒙نعوض    = −𝟐  ⟸  𝒉 = 𝒚 = 𝟒 

 

 

 : ابة الصحيحةاخير الإج

𝒆𝐬𝐢𝐧المماس لمنحن   ميل( 1 𝒙 + 𝒆𝐜𝐨𝐬 𝒚 = 𝒆 + 𝟏  

ቀعند 
𝝅

𝟐
,

𝝅

𝟐
ቁ  :يساوي 

  

a) 𝟎           b) 𝟏             c) −𝟏           d) 
𝝅

𝟐
 

 

𝟑𝒙𝟐إذا كان لمنحن  العلاقة ( 2 + 𝟐𝒙𝒚 + 𝒚𝟐 = 𝟔  

ي عند نقطة 
 : فهي مماس أفقر

  

a) ሺ𝟏, −𝟑ሻفقط                b) ሺ−𝟏, 𝟑ሻفقط 

c) ሺ𝟏, −𝟑ሻ, ሺ−𝟏, 𝟑ሻ        d) ሺ𝟏, −𝟑ሻ, ሺ−𝟏, −𝟑ሻ 

 

ي تقع على ( 3
ي النقطة النر

 
𝒙إن إحداث + 𝒚𝟐 = 𝟏  

ا للمستقيم 
ً
بحيث يكون عندها مماس المنحن  موازي

𝒙 + 𝟐𝒚 =  : هي  𝟎

  

a) ሺ𝟏, 𝟏ሻ                          b) ሺ𝟎, 𝟏ሻ 

c) ሺ𝟏, 𝟎ሻ                          d) ሺ𝟎, −𝟏ሻ 

 

 

 

 

ي النقطة ال( 4
 
𝒚 على منحن   اقعةو إن إحداث = 𝒙

𝟏

𝒙 

𝒙 > : ، حيث 𝟎 ي يكون عندها ميل المماس صفرًا هي
 النر

a) ሺ𝒆, 𝒆ሻ                          b) ൬𝒆, 𝒆
𝟏

𝒆൰ 

c) ൫𝒆, 𝒆𝟐൯                        d) ሺ𝒆, 𝟏ሻ 

 

𝒙𝟑 معادلة المماس للعلاقةإن ( 5 + 𝒚𝟑 = 𝟔𝒙𝒚  عند

𝒚 تقاطعه مع منحن  المعادلة = 𝒙  حيث𝒙 > 𝟎 

a) 𝒚 = 𝒙                        b) 𝒚 = 𝟔 + 𝒙 

c) 𝒚 = 𝟔 − 𝒙                 d) 𝒚 = −𝟔 − 𝒙 

 

 

موقع الجسم  𝑺ሺ𝒕ሻ            

′𝒔 نشتق =
𝒅𝒔

𝒅𝒕
     

𝑽ሺ𝒕ሻ السرعة المتجه                  

′𝒗 نشتق =
𝒅𝒗

𝒅𝒕
=

𝒅𝟐𝒔

𝒅𝒕𝟐
 

تسارعال  𝒂ሺ𝒕ሻ       

 ȁ𝑽ሺ𝒕ሻȁالسرعة ،      𝑽ሺ𝒕ሻ متجهةالسرعة ال( 1

ي ( 2
ي حالة السكون اللحط 

 
𝒗ف = 𝟎 ←  

 𝑽إذا كان  ( 3

𝑽 < 𝟎                                     𝑽 > 𝟎 

 

 

 

) لي
 )تدريب مي  

يائية 5    التطبيقات الفير 

الجسم يتحرك 

 مع اتجاه الحركة

 

عكس الجسم يتحرك 

 اتجاه الحركة
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سم نعوض لب السؤال بأي اتجاه يتحرك الجا طإذ( 4

 الزمن بالسرعة 

 

 

ي ( 5
ئ
عندما يسأل منر يعود الجسم للموقع الابتداث

𝑺ሺ𝒕ሻنساوي  ثم  ،  𝑺ሺ𝟎ሻنعوض  = 𝑺ሺ𝟎ሻ  

 

:   1مثال        الإجابة الصحيحة لما يلىي
 اخير

 

𝑺ሺ𝒕ሻتمثل المعادلة  = 𝒕𝟐 − 𝟕𝒕 + موقع جسم  𝟖

ي مسار مستقيم أجب عن )
 
 (: 2-1متحرك ف

𝒕ة الجسم عندماأن سرع( 1 = 𝟏 : 

  

a) −𝟓           b) 𝟐             c) 𝟓           d) −𝟐 

 

ي ( 2
ئ
 : منر يعود الجسم للموقع الابتداث

  

a) 𝟏              b) 𝟐              c) 𝟓           d) 𝟕 

 

𝑺ሺ𝒕ሻإذا علمت أن ( 3 = 𝒆𝒕 − 𝟒𝒕  يحدد موقع جسم

ي مسار مستقيم. جد تسارع الجسم عندما 
 
يتحرك ف

 تكون سرعته صفرًا: 

  

a) 𝒆𝟒              b) 𝟒            c) 𝟎           d) −𝟑 

 

ان  ( 4 𝑺ሺ𝒕ሻيمثل الاقير = 𝐥𝐧൫𝒕𝟐 − 𝟐𝒕 + 𝟏. 𝟗 ൯   

ي مسار مستقيم موقع
 
منر يعود  ،جسم يتحرك ف

ي 
ئ
 ؟الجسم لموقعه الابتداث

  

a) 𝒕 = 𝟐      b) 𝒕 = 𝟏   c) 𝒕 = 𝟏. 𝟗     d) 𝟎 

 

 

 حسب العلاقة يتحرك جسم  2مثال      

                                 𝑺ሺ𝒕ሻ = 𝟒 − 𝐬𝐢𝐧 𝒕 
 

a ي حالة السكون
 
( حدد موقع الجسم عندما كان ف

ي أول مرة بعد انطلاقه. 
 اللحط 

b .حدد موقع الجسم عندما يصل إل أقصى سرعة ) 

  الحل: 

a) 𝑽ሺ𝒕ሻ = − 𝐜𝐨𝐬 𝒕 = 𝟎 

𝒕 =
𝝅

𝟐
   ,    

𝟑𝝅

𝟐
         →          𝑺 ൬

𝝅

𝟐
൰ = ሺ𝟑ሻ𝒎 

 

b) 𝑽ሺ𝒕ሻ = ȁ𝐜𝐨𝐬 𝒕ȁ         ,    𝟎 ≤ ȁ𝐜𝐨𝐬 𝒕ȁ ≤ 𝟏 

 

1) ȁ𝐜𝐨𝐬 𝒕ȁ = 𝟎 → 𝐬𝐢𝐧 𝒕 = ±𝟏 

𝐬𝐢𝐧إذا كان  𝒕 = 𝟏                                                       

∴ 𝑺ሺ𝒕ሻ = ሺ𝟑ሻ𝒎 

𝐬𝐢𝐧 𝒕 = 𝟏     →    𝑺ሺ𝒕ሻ = ሺ𝟓ሻ𝒎 

 

2) ȁ𝐜𝐨𝐬 𝒕ȁ = 𝟏 → 𝐬𝐢𝐧 𝒕 = 𝟎 

∴ 𝑺ሺ𝒕ሻ = ሺ𝟒ሻ𝒎 

 

 وفق العلاقة يتحرك جسم  3مثال      

                                 𝑺ሺ𝒕ሻ = 𝒕
𝟏

𝒕         ,     𝒕 > 𝟎 
 جد تسارع الجسم عندما تكون سرعته المتجهة صفرًا. 

 للطرفير    𝐥𝐧نأخذ الحل: 

 

𝐥𝐧 𝑺 =
𝟏

𝒕
 𝐥𝐧 𝒕 ⇒

𝒗

𝒔
=

𝟏

𝒕𝟐
+  

− 𝐥𝐧 𝒕

𝒕𝟐
 

𝟎 =
𝟏

𝒕𝟐
ሺ𝟏 − 𝐥𝐧 𝒕ሻ 

+ 

 مع اتجاه الحركة

 

- 

 عكس اتجاه الحركة
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𝐥𝐧 𝒕 = 𝟏   →    𝒕 = 𝒆     ,
𝟏

𝒕𝟐
= 𝟎 

𝑽ሺ𝒕ሻ = 𝑺ሺ𝒕ሻ =
𝟏 − 𝐥𝐧 𝒕

𝒕𝟐
 

𝒂ሺ𝒕ሻ = 𝑺ሺ𝒕ሻ
𝒕𝟐 ∗

−𝟏
𝒕

− 𝟐𝒕ሺ𝟏 − 𝐥𝐧 𝒕ሻ

𝒕𝟒
+ 𝑽ሺ𝒕ሻ

𝟏 − 𝐥𝐧 𝒕

𝒕𝟐
 

𝒂ሺ𝒆ሻ = 𝒆
𝟏
𝒆.

𝒆

𝒆𝟒
+ 𝟎 = 𝒆

൬
𝟏
𝒆

−𝟑൰
 

 

  الحركة التوافقية  4مثال      

ك إل العلى والسفل حيث  يتحرك جسم معلق بزني 

𝑺ሺ𝒕ሻ = 𝟕 𝐬𝐢𝐧 𝒕 . 

a .ان يمثل سرعة الجسم المتجهة وتسارعه  ( جد اقير

bصف حركة الجسم ) . 

  الحل: 

a) 𝑽ሺ𝒕ሻ = 𝟕 𝐜𝐨𝐬 𝒕     ,   𝒂ሺ𝒕ሻ = −𝟕𝒔𝒊𝒏𝒕 

b ) :يتم وصف الحركة 

 تحديد أعلى وأقل موقع يتحرك من الجسم. ( 1

 تحديد موقع أكي  سرعة وأصغر سرعة. ( 2

 الربط بير  التسارع والازاحة. ( 3

 وأصغر قيمة للتسارع. تحديد أكي  ( 2

 

1) 𝑺ሺ𝒕ሻ = 𝟕 𝐜𝐨𝐬 𝒕           ,    − 𝟕 ≤ 𝑺ሺ𝒕ሻ ≤ 𝟕 

−𝟏 ≤ 𝐬𝐢𝐧 𝒕 ≤  لن                                  𝟏

2) 𝑽ሺ𝒕ሻ = 𝟕 𝐜𝐨𝐬 𝒕 

 قيمة للسرعة عندما 
 
 أعلى وأدث

𝐜𝐨𝐬العلى    𝒕 = ±𝟏                

   
 
𝐜𝐨𝐬الدث 𝒕 = 𝟎                    

𝐬𝐢𝐧𝟐موقع أعلى سرعة 𝒕 = 𝟏 − 𝐜𝐨𝐬𝟐 𝒕  ←                

𝐬𝐢𝐧𝟐 𝒕 = 𝟎 

 عند الطراف. 
 
 أي أعلى سرعة عن موقع الاتزان والدث

 

3) 𝒂ሺ𝒕ሻ = −𝟕 𝐬𝐢𝐧 𝒕 

ان التسارع.  ية لاقير   بالاعتماد على الخصائص الجي 

 قيمة التسارع = معكوس قيمة الموقع 

لن قوة  ،انيمة التسارع = صفر عند موقع الاتز ق (4

ي إحد
ك تلع   اهما الخرى. الجاذبية وقوة الزني 

 

 

 

 هنالك فكرة واحدة لمسائل النمذجة 

 معدل التغير = المشتقة

 

 تحسب قيمة بدل الخدمة لحد المنتجات   1مثال      

𝑼ሺ𝒕ሻبالدينار باستعمال                  = 𝟖𝟎 ට
𝟐𝒙+𝟏

𝟑𝒙+𝟒
  

                 𝒙  .عدد القطع المبيعة 

a ) جد معدل تغير قيمة بدل الخدمة بالنسبة إل عدد

 القطع المبيعة. 

b جد )𝒖′ሺ𝟐𝟎ሻ . 

  الحل: 

a) 𝒖′ሺ𝒙ሻ = 𝟒𝟎 ቀ
𝟐𝒙+𝟏

𝟑𝒙+𝟒
ቁ

−𝟏

𝟐
.

ሺ𝟑𝒙+𝟒ሻሺ𝟐ሻ−ሺ𝟐𝒙+𝟏ሻሺ𝟑ሻ

ሺ𝟑𝒙+𝟒ሻ𝟐
 

 

b) 𝒖′ሺ𝟐𝟎ሻ = 𝟒𝟎 ቀ
𝟒𝟏

𝟔𝟒
ቁ

−𝟏

𝟐 𝟏𝟐𝟖−𝟏𝟐𝟐

ሺ𝟔𝟒ሻ𝟐
≃ 𝟎. 𝟎𝟔𝟏  

 غير ممكن

 

 مسائل النمذجة 7  
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 2إجابة سؤال الدوائر ص

رقم 

 الدائرة
1 2 3 

 d c c الإجابة

 

 (4+3)إجابة سؤال الدوائر ص

رقم 

 الدائرة
1 2 3 4 5 6 7 8 9 

 C b d A c d b c c الإجابة

 

 7+6 إجابة سؤال الدوائر ص

رقم 

 الدائرة
1 2 3 4 5 6 7 8 9 

 b c a d d b d c a الإجابة

 

رقم 

 الدائرة
10 11 12 13 14 15 16 17 18 

 b b d b c b c a b الإجابة

 

رقم 

 الدائرة
19 20 21 22 23 

 c c b b b الإجابة

 

 

 

 14 إجابة سؤال الدوائر ص

رقم 

 الدائرة
1 2 3 4 5 

 a c b B c الإجابة

 

 15إجابة سؤال الدوائر ص

رقم 

 الدائرة
1 2 3 4 

 c d b a الإجابة

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  


