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  نقطة واقعة على منحناه ھي نقطة واقعة على منحناه ھي    عند عندff((xx((مشتقة الاقتران مشتقة الاقتران   
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    ھا عندً متصلاون كیموجودة ، و f '(a)إذا كانت )  x = a (ًقابلا للاشتقاق عند  f(x)الاقتران یكون 
  

  : باختصار
  
  ھاًفإنھ قد یكون قابلا للاشتقاق وقد یكون غیر قابل للاشتقاق عند،   x = aً متصلا عند f(x) إذا كان )1
  

  ) a(ً، فإنھ قطعا متصل عند x = a ً  قابلا للاشتقاق عند f(x)إذا كان ) 2
  

  ، فإنھ غیر قابل للاشتقاق عندھا  x = a  غیر متصل عند f(x)إذا كان ) 3
  

   قابلیة الاشتقاق عند نقطة تعني أنھ یمكن رسم مماس لمنحى الاقتران عند تلك النقطة )4
  مثل أصفار القیمة المطلقة ) الزوایا( الرؤوس المدببة عند غیر قابل للاشتقاق   لذلك یكون الاقتران          
  )لأن میلھ غیر معرف(دما یكون المماس رأسیا  ، وكذلك عنرغم اتصالھ عندھا           

  

   الاشتقاق والثاني یمثل الاتصالالطابق الأول یمثل :  یمكن فھم الموضوع على أن ھناك بنایة مكونة من طابقین  أو
  

  متصل لا یعني قابل للاشتقاق ئ وجود طابق أول لا یعني وجود طابق ثاني - 1
  

   قابل للاشتقاق یعني متصل ئول  وجود طابق ثاني یشترط وجود طابق أ- 2
  

   غیر متصل یعني غیر قابل للاشتقاقئ عدم وجود طابق أول  یعني استحالة وجود طابق ثاني - 3
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   : :قواعد الاشتقاققواعد الاشتقاقمراجعة مراجعة 
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ِّمشتقة الاقتران الأسي الطبیعي) ) 22--11 ِّمشتقة الاقتران الأسي الطبیعيُ ُ  
  
 
  

  
  
  
  

   f(x)= ex الاقتران فإن) e(یبیري  كان أساس الاقتران ھو العدد النإذا*** 
  )2.7(ًعدد غیر نسبي یساوي تقریبا ) e(حیث   الأسي الطبیعيیسمى الاقتران             
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   :الطبیعي اللوغاریتمي الاقتران مشتقة) 1-3
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

ّ یسمى اللوغاریتم للأساس  :اللوغاریتم الطبیعي ُ(e)رمز لھُوی الطبیعي ،   اللوغاریتم)  Ln (  
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  وعلاقتھ بالأسس... م اللوغاریتم مفھو
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           :مالتما جیب اقتران قةومشت الجیب، اقتران مشتقة) 1-4
  
  
  
  
  
  
  

1) 
  
  

2)  
  
  
  
 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

( ) sin '( ) cos   (sin ) cosdf x x f x x or x x
dx

   

( ) cosx '( ) sin   (cosx)' sinf x f x x or x     

( ) cos 5sin 4 '( ) sin 5cosf x x x f x x x      

( ) 6cos 5 4 '( )  6sin 5f x x x f x x      

2 2

2 2

 sin x (sin )

sinx (sin )

x

x





)  خطـأ ) 4cos '( ) 4 sin (    )
( ) 4cos '( ) 4( sin )  4sin

..
  

...  
 

f x x f x x
f x x f x x x

   
     
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  واجب / تمارین

  

11))  
  
  
  
22))  

  
  
  
33))  

  
  
44))  

  
  
55))  

  
  
  

66))  
  
  
  
  
  
  
77))  

  
  
  
  
88))  

  
  
  
  
  
  
99))  

  
  
  
  
  
1100))  

  
  
  

1 1 1 ( ) '(3) ) 9         ) 9        )         ) 
9 9

f x f a b c d
x


   

( ) 9 '(2) ) 9         ) 18        ) 0        ) 81f x x f a b c d  

3( ) 24 '( 8) ) 1         ) 2        ) 2        ) 48f x x f a b c d     

6( ) ln  '(2) ) 3     ) 2      ) 6        ) 0   f x x f a b c d  

2 3

3 2

 ( ) ln( )  '(x)   
2 2 2        a) 3          )         ) 2x + 3         ) 3

x

x x

f x x e f

e b e c d
x x x

  

  

( ) sin sin  '( ) ) cos                 ) cos  
                                                   ) cos cos      ) cos 1
f x x f x a x b x

c x d x



    

 

2( ) 4 ln 2 sin cos (3 2)  '(0)
                       ) 13        ) 11                  ) 12              ) 4
f x x x f

a b c d
      

( ) sin cos  '( ) ) cos sin               )cos sin
                                                     ) cos sinx             ) cos sinx
f x x x f x a x x b x x

c x d x
     

   

1 3 ( ) 2 '(0) ) 2          )         ) 2         ) 1xf x e f a e b e c e d  

2

4

2 2

( ) ln 3  '( 1)  

                       )          ) + 3           )  1           )  9

xef x x f
x

a e b e c d

    
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   ما نقطة عند والعمودي المماس ةمعادل  :تطبیقات) 1-5
  

  مراجعة المستقیمات في المستوى الدیكارتي
  
  

   2x – y – 6 = 0   أو  y = 2x – 6:صور معادلة المستقیم 
  

  :وھي تعني مجموعة النقاط التي تحقق ھذه المعادلة      
, (1 , – 4 )                                                 ( 0 , – 6 )   

  
( 3 , 0 ) , ( 4 , 2 )                                                                   

  
  

  : میل ال لمعرفة )على الأقل(ھناك ثلاث طرق ، ولكتابة معادلة المستقیم یلزمنا معرفة میلھ   
  شتقة المنحنى عندما یكون م..... ظل الزاویة مع السیني الموجب ..... من خلال  فرق الصادات على فرق السینات 

                                                                                                      مماسا عند نقطة التماس
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  میل الثاني= میل الأول فإن :  مستقیمان وازىإذا ت

  
  
  
  
  

  ) 1–(میلیھما یساوي فإن حاصل ضرب : إذا تعامد مستقیمان 
  سالب مقلوب میل الثاني= میل الأول أو                       

  
  
  
  
  
  
  

2 1

2 1

6 3 1
4 1

y y
m

x x
 

  
 tanm 1'( ) '(5)m f x f 

 2 5 y'=2
 متوازیѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧان

4 8 2 0 2 8 y'=2
y x
x y y x
  


      

1 2 1 1
3 3 3 3

 3 1 ' 3 3
3 2  متعامѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧدان  0

y'=

y x y m
y x

y x m

     
   

        
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   ،) y – y1) = m( x – x1 (معادلة أي مستقیم تكون على الصورة :  ملاحظة
  

   عند نقطة التماس الأولى المشتقةیساوي) m(المیل  الجدید في معادلة المماس أن         
  
 
  

                            ، فجد معادلة المماس والعمودي على المماس عند النقطة   إذا كان )1مثال
  
  
  
  
   

  
  
  

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

    )x= 2( ، فجد معادلة المماس والعمودي على المماس عند                             إذا كان  )2 مثال
  
  
  
  

  

  
  
  

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

  )  x = 0(                              ، فجد معادلة المماس والعمودي على المماس عند             إذا كان )3 مثال
  
  
  
  
  
  
  
  
  

1( ) ( )f x Ln
x

( , 1)e 

1 1

1 1 1( ) ( ) 1 '( ) '(e)

( )

11 '(e)( ) 1 ( ) 1 ( )

f x Ln Ln Lnx Lnx f x f
x x e

y y m x x

y f x e y x e y e x e
e

          

  

            

1 , 1
1

y x
x

 


1

1 2

2

1 1 1
1 2 1

1 ( 1) ( 1) 1
1

1 1( 2) , 1 ( 2)

x

y y
x

dy dyy x x
x dx dx

y x y x

 



   
 

         


          

1( ) 2 sin (0) 2

'( ) 2 cos '(0) 2 1 3

2 3( 0)   3 2

x

x

f x e x y f

f x e x m f

y x y x

    

      

      

( ) 2 sinxf x e x 
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  )                (إذا كان                           ، فجد معادلة المماس والعمودي على المماس عند ) 4 مثال
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
    y = x3 + x –2جد النقاط الواقعة على منحنى) 5مثال 

  y = 13x + 7      للمستقیمموازیالمماس عندھا             والتي یكون ا
  
  
  
  

  

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

  )  6 , 1(       عند النقطة                              رانللمماس لمنحنى الاقت) x(جد المقطع ) 6مثال 
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  )x(لث المكون من المماس والعمودي على المماس والمحور مساحة المثجد ) 7مثال 

    ) 4 , 1( النقطة ندعf(x)= x2 + 3 لمنحنى الاقتران           
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

3( ) sin
2

f x x
2
3

x 


1
3 2 3 3 3( ) sin ( ) ( )

2 3 2 2 4
3 2 3 1 3'( ) cosx '( ) ( )

2 3 2 2 4

3 3 2 3 4 2( ) , ( )
4 4 3 4 33

f x x y f

f x m f

y x y x





 

    

 
    


         

( ) 2 6f x Lnx 

( ) 2 6
2'( ) '(1) 2 6 2( 1)

0 6 2 2 2

f x Lnx

f x m f y x
x

y x x

 

       

       

 

 

   :ملاحظة
  صفر) y(ًنضع بدلا من ) x( لإیجاد المقطع

  
 صفر) x(ًنضع بدلا من ) y(ولإیجاد المقطع

3 2

2

( ) 2 '( ) 3 1

13 7 ' 13 3 1 13 2 (2,8),( 2, 12)

f x x x m f x x

y x m y x x

      

            

2( ) 3 '( ) 2 '(1) 2

14 2( 1)   ,   4 ( 1)
2

10 4 2 2  ,  0 4 2  
2

1         1                    9 (9 1)(4) 20
2

f x x f x x f

y x y x

y x y x

x x A

     

       

          

         
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  التي یكون للاقتران عندھا مماس أفقي ) x( قیم جد،  ف)                                          8مثال 
  
  
  
  
  

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   ــــــــــــــــ
  

   علىًعمودیاوالتي یكون المماس عندھا  f(x) = x3– 3x –2أوجد النقاط الواقعة على منحنى  ) 9مثال 
  3y + x= 6                المستقیم الذي معادلتھ

  
  
  
  
  
  
  
  
  

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ   ــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
   f(x) = x2 + 2x –3   الاقترانمنحنىمعادلة العمودي على المماس لجد ) 10مثال 

   y = x – 1   مع المستقیم    نقطة تقاطعھ عند              
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

3( ) xf  إذا كѧѧѧѧѧѧѧѧѧان  x e x 

0

3

3
'( ) 1 0 

   1 3 0 3

x

x
f x e

e e x x





  

       

3 2

2 2

( ) 9 2 '( ) 3 9
1 13 6 6 ' 3
3 3

3 9 3 4 2 (2, 12),( 2,8)

f x x x m f x x

y x y x y m

x x x

      

          

         

2

2

( ) 2 3 1
2 0 (x 2)(x 1) 0

2   ,    1

2 3 ( 2, 3) 1 0 (1,0)
1 1'( ) 2 2 '( 2) 2 '(1) 4
2 2

1 13 (x 2) 0 (x 1)
2 4

f x y x x x
x x
x x

x y x y

f x x f m f m

y y

     

       
   

           


          


         
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  واجب/   تمارین إضافیة
   )3 – 1الأسئلة من  (:المبینة إزاءه ) x(جد معادلة المماس والعمودي على المماس لكل اقتران فیما یأتي عند قیمة 

  
1)   

  
  
  

2) 
  
  
  

3) 
  
  
  

 y = 4x  (4تقاطعھ مع المستقیم ) نقاط( عند نقطة f(x) = x3– 5xأوجد معادلة المماس والعمودي علیھ لمنحنى  
 
 
 
 

5) 
 
 
  
  
  

6) 
  
 
  
  

                                                                            7)   
  
  
  
  

8) 
  
  
  

 (2x + 3y = 6    9التي یكون المماس عندھا موازیا للمستقیم ) x( ، فجد قیم f(x) = Ln x 4إذا كان   
 
 
 

    (10التي یكون للاقتران عندھا مماس أفقي ) x(                                          ،  فجد قیم 
 
 
 
 

( ) cos  ,  f x x x x   

2 1( ) 2 xf  إذا كѧѧѧѧѧѧѧѧان  x e x 

( ) (3 )   ,  1f x Ln x x 

2( ) , 2xf x e x x     
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  :   ھناك ثلاثة مصطلحات : مستقیم خط في الحركة :تطبیقات) 1-6
  acceleration والتسارع velocity، السرعة  s(t) المسافة أو موقع الجسم 

  ومشتقة السرعة تساوي التسارع..... مشتقة المسافة أو الموقع تساوي السرعة 
  
  
 
  
  
 
  
  

                                                                      
  

      )    s(t) = s(0)(ًإذا عاد الجسم إلى موقعة الأصلي ، فإن المسافة المقطوعة تكون صفرا ) 1: قواعد مھمة 
  

َّ ، فإن الجسم یتحرك في الاتجاه الموجبv(t) > 0إذا كانت قیمة ) 2                    )یمین (َّ
َّ ، فإن الجسم یتحرك في الاتجاه السالبv(t) < 0قیمة  وإذا كانت                           )یسار (َّ

  .في حالة سكونَّفإن الجسم یكون   v(t) = 0                              وعندما تكون 
  

 t لإیجاد أقصى ارتفاع یصل إلیھ الجسم نساوي السرعة بالصفر ونجد )3                
1(  
  
  
  
  
  
  
  
  
2(  
  
  
  
  
   

  
  
  
  
  
  
  
  

2

2

2 3 2

2

3

( ) 24 6t (2) 24 12 12

( ) 12
1)  
1 )   
2)  ( ) 0 24 3 0 3 (8 ) 0 0 8
3)  (0) 0 ( ) 12 0 (

( ) 24 3 (2) 48 12 36

12 ) 0 t 12
4)  (3) 24(3) 3(9) 45 0

s t t t

v t t t t

v t t t v

t t أو t
s s t t t t t

a

v

a t

 



         

         


     

 

    









 
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  موقع جسم ، فجد   s(t) = t3– t2 + 6  إذا مثل الاقتران :مثال
    یكون عنھا في حالة سكون لحظيالتي) t(قیم ) t =2    ،  2سرعة الجسم المتجھة وتسارعھ عندما  )1        

  
  

     3t =  ، t = 0.5 اتجاه حركة الجسم عند ) 4متى یعود الجسم إلى موقعھ الأصلي                  ) 3        
  :الحل

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  جد   ، s(t) =0.6 t3–1.5t –0.9:یتحرك جسم ویحدد موقعھ بالاقتران : مثال 

  
  t =5سرعة الجسم المتجھة وتسارعھ عندما  )2  ،    ثوان) 5(موقع الجسم بعد ) 1        

  
      —►    s(5) =0.6(5)3–1.5(5) –0.9 = 66.6   s(t) =0.6 t3–1.5t –0.9    

 
  v(t) =1.8 t2–1.5 —► v(5) =1.8(5)2 – 1.5=43.5   
  
a(t) =3.6t  —► a(5) =3.6(5)=18     

 
 
 
 
  

 
 
 
 
 
 
 
  
  
  
  
  
  

3

2

2

2

3 2

2

3 2

2

( ) 6

22) 0 3 2 0 (3 2) 0 0
3

3)

1)     ( ) 3 2

( ) (0) 6 6 6 0
                              

1 )  a( ) 6 2 a(2) 6

     ( 1) 0 1

(2) 3
(2) 2 10

4) v(3)

(2) 2(2) 8

3

s t t t

v t t t t t أو t

s t s t

v t t t v

t t

t

t

t

t t
t

  

         

        

   

  

 

  
 


 







2(3) 2(3) 21
1 1 1 1   v( ) 3( ) 2( )
2 4 2 4

   

     
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 البسیطة التوافقیة الحركة  :تطبیقات) 7- 1
  ًواتجاھھا دائما نحو موضع الاتزان موضع اتزانھ جُسیم عنُحركة جسیم تحت تأثیر قوة یتناسب مقدارھا مع بعد الھي 

   
  
  
  
  
  
  
  
  
  

ِّیبین) مثال    ،نوحدات أسفل الاتزا) 3( المجاور كتلة معلقة بزنبرك ، تم شدھا الشكل ُ
          S(t)= 3 cost  ُثم ترك لیتحرك إلى الأعلى وإلى الأسفل حیث یعطى موقعھ بالاقتران ُ       

  وتسارعھا المتجھةلكتلة جد سرعة ا    
  

v(t) = S'(t)= – 3 sint                الحل:  السرعة = مشتقة الموقع 
a(t) = v'(t) = – 3 cos    مشتقة السرعة  =         التسارع            

  

  
   :اتملاحظ

  ، s على المحور s = -3 والموقع s = 3بین الموقع  َّیتحرك بمرور الزمن  –
  .فوق موقع الاتزان َّالبة تعني أن الجسموالقیمة الس  
  
  

ِتكون قیمة السرعة أكبر ما یمكن في الاتجاه الموجب والاتجاه السالب  –   .  |sin t| =1عندما  ُ
ًتصبح صفرا  اقتران الموقعأي أن قیمة )  cos t = 0( َّوفي ھذه الحالة، فإن     ِ   )موقع الاتزان(عند ُ

ُّكون أكبر ما یمكن عندما یمر الجسم بموقع الاتزانَّأن سرعة الجسم ت   وبالتالي ف ُِ.  
  
  

ِّمحصلة القوى تسحب الجسم إلى: َّن لأًدائما معكوس قیمة موقع الجسم؛    قیمة تسارع الجسم تكون–    الأسفل إذا كان  ُ
  .إذا كان أسفل موقع الاتزان  الجسم إلى الأعلىھأعلى موقع الاتزان، وتسحب     

  
  

َّ؛ لأن قوة الجاذبیة وقوة ً صفرا فقط عند موقع الاتزانكون التسارعی  – َّ ُالزنبرك تلغي إحداھما الأخرى عند ھذه  َّ ُ
َّأي موقع آخر، فإن ھاتین القوتین لا  ْولكن، إذا كان الجسم عند. النقطة   .ًفراصالتسارع لا یكون ، وتتساویان َِّّ

  
  

ِّیبین) مثال ً المجاور جسما مثبتا في زنبرك الشكل ُ   بشكل أفقي على سطح أملس ،ویعطى موقعھ بالاقتران ً
        S(t)= 4 sint ، جد سرعة الجسم المتجھة وتسارعھ    
 

v(t) = S'(t) = 4 cost                    الحل:  السرعة = مشتقة الموقع 
 

a(t) = v'(t) = – 4 sint     مشتقة السرعة             =         التسارع   
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  واجب/   تمارین إضافیة
  

ْجسیم موقع   s(t) = t3– 3t2 + 1 إذا مثل الاقتران) 1 َ    ، فجد یتحرك في خط مستقیمُ
  

ْالجسیم عندما تكون سرعتھ سرعة جد  )1         َ   التي یكون عنھا في حالة سكون لحظي ) t(قیم ) 2           6ُ
  
  
  
  

     3t = ، t = 1اتجاه حركة الجسم عند  ) 4متى یعود الجسم إلى موقعھ الأصلي                  ) 3        
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  موقع جسم ، فجد   s(t) = 18 t2 –  t3 إذا مثل الاقتران) 2
  

  ي یكون عنھا في حالة سكون لحظي الت) t(قیم ) t =2    ،  2سرعة الجسم المتجھة وتسارعھ عندما ) 1        
  
  
  
  

     t = 1اتجاه حركة الجسم عند   ) 4متى یعود الجسم إلى موقعھ الأصلي                  ) 3        
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
ِّیمثل الاقتران) 3 ُ :s(t) = 4et – 8t + 2   , t ≥ 0 , ،َّموقع جسیم یتحرك في مسار مستقیم ْ َ ُ  
  

ْدد الموقع الابتدائي للجسیمُ ح) 1     َ ُ ًجد تسارع الجسیم عندما تكون سرعتھ صفرا) 2                  ِّ ْ َ ُ.  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
َّ یتحرك جسم معلق بزنبرك إلى الأعلى وإلى الأسفل) 4 ُ ِّ، ویحدد الاقترا َّ    موقع الجسم s(t) = 6 cost:  نُ

  :لاحق ِّعند أي زمن        
ِّجد اقترانا یمثل سرعة الجسم، واقترانا آخر یمثل تسارعھ عند أي لحظة) 1    ُ َ ُِّ ًِّ   .صِف حركة الجسم) 2             .ً
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  أسئلة الوزارة على الدرس الأول

  
  
  
  
  


