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  من خلال التحلیل إلى العوامل والاختصار) 2                                   
  

  خلال المتطابقات المثلثیة من ) 3                                   
 

  طریقة التكامل بالتعویض) 4                                   
  

  طریقة الكسور الجزئیة ) 5                                   
  

  طریقة التكامل بالأجزاء) 6                                   
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  

  :ھناك عدة مفاھیم في الدرس الأول ، نستعرضھا كما یأتي *** 
  

ِّصیغ تكاملات اقترانات أسیة  :الأول المفھوم )1  ُ  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

0 1e 0 1e 

1lne 

0ln1
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  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

3
31)

3

x
x ee dx c 
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31)
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x ee dx c 

4 5
4 52) 6 6 

5

x
x ee dx c


  


4 5

4 52) 6 6 
5

x
x ee dx c


  


2

2 33) 3
2ln 3

x
xdx c 

2
2 33) 3

2ln 3

x
xdx c 

1 12 2 2 2 2
00
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  املات اقترانات مثلثیة صیغ تك:المفھوم الثاني ) 2
  
  
  
  
  
  

                                               
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  )tanx(مشتقتھ ) ً حالیا (لعدم وجود مقدار  )tanx(لا یوجد قاعدة مباشرة لتكامل  : ملاحظة 

  
           لذلك                                                        ،

          
                                      

  ویجب عدم الخلط بینھا وبین        
  

  
  

   :تذكر
  
  
  

  ) + sinxعدد ثابت: (؟ ، والجواب ) cosx(ما ھو المقدار الذي مشتقتھ : یعني :                            أو 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

cos  x dx

1) 4cos  4sin

cos(5 1) 32) 3sin(5x 1) 3 cos(5 1)
5 5

x dx x c

xdx c x c

 

  
     




2 2 2 23) (sec 4 6 7) 2 3 7x xx x e dx tanx x e x c       


4

4

3
3

4) sec tan  sec sec sec 2 2
4 3

x x dx x







 
    

د) ا بع tanx(فیم   =  dx د) ا بع cotx(فیم   =  dx
2sec   x dx tanx c 
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1
2 22

0

1) (3 6 ) ... 3 2   xx e dx e   1

0

1 1

ln 2
2) (4 x 2 5) ...  3 x dx   

4

2

23) sin( x)  
2

 ... dx





   

 واجب

4
2

3

...14) sec 3 x  dx
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  المتطابقات المثلثیة والتكامل : المفھوم الثالث) 3
  

ِاقترانات مثلثیة لا یمكن إیجادھناك ھناك       ِاقترانات مثلثیة لا یمكن إیجادُ   ِّاقترانات الجیب، وجیب التمام، والظل،ِّاقترانات الجیب، وجیب التمام، والظل،: : مباشرة، مثلمباشرة، مثل  ھاھا تكامل تكاملُ
ٍّالمرفوعة إلى أسٍُّالمرفوعة إلى أس  ِّ وظل التمامِّ وظل التمام         اقتراني جیب، اقتراني جیب، الاقترانات المثلثیة التي تكون في صورة حاصل ضرب الاقترانات المثلثیة التي تكون في صورة حاصل ضرب   ، أو، أو) ) زوجيزوجي ( (ُ
  .. من الاقترانات المثلثیة من الاقترانات المثلثیةھاھاأو اقتران جیب مضروب في اقتران جیب تمام، وغیرأو اقتران جیب مضروب في اقتران جیب تمام، وغیر  اقتراني جیب تمام،اقتراني جیب تمام،  أوأو      

  .. ، وأحیانا نضرب في المرافق  ، وأحیانا نضرب في المرافق  المناسبة المناسبةالمثلثیةالمثلثیة  المتطابقاتالمتطابقات        لذلك نستخدم         لذلك نستخدم 
َتبسیط المكامل::والھدف دائماوالھدف دائما َتبسیط المكاملُ   القسمةالقسمة أو  أو الضربالضربجاد تكامل جاد تكامل لإیلإی  د قاعدةد قاعدةوووجوجلعدم لعدم   إلى حدود جبریة منفصلةإلى حدود جبریة منفصلة  ُ

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
  
   

                                  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  
  
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

2 2 1sin (11 1 cos 2 ) 
2

) sin 4  (1 cos 8x)                 :
2

1 1                       = ( sin 8 )
2 8

x xx dx dx

x x c

  

 

 

2 2 1cos (12 1 cos 2 ) 
2

) cos 3  (1 cos 6 x)                 :
2

1 1                       = ( sin 6 )
2 6

x xx dx dx

x x c

  

 

 

13) sin 2  cos 3  (sin( x) sin(5x))        
2

1 cos(

1sin  cos (sin( ) sin( ))

) cos 5 1 1       

2

                = ( ) (cosx cos5 )
2 1 5 2 5

x x dx dx

x x

a b a b

c x c

a b

  

  
    



   

 

2 2

2

2

cos2 cos x sin x
         1 2sin x
         2cos x 1

x  
 
 

2 1

2
sin (1 cos 2 )x x 2 1

2
sin (1 cos 2 )x x  2 1

2
cos (1 cos 2 )x x 2 1

2
cos (1 cos 2 )x x 

 أھم المتطابقات

sin2 2sin  cosx x x

   



  

 





1sin  sin (cos

1sin  c

( ) cos( ))

os (sin( ) sin( ))

1cos  cos (cos( ) cos( ))

2

2

2

a

a

a b a

b a b

b a b a

b a b

b

a b

   



  

 





1sin  sin (cos

1sin  c

( ) cos( ))

os (sin( ) sin( ))

1cos  cos (cos( ) cos( ))

2

2

2

a

a

a b a

b a b

b a b a

b a b

b

a b

2 14) sinx  cosx  sinx  cosx   2sinx  cosx dx
2 2

1 1 1                                  sin 2x dx = ( cos 2 )      :
2 2

 s
2

in 2 2sin  cos

dx dx

xc x xx
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2 2

2
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1 1 1 sin 1 sin 1 sin7)    dx=
1 sin 1 sin 1 sin 1 sin cos

1 sin                         ( ) (sec tan  sec )
cos cos  cos

                         tan sec

x x xdx dx dx
x x x x x

x dx x x x dx
x x x

x x c

  
  

   

   

  

   

 

2 2 28) (sin cos )  (sin 2sin  cos cos ) 

1                                    (1 sin 2 )dx =x+ ( cos 2x) c
2

x x dx x x x x dx

x

   

   

 



4 4 2 2 2 29) (sin cos ) (sin cos )(sin cos )

1                                   ( cos 2 )(1)dx sin 2
2

x x dx x x x dx

x x c

   

    

 



4 2 2

2

1 110) sin  (sin )(sin ) (1 cos 2 ) (1 cos 2 )
2 2

1 1 1   (1 2cos 2 cos 2 )dx  (1 2cos 2 (1 cos 4 ))dx
4 4 2
1 1 1   ( sin 2 (x sin 4 )) c
4 2 4

x dx x x dx x x dx

x x x x

x x x

    

      

    

  

 

2 2 22 16) (sin x cos x) cos 2  sin2x+c     cos2 cos x si: n x
2

xdx x dx 
     

       2 22 215) tan 4  (sec 4 1) ta tan n4   ec: 
4

1 sx dx x dx x xx c x
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   اقتران لوغاریتمي طبیعيتكاملات ینتج منھا: المفھوم الرابع) 4
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ًإذا كان البسط مشتقة للمقام ، فإن تكامل الكسر یساوي اللوغاریتم الطبیعي للمقام مضافا إلیة ثابت : باختصار 
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sin sin 1 sin5) tan     ln cos
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ِّتكاملات الاقترانات المتشعبة :المفھوم الخامس) 5    ُ 
 
 
  
  
1(  
  
  
  
  
  
  
  
2(  
  
  
  
  
  
  
  
  

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
  
  

 
 
 
 
 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

5 4 ,   3

2 ,   3
0

 f(x)dx  د =f(x) , فج ان    إذا ك
x

x x



 {


5 3 5
3 52

30
0 0 3

( ) 2  4 4 9 0 20 12 17f x dx x dx dx x x          
4

2

2 f(x)dx  د =f(x) , فج ان  2 إذا ك 3x x


 
2 2 3 0 (x 3)(x 1) 0 x 3  ,  x 1x x          

4 1 3 4
2 2 2

2 2 1 3

( ) ( 2 3) (3 2 ) ( 2 3) f x dx x x dx x x dx x x dx


  

           
1 3 4

3 2 2 3 3 2

2 1 3

1 1 1 46( 3 ) (3 ) ( 3 )
3 3 3 3
x x x x x x x x x



 

               

 واجب
3

1

4  ,   2

2 1,   2

واب :  28=12+10 (الج

 1) f(x)dx  د =f(x) , فج ان    إذا ك

      ( 

x x

x x




  {
4

0

.. 2) 2 3  dx=.
17
2

x 
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  َّالشرط الأولي: تطبیقات التكامل: المفھوم السادس ) 6
  

ِّالشرط الأولي ھو نقطة تحقق الاقتران الأصلي    ُ ِ، ویمكن بتعویضھا إیجاد قیمة َّ   ،Cثابت  الُ
ِّإیجاد الاقتران الأصلي الوحید الذي یحقق شرط المسألة بالتالي و   ُ.   
  
  

  )1،1(ً علما بأن منحناه یمر بالنقطة f)x(، فجد قاعدة الاقتران )                                      1مثال 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  )2-،1(  بأن منحناه یمر بالنقطة ً علماyھو       ، فجد قاعدة الاقتران y إذا كان میل المماس لمنحنى الاقتران ) 2
  
  میل المماس یعني المشتقة الأولى   
  
  
  
  
  
  
  
  
  
3(  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

'( ) 4 - ت 3 f إذا كان x x

2

2

'( ) 4 - 3 '( ) dx= (4 - 3)  

( ) 2 3
(1,1) : 2 3 1 2

( ) 2 3 2

f x x f x x dx

f x x x c
c c

f x x x

 

   
     

   

 

2

6
x

2 2
2

1

1

6'( ) 6 '( ) dx= 6   

( ) 6
6( 2,1) : 6( 2) 1 1 2
2

6( ) 2

f x x f x x dx
x

f x x c

c c c

f x
x
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  ثانیة) t(سنتیمترا بعد ) y(    یتم ضخ الھواء داخل بالون كروي الشكل ، فیصبح نصف قطره 
  

  سنتیمترا  ، ) 20(یساوي  ثوان من بدء النفخ) 4(      ، وكان نصف قطر البالون بعد     إذا كان              
  )t(بدلالة) y( فجد قاعدة                                   

 واجب

2
32dy t

dt
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  الحركة في مسار مستقیم: تطبیقات التكامل: المفھوم السابع ) 7
  
     

  َّ، فإن الإزاحة على الفترة الزمنیة tعند الزمن   موقع جسمs(t(  فإذا كان ،ُّالتغیر في موقع الجسم : ھيزاحة الإ
             ]t1, t2 [ھي) :s(t2) – s(t1ًموجبة، أو سالبة، أو صفرا،   ، وقد تكون قیمتھا ً   .اتجاه حركة الجسمحسب ً

  
  . أو تساوي الصفر الاتجاه، وقیمتھا أكبر من الجسم بصرف النظر عن ھالمسار الذي یقطع المسافة ھي طول : ملاحظة

  
  
  
  
  
  

  الزمنیة الجزئیة  ّأما إذا كان المطلوب إیجاد المسافة الكلیة التي قطعھا جسم خلال فترة زمنیة فیجب تحدید الفترات     
   الفترات الزمنیة الجزئیة التي تكون  د، وتحدی)َّیتحرك الجسم إلى الجھة السالبة(السرعة سالبة التي تكون عندھا   
  | v(t(|تكامل اقتران السرعة = المسافة :الحالتین وفي. ) َّیتحرك الجسم إلى الجھة الموجبة(السرعة موجبةعندھا   
  
  
  
  
  
  
  

    

ْتحرك جسیم في مسار مستقیم، وتعطى سرعتھ المتجھة بالاقترانی: مثال  َ ُ َّ :v(t) = 2sin t ،      
  من نقطة الأصل حركًثانیة علما أنھ ت)   (   جد موقع الجسم بعد  )1        

  
  
  
  
  
  
  

ْجسیم في جد إزاحة ال) 2        َ   :الفترة ُ
  
  
  
  
  
  

ْجسیم في الجد المسافة الكلیة التي قطعھا ) 3       َ               الفترةُ
  

                     
  
  
  
  

4


1

1 1

( ) ( ) 2sin  2cos

(0) 0 2cos 0 0 2

( ) 2cos 2 ( ) 2cos( ) 2 2 2
4 4

s t v t dt t dt t c

s c c

s t t s  

    

      

         

 

 0,3



2

1

2 1

3
3

0
0

( ) ( ) ( ) dt

(3 ) (0) 2sin  dt= 2cos 2(cos 3 cos0) 4

t

t

s t s t v t

s s t t


 

 

       




 0,2

2 2

0 0

2

0

( )  dt= 2sin  dt+ ( 2sin ) 

                = 2cos 2cos 4 2 6

v t t t dt

t t

  



 





    

  
2sint 0

0  ,     ,   2t t t 
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ْتحرك جسیم في مسار مستقیم، وتعطى سرعتھ المتجھة بالاقتران ی) 1 َ ُ َّ :                                       
   

  ثوان) 5(، فجد موقع الجسم بعد  ) m  e2(     إذا كانت إزاحة الجسیم بعد ثانیة واحدة تساوي 
  
ْتحرك جسیم في مسار مستقیم، وی) 2 َ ُ                                        a(t)=12t – 6  :علاقة  بال رعھاستعطى یَّ
  

  ، ) m 7(  ، وإزاحتھ بعد ثانیة واحدة تساوي  m /sec 3     إذا كانت السرعة الابتدائیة للجسیم تساوي 
  

  ثوان) 3(موقع الجسم بعد  ) سرعة الجسم بعد ثانیتین                    ب)    فجد أ
  
  
  

 واجب

1 2( ) tv t
t

e  
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   احةالمس: تطبیقات التكامل : المفھوم الثامن) 8
  

 تساوي x= b, x= a والمستقیمین )x( والمحورfمساحة المنطقة المحصورة بین منحنى الاقتران 
         وإذا كانت المنطقة تحت محور السینات تكون المساحة معكوس ناتج التكامل     

   

  )x( ، والمحورf(x) = x3 - x: احة المنطقة المحصورة بین منحنى الاقترانجد مس: مثال
  وجزء تحتھ لذلك نجزئ التكامل ) x(جزء من المنحنى فوق المحور :الحل

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
  
  
  
  

( ) 
b

a

f x dx

0 1
3 3

1 0

0 1
4 4

1 0

( ) ( ( ) )

1 1 1 1 1 1 1 1 1   ( ) ( )    ((0) ( )) (( ) (0))
4 2 4 2 4 2 4 2 2

A x x dx x x dx

x x







    

              

 

 واجب

  في الفترة) x(  والمحور                                    أثبت أن مساحة المنطقة المحصورة بین منحنى 
  

 في نفس الفترة)  x( منحنى                                      والمحور تساوي مثلي المساحة المحصورة بین

2 2( ) cos sin xf x x 0 ,  
4
 

  

( ) sin  cosg x x x
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  من كتاب التمارین
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31  )078 531 88 77 ( عبدالقادر الحسنات  الأستاذ   2024 / 2023    ثانویة للبنین الالبقعةمدرسة  / 2 ف –  علمي /ریاضیات
   2 ف2023وزارة علمي 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

    تكمیلي 2 ف0232وزارة علمي 
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   2 ف2023صناعي وزارة 
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   2 تكمیلي ف2023صناعي وزارة 
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  تمارین على الدرس الأول

   :السؤال الأول
  
   

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
  
  

  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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 (10 )              4, 1( الذي یمر بالنقطة f(x)ُإذا كان                      یمثل میل المماس لمنحنى الاقتران 
  

  :           ھي f(x)فإن قاعدة الاقتران 
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  :ثانیة یساوي(     )    فإن موقع الجسم بعد 
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  إجابات الدوائر 

  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

   )نصیحة  (  : مھمةملاحظة
  ًخصوصا في الأسئلة الموضوعیة طریقة تحویل المقدار من شكل إلى آخر وفھم  قوانین اللوغاریتماتیجب حفظ 

  
  

  
 
  
 
  
  

  
  
  

  
  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  

  : جد قیمة التكاملات الآتیة  : السؤال الثاني
  
  
  
  
  
  

         ، فجد قیمة   f(0)= 1إذا كانت                                    ، وكان  : لثالسؤال الثا
  
  

  ث /    سنتیمترا مربعا ذا كان معدل تغیر مساحة صفیحة غیر منتظمة یعطى بالعلاقة                  إ : رابعالسؤال ال
  

         ثوان) 5(، جد مساحة سطحھا بعد ) t=0(عندما ) cm2 80(ت مساحة الصفیحة تساوي وكان                   
  
  

  الاقتران                          ،ً معتمدا الشكل المجاور والذي یمثل منحنى  :خامسالسؤال ال
  

  )x( والمحور f(x)ورة بین منحنى الاقتران صالمنطقة المح مساحة تإذا كان     
  

  )a(ت وحدة مربعة ، فجد قیمة الثاب) 0.5(  تساوي ]a , 0 [    في الفترة  
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َعن اقتران مشتقتھ تعطي الاقتران المكاملالطریقة المباشرة من خلال البحث ) 1:ھناك عدة طرق للتكامل، منھا ُ.  
  

  من خلال التحلیل إلى العوامل والاختصار) 2                                   
  

  ة من خلال المتطابقات المثلثی) 3                                   
 
  

  طریقة التكامل بالتعویض) 4                                   
  

   طریقة الكسور الجزئیة) 5                                   
  

  جزاءطریقة التكامل بالأ) 6                                   
  
  
  
  

  
ِّمتغیرَّتتضمن استعمال على أساس طریقة التكامل بالتعویض     تقوم  ِّجدید بدلا من متغیر التكامل ُ ُ  . ) uغالبا ما نختار (ً

ِّیكون التكامل الجدید كلھ بدلالة المتغیر ْ یجب أنھاعند   .) dxحتى  (الجدید ُ
  :وھناك خطوات أساسیة لھذه العملیة وھي

  

  ثلثي أو القوة في الأسيًوھي غالبا ما تكون المقدار داخل الجذر ، أو الزاویة في الاقتران الم) : u(نحدد ) 1   
  

  )du(و ) u(بدلالة ) dx(، ثم نجد ) u(نشتق ) 2   
  

َالمكامل نكتب )3      )x(الجدید في أبسط صورة بعد حذف المقادیر المحتویة على  ُ
  

  )u(نجد التكامل الجدید بدلالة ) 4   
  

  )x(التي فرضناھا لیصبح المقدار بدلالة ) u(نعید قیمة ) 5   
  

   وكیف نختارھا دون غیرھا ؟متى نستخدم طریقة التعویض ؟: ھم والسؤال الأ
  

  ھناك مسائل یمكن حلھا بأكثر من طریقة ، فتكون طریقة التعویض خیارا  : الجواب
   )وربما نبدأ بھا (، أحدھا التعویض معا استخدام أكثر من طریقةحلھا یتضمن            وھناك مسائل 

  ًة ، یمكن اعتمادھا ، مثلاثابت) شبھ(   ولكن ھناك قواعد 
                        )              (                                عند وجود مقدار ومشتقتھ في المسألة نستخدم التعویض

  

  )u(                             عند وجود اقتران مثلثي زاویتھ غیر خطیة ، نبدأ بالتعویض بفرض الزاویة 
    

  ... وھكذا تعویضال نستخدم...واشتقاقھا یؤدي إلى تخفیض قوة المقدار ) u(                 إذا كان فرض         
  

  ُفي معظم الحالات ، یمكن تجربة التعویض وملاحظ إن كان یؤدي إلى تعقید المسألة أم تسھیلھالكن ،                  و
  

َالمكاملإذا كان     لا نستخدم التعویض ...)                         مثلثي و أسي( النوع یتكون من مقدارین مختلفین في ُ
  

  : وھناك عدة حالات للتكامل بالتعویض ، نستعرض معظمھا فیما یأتي 
cos  

x
e x dx

sin
cos  

x
e x dx
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َجودة بصورة مباشرة في المكامل مو موuuمشتقة مشتقة عندما تكون عندما تكون ) ) 11 َجودة بصورة مباشرة في المكاملُ ُ: :   
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َعن اقتران مشتقتھ تعطي الاقتران المكاملالطریقة المباشرة من خلال البحث ) 1:ھناك عدة طرق للتكامل، منھا ُ.  
  

  من خلال التحلیل إلى العوامل والاختصار) 2                                   
  

  یة من خلال المتطابقات المثلث) 3                                   
 

  طریقة التكامل بالتعویض) 4                                   
  

   طریقة الكسور الجزئیة) 5                                   
  

  جزاءطریقة التكامل بالأ) 6                                   
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َّعوامل المقام كثیرات حدود خطیة، أحدھا مكرر) 2 ُ.  
  

  :عند وجود جذر مكرر ، نكتب یھذه الطریقة :ملاحظة 
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26  )078 531 88 77 (  عبدالقادر الحسنات الأستاذ  2023 / 4202 الثانویة للبنین   البقعةمدرسة /    2 ف – علمي  /  ریاضیات
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



27  )078 531 88 77 (  عبدالقادر الحسنات الأستاذ  2023 / 4202 الثانویة للبنین   البقعةمدرسة /    2 ف – علمي  /  ریاضیات
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



28  )078 531 88 77 (  عبدالقادر الحسنات الأستاذ  2023 / 4202 الثانویة للبنین   البقعةمدرسة /    2 ف – علمي  /  ریاضیات
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



29  )078 531 88 77 (  عبدالقادر الحسنات الأستاذ  2023 / 4202 الثانویة للبنین   البقعةمدرسة /    2 ف – علمي  /  ریاضیات
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 
 
 
 
 
 
 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 
 

                                                                                                                                           
  
  
  
  
  
  
  
  



30  )078 531 88 77 (  عبدالقادر الحسنات الأستاذ  2023 / 4202 الثانویة للبنین   البقعةمدرسة /    2 ف – علمي  /  ریاضیات
  أسئلة الوزارة

  
  2023علمي 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  2023صناعي 
  
  
  
  

   تكمیلي2023علمي 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

   تكمیلي2023صناعي 
 
 
 
 
  
 



31  )078 531 88 77 (  عبدالقادر الحسنات الأستاذ  2023 / 4202 الثانویة للبنین   البقعةمدرسة /    2 ف – علمي  /  ریاضیات
 تمارین إضافیة

  
  

 :قیمة                      ھي ) 1
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 
 :قیمة                        ھي ) 2
 

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 

 :قیمة                          ھي ) 3
  
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

  :قیمة                          ھي ) 4
 
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  
 :قیمة                      ھي ) 5
 

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

  :قیمة                         ھي ) 6
 
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

  :قیمة                                 ھي ) 7
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
8(  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  
9(  
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  التكامل طرائق خلاصة
  :ھناك عدة طرق للتكامل، منھاكما لاحظنا 

َ المكاملساوي مشتقتھ تعن اقتران من خلال البحث الطریقة المباشرة) 1                                    ُ  
  

  من خلال التحلیل إلى العوامل والاختصار) 2                                   
  

  من خلال المتطابقات المثلثیة ) 3                                   
 

  طریقة التكامل بالتعویض) 4                                   
  

  طریقة الكسور الجزئیة ) 5                                   
  

  طریقة التكامل بالأجزاء) 6                                   
  
  أي طریقة أستعمل ؟؟؟ أو بأیھا أبدأ ؟ :التحدي الأبرز الذي یواجھ الطالب ھو و           
  

   فكل مسألة لھا ظروفھا ،  والحقیقة أنھ لا توجد قاعدة ثابتة لتحدید طریقة الحل أو البدایة ،      
   الطالبومن المھم أن یحل،  ولكن ھناك إرشادات قد تساعد الطالب على اختیار الطریقة المناسبة       

  لیمتلك الخبرة التي تساعده على اختیار الطریقة الصحیحة وعدم إضاعة الوقت في البحث  الكثیر من المسائل      
       

   :ومن ھذه الإرشادات        
  

  ، أو قوة غیر خطیة في اقتران أسي ، أو جذور مختلفةغیر خطیة في الاقترانات المثلثیة إذا كانت الزاویة ) 1   
  على الأغلب ) uغیر الخطي (نبدأ بالتعویض بفرض :   أو ما بداخل اللوغاریتم غیر خطي      

         ثم نلاحظ الناتج ونكمل بناءا على ذلك ، مثلا 
  
  

  
  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  

  عند وجود مقدارین أحدھما مشتقة للآخر نستخدم التعویض ) 2   
  
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

   طریقة الأجزاءمشتقة للآخر نستخدم لیس عند وجود مقدارین أحدھما ) 3   
  
  

  
  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  

   كسري درجة بسطھ أكبر من أو تساوي درجة مقامھ نبدأ بالقسمة الخوارزمیة قم ملاحظ الناتجعند وجود مقدار) 4   
  
  
  

  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

    فقط   بقوى زوجیة نستخدم المكتطابقاتcosx أو  sinxعند وجود ) 5   
  
  
  

1 3 2 2 3  ,   ,  sin( )  ,  tan ( )  , (cos ) ,   
1 1

x x xe dx e dx x dx dx Ln x dx dx
x x



      

2 3 2 tan2 2 3   ,  sec (2 )  ,  sin  (1 cos )   ,  1 x xx e dx x e dx x Ln x dx x x dx     

   ,  sin   ,  (5 4)   , sin  cos   xx e dx x x dx Ln x dx x x dx   

2 2 3

2 2 2
4 2 1 1   ,      ,    
9 2 2 3

x x x x xdx dx dx
x x x x x

    
      

4 4 2 4 2 4 6(sin cos )  ,  sin  cos  ,  (sin cos )  , sin  cos  x x dx x xdx x x dx x x dx    
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  ُ كما أن ھناك مسائل تحل بأكثر من طریقة وقد تجد مسألة واحدة تجتمع فیھا أكثر من طریقة 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

                                        
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  )c(المقدار في الثابت یعود لوجود جزء من ) الثانیة أو الثالثة(و ) الأولى(والاختلاف بین الإجابتین    
  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  

  ھناك أیضا 
  :مسائل نستعمل فیھ أكثر من طریقة 

 1) 
  تعویض ثم أجزاء) 1
  
  
  
  
  
  
  
  

 2) 
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  من فھمك للمادةحاول أن تحلھا للتأكد  ... )مع جوابھا النھائي( من التكاملات المھمةمجموعة فیما یأتي       و
   والھدف الأساسي من ذلك ھو زیادة الخبرة والقدرة على تحدید الطریقة المناسبة لحل كل مسألة 

  
1) 

  
  

  
2) 

  
  
  

3) 
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11) 

  
  
  

  
12) 

  
  
  

13) 
                                               

  
 

14) 
  
  
  

15) 
  
  
  

  
16) 

  
 
  
  

17) 
                                               

  
 

18) 
  
  
 

19) 
  
  
  

  
20) 

  
  
  

 
                                               

 

sin 2  ... . ... sec tan
2cos sin 2

x dx x x x c
x x

  


2  ... . ... cot 2 csc2
1 cos 2

dx x x c
x

 


2 4sin 2  cos   ... . ... cosx x dx x c 

2
1

2
2 4  ... . ... 2 2 2( 2)

( 2)
x x dx Ln x Ln x x c
x x

 
    



2
6  ... . ... 2 3 2 3

9

x
x x

x dx Ln Ln ce e e
e

   


2
2

4
4

32 2sin 2  cos   ... . ... cos        
3 6

x x dx x







 

cos3  ... . ... sin 2
cos  

x dx x x c
x

 

2 2
1 1sin  ... . ... s cosinx x xx dx x x ce e e 

2 2
3

11

(1) 1  ,   (2) 4  3 '( ) ( ) ?... . ... 2 ( ( )) 14f f f x f x dx f x     

2

2

( 9) 

            ... . ... 9 2 3 3 3

Ln x dx

xLn x x Ln Ln cx x



     



