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ِیمكن تحدید موقع نقطة في الفضاء بإضافة محور    y ر والمحوxٍّثالث عمودي إلى كل من المحور  ُ

ّیسمى المحور      ُzعندئذ یحدد الثلاثي المرتب ،َّ ُ ُِّ ٍ ) x , y , z   (موقع النقطة في الفضاء.  
  

   .yzوالمستوى  xz،والمستوى ،xyالمستوى :  ثلاثة مستویات،ھيzینتج من إضافة المحور 
ِّ وتقسم ھذه المستویات  ُ أقسام، یسمى كل منھا الثمن8الفضاء إلى  ُ ّ ُُّ ٌّ )octant(  

  
  

  الإحداثیات ثلاثي الأبعاد،  في نظامP(a, b, c( لتحدید موقع النقطة 
ِّ أعین النقطة    ُ)a, b ( في المستوىxy ،أولا ً َّ  
  ، zة المحور أو إلى الأسفل بموازا َّثم أتحرك إلى الأعلى   
   وإشارتھzالإحداثي  ًتبعا لقیمة   

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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  المسافة بین نقطتین، وإحداثیات نقطة المنتصف في الفضاء
  
  
  
  

                                               
  
  
  
  
  
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
 
  
  
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
  
  
  
  
  
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
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M
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 







 واجب



3 .      )078 531 88 77 ( عبدالقادر الحسنات  الأستاذ  2024 / 2023   الثانویة للبنینالبقعةمدرسة  / 2  ف –  علمي /ریاضیات
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



4 .      )078 531 88 77 ( عبدالقادر الحسنات  الأستاذ  2024 / 2023   الثانویة للبنینالبقعةمدرسة  / 2  ف –  علمي /ریاضیات
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



5 .      )078 531 88 77 ( عبدالقادر الحسنات  الأستاذ  2024 / 2023   الثانویة للبنینالبقعةمدرسة  / 2  ف –  علمي /ریاضیات
  

  المتجھات في الفضاء 
  

  ،) B(x2 , y2, z2(  ، ونقطة نھایتھx1, y1, z1)A(الذي نقطة بدایتھ   vالمتجھ 
َّ یمثل في الفضاء بسھم، بدایتھ       ُ  A  ونھایتھ ،B   

  

َویرمز         و الرمز   ، أ         إلیھ بالرمز ُ
  
ِیمكن كتابة المتجھ بالصورة الإحداثیة عن طریق طرح إحداثیات نقطة البدایة و ُ  

  :نقطة النھایة كما یأتي من إحداثیات    
  
  
  

ّتسمى   :ملاحظة ُv1, v2, v3المتجھ   إحداثیاتv، ٌّویعبر كل ِّ    z أوy أو xبالنسبة إلى المحور  منھا عن مقدار الإزاحة ُ
  
  

  ن لھ اتجاه عنھا بألمتجھ والقطعة المستقیمة بأن لكل منھما بدایة ونھایة ، ولكنھ یختلفیشترك ا: تنبیھ
  
  

  :    یمكن كتابتھ بالصورة الإحداثیة كما یأتي B(5,6, –1)   ونھایتھ A(–2,7,2)المتجھ الذي بدایتھ : ًمثلا 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  جھ  فجد مقدار المتA(–1,4,3) ،   B(2,5, –2)إذا كانت : 1 مثال
  

  :الحل
  

  
  هجد مقدار        بالصورة الإحداثیة ثم المتجھ اكتب  فA(–3 , 0 , 2) ،   B(–1, 4 , –2)إذا كانت : 2مثال 

  
  
  
  
 

 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 
 
 
  
  
 
 
 

 المتجھ          بدلالة نقطة بدایتھ ونھایتھ  المتجھ           في الوضع القیاسي بالصورة الإحداثیة                  

AB
v



2 1 2 1 2 1 1 2 3,y , z , v , vv AB x x y z v     
 

1 2 35 2,6 7, 1 2 7, 1, 3 , v , vv AB v          
 

AB


2 2 2(2 1) (5 4) ( 2 3) 9 1 25 35AB            


AB


1 2 31 3,4 0, 2 2 2,4, 4 , ,AB v v v         


2 2 2(2) (4) ( 4) 4 16 16 36 6AB         


AB


AB

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  :ملاحظة 
  
  
  

  :ًمثلا 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

(4,6, 4)   ,    (7,4, 3)

7 4,4 6, 3 4 3, 2,1

      3 2
 3

      2
 1

A B

AB

i j k
  

  

       

  

 
   
 
 


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  ًّجمع المتجھات وطرحھا وضربھا في عدد حقیقي ھندسیا

  

ً أولا،aرسم المتجھ ن اَّقاعدة المثلث، فإن ًّ ھندسیا باستعمالb والمتجھ aلجمع المتجھ  َّ  
  ،a بحیث تكون نقطة بدایتھ ھي نقطة نھایة المتجھ  bرسم المتجھ ن ثم      
  المجاور،  كما في الشكلb ونقطة نھایة المتجھ aبین نقطة بدایة المتجھ  صِلنَ ثم     
ِّ الذي یسمى أیضا المحصلة a + b )( فینتج المتجھ      ُ ً ّ ُ.  
  
  
  
  
  
  

  ؛bمعكوس المتجھ   معaجمع المتجھ ن اَّ ، فإن a – bھ لإیجاد َّفإن أما الطرح ،
ِ ثم، یمكن إیجاد ناتج طرح ومن  a – b = a + (– b) :ْ أي          ُ َّ َa – b ھندسیا ًّ  

ِبطریقة مشابھة                   .لعملیة الجمع كما في الشكل المجاور ُ
  

  ،  vالمتجھ  متجھ لھ نفس مقدار  ھوvمعكوس المتجھ  :ملاحظة 
َاتجاه معاكس لھ، ویرمز َّلكنھ یكون في             ُ   –)  (vإلیھ بالرمز  ُِ

 
  

ِیمكن تم   ،v ـٍمواز ل  برسم متجھk في العدد الحقیقي vثیل ضرب المتجھ ُ
َّمرة طول |  k|  وطولھ        َvولھ الاتجاه نفسھ إذا كان ، k > 0،   
  .المجاور  كما في الشكلk < 0 إذا كان v ولھ عكس اتجاه      

  

  ـــــــــــــــــــــــــــــ ــــــــــــــطرح المتجھاتأمثلة على قاعدة المثلث لجمع و ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

  
  
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  فقطb  و a  بدلالة المتجھین   PQًمعتمدا الشكل المجاور ، اكتب المتجھ  : 1 مثال

  
  
  
  
  
  

  ًمعتمدا الشكل المجاور ، اكتب المتجھات الآتیة بدلالة متجھ واحد فقط  : 2مثال 
  
  

  :الحل 
  
  
  
  
  

      2 3

PQ PR RQ

RQ RS SQ

a b PQ a a b a b

 

 

       

  
  

       

)         )) )     b RP PS d RSa PQ QR c QS PS SP PQ   
        

)             

)           

) 

)   

a PQ QR PR

c Q

b RP PS RS

d RS SP PQ RQS PS QP

 

 

 

  

     
 


     
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  ًّجبریاجمع المتجھات وطرحھا وضربھا في عدد حقیقي 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

2 2
31

3,6, 2    ,   8, 3, 4

1)  2 3

2)  5 2

1)  

a b

a b

a b

a b

     

 

 

 

 

 

 
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  تساوي المتجھات
  نفسھا؛ ٍیتساوى متجھان إذا كان لھما الاتجاه والمقدار نفساھما، عندئذ تكون لھما الصورة الإحداثیة

ِ أي إن إحداثیاتھما المتناظرة تكون متساویة       ُ َّْ.  
  
  
 
 
 
 
  

  إذا كان                                                                              وكان : مثال 
  

 x , y , z:       فجد قیم الثوابت 
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 
 
 
 
 
 
 
 

a b
 

3 2 ,6, 2  ,  7, 3, 4b x z a y     
 

3 2 7 2 4 2
3 6 9
2 4 6

x x x
y y
z z

     
   
    
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  متجھا الموقع والإزاحة
  

َیطلق على المتجھ الذي یبدأ بنقطة الأصل، وینتھي ب    A اسم متجھ الموقع للنقطة  A(x1, y1, z1(  النقطةُ
  

َویستعمل الرمز             Aللدلالة على متجھ الموقع للنقطة          ُ
   :ّأما الصورة الإحداثیة لھذا المتجھ فھي       

  
  
  

ِّسمي متجھ الموقع بھذا وقد  ِّالاسم لأنھ یحدد موقع ُ ُ   . الأصل  بالنسبة إلى نقطةAالنقطة  َّ
  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

  متجھ الإزاحة
  

  : وھما B، والنقطة  Aللنقطة  في الشكل المجاور، متجھا الموقع
  

  B إلى النقطة Aمن النقطة  ةمتجھ الإزاح ویسمى المتجھ          
  

  B من متجھ الموقع للنقطة Aناتج طرح متجھ الموقع للنقطة  وھو فعلیا 
َّالمثلث لجمع المتجھات؛ أي إن قاعدة   حسب  ْ:  

  
ِّیمثل             مقدار متجھ الإزاحة  و   عددیة ولیست متجھة، وھي قیمة B والنقطة Aالمسافة بین النقطة ُ
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

OA


1 1 1 1 1 1, , 0,0,0 , ,OA x y z x y z  


OB   و   OA
 

 AB


 AB OB OA 
  

AB

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     v1, v2, v3) ( ھي  ، ونقطة نھایتھ  ھي نقطة الأصلvإذا كانت نقطة بدایة المتجھ 
  

ِكما في الشكل المجاور، فإنھ یمكن التعبیر  ُ   : ذلك بالصورة الإحداثیة  عنَّ
 
 

َیطلق على المتجھ الذي مقدا    ).unit vector( الوحدة  ره وحدة واحدة اسم متجھُ
ُّ وتعد متجھات الوحدة في َ   الاتجاه الموجب للمحاور الإحداثیة الثلاثة أھم متجھات ُ

ّالوحدة، وأكثرھا استخداما؛ لذا تسمى متجھات الوحدة   .الأساسیة ًُ
  
  

  ٍّیشار إلى كل من متجھات الوحدة الأساسیة الثلاثة برمز خاص؛ 
َیرمز إلى متجھ الوحدةإذ         ، i = 〈1 ، 0 ، 0 〈: ، وصورتھ الإحداثیة ھي I الموجب بالرمز xفي اتجاه محور  ُ
َویرمز إلى     j = 〈0 ، 1 ، 0 〈: ، وصورتھ الإحداثیة ھي j الموجب بالرمز yمتجھ الوحدة في اتجاه محور  ُ

َویرمز إلى متجھ الوحدة في اتجاه محور   ُz الموجب بالرمز k 0 ، 1 〈 : صورتھ الإحداثیة ھي، و،  k = 〈 0 
  

ِّیمكن كتابة أي متجھ بدلالة متجھات الوحدة    و ُِ :i, j, kكما ھو مبین في ما یأتي َّ ُ:  
  
  
  
  
  
  
  

 (1                                                             الأساسیةاكتب المتجھات الآتیة بدلالة متجھات الوحدة : مثال 
  
  
  

                                                                                                                                   2) 
  
  
  
  
  
  
  

   :ملاحظة
  
  
  
  
  
  

1 2 3, ,v v v

4, 2,5

4 ( 2) 6 4 2 6

u

u i j k i j k
     

 

       





14 1

2
3 2 ?

4 3

2(4 3 ) 83( 566 12 ) 3

u i j k
u v

v i k

i k i i ji kki j k j k

  

 

          

 

     
  

       


 


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  ِّإیجاد متجھ وحدة في اتجاه أي متجھ
  

  مقدار المتجھ الناتج وحدة واحدة فیصبح،  قسم ذلك المتجھ على مقدارهن : ِّیجاد متجھ وحدة في اتجاه أي متجھلإ
  

 (1                                                                       :جد مجھ وحدة في اتجاه كل متجھ فیما یأتي : مثال 
  

  
  
  
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
 2) 

  
  
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

 3) 
  
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

4) 
  
  
  
  
  

  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  

 5)  
  
  
  
  
  
  
  
  

2 2 2

2 2 2

1 1 4 2 4 2 1 2

92 1 2 4 1 4

6 6 6 6 6 3 3 3

3 3 3 9 9 9 9

: ( 2,3,3), (2,1,7)

4, 2,4 (4) ( 2) (4) 36 6

4, 2,4 , , , ,

( ) ( ) ( ) 1  للتأكѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧد 
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



 





         

     

       



 



2 2 2

1 1 4 13
2 5 2 5 2 5 2 5 2 5

4, 3,1

( 4) ( 3) (1) 16 3 1 20 2 5

4, 3,1 , ,

u

u

u u




 

         

    




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2 2 2

31 1 4 1
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v i j k

v
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  
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       






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31 1 4
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       
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
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4
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
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

 
            
  
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  من كتاب التمارین
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  علمي / 2023من أسئلة الوزارة 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  
  

  تكمیلي علمي/  2023من أسئلة الوزارة 
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  صناعي/  2023من أسئلة الوزارة 
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  تكمیلي صناعي/  2023من أسئلة الوزارة 
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   توازي المتجھات
  
  
  
  

  ، ْأن یكون لھما المقدار نفسھلا یشترط عكسھ، و متجھان لھما الاتجاه نفسھ أو: المتجھان المتوازیان
ًأنھ یمكن كتابة كل منھما في صورة المتجھ الآخر مضروبا في  وھذا یعني           ٍُّ ِ   .عدد حقیقي َّ

  
   ، ھ عاممستقیمتین بوج لإثبات توازي قطعتین*** 

  .القطعتین المستقیمتین متجھین یقعان على ھاتین یكفي إثبات توازي       
  
  

  ،A(4,3,2) ، B(–1,5,3)، C(8, –2,5)  ،  D(–2,2,7)إذا كانت:مثال
ْحدد إن كان كل           :ّمتجھین مما یأتي متوازیین أم لا ِّ

  
  

1) 
  
  
  
  
  
  
  

2)  
  
  
  
  
  
  

  ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

31 2

1 2 3
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        متوازیین بینھما نقطة مشتركة،  ھینَّلإثبات أن ثلاث نقاط في الفضاء تقع على استقامة واحدة، یكفي إثبات وجود متج
  .وتكون النقاط الثلاث ھي نقاط بدایة أو نھایة لھذین المتجھین           
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  المعادلة المتجھة للمستقیم
  

  ، vً ، موازیا المتجھ P0  بالنقطة المعلومةLُّفي الشكل المجاور، یمر المستقیم 
َّ ومن ثم Lالمستقیم  َّ أي نقطة علىPلتكن النقطة و        َ ،  
ِیمكن كتابتھ في صورة ؛ لذاv یوازي المتجھ P0P َّ فإن المتجھ      ُ :P0P = t v ،   

  . عدد حقیقيtحیث      
َّووفقا لقاعدة المثلث لجمع المتجھات، فإن متجھ الموقع ً    یساوي Pللنقطة  َ

َّ ؛ أي إنP0P المتجھ وP0مجموع متجھ الموقع للنقطة     ْ: OP = OP0 + P0P  
  

   r = r0  + t v:َّ ، فإنr0 ھو P0، ومتجھ الموقع للنقطة r ھو Pوإذا كان متجھ الموقع للنقطة 
َیطلق على ھذه الصیغة اسم المعادلة المتجھة للمستقیم  ُ  

  

  
  
  
  
  

  ) 2,6– ,3 (ُّ ، ویمر بالنقطةv =〈– 3،  3 ، 8〈 الذي یوازي المتجھ Lمتجھة للمستقیم المعادلة الجد  : 1مثال 
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  P0 ةالنقط مُتكافئِة تختلف باختلاف َّللمستقیم لھا عِدة صور المعادلة المتجھة*** 
  

  A(4 ، 1 ، –5(  ، و1)B، – 2  ، 7: ( ِّ المار بالنقطتینLجد معادلة متجھة للمستقیم : 2مثال 
  :الحل 

  
  
  

  أو منتصفھماB لنقطةأو ا A النقطة r0یُمكن أن تكون 
  كذلك الاتجاه لھ عدة احتمالات 
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  المستقیمات المتوازیة والمتقاطعة والمتخالفة
  

  .یكون المستقیمان في المستوى الإحداثي متوازیین، أو متقاطعین
ْأما في الفضاء فتوجد حالة ثالثة، ھي أن یكون المستقیمان   ؛ )skew( متخالفین  ّ

  . في الشكل المجاورL2 ، و L1: المستقیمین یر متقاطعین ، مثلْ أي غیر متوازیین، وغ
  

ٍّإذا علمت معادلتا مستقیمین في الفضاء، فیمكن الجزم بتوازیھما إذا كان اتجاه كل منھما ِ ُِ   ًموازیا للآخر؛  ُ
َّأي إن أحدھما ینتج من ضرب الآخر في عدد حقیقي    ْ.  
  
  
  
  
  
  

ِیمكن الحكم على تقاطع المستقیمین ُ :  
  

ِّ الناتجة لإیجاد قیمة كل من المتغیر ةثلاِّ في معادلتیھما، وحل المعادلات الثrالموقع   بمساواة متجھي   ُ ٍّt  ِّوالمتغیر ُu .
ِّفإذا تحققت المعادلات الثلاث لقیمتي ھذین المتغیرین، كان المستقیمان ُ   . متقاطعین َّ

  .َّ فإنھما یكونان متخالفین، وإذا كان المستقیمان غیر متوازیین وغیر متقاطعین 
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  من كتاب التمارین
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  علمي  / 2023من أسئلة الوزارة 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  علمي تكمیلي / 2023من أسئلة الوزارة 
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  ثم نجمع ) z(لكل منھما ، ثم ) y(للمتجھ الثاني ، ثم الإحداثي ) x(للمتجھ الأول في الإحداثي ) x(نضرب الإحداثي 
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     

      

         

 

 

1 2 1 2

1 2

3 1
3     ,     0 . ?
5  2

.  (3)( 1) (3)(0) (5)(2) 3 0 10 7

r r r r

r r

   
         
   
   

        

   

 

2 , 3,   ,   1, 6, 4   ,  . 2 ?

    . (2 )(1) ( 3)( 6) ( )( 4) 2 18 4 2
2 18 2 2 16 8

v a a u v u a

v u a a a a
a a a

       

         
       

   

 
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  الزاویة بین متجھین في الفضاءقیاس 
  

َلإیجاد قیاس الزاویة بین متجھین، فإنھا ترسم بحیث یكون ُ   للمتجھین نقطة البدایة نفسھا َّ
  

ِویمكن عن طریق الضرب القیاسي إیجاد قیاس الزاویة  ُθغیر الصفریین  بین المتجھین :v و ،w   
   v ∙ w = | v | | w | cos θ: في الفضاء، وذلك باستعمال العلاقة    
    
  
  
  
  
  
  
  
  

  ) 1مثال 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  ) 2مثال 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

2 2 2

2 2 2

1 1 1

3, 1,2   ,   1, 2, 4 ?

(3) ( 1) (2) 14

(1) ( 2) ( 4) 21

    . (3)(1) ( 1)( 2) (2)( 4) 3 2 8 3

. 3 3cos cos ( ) cos ( ) 100.1
14 21 14 21

( )

v u

v

w

v u

v w
v w



   

      

    

     

          

 
   

 





 

 
 
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  لزاویة بین مستقیمین في الفضاءا
  

ُّاتجاه المستقیم في الفضاء یحدده أي متجھ یوازیھ    ِ؛ لذا یمكن ُِّ إیجاد قیاس الزاویة بین مستقیمین في الفضاء عن  ُ
   .الضرب القیاسي للمتجھات طریق إیجاد الزاویة بین اتجاھیھما باستعمال

  
ِوكذلك یمكن إیجاد الزاویة بین المستقیم        .  ین في الفضاء حتى لو كانا متخالفینُ

   متخالفان، المجاورفي الشكل  mوالمستقیم  lفالمستقیم  
ِ ولكن یمكن إیجاد الزاویة بینھما عن طریق إیجاد ُ    الزاویة بین ْ

ُّ الذي یعد إزاحة للمستقیم m'  واتجاه المستقیم lاتجاه المستقیم   َ ُ.  
  
  

ِمتعامدین، إذا تقاطع مستقیمان غیر ِومتقابلتان بالرأس، َّتقاطعھما زاویتان حادتان َّ فإنھ ینتج منُ ُ  
ِوزاویتان منفرجتان ِومتقابلتان بالرأس ُ ِویمكن إیجاد قیاس .ُ ِبطرح الزاویة المنفرجة َّالزاویة الحادة بینھما ُ   180 من ُ

  
  :جد قیاس الزاویة الحادة بین المستقیمین ) 1مثال 

  
1) 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
2) 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

1 2

1

3,3,5 4,3, 1   , 6, 3,4 2,2, 3

 نحѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧدد اتجѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧاه كѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧل مسѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧتقیم

 ثѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧم نجѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧد مقѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧدار كѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧل متجѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧھ والضѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧرب القیاسѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧѧي

  4,3, 1 16 9 1 26

  2,2, 3 4 4 9 17

 . ( 4)(2) (3)(2) ( 1)( 3) 1

. cos (

r t r u

v v

w w

v w

v w
v

 

       

       

      

      

 

 

 

 

 
 
 1 11cos ( ) cos (0.467) 62

26 17
)

w
  

1 2

1 1

3 3 1  2
3  4   ,    0 3   
5  2  2   3

  3,4,2 9 16 4 29

  2, 3,3 4 9 9 22

 . ( 3)(2) (4)( 3) (2)(3) 12

. 1cos cos (( )

r t r u

v v

w w

v w

v w
v w

  

        
                  
       
       

      

      

      


  

 

 

 

 
 
  12 ) cos ( 0.475) 118.4

29 22

        180 118.4 61.6

  

   



  
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  مال المتجھاتإیجاد مساحة المثلث باستع
 

ِإذا علمت إحداثیات رؤوس مثلث في الفضاء، فیمك ُ  .في إیجاد مساحتھ  استعمال الضرب القیاسي للمتجھاتنُْ
ِّمتجھین یمثلان ضلعین في المثلث، لھما نقطة البدایة نفسھا، َّولاِّحدد أن ُ  

  باستعمال صیغة مقدار المتجھ،الضلعین  جد طولي ھذینن ثم 
  ویة بینھما، جد قیاس الزان ثم 

  
ِعندئذ یمكن    :عن طریق القانون مساحة المثلث   إیجادٍُ

  
ًأي ضلعین فیھ مضروبا في جیب الزاویة المحصورة مساحة المثلث تساوي نصف ناتج ضرب طولي   بینھما ِّ
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  مسقط العمود على مستقیم من نقطة خارجھ
  

ِّیبین الشكل المجاور المستقیم     ُL    ونقطة لا تقع علیھ ھيP  
  L نقطة تقاطع ھذا المستقیم مع َّ، فإنPُّ، یمر بالنقطة  L عند رسم مستقیم عمودي على 

ّتسمى مسقط العمود من النق   . في الشكل المجاورF وھي النقطة  Lالمستقیم   علىPطة ُ
ِّیمثل طول العمود     ُPF البعد بین النقطة ْ ُP والمستقیم L  .  

َّویمكن استعمال حقیقة أن ناتج ِ ًالضرب القیاسي للمتجھین المتعامدین یساوي صفرا؛  ُ ُِ  
  )F ت النقطة إحداثیاأي (  Lعلى المستقیم  Pلتحدید مسقط العمود من النقطة    
  
  
  
  

ِیمكن استعمال فكرة مسقط العمود ُ  
ِ لإیجاد أقصر مسافة في الفضاء بین أي مستقیم علمت    ُ ِمعادلتھ المتجھة ونقطة لا تقع علیھ علمت إحداثیاتھا ِّ ُ.  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

ِالذي لا یمر بھا، أتبعL  والمستقیم Pالنقطة  لإیجاد المسافة بین َّ   :وتین الآتیتینالخط ُّ
  

ِّالتي تمثل مسقط العمود من Fأجد النقطة : 1الخطوة   L على المستقیم Pالنقطة  ُ
  

   PF المتجھأجد طول: 2الخطوة 
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  استعمال المتجھات لتحدید قیاسات في أشكال ثلاثیة الأبعاد

  

ِیمكن استعمال المتجھات    لتحدید قیاسات بعض الزوایا والأطوال ُ
ْضمن أشكال ثلاثیة البعد،  مائلة لأضلاع تقع في مستویات        ُ  
ِعلمت إحداثیات رؤوسھا       ُ.  
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  من كتاب التمارین
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